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“Se eu vi mais longe,
N N 2
foi por estar sobre ombros de gigantes

Isaac Newton
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Resumo

O objetivo principal nesta dissertagao foi verificar a dinamica e a estabilidade de atomos
ultrafrios diluidos e interagentes, isto é, Condensados de Bose-Einstein, sujeitos a
um potencial periédico (rede éptica). As ondas de matéria foram descritas por gap
sOlitons iluminados, estudados através do Método Variacional e simulagoes numéricas
da Equacao de Gross-Pitaevskii utilizando uma miscelanea de métodos numéricos usuais
na busca de solugoes de equacgoes diferenciais nao lineares. Consideramos o caso de um
condensado constituido por dtomos onde as interagoes entre eles sao do tipo atrativas.
Observou-se que gaps sélitons iluminados sao estdaveis diante de pequenas oscilagoes da

rede Optica e diante de uma rede éptica em movimento.

Palavras-chave: Condensados de Bose-Einstein, Equacao de Gross-Pitaevskii, sélitons,

redes épticas



Abstract

The main objective of this dissertation was to verify the dynamics and stability of
diluted ultracold and interacting atoms, i.e., Bose-Einstein condensates, subject to
a periodic potential (optical lattices). Matter waves were described by bright gap
solitons, studied through the Variational Method and numerical simulations of the
Gross-Pitaevskii Equation using a miscellany of usual numerical methods in the search
for solutions of nonlinear differential equations. We consider the case of a condensate
constituted by atoms where the interactions between them are of the attractive type.
It has been observed that gap solitons are stable in the presence of small oscillations of

the optical lattices and in front of a moving optical lattice.

Keywords: Bose-Einstein condensates, Gross-Pitaevskii equation, solitons, optical

lattices
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1 Motivacao e objetivos

1 Motivacao e objetivos

Desde a realizacao experimental da Condensacao de Bose-Einstein em 1995, constata-se
que este tema tem sido abordado de forma praticamente constante na grande maioria dos
periédicos internacionais [1]. E importante destacar que tanto os esforgos tedricos quanto os
experimentais empregados para a realizagao deste grande feito contribuiram de forma excep-
cional em diversas areas da Fisica. Podemos citar varios trabalhos atuais que corroboram a
disseminacao dos proventos obtidos com a Condensagao de Bose-Einstein.

O modelo matematico que rege o comportamento do condensado é uma equacao diferencial
parcial nao linear (Equacao de Gross-Pitaevskii). Este tipo de equagao, em geral, ndo possui
solugao analitica devido ao elevado grau de dificuldade para resolvé-la. Trabalhos atuais
abordam métodos com a finalidade de reduzir a complexidade destas equagoes [2] cooperando
nas areas da Fisica Matematica e Fisica Computacional.

Solugoes solitonicas ocorrem tipicamente em equacgoes diferenciais nao lineares perten-
centes a classe que descreve o condensado. Com o advento deste, modelos de excitagoes
nao lineares em sistemas complexos em fisica e em estruturas celulares vivas [3], como por
exemplo o DNA [4, [5], tem sido abordados com mais frequéncia, e assim, coadjuvando com
as ciéncias bioldgicas.

As equagoes para as ondas eletromagnéticas também podem, sob determinadas condigoes,
ser descritas por uma equacao diferencial nao linear (Equacao de Schrédinger nao linear).
Assim, os fotons tendem a ganhar potencial quando estao condensados numa regiao. Como
resultado, temos pacotes de ondas formando pulsos de luz que viajam conservando sua forma,
sem dissipac¢ao, ao longo do meio de propagacao, ou seja, solitons. Um meio capaz de gerar
tais condigoes é a fibra éptica [0, 7,8, @]. Ao se desenvolver um material tal que a Equagao de
Schrodinger nao linear seja satisfeita, pode-se garantir que o sinal de saida seja exatamente o
mesmo que o de entrada, o que é de grande interesse tecnoldgico e economico possibilitando
um grande aumento na velocidade de comunicagoes e na extensao dos enlaces épticos.

Estudos sobre buracos negros descritos por um Condensado de Bose-Einstein de gravitons
[10, I1] e a ideia de que o espago-tempo também sao formados por condensados [12] con-
tribuem nas dreas da Cosmologia e Astrofisica.

Em suma, sao muito atuais e variados os trabalhos envolvendo teorias sobre a condensagao
de gases quanticos ultrafrios aprisionados; e por ser um objeto macroscépico, ela, a con-
densacgao, permite a observacao direta de efeitos quanticos em larga escala, podendo ser
manipulada diretamente, o que a torna excepcionalmente atraente.

O objetivo geral desta dissertacao é analisar o comportamento dinamico e a estabilidade

de sélitons em Condensados de Bose-Einstein (CBE) sujeitos a potenciais periédicos (redes



1 Motivacao e objetivos

épticas) descritos pela Equagao de Gross-Pitaevskii (EGP) unidimensional

2 o2

zh%@ (x,t) = —;—m%\ﬂ (,t) + Vgt () U (x,t) + g |V (x,t)|2 U (x,t), (1)
sendo esta uma Equagao de Schrodinger (ES) com nao linearidade ctibica. Entende-se como
sOlitons estaveis aqueles que mantém a sua forma ao longo da evolugao temporal.

Este trabalho sera realizado através do Método Variacional e uma miscelanea de métodos
numéricos (Método das Diferencas Finitas, Método de Newton-Raphson, Método de Crank-
Nicolson, Método Split-Step, Método de Relaxamento ou de propagagao do tempo imaginério,
etc.)

Buscaremos solugoes na forma de sélitons iluminados [13, 14]. Isto corresponde a in-
teracoes atrativas entre os dtomos do CBE como ocorre com condensados de 8'Rb e #*Na.

A escolha do potencial de confinamento peridédico descrevendo uma rede éptica baseou-se
primeiramente em abordagens atuais envolvendo condensados descritos pelo Hamiltoniano
de Bose-Hubbard [I5] e condensados fermionicos [16], e pelo fato das redes épticas terem
sido amplamente utilizadas na fisica atomica como forma de resfriar, aprisionar e controlar
atomos [17]. Nos tltimos anos, os atomos ultrafrios em redes 6pticas tornaram-se um ponto
de encontro tnico para descrever propriedades fisicas através de simulacoes de materiais em
estado sélido [I8] 19, 20], sendo esta uma das principais motivagoes para a realizacao deste
trabalho e por fim, contribuir de forma expressiva no programa de pds graduacao em Ciéncia
dos Materiais do Instituto de Fisica da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.

O sistema estudado nessa dissertagao consiste em um séliton unidimensional sujeito a
uma rede optica. Esse sistema pode ser modelado matematicamente como uma solucao da
EGP. Supomos o séliton como tendo um formato inicial (ansatz) do tipo secante hiperbdlica.
O estudo dessas solugoes foi feito numericamente, por meio do método split-step Crank-
Nicolson, e de modo analitico, através de uma anédlise variacional.

Discutimos a estabilidade dos sodlitons, comparando os resultados obtidos pela analise
variacional e pelo método numérico. Na introdugao procuramos esclarecer alguns pontos
principais sobre os aspectos tedricos que alicercam a pesquisa realizada. Discorreremos sobre
solitons e sobre a dinamica de ondas de matéria em CBEs. Esta secao explana alguns dos
conceitos utilizados para o desenvolvimento deste trabalho.

O trabalho deste mestrado tem inicio na segao dos resultados, onde estudamos a dinamica
de sélitons de onda de matéria em redes 6pticas. Na conclusao do trabalho, fechamos uma
analise final dos resultados das csecoes anteriores e apresentamos algumas possibilidades de

estudos futuros em torno deste tema.
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2 Introducao

2.1 Propriedades de sistemas quanticos

Nesta secao exibiremos uma breve visao geral dos importantes resultados da mecanica

quantica que serao primordiais para a compreensao do CBE.

2.1.1 A funcao de onda e a fase

Ao considerarmos uma particula descrita pela mecanica classica, basta descrevermos sua
posigdo e momento e prevemos sua evolugao usando as leis de Newton [2I]. O mesmo nao
pode ser dito para particulas quanticas. A mecanica quantica nos diz que as particulas sao
representadas por uma func¢do denominada funcao de onda, ¥ (r,t), que é, em geral, uma
funcao complexa que depende da posi¢ao e do tempo. Para uma tnica particula, define-se a

probabilidade, P (r,t), para encontrar a particula na posi¢ao r e tempo t de acordo com

P(r,t) = |V (r,t)]* dr. (2)

Contudo, quando estamos considerando varias particulas, a quantidade |V (r, t) * descreve

a densidade de particulas, n (r,t), via

n(r,t) = | (r, 1) (3)

que integrando em todo o espaco, obtemos o nimero total de particulas, N, isto é,

N:/|\I/(r,t)|2d3r. ()

A funcao de onda também contém propriedades relacionadas a fase dos sistemas. A fase
¢ melhor explicada através de um exemplo [22]. Se considerarmos um sistema de dtomos com
momentos de dipolo magnético, no qual o norte magnético de cada atomo estiver apontando
em uma direcao aleatoria, conclui-se que a soma do momento magnético em todo o sistema
serda praticamente nula. Nesse sistema, dizemos que essas particulas estao fora de fase. No
entanto, se tivermos um sistema com cada momento de dipolo magnético voltado para a
mesma direcao, a soma sera fortemente magnética e as particulas estarao em fase. Deste
modo, quando esfriamos um sistema até alcancarmos a condensacao de Bose-Einstein, as
particulas passam por uma transicao de fase tal que elas ficam em fase. Caso uma particula
seja perturbada nessa configuracao, todas as outras reagem de forma coletiva como se fossem
uma unica particula. E essa propriedade do CBE que lhe d& uma ligacao inerente ao laser.

Lasers sao um fluxo de fotons que estao em fase. E essa semelhanca que fornece ao CBE a

11



2 Introducao

reputacao de ser um laser de dtomos [22]. Podemos definir a fase tomando a definigdo da

densidade de particulas dada pela Eq. [3| e reorganiza-la em termos da fun¢ao de onda

U (r,t) = \/n(r,t)e?® (5)

onde 0 (r,t) é a fase do sistema. Podemos reorganizar esta equagao usando a férmula de Euler

para exp (i0 (r,t)) e separando as partes real e imaginaria da fungao de onda para obter

B Im (¥ (r,t))
0 (r,t) = arctan (m) (6)

2.1.2 Principio de exclusao de Pauli e mecanica estatistica quantica

Na natureza, as particulas existem em duas categorias distintas, definidas pelo seu spin
(momento angular intrinseco da particula): bdsons (particulas com spin inteiro, por exemplo,
fotons, fonons, mégnons, dtomos de “He) e férmions (particulas com spin semi-inteiro, por
exemplo, elétrons, prétons, néutrons, dtomos de *He). Os bdsons sao ilimitados em sua
capacidade de ocupar um unico estado de energia. Férmions, no entanto, sao limitados a
apenas uma particula por estado pelo principio de exclusao de Pauli, como descoberto pelo
fisico austriaco Wolfgang Pauli em 1925. Assim, a condensacao de Bose-Einstein ocorre,
como o proprio nome sugere, apenas para bosons, de modo que todas as particulas possam
existir no mesmo estado e se comportarem como uma tnica particula.

E possivel pegar um par de férmions (chamado par de Cooper), onde o spin serd entao
inteiro, e criar um condensado de maneira semelhante, isto é, um condensado fermionico
[23, 24].

Bose—Einstein
Condenstate

Cold bosons Cold fermions

Figura 1: Em cada diagrama as linhas horizontais representam os niveis de energia em uma armadilha
harmonica simples. O diagrama a esquerda mostra um sistema de bdsons nao interagentes em 7" = 0
ocupando o nivel de energia mais baixo e o diagrama & direita mostra o mesmo sistema de férmions onde Ey
é a energia de Fermi.

A mecanica estatistica ¢ usada para descrever um sistema formado por um grande ntimero

de atomos, onde nao é possivel determinar com precisao a posicao e o momento de cada

12



2 Introducao

atomo. Na mecanica estatistica quantica os bdsons obedecem a estatistica de Bose-Einstein
e os férmions, a estatistica de Fermi-Dirac. O ntimero médio de ocupagao de bdsons em um

determinado estado com energia ¢; é dado por

1 1
e(Ei*M)/kBT —1 - 6/8(51'7/") —1 (7)

N(Sl) =

onde kp é a constante de Boltzmann, T' é a temperatura de equilibrio do sistema, 5 = 1/kgT
e i é o potencial quimico representando a energia necessaria para adicionar ou remover

“—1” no denominador surge do fato de que as particulas sao

particulas do sistema. O termo
indistinguiveis uma da outra.

Caso €; — p , observa-se que N(g;) — oco. Assim, a medida que abaixamos a energia
do nosso sistema, o nimero de particulas em um nivel de energia mais baixo diverge. Isso
significa que os bdésons tém a capacidade de ocupar o menor nivel de energia em grande
ntimero. E importante ressaltar que a Eq. sé tem validade para ¢; — u > 0, isto é, para um
potencial quimico estritamente negativoEL w < 0.

Para temperaturas muito altas (isto é, no limite cldssico), é facil verificar que o potencial
quimico é sempre negativo [25]. No contexto quantico, com o numero de particulas fixo, a
medida que a temperatura diminui o potencial quimico aumenta e pode eventualmente se
anular dando origem ao fenomeno da Condensacao de Bose-Eintein [26].

Isto estd em contraste com a estatistica Fermi-Dirac, onde o nimero médio de ocupagao

de férmions em um determinado estado com energia e; é dado por

1
Ne) = Femm (8)

e que se reduzirmos a energia de um sistema tal que ¢; — 0, observa-se que N(g;) — 1, ou

seja, apenas um atomo por estado.

2.2 O condensado de Bose-Einstein

A estatistica de Bose-Einstein nos mostra que a ocupacgao do estado fundamental é ili-
mitada a medida que a energia do sistema diminui. Para sistemas diluidos, isto pode ser
alcangado reduzindo a temperatura de um sistema abaixo de alguma temperatura critica T,
de modo que as particulas tendem a estar no estado de mais baixa energia. Para um gas de
particulas livres de massa m, nao interagentes, em trés dimensoes, esta temperatura critica
é dada por [22]

'E importante ressaltar que a energia ; é negativa por ser energia de ligacio.
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2 Introducao

e (E6m)

onde ( é a funcao zeta de Riemann definida como

) =Y (10)

e ((3/2) =~ 2.612. Abaixo da temperatura critica, inicia-se a Condensagao de Bose-Einstein.

No universo quantico, como mencionado antes, uma particula é deslocalizada (espalhada)
sobre uma regiao do espago como um pacote de ondas. Quando ocorre a diminui¢ao da tem-
peratura de um sistema, esses pacotes de ondas (cujo tamanho tipico é dado pelo comprimento
de onda de De Broglie) aumentam de tamanho e comegam a se sobrepor, comportando-se
como uma onda gigante de matéria. Podemos derivar o comprimento de onda térmico de
Broglie equacionando a energia cinética quantica de particulas livres, F. = wkgT, com a
energia cinética em termos do momentum, E. = p*/2m, e usando o comprimento de onda de

De Broglie padrao A\pg = 27h/p obtemos

2mh?
App = 4 ——— 11
b5 mkgT’ (11)

onde Apg x 1/ VT, ou seja, o comprimento de onda de De Broglie aumenta a medida que a

temperatura diminui.

14
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Figura 2: Critério para Condensacao de Bose-Einstein [27]. Em altas temperaturas (a), um gés de interagao
fraca pode ser tratado como um sistema de "bolas de bilhar”. Em uma descricao quantica simplificada, os
atomos podem ser considerados como pacotes de ondas (b) com um tamanho de seu comprimento de onda de
De Broglie, A\pp . Na temperatura de transicao, T = T, para o CBE, App torna-se comparavel a distancia
entre dtomos e a sobreposicdo das ondas de matéria (c) toma a forma de um condensado. A medida que
a temperatura se aproxima de zero (d), a nuvem térmica desaparece dando origem a uma onda de matéria
gigante, isto é, um CBE puro.

Note que usando a Eq. [0 em termos de App podemos escrever
A\, o nT%? ~ 2.612. (12)

E importante destacar que para que a Condensacao de Bose-Einstein ocorra, essa relacao
deve ser satisfeita. Percebe-se na Eq. que para temperaturas criticas elevadas a den-
sidade de particulas também sera elevada, e é assim que se espera que sistemas como es-
trelas de néutrons contenham CBE’s porque tanto a densidade quanto a temperatura sao
muito maiores [22]. Indicamos o exercicio 5.36 da Ref. [2I] como exemplo de condensagao a
altissimas temperaturas.

Os sistemas com o0s quais vamos lidar sao condensados atomicos diluidos e fracamente
interagentes. O termo “diluidos” refere-se a baixa densidade atomica, o que significa que
necessitamos de baixas temperaturas. Uma caracteristica importante dos CBE’s diluidos,
que usaremos praticamente em todo este trabalho, é que sua dinamica a temperatura nula

pode ser regida pela denominada Equacao de Gross-Pitaevskii.

2.3 Um breve hitdérico sobre a realizacao experimental do CBE

Sem sombra de duvidas, o CBE foi uma das maiores descobertas da fisica estatistica, que
de maneira simplista pode ser entendido como a tendéncia dos constituintes de um gas de

bésons em ocupar o seu menor estado de energia a baixas temperaturas [28].
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2 Introducao

Os CBEs foram primeiramente previstos teoricamente pelo fisico indiano Satyendra Nath
Bose (1894-1974). Bose estava trabalhando em problemas estatisticos na mecéanica quantica
e enviou suas ideias a Albert Einstein (1879-1955). Einstein achou-as importantes o bastante
para publica-las. Mais importante, Einstein observou que a matematica de Bose — mais
tarde conhecida como estatistica de Bose-Einstein — poderia ser aplicada tanto aos atomos
como a luz.

O primeiro “verdadeiro” CBE foi criado por Eric Cornell, Carl Wieman e colegas no
Instituto Conjunto do Laboratério de Astrofisica em 5 de junho de 1995. Este feito foi
conseguido arrefecendo um vapor diluido de aproximadamente 2000 4tomos de 8"Rb até
atingir temperaturas abaixo dos 170 nK usando uma combinagao de arrefecimento a laser
(uma técnica que valeu aos seus inventores Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji e William
D. Phillips o Prémio Nobel da Fisica em 1997) e arrefecimento por evaporagao magnética
[29].

Figura 3: Dados de distribuicio de velocidade para um gis de dtomos de 8’Rb, confirmando a
descoberta de uma nova fase da matéria, o condensado de Bose-Einstein [29]. Esquerda: Logo
antes do aparecimento do condensado de Bose-Einstein. Centro: No instante do aparecimento do
condensado. Direita: apds a rapida evaporacao, deixando amostras puras do condensado. As cores
artificiais representam o nimero de dtomos em cada velocidade, indicando o vermelho menos dtomos
e o branco mais atomos. As dreas em que aparecem branco e azul claro sao velocidades menores. O
pico nao ¢ infinitamente estreito devido ao Principio da Incerteza de Heisenberg: quando um atomo
é retido numa regiao especifica do espaco a sua distribuicao de velocidade possui necessariamente
uma certa largura minima. Os dados experimentais originais sao uma imagem sombreada em preto e
branco bidimensional, mas essas imagens foram convertidas em trés dimensoes e recebem contornos
de densidade de cores falsas.

Cerca de quatro meses depois, um projeto independente conduzido por Wolfgang Ket-

terle no MIT criou um condensado formado por #Na [30]. O condensado de Ketterle era

constituido por trezentas vezes mais atomos, o que lhe permitiu obter varios resultados
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2 Introducao

importantes como a observacao de interferéncia quantum-mecanica entre dois condensados

diferentes. Cornell, Wieman e Ketterle ganharam o Prémio Nobel em 2001 pelo seu trabalho.

Figura 4: Observagao da condensacao de Bose-Einstein por imagem de absorcao [31]. Contempla-se
a absorcao vs duas dimensoes espaciais. A imagem da esquerda mostra uma nuvem em expansao
resfriada até um pouco acima do ponto de transicao; centro: logo apds o condensado aparecer;
direita: depois de mais resfriamento evaporativo deixou um condensado quase puro. O ntimero
total de dtomos na transicdo de fase é de cerca de 7 x 10° e a temperatura no ponto de transicao é
de 2 uK.

2.4 Teoria do campo médio

Do ponto de vista tedrico, e de uma ampla gama de condi¢oes experimentalmente relevan-
tes, a dinamica de um CBE pode ser descrita por meio da Teoria do Campo Médio (TCM). A
principal ideia da TCM é substituir todas as interacoes interatomicas por um corpo com uma
interacao média ou efetiva. Isso reduz qualquer problema de muitos corpos em um problema
efetivo de um sé corpo. Esta abordagem é muito mais simples do que tratar o Hamiltoniano

de muitos corpos

=30 (B Ve tw)) 5 05 Vi (s = ) (13

i=1 ji
e pode descrever com bastante precisao as propriedades estéticas e dinamicas dos CBEs [32].
A Eq. representa o Hamiltoniano de um sistema de N boésons interagentes de massa m
com momentum linear p — —iAV sujeitos a um potencial externo Vext. O termo th descreve
o potencial de interacao e o fator “1/2” é necessdrio para evitar a contagem de interagdes
entre as particulas duas vezes.

Um CBE, como j4 foi descrito na Sec. [2.2] é obtido a partir de uma cole¢ao de bdsons no

estado fundamental a temperaturas muito baixas. O Hamiltoniano de muitos corpos geral
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2 Introducao

que descreve tal sistema formado por N bdsons interagentes de massa m confinados por um

potencial externo V... (r) é dado na forma de sequnda quantiza¢ao por

H= / dri(r,t) {—%W +Vext(r)] @(r,tH—% / dede’ Ut (v, )T (¢, )V (e—2) U (', £) U (r, t)

(14)
onde \i/(r, t)e \iﬁ(r, t) sado os operadores de campo de aniquilagao e criagdo de bdsons respec-
tivamente, e V(r — 1) é o potencial interatomico entre dois bésons.

Na situagao de temperaturas extremamente baixas, a presenca de uma grande quantidade
de bésons em um sé estado (estado condensado) permite que utilizemos a aprozimagao de
Bogoliubov 33| 34, B5], que consiste em substituir o operador \ff(r,t) pelo campo cldssico
U(r,t). Com o intuito de determinar a equacao que descreve o CBE, usaremos a equagao de

Heisenberg [32] para o campo ¥(r, )

i W(r, t) = :\if(r, 1), H}
(15)

2
- ‘j_mV2+nxt(r>+ / dr' U (e )V (r — ') (r') | U(r,t)

Na tentativa de simplificar o potencial de interacao interatomico, considera-se o caso
relevante de um gas ultrafrio diluido com colisoes bindrias eldsticas (onde “bindrias elasticas”
significa que estamos assumindo colisoes do tipo “bolas de bilhar” e que nao ha perda de
energia nessas colisdes) a baixa energia, pelas ondas s (s—wave)ﬂ de comprimento de dispersao
as. Neste limite, o potencial interatomico pode ser substituido por um potencial interatomico

efetivo (potencial de contato) que é bem descrito por uma fungao Delta de Dirac:

Vic—r') =V =gdr—r) (16)

onde g é uma constante.

Utilizando a propriedade da filtragem da funcao Delta [36]

/ "5 — a)f(a)de = £(a) (17)

o0

e substituindo o operador de campo \f!(r, t) pelo campo classico ¥(r,t), chega-se na equagao

2Na teoria do espalhamento quantico, imaginamos uma onda plana incidente (com o ntimero quantico de
momento angular, [ = 0, 1,2, ..., definido) que se move numa determinada dire¢do e encontra um potencial
de espalhamento produzindo um onda esférica de saida [2I]. Em espalhamentos de baixas energias, como no
caso da condensagao de Bose-Einstein, consideramos apenas o casol =0 (I =0,1,2,... = [l = s,p,d,...),
isto é, apenas as ondas s participarao do processo de espalhamento.
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que descreve o CBE:

e, R _, 2
zhE‘I/(r,t)— —%V + Veur(r) + g [V (x, 8)|7| Y(r,1).

2.5 Equacao de Gross-Pitaevskii

Os comportamentos (propriedades estéticas e dinamicas) dos CBEs puros constituidos de
atomos diluidos e ultrafrios sao regidos pela equagao hidrodinamica de campo médio. Esta
equagao ¢ conhecida como Equacao de Gross-Pitaevskii (EGP)

0 h?

z’fﬁ\l}(r, t) = —%V2\11(r, t) 4 Vigy () U(x, t) + g | (x, t)° U(r, ), (18)

onde i = /—1 é a unidade imaginaria, & é a constante de Plank,h, dividida por 27, m ¢é
a massa de cada dtomo do condensado, V? é o operador laplaciano, V., (r,t) é o potencial
externo responsavel pelo aprisionamento (armadilha) no qual o sistema estd submetido, g é
o coeficiente de néo linearidade e o termo nao linear |¥(r, ¢)|* é a densidade atémica n (r,t)
que ja foi apresentada na Sec. [2.1.1]

Nesta equagao, ¥(r,t) é a fungao de ondaﬂ (também chamada de pardametro de ordem

ou de func¢dao de onda macroscdpica) do CBE e a normalizacao é dada por

/ | (r,t)]” d®r = N, (19)

onde N representa o numero de dtomos do condensado [37].

2.5.1 Coeficiente de nao linearidade

O coeficiente g, que define a forca de nao linearidade, é o parametro que mede as interagoes
atomicas dado por

B Arh%a,

g=——" (20)

O termo as é o comprimento de espalhamento das ondas s, uma quantidade usada em
fisica atomica para caracterizar as interagoes entre os atomos no limite de baixa energia
[38]. Para as duas espécies atomicas de condensados mais comuns, 8’Rb e 23Na, a; = 5.8 e
2.8 nm, respectivamente. Enquanto o verdadeiro potencial de interacao entre dois atomos

¢ mais complicado, sua forma detalhada nao é importante, desde que ay, < d, onde d é a

3No caso tridimensional, o operador laplaciano e a fun¢io de onda sdo dados, respectivamente, por V2 =
o)

2 2 2 .
% + 8872 + 5= e ¥(r,t) = ¥(x,y, 2,t) em coordenadas cartesianas.
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distancia média entre as particulas (ou, equivalentemente, na® < 1). Além disso, dentro
desta situacao, a condigdo para interagoes fracas é a; < Apg[39].

E possivel controlar a interacao interatomica, alterando o limiar da dinamica de colisao e,
consequentemente, alterar o sinal ou a magnitude do comprimento de espalhamento através
da ressonancia de Feshbach. Isso pode ser feito com a aplicacao de um campo magnético
externo B que controla o comprimento de espalhamento devido a réapida variacao nas pro-
priedades de colisao [39]. A partir da teoria de espalhamento de mecéanica quantica, pode-se

determinar que o comprimento de espalhamento como uma funcao do campo magnético é

AB
as = Qg 1_B—Bo , (21)

onde AB indica a largura ou a forca da ressonancia, By é o valor do campo magnético no

dado por

qual o detuning ¢ nulo e ap, ¢ o comprimento de dispersao do background. Para uma andlise
detalhada sobre a técnica da ressondncia de Feshbach indicamos as Refs [38], 40, 41].

E importante ressaltar que o comprimento de espalhamento das ondas s, e consequente-
mente o coeficiente de nao linearidade, pode ter valores positivos ou negativos. Para g > 0
as interagoes interatomicas sao repulsivas (por exemplo, para CBE de 8Rb ou 23Na), para
g < 0 as interagoes sao atrativas (por exemplo, para CBE de "Li [42]) e para ¢ = 0 nao hd

interagoes e a EGP se reduz a Equacao de Schrodinger (ES).

2.5.2 Potenciais de confinamento

Os CBEs sao tipicamente confinados por potenciais harmonicos que podem, em geral, ser
anisotrépicos no espacgo [43]. No caso de armadilhas magnéticas (magnetic trap) o potencial

externo V., (r) assume a forma harmonica tipica [44] 45| 411 [46]

1
Vur (2,9, 2) = 5m (w§x2 + wf,yQ + wgzz) , (22)

onde, em geral, as frequéncias da armadilha, w,,w, e w,, ao longo das trés direcoes sao
diferentes.

H&a também outros potenciais de confinamento, como os potenciais periédicos de redes
épticas (optical lattices) [47), 48, 149, (0L 51, 18, [17]:

Vou (2,4, 2) = Vg [cos? (kyx + ¢5) + cos” (kyy + ¢y) + cos” (k.z + ¢.)] (23)
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2.5.3 Massa, energia e potencial quimico

A massa total do CBE é M = mN onde N provém da condi¢ao de normalizacao dada
pela Eq. [I9 A energia total E do CBE ¢ dada pela expressao

h2
E= / {% (VU (r, t)° + Vi |¥(x, )]* + g (U (r,t)[*| dr = En + Epot + Eint. (24)

Os termos representam a energia cinética E,, energia potencial I, e a energia de
interacao Ej;,;. Desde que o potencial V,,; seja independente do tempo, pode-se afirmar que
a energia B = Eg, + Epo + Einy € conservada durante a evolucao temporal do condensado
[43].

2.5.4 EGP independente do tempo

E possivel extrair solugoes estacionarias tomando

U(r,t) = w(r)e_i“t/h, (25)

onde ¥(r) é a fungdo de onda independente do tempo e p é o potencial quimico que aparece
na distribuigdo de Bose-Einstein dada pela Eq. [7] Inserindo a Eq. na Eq. obtemos a
EGP independente do tempo

- %V% (1) + Vet (1) 9 (v) + g |0 (0) [ (x) = ) (1) . (26)

Note que o potencial V,,; deve ser independente do tempo, a funcao ¥ (r) é a autofuncao e
o potencial quimico é o autovalor. As solucoes da EGP independente do tempo sao solucgoes
estacionarias do sistema, sendo a solucao de energia mais baixa o estado fundamental do

CBE, e a integracio direta nos leva & expressao []

h2
uN:/ [%|W<r,t>|2+v;xt<r>|w<r,t>|2+g|w<r,t>|4 dr = Bein + Epot + 2B, (27)

Na auséncia de interacoes, a Eq. se reduz a energia por particula, consistente com o

autovalor da ES independente do tempo.

4Geralmente, o potencial quimico é definido como y = dE/ON [52).
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2.6 Sodlitons e gaps sélitons

Em 1834, J. Scott Russell observou e acompanhou um pulso de onda criado pela proa
de um barco sendo puxado por dois cavalos em um canal de Glasgow. A embarcacao parou
abruptamente, e Russel acompanhou aquela onda se propagando por cerca de duas milhas
de distancia do ponto de parada. A velocidade do pulso de onda era de aproximadamente
9 milhas por hora, conforme o proprio Russel relatou. Durante todo o percurso, o pulso de
onda manteve sua forma e velocidade praticamente inalteradas.

Posteriormente, em 1895, Korteweg e de Vries encontraram a equacao diferencial que

descrevia o problema, essa equacao ficou conhecida como equagao KdV:

—0. (28)

Porém, foi em 1965 que Zabusky e M. Kruskal estudando as solugoes de D.J. Korteweg
e G. de Vries definiram tal efeito como ondas solitarias ou sélitons. Os sdlitons correspon-
dem a solugoes particulares de algumas equacgoes nao lineares, descrevendo a propagacao de
excitagoes ou pacotes de ondas em meios continuos envolvendo efeitos de dispersao e nao
linearidade permitindo que ele mantenha sua forma a medida que evolui [53].

Geralmente existem dois tipos de sélitons: os sélitons iluminados ou brilhantes (Fig.
(a)), que sao pacotes de ondas localizados que nao perdem a sua forma durante a propagagao,
ou seja, a sua amplitude mantém-se constante durante um longo tempo de evolucao temporal
e espacial; e os sélitons escuros (Fig. 5| (b)), que sdo buracos se movendo em um fundo de
matéria, neste caso, a sua amplitude também mantem-se constante durante uma evolucao

temporal e espacial.

22



2 Introducao

so6liton iluminado séliton escuro

(a) (b)

Figura 5: Exemplo ilustrativo de um séliton iluminado (a) e um séliton escuro (b).

Os dois exemplos de sélitons apresentados na Fig. |5 sao meramente ilustrativos, entre-
tanto, os sélitons podem ser solugoes de uma equagao nao linear do tipo Schrédinger (ESNL,
EGP, etc.) aplicada a sistemas de gases quanticos [54], [55] 47, 48] ou fibras 6pticas [56], 57 58] .

Dependendo do fenomeno e das condigoes fisicas, os sélitons sao denominados de gaps
solitons. Na fisica do estado sélido, sao denominados de gaps a descontinuidade no espectro
de energia de elétrons livres em um cristal sujeito a um potencial periédico [59, 60], ou
seja, regides espectrais onde nao existe a propagacao de ondas. Entretanto, quando a nao
linearidade permite a localizacao de ondas dentro de uma banda de gaps linear, formam-se
gaps solitons [50].

A EGP na presenca de um potencial periédico possui solugoes do tipo gaps sélitons
iluminados quando as interagoes atomicas sao atrativas, e quando as interagoes sao repulsivas,
as solugoes sao gaps solitons escuros.

Experimentalmente, um potencial periédico unidimensional de aprisionamento de atomos
frios é obtido utilizando a interacao de dois lasers. Neste caso, similar ao que ocorre na fisica
do estado solido, fungoes de ondas localizadas tomam a forma de sdlitons dentro de gaps

proibidos do espectro da banda-lacuna, sendo também denominados de gaps sélitons [61].

2.7 Redes opticas

As redes dpticas sao “cristais artificiais de luz” criados por interferéncias entre lasers [51].
Quando os atomos sao iluminados com laser, o campo elétrico do laser induz um momento de
dipolo nos atomos que, por sua vez, interage com o campo elétrico. Essa interagao modifica

a energia dos estados internos dos a&tomos de uma maneira que depende tanto da intensidade
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da luz quanto da frequéncia do laser. Uma intensidade espacialmente dependente induz uma
energia potencial espacialmente dependente que pode ser usada para confinar os atomos.

A geometria da rede é determinada pela configuracao dos feixes de laser usados para criar
a rede e a profundidade da rede é ajustavel pela intensidade do laser. Existe até flexibilidade

no controle do espacamento da estrutura, modificando o angulo de interferéncia entre os feixes

de laser [62].

Figura 6: Rede 6ptica unidimensional criada pela interseccao de dois feixes de lasers na direcao x, com vetores
de ondas k, e —kz, [53] [63].

Como as configuracoes das redes Opticas se assemelham aos arranjos geométricos dos
atomos em sélidos cristalinos, eles podem ser usados para estudar comportamentos atomicos
em um ambiente altamente controlado [I8, I7]. O potencial de rede dptica imita a rede
cristalina em um sélido e os dtomos presentes na rede imitam os elétrons de valéncia. Os
atomos se movem na rede como os elétrons de valéncia fazem na presenca de potenciais

periédicos gerados pelos fons carregados positivamente em um cristal sélido.
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a Optical lattice

b Real crystal

)

) —

Figura 7: Simulacao de cristal [64]. Atomos ultrafrios em uma rede Optica podem simular fenémenos de
matéria condensada que normalmente ocorrem apenas no "gas de elétrons” de um cristal de estado sélido.
Em uma rede éptica (a), os 4tomos sdo aprisionados em um potencial sinusoidal (cinza) criado por um feixe
de laser de ondas estaciondrias. As fungdes de onda dos dtomos (azul) correspondem aquelas dos elétrons de
valéncia em um cristal real (b). Aqui, o potencial periédico é causado pela forca eletrostitica atrativa entre
os elétrons (-) e os fons (4) formando o cristal. O movimento e a interagdo das particulas, sejam &tomos
ultrafrios ou elétrons, determinam a fisica do material. Assim, por exemplo, a superfluidez em um gés de
atomos ultrafrios corresponde a supercondutividade em um gés de elétrons.

H4, no entanto, algumas diferencas importantes entre os cristais de estado sélido e a rede
dptica que sao relevantes para enfatizar [65].

Primeiramente, as escalas de energia sao muito diferentes. Enquanto a distancia tipica
da rede em sistemas de atomos frios é da ordem del um, em cristais de estado sélido é em
torno de 0,1 nm.

Em sistemas atomicos ultrafrios é possivel seguir a dinamica dos atomos nas escalas de
tempo de milisegundos ou até segundos. Além disso, ao contrario dos elétrons, que sao
particulas carregadas e fortemente acopladas ao complexo ambiente de estado sélido, os
atomos sao neutros e quase completamente desacoplados de seu ambiente.

Em contraste com os materiais reais onde a desordem, vibracoes de rede e defeitos estru-
turais sao inevitaveis, os cristais feitos pela luz sao rigidos (sem vibragoes), livres de defeitos
e totalmente controlaveis.

Gragas a todos esses atributos, os atomos ultrafrios presentes na rede éptica tornam-se um

ambiente perfeito para a investigacao de fenomenos nao lineares, transicoes de fase quantica
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e dinamica de nao equilibrio.

Atam

Laser lights

I Optical lattica
.L Ultracold atomic g

o~
a_,s_,d_.-—-"_"_#_'
4
/ A An upl»'cal lattice is an artificial CI‘}'SLEH

I created by laser lighls.

Figura 8: Esquema de uma rede 6ptica [66]. Uma rede éptica é criada aplicando feixes de laser contrapropa-
gantes no gas atomico ultrafrio, conforme representado esquematicamente na figura acima. Aqui, o compri-
mento de onda da luz do laser é “desafinado” (detuning) e estd longe do comprimento de onda de ressonéncia
dos atomos. Nesta situacao, os atomos nao absorvem os fétons do laser. Portanto, o aquecimento dos dtomos
nao ocorre. Os feixes de laser contrapropagantes formam uma onda estaciondria de modo a produzir um
potencial semelhante a uma rede cristalina que muda periodicamente com a posicao espacial. Uma rede
Optica corresponde a este potencial periédico com dtomos confinados no interior. Quando os feixes de laser
iluminam um gas atomico de seis diregoes a estrutura de rede torna-se uma cibica simples e a distancia da
rede é exatamente igual a metade do comprimento de onda do laser.

2.8 Equacao de Mathieu

O propdsito dessa dissertacao é, de um modo geral, avaliar o compotamento dinamico
de solitons em atomos ultrafrios submetidos a uma rede 6ptica. A rede 6ptica é modelada
matematicamente por fungoes periddicas e ao considerarmos a EGP-1D linearizada (g = 0),
esta pode ser reescrita como uma Equagaode de Hill que tem como caso particular a Equacao
de Mathieu. Sendo assim, é fundamental, para o desenvolvimento desse trabalho, uma breve
abordagem sobre as equacoes supracitadas.

A Equacao de Hill

d2
a2

¢ uma equacao diferencial ordinéria linear de segunda ordem na qual o termo P(x) é uma

() + P(z)y () =0 (29)

fungao periddica. Ela foi introduzida por George William Hill em 1886. A Equagao de Hill é
um importante exemplo na compreensao de equacoes diferenciais periddicas. Casos especiais
desta equacao inclui a Equagao de Mathieu, que aparece em problemas envolvendo geometria
eliptica, oscilagoes paramétricas e na Equacao de Schrodinger para potenciais periddicos; e
a Equacao de Meissner, que foi inicialmente utilizada para estudar problemas envolvendo

ressonancia e aparece na area na biologia evolutiva.
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Emile Léonard Mathieu, um matematico francés, obteve a equacao diferencial que hoje
leva seu nome em 1868 estudando oscilagoes livres em uma membrana eliptica.

A equacao de Mathieu

2
dz2?

tem aparecido na fisica tedrica em muitos contextos diferentes como por exemplo na area

(x) + [+ B cos(x)] y (x) = 0, (30)

de atomo ultrafrios (CBE em redes dpticas)[63], 53] 62]. Podemos usar o Teorema de Flo-
quet para estudar a equacao de Mathieu e encontrar as suas regioes de estabilidade através
do determinante de Hill [67]. E importante ressaltar que as solugoes sao ditas instaveis
quando uma perturbacao infinitesimal inicia uma crescente oscilagao. Neste trabalho, bus-
camos solugoes solitonicas, isto €, solugoes que mantenham a sua forma ao longo da evolucao

temporal mesmo com perturbacoes infinitesimais.

Figura 9: Diagrama de estabilidade da equacao de Mathieu y” (x) + [a + B cos(x)] y (z) = 0 [68]. As
regioes hachuradas (verde) indicam estabilidade enquanto as regides em branco indicam instabili-
dade. Regides instaveis para a > 0 correspondem a ressonancia paramétrica. Regioes estaveis para
a < 0 correspondem a estabilizacao oscilatéria. O grafico é simétrico em relagao ao eixo «. Este
diagrama ¢é produzido através do determinante infinito de Hill [67].
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3 Metodologia

O modelo matematico que rege o comportamento do condensado, como ja citado, é a
Equacao de Gross-Pitaevskii, sendo esta uma equagao diferencial parcial nao linear. Este
tipo de equacao, em geral, ndao possui solucao analitica. Assim, torna-se essencial buscarmos
métodos para resolver esse tipo de equacao. Observa-se que resolver a EGP torna-se o
principal objetivo deste trabalho. Isto posto, apresentam-se nas préximas subsecoes alguns

métodos aqui utilizados para resolver esta equacao.

3.1 Meétodo Variacional
3.1.1 Teoria de Campos na Forma Lagrangiana

Sistemas continuos possuem um numero infinito de graus de liberdade e sao descritos por
campos [69]. E fato notavel que praticamente todas as teorias de campos de interesse fisico
podem ser descritas pelos formalismos de Lagrange e Hamilton.

Um sistema mecanico com um numero finito de graus de liberdade é descrito pelas coorde-
nadas generalizadas g (t) . O sistema continuo mais simples é descrito por uma coordenada
1 (t) associada a cada ponto x do espago, ou seja, o indice discreto k é substituido pelo
indice continuo x. Por simplicidade, consideraremos inicialmente campos em uma dimensao
espacial e, em vez de utilizar a coordenada espacial como subscrito, usaremos a notacao
tradicional i (x, ).

A lagrangiana de um sistema discreto envolve uma soma sobre todos os graus de liberdade,
de modo que a lagrangiana de um sistema continuo deve ser expressa em termos da integral
espacial de uma funcao £ , chamada de densidade lagrangiana. A densidade lagrangiana
deve conter um termo cinético, logo deve depender de w(x, t) = 0Y/0t . Em contraste com
a ideia de acao a distancia, suporemos que um campo interage somente com seu vizinhos
infinitesimais, de modo que L deve depender de ¢ (x,t) e ¥(x + dx,t) . Alternativamente,
em vez desta ultima quantidade é melhor usar ¢/(z,t) = 0¢/0xr . Admitindo uma possivel
dependeéncia explicita em z e t , a agao mais geral para uma teoria de campos unidimensional

tem a forma

S:/: /:Q,C(Q/J,w/,ib,x,t)dxdt (31)

A integral temporal da Lagrangiana é chamada de acao e é denotada pela letra S. Na
teoria de campo, ocasionalmente é feita uma distingao entre a Lagrangiana L, da qual a

integral no tempo € a agao

28



3 Metodologia

to
S = / Ldt,
t1

e a densidade lagrangiana £ , da qual a integral no espaco é a lagrangiana:

_ / P L, t)da

A equacao de Lagrange para 1 decorre do principio de Hamilton

to x2 .
08 = (5/ / L), 1, x, t)dxdt = 0.
t1 x1

(33)

onde a variagao do campo deve anular-se nao apenas nos extremos temporais mas também

nos extremos espaciais:

5w($7t1) = 5¢($,t2) = 07

0p(x1,t) = d(xa,t) = 0.

Aplicando a variagao da a¢ao na Eq[33| resulta

S = / / [—(w + —&p + %(m} dxdt = 0.

oY’
Usando

o\ 9
w—a(at) 5 (00).

5/ = 6 (gﬁ) (5,

e utilizando o método da integral por partes, segue que

58 = / / 0L Sdwdt + / /12—6¢d:rdt+ / / N 55
[ [ (5) o

onde

20L 0 oL
/t1 N %a(&/})d rdt= @(5@

) o
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/tt :Qaw/a (64) dzdt = W /tt/x ((W) (6v)) dadt

/:2/962 0 <81,Z)’> (0v) dxdt

Substituindo os resultados acima na Eq. , 0 principio de Hamilton torna-se

[ (5 225 - 2 (25 swsar=o.

Assim, obtém-se a Equacao de Euler-Lagrange

0 (0L 0 (0L oL
7 () s (3) 3 = o

No caso de um sistema de N campos em trés dimensoes espaciais, representados coletiva-

mente por ¥ = (¢1,...,1¥N), as equagoes de Lagrange resultantes do principio de Hamilton

55:5/2/ L(1h, Vb, ¢, x, t)dxdt = 0
t 1%

onde [, dx = fzzl * [7 ddydz, escrevem-se

o (oL oL oL
a(8_¢.a>+v.(a(v%))_%a_o, a=1,... N (38)

Com o intuito de demonstrar este resultado, consideremos

68 = / / Z {a %5% i 0o + 5 (%a>-5(vwa)} dxdt = 0. (39)

onde as variacoes dos 1), sao mutuamente independentes e anulam-se nos extremos de in-
tegracao temporal e na superficie que limita a regiao tridimensional V. Usando v, =

0 (1q) /Ot , uma integracao por partes como no caso unidimensional fornece

/ /—&badxdt / / 5 (8%) St dxt. (40)

Usando agora 6 (Vi),) = V (0¢,) e langando mao da identidade

V. (AB)=(V-A)B+A(V-B), (41)
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podemos efetuar uma integracao por partes com a ajuda do teorema da divergéncia para
obter

t2 oL t2 oL oL
/tl /va<wa>'5<v%)d"dt:/h { Y (V) Ve /vv' (8<wa>)wad"}dt:

/ / ( TG >6z/1adxdt (42)

pois as variacoes 01, anulam-se na superficie V' que limita a regiao espacial V. Introduzindo
a Eq. [0 e a Eq. na Eq. [39} o principio de Hamilton obtém a forma

5=/ Z[@% 7 (o) 7 (g )| ot =0 @

donde resultam imediatamente as equacoes de Euler-Lagrange.

Algumas teorias demandam a utilizagdo de campos complexos. Um campo complexo é
equivalente a dois campos reais independentes. Equivalentemente, em lugar das partes real
e imaginaria de um campo complexo, podemos considerar o proprio campo e seu complexo
conjugado como campos independentes. Assim sendo, para cada campo complexo teremos

um par de equagoes de Euler-Lagrange da forma da Eq. tomando primeiro ¥, = ¥ e em
seguida 1), = ¥*.

Exemplo: densidade lagrangiana de Gross-Pitaevskii

A densidade lagrangiana de Gross-Pitaevskii pode ser dada por [70]

. K2
L= iR — (V) - (V) = VT — g (T )? (44)
m
representando um sistema de dois campos (U* e W) em trés dimensoes espaciais (z,y, z).

Tomando ¥y = U* e Wy = U e substituindo a Eq. 44 na Eq. [43] obtemos

2[4 () - (es)] -0 <45>

onde as derivadas foram calculadas na sequéncia.

aaé* — WU — VU — g (U*0) ¥
oL
Uy =0 — — =0 (46)
oL h? o oL h?
= — _ VU =) = - — VU
L ove) et TV (a(vm*)) om
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( oL
— = VU — g ("0) U*
oL oY : 89( 85)
- — = ihW* — (=) =ind”
Uy =0 — ; 0 9 ( a%) 2 (47)
L h L h
— = = V¥ = V.|| = —— VU
( 0 (VV) 2m (8(V\I/)> 2m
Substituindo os resultados apresentados nas Eq’s [46| e 47| na Eq. 45| obtemos
. T h2 2 2
ihW = ——V"U + V¥4 g |V[]" T,
2m
T ? 2T * * 2 %
—ihU* = —— VU + VU™ + g |V|" U™
m

3.1.2 Teoria de Campos na Forma Hamiltoniana

O momento canonicamente conjugado a 1, (z), denotado por 7* (z) , é dado por:

o
o

Sendo assim, a densidade hamiltoniana H definida por

7T(X

H=> 7o —L, (48)

pode ser expressa em termos de 7%, 1, e seus gradientes.

A agao na forma hamiltoniana escreve-se

S = /t /v{;w%a —H(%,V%,w"‘,Vwa)} dxdt

e as equacoes de Hamilton decorrem do principio variacional 6S = 0, sendo que a Hamilto-

niana

H:/H(@/vawa,ﬂa,VWa)dx.
v

Em todas as teorias de interesse fisico fundamental, H nao depende dos gradientes dos

T,

3.1.3 Método Variacional

O método variacional esta atrelado na Mecanica Quantica junto a teoria de perturbacgao

como alternativa a solugoes exatas da Equacao de Schrodinger independente do tempo de cer-
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tos Hamiltonianos. Embora esse método nao consiga fornecer todas as autofuncoes e energias
dos autoestados do sistema, muitas vezes a informacao que realmente precisamos se resume
a energia do estado fundamental E,4(ground state). E é através do principio variacional que
se possibilita obter, nao necessariamente o valor exato, mas, um limite superior para Eg,,
que frequentemente é muito préximo do valor exato [21].

Este método consiste em escolher uma funcao de onda teste 1 que dependa de um ou mais
parametros variacionais, e determinar os valores destes parametros em funcao da minimizacao
do valor esperado do Hamiltoniano (H), ou seja, quando a energia relativa ao (H) for a menor
possivel. A funcao de onda obtida pela substituicao dos parametros variacionais, cujos valores
foram determinados pela minimizacao, sera uma aproximacao da funcao de onda do estado
fundamental, e a energia relativa ao valor esperado do Hamiltoniano neste estado sera um

majorante para a energia do estado fundamental
Eys < (H) = (0| H |¢). (49)

A funcao de onda teste é conhecida na literatura como ansatz, que do alemao significa
palpite. O ansatz pode ser qualquer funcao desde que esta pertenga ao chamado espago
de Hilbert. De outro modo, o ansatz deve ser quadrado-integravel, garantindo, assim, a
normalizacao da funcao.

Para calcular o valor esperado de qualquer quantidade @) calcula-se a integral

—+00

Q)= Q) = V" (2) QY (z) dw (50)

onde () é o operador referente ao observavel (). Como todas as variaveis dinamicas classicas

podem ser expressas em funcao da posicao x e do momento p, podemos obter o operador ()

através da substituicao canonica

p— —ih%. (51)

Pode-se demonstrar a desigualdade na Eq. expressando, primeiramente, 1) como uma

combinagao linear das autofungoes(desconhecidas) do hamiltoniano

Y= chwna

pois estas formam um conjunto completo.
Sendo Hi, = E,,, v normalizada e supondo que as autofuncoes 1, tenham sido

ortonormalizadas, ou seja, (U, | ¥n) = dmn; Segue que
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Enquanto isso

= <Zcmz/1m H ch¢n> =3 e Encn (Um | ¥a) =Y Enlea*.  (53)

Nao obstante, a energia do estado fundamental é, por definicao, o menor autovalor de H, de

ch¢n> =D Y Gl [ n) =Y leal®. (52)

n

modo que Ey, < F, e, assim,

Egsz |Cn|2 =
n

Uma vez escolhido o ansatz 1, tal que este dependa de pelo menos um parametro varia-
cional b, deve-se calcular o valor esperado do hamiltoniano (H). Se o sistema for relativamente

simples, podemos escrever (H) como

onde (T') e (V) sdo os valores esperados da energia cinética e da energia potencial respecti-
vamente.
De acordo com a Eq. 49, esse resultado excede E,, para qualquer parametro variacional
b. Sendo assim, para obter o valor mais adequado do parametro b, minimiza-se (H):
d(H)

H), finalmente determinamos um majorante Fy para

—~

Substituindo o parametro b,,;, em

a energia do estado fundamental £,

(H), . = Epin = Fo. (55)

min
Se porventura [ for igual a E,,, entao significa que o ansatz é exatamente a funcao de

onda do estado fundamental do sistema estudado.

3.1.4 Meétodo Variacional aplicado a Teoria de Campos

Na 6tica da Teoria de Campos, aplica-se o processo de minimizacao, nao s na hamilto-
niana, mas também na lagrangiana. Observa-se que a lagrangiana propriamente dita é dada

pela integral da densidade lagrangiana
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L:/ﬁ(w,vw,¢,x,t)dx
1%

e a hamiltoniana propriamente dita é dada pela integral da densidade hamiltoniana

H:/V’H(w,vw,ﬂ)dx.

como mencionado, respectivamente, na Sec. |3.1.1] e na Sec. |3.1.2]

Como o Método Variacional descrito na Sec. se aplica a Equacao de Schrédinger
independente do tempo, a derivada temporal ¢ , e consequentemente o momento conjugado
7, se anulam. Assim, a menos de um sinal, contempla-se, através da Eq. 8] a equivaléncia
entre £ e H:

H=m)p—L—>H=—L.

E importante ressaltar que utiliza-se geralmente £ ao invés de H, pois do primeiro, podemos
extrair as equacoes de Euler-Lagrage.

Quanto ao ansatz, depois de escolhido, o mesmo é substituido na densidade langrangiana.
No contexto do Método Variacional, denomina-se de lagrangiana efetiva, por exemplo no caso

tridimensional,

—+o00
Ly =[] £0.V0,0,.2)dzdyd:

a lagrangiana propriamente dita L.

3.2 Métodos Numéricos

Na vasta drea das Equagdes Diferenciais, um Problema de Valor de Contorno (PVC) é
conhecido por ser uma equacao diferencial ordinaria munida de um conjunto de restrigoes
chamadas de condic¢oes de contorno ou condicoes de fronteira. De forma pratica, podemos
dizer que as condigoes de contorno sao valores conhecidos da funcao que se deseja encontrar.
Um exemplo comum dos PVC’s é a prépria Equacao de Schrodinger independente do tempo.
Porém, sao poucas as solugoes analiticas exatas conhecidas da ES.

Surge entao, a necessidade da busca por meios alternativos para solucionarmos essas
equacoes. E um desses meios é o Calculo Numérico: uma coletanea de métodos numeéricos
que consiste em uma poderosa ferramenta que nos auxilia na obtencao de solu¢oes numéricas,

em geral aproximadas.
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A Equacao de Gross-Pitaevskii, principal objeto estudado nesse trabalho, pertence a classe
dos PVC’s desprovidas de solugoes analiticas exatas uma vez que a EGP ¢ classificada como
uma Equacao Diferencial Parcial Nao Linear de Segunda Ordem; fazendo com que a andlise
do problema convergisse ao estudo de um dos métodos mais utilizados para resolvermos
PVC’s: o Método das Diferencas Finitas (MDF).

3.2.1 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton (ou Método de Newton-Raphson), desenvolvido por Isaac Newton e
Joseph Raphson, tem o objetivo de estimar as raizes de uma funcao. Para isso, escolhe-se uma
aproximacao inicial para esta. Apds isso, calcula-se a equagao da reta tangente (derivada)
da funcao nesse ponto e a intersecao dela com o eixo das abcissas, a fim de encontrar uma

melhor aproximagao para a raiz.

PO R

S
o) 7

Figura 10: A figura acima representa de forma esquematica a aplicacdo do método de Newton-Raphson. Z
é a raiz da fungao y(x)

y//(xo)
2

a diferenga |Z — | deve ser pequena para a convergéncia do método e para desprezar o

y(x) = y(zo) + y'(e)(x — x0) + (x —20)® + ...

termo quadratico da série.

Como 7 é a solugao da equagao y(z) = 0, ou seja

y(z) = y(xo) + y'(20) (T — m0) +
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y(Z) ~ y(zo) + ' (x0) (T — wo)
Como y(z) = 0, isolando Z, obtemos:
Y (o)
y' (o)

Repetindo-se o processo, cria-se um método iterativo para encontrarmos a raiz da funcao.

T~ xg—

Em notagao matematica, o método de Newton é dado pela seguinte sequéncia recursiva:

Yy (zn)

/<xn)

onde xy é uma aproximacao inicial dada, n indica a n-ésima iteragao do algoritmo e y/(z,) é

(56)

Tp+1 = Tp —

<

a derivada da funcao y no ponto x,.

3.2.2 Meétodo das Diferencas Finitas

A ideia basica do Método das Diferengas Finitas (MDF) é transformar o problema de
resolver uma equagao diferencial ordinédria ou parcial, linear ou nao linear, num problema de
resolver um sistemas de equagoes algébricas [71], usando para isto a discretizagdo do dominio
da funcao e a substituicao das derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacoes
envolvendo somente valores numéricos da fungao, por diferencas finitas.

Em geral, as equagoes diferenciais a serem resolvidas sao PVC’s sendo que a forma mais

geral dos PV(C’s é dada por:

y'(z) = f (2, y(2),y (2)) a<z<b
y(a) =« (57)
y(b) =B

Obtém-se as formulas de aproximacoes através da série de Taylor da funcao. Uma série
de Taylor é uma expansdo em série de poténcias de uma funcao y(x) em torno de um ponto
T = €, isto é, uma representacao de uma funcao como uma soma infinita de termos que sao

calculados dos valores das derivadas da funcao no ponto x = e.

(e (k) (¢ N I ) (¢ .
y(m):y(6)+y'(6)(x—e)+y >($—6)2+...—|—y k!()(x—e) —i—...:Zy k!()(x—e) )

(58)

A discretizagdo do dominio ocorre ao dividirmos o intervalo [a, b] em m + 1 partes iguais
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de comprimento h dado por

h b—a
Com+ 1

O intervalo sendo dividido em m + 1 partes implica numa discretizacao de m + 2 pontos

(59)

dos quais denotaremos os extremos do dominio por xy = a, T, 11 = b.

X0 X1 X2 .- Xi s+ Xm-1 Xm Xm+l

b

a

h

Figura 11: Esquema de discretizagdo do dominio [a, b] em partes de tamanho h. De acordo com a literatura,
o termo h da Eq. é conhecido como passo (step) e quanto menor for valor do passo mais preciso serd a
aproximagao, porém, a quantidade de equagbes também aumenta influenciando significativamente no tempo
de processamento.

Assim, um ponto qualquer do dominio podera ser representado pela expressao

x; =x9+th,i=0,1,...m+1, (60)

e utilizaremos a notacao y; para representar o valor da funcao y calculada no ponto z;:

A série de Taylor para a fungdo y(x) em torno de um ponto z; desprezando os termos de

ordem superior a 2 é dada por:

Ao fazermos as substituicoes © — z;,1 = x;+h e x — x;_1 = x;—h obtemos respectivamente:

y(r) = y(x:) +y'(z:)(x — 2;) +

Y(@it1) = y(zi) + 9 (z)h + @fﬂ (63)
y(wiz1) = y(x;) — y'(@:)h + %fﬁ (64)

Isolando o termo /(x;) nas Eq’s. [63] e |64 chega-se em:

Y\Ti) — Y\Ti—
() = LI o (66)
Em contrapartida, subtraindo a Eq. da Eq. e isolando o termo y/(x;) obtém-se
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y/(xz) _ y(xi-i-l)?_hy(aji—l) + O(hQ) (67)

As Eq’s [65] e [67] sdo as férmulas de aproximagoes mais utilizadas para derivadas de

primeira ordem no ponto x;:

y(wip1) — y(x)

y'(x;) =~ h = diferenca avancada (68)
y' () ~ y(:) _hy(xil) = diferenca atrasada (69)
y'(z;) =~ y(@in) —y(wi) = diferenga centrada (70)

2h

Quando aplicamos essas férmulas, inevitavelmente cometemos um erro. Esse erro nas
férmulas da diferenga avancada e na diferenca atrasada é da ordem O(h). J& na diferenca
centrada, o erro é da ordem O(h?) implicando em uma aproximagao mais precisa do que as
outras, uma vez que h < 1.

De forma andloga ao que foi desenvolvido até aqui nesta secao, deduziremos a seguir a
formula de aproximacao para a derivada de segunda ordem utilizando novamente a série de
Taylor da fungao y(z) em torno de z; desprezando os termos de ordem superior a 4 e fazendo

as substituicoes * — x;41 = x; + h e © — x;_1 = x; — h obtemos respectivamente:

"o ", @) (.
y(ien) = y(:) + o' (@oh + L 2 Y@ s | 9 (71)
2 6 24
"o ", 4) (.
y(SU@;l) — y(xl) o y/<$1)h + Yy (xz) hQ o ) (:L‘z) h3 + Y (xz)h4 (72>
2 6 24
Adicionado as Eq’s. [71] e 72| e isolando o termo y”(z;) obtemos:
() — y(wio1) = 2y(zi) + y(zia) Lom). (73)

2
Nota-se que o erro obtido é da ordem O(h?). Assim, obtemos a férmula de aproximagao para

a derivada de segunda ordem no ponto z;:

Y(wiz1) — 2y(zi) + y(@i1)
h2

Sendo assim, nosso problema de resolver um PCV como na Eq. se transforma em:

Y (x;) ~ = diferenga centrada (74)
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.

y(xm) - 29(%‘) + y(xH) y($i+1) - y(%’—l)
2 == T, Yi,
B h ( 2h > (75)
y(wo) =

ky(l‘m—kl) = B

Aplicagcao do MDF na Equacao de Schrodinger

Nesta secao, aplicaremos o MDF a Equacao de Schodinger independente do tempo para
um potencial unidimensional V' (x). Podemos encarar esta se¢ao como um tutorial para re-
solvermos qualquer ES independente do tempo sujeitas a potenciais unidimensionais também
independentes do tempo, desde que a ES seja linear e unidimensional. Como a ES indepen-

dente do tempo é um PVC, nossa tarefa se resume em resolver o problema:

—%gb”(:[) + Vi(x)(x) = E(z) a<x<b

¥(a) = a (76)
U(b) =5
A Eq. equivale a uma equacao de autovalores para o operador hamiltoniano H:
. . R h2 d2
H=T+V=———+41V. 7
+ 2m dx? * (77)

onde T' é o operador energia cinética e V' é o operador energia potencial. Os estados esta-
cionarios do sistema fisico sao representados pelas autofunlgoes 1(x) do operador hamiltoni-

ano, ou seja, funcoes que satisfazem:

Hipy () = Eptbn (). (78)

Os autovalores F,, correspondem aos valores de energia do sistema.

b—a
m+1

o+ h, x3 = 2o+ 2h, ....x; = xg + ih, ..., Ty = x0 + (M — DA, xp, = 20 + mh e X1 = b

Fixado m, o espacamento h serd e o intervalo [a,b] serd dividido em zy = a, 1 =
como exibido na Fig. [IIl Como conhecemos os valores de 1), nos extremos do dominio,
determinados pelas condigoes de contorno ¥ (zg) = ¥ (a) = a e Y(rpmi1) = ¥(b) = 3, teremos
como incégnitas ¥, (1), ¥n(x2), ..., Yn(T,y) e assim, para cada i = 1,2,...,m usaremos a
aproximagao obtida na Eq. [74}

Y(xio1) — 29 (x) + 1/)(x¢+1).

w// (xz) o 3
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Para cada i a Eq. [70] discretizada fica:

1Y (Tim1) — 200 () + Vn(Tiga) N

9 12 V(@) n(x:) = Eptn (i), (79)
ou seja
_ #%(xi_l) [ ;2 + v(m] () — #1/%(@-“) = Ebn(z)). (30)

Agora, fazendo 7 = 1 na Eq. 80| obtemos

1 1
~grn(an) + | V)| o) = vl = But(or).
Analogamente para i = m, a Eq. torna-se

1

ﬁwn(l’m+l) = Enn (J;m)

Qhﬂm( m-1) + [;2+V(xm)] Do) —

O resultado é um sistema linear algébrico de m equagcoes e m incdgnitas com solucao tnica
[72):

—#Oz—l— Uz +V(a:1)} (1) — 2221# (22) = Enthn(1)

1

2h2¢ (Ti41) = Enn(;) 2<i<(m—1)

2h2¢"(% 1)+ HQ +V(xz)} U (i) —

1
2h?

nlmt) + [ 5 V)| i) = 5155 = Butinlon)

\

(81)

Este sistema pode ser convenientemente expresso na forma matricial, se escrevermos a funcao

Y, (x) como um vetor:
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¢n<xl)
Vn(2)

%(X) = wn(l‘z) . (82>

Un(Tpm-1)
UV (Tm)

Com isso, o sistema |81 assume a seguinte forma:

F(x —L 0 0 o 0
om0 () bn(a)
“opz Fle2) =g 00 0 P (2) Y (2)
0 wgm P@) gm0 NS ot ES
2h2 2h2 . .
0 0 . 0 : :
0 e 0 0 1 F(zp— 1 Un(Tm—1) U (Tm—1)
0 0 0 ?)hQ | 11) F(W:j) Yn(@m) Ynlom)
2h2

(83)
1
onde F(x) = t V(z).
Observa-se que a matriz tridiagonal da Eq. [83|m x m é simétrica e real; isto significa que

podemos diagonaliza-la através da equagao

det (H - Enf) ~ 0. (84)

Assim, obtemos o conjunto de autovalores resolvendo o determinate:
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P) =B~ 0 0 0 0
1 1
0 ’ 0 0
0 - p@y-m, -1 0 _0
opz TV T T
0 0 ' . 0
1 1
(85)

Para se obter as autofuncoes, basta substituir cada autovalor nas Eq. [81| e resolver o sistema
linear correspondente.

E importante ressaltar que obter a solucao da Eq. |85|utilizando os pacotes computacionais
atuais tornou-se uma tarefa relativamente simples pois, diferente das linguagens compiladas
como C+++, fortran,...que sao mais complicadas, as linguagens de script como Matlab, Scilab,
Octave, R, ... j4 vem com uma colecao muito rica de bibliotecas com numerosos algoritmos

em um ambiente de desenvolvimento agradavel.

Exemplo: poco infinito unidimensional e oscilador harmonico unidimensional

Nesta secao, aplicaremos o MDF a Equacao de Schodinger independente do tempo para

os potenciais do poco infinito unidimensional
0, se0<x<L
V(z) = { » (36)
00, caso contrario

e do oscilador harmonico unidimensional
1 2 2
V(z) = —mwz (87)

com o intuito de avaliar o método aplicando-o a duas equagoes que possuem solugoes analiticas
exatas.

A solucao dessa equacao é bem conhecida na literatura. O espectro de energia ¢é discreto:

h2m2n?

=T —1,2,3,... 88
2mL? " (88)
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1
En:<n+§)hw,n:0,1,2,... (89)

e a funcao de onda normalizada do estado fundamental de ambos os potenciais sao :

U (z) = \/%sen <%m) (90)

o(z) = <%)U4 exp (—%:ﬁ) : (91)

Para resolvermos este problema utilizando o MDF, vamos propor como dominio o intervalo
[—4,5;4, 5], utilizando um passo de tamanho h = 0,02, sujeito as condigoes de contorno
de Dirichilet ¥(£4,5) = 0. Também adotaremos m = h = w = 1.0. O algoritmo foi

implementado no software MatLab e os resultados numéricos obtidos se apresentam nas

figuras abaixo.

0B [T T T T e

0.5
I (Eo)exat: 0.5

0.4 (Ep), = 0-49999

— resultado analitico
— = resultado numérico

(x) 03!

0.2}

0.1F

07,‘H ! ! o I N .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 12: Estado fundamental do oscilador harmonico obtido analiticamente e numericamente. Nesta figura
o grafico foi plotado considerando m = h = w = 1.0.
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2
. ——resultado analitico
150 (Egyq = 49348 — —resultado numérico
(Eg) = 4-9347
2 i
Yo(x) 1 ]
0.5F ]
O: P T T T T T T T T S A B A A A AR A
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X

Figura 13: Estado fundamental do pogo infinito obtido analiticamente e numericamente. Nesta figura o
grafico foi plotado considerando m = A =w = 1.0.

3.2.3 Método de Crank-Nicolson

O Método de Crank-Nicolson (MCN), desenvolvido por John Crank e Phyllis Nicolson na
metade do século XX, é um método das diferencas finitas usado para resolver numericamente
equagoes que modelam problemas de difusao (equagao do calor e equagoes diferenciais parciais
similares). O MCN é uma combinagao dos métodos explicito e implicito utilizando a férmula
de diferenca atrasada para a derivada temporal e uma combinacao ponderada de diferencas

avangadas e diferengas atrasadas para o restante da equagao e tem erro O (h?) + O (k?).

OV Wik — Wik

O(h? 92
a1 I +O() (92)
O _ L\ Boen 7Bk ¥ Wi Bootn ZRIR TRk gy )
Ox2 2 h?2 h?
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j-Lk+1  jk+1 j+1k+1

Lk jk  jtLk
Figura 14: Esquema da malha (discretizacdo do dominio espacial e temporal) para aplicagdo das férmulas

relativas as aproximagoes de diferengas finitas utilizada no Método de Crank-Nicolson. O ponto rotulado j,k
corresponde & (z,t) = (x;,t;). As quantidades Az e At sdo os passos espacial e temporal, respectivamente.

Exemplo: particula livre

A equagao de Schodinger que descreve um particula livre de massa m

L0 h? 02

¢ semelhante a equagao da difusdo dyu(x,t) = DO, u(x,t) sendo D o coeficiente de difusdo.

U(z, 1) (94)

Assim, reescrevendo a Eq. [94] como segue abaixo

0 ih 0?

e aplicando a discretizacao de Crank-Nicolson na Eq. obtemos
k+1 k . k+1 k41 k+1

1 ~
- . 96
At 4m Ax? + Ax? (96)

onde \If;f = W (z;,1;). Apos algumas manipulagoes algébricas podemos reescrever a Eq.

thAt

tomando o = =5

da seguinte maneira

— o UM 4 (44 20) Ut — o U = o0 | + (4 —20) VS 4 00, (97)

A discretizacao relativa a Eq. juntamente com as condicoes iniciais e condigoes de
contorno , fornece-nos, para cada instante de tempo k + 1, o valor de ¥, que pode ser escrito

na forma matricial

AV = BOF, (98)

onde as matrizes
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4+ 20

—0

4 — 20

o

0
0

sao matrizes tridiagonais e os vetores

\I’k+1 —

—0

4+ 20

o

4 — 20

VAR

—0

—0 4+ 20

g

-0 4—20

(99)

(100)

(101)

(102)

Para equacoes de difusdo (e muitas outras), pode-se provar que o método de Crank-

Nicolson é incondicionalmente estavel [73], isso significa que nao existem restri¢oes a escolha

do passo espacial Az e do passo temporal At. Contudo, as solugoes aproximadas podem

ainda conter oscilagoes significativas caso a razao entre o passo de tempo e o quadrado do

passo de espago for grande.

Enfim, como condicao inicial para a ES que descreve a particula livre, utilizaremos a gaus-

siana normalizada e as condi¢oes de contorno de Dirichilet para representar liT U (z,t) = 0.

Assim
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Figura 15: Pacote de onda gaussiano. Observa-se que a medida que o tempo aumenta |@/}|2 se achata e
amplia. Isso ocorre devido & dispersdao do pacote de onda gaussiano, sendo este formado pela combinacao
linear de infinitas ondas planas com diferentes momentos, p = hk, com k = +£v/2mFE/h. O resultado acima
estd de acordo com a solugédo analitica [21], porém, por conveniéncia, adotamos m = w = h = 1. Parametros:

dominio espacial:—10 < z < 10, Az = 0.02; dominio temporal:0 < ¢t < 20, At = 0.02.
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3.2.4 Meétodo Split-Step

O Método Split-Step é um método numérico que possibilita a solucao de uma equagao
diferencial parcial nao linear. Pode-se dizer que este método numérico complementa o método
de Crank-Nicolson, permitindo a solucao de uma equacao diferencial parcial de segunda
ordem sujeita a um potencial. Além disso, partindo do mesmo principio, podemos tratar
um termo nao linear como um “potencial” e, utilizando o mesmo procedimento, determinar
solugoes de equagoes diferenciais parciais nao lineares como a Equagao de Schrédinger nao
linear (ESNL), EGP, equacao KdV, etc.

A ES 1D ¢é dada por

m%q} (2,t) = HU (2,1). (103)

82

5.2 0 operador energia

O Hamiltoniano H pode ser expresso por H=T+ V, sendo T = —%
cinética e V = V(z) o operador energia potencial.

A Eq. pode ser resolvida de forma exata integrando no tempo t, até ¢

L0 S, t1 Y
i W (2,1) = <T+V)\I/(x,t) :>/to Fd¥=—1 <T+V) /t dt (104)

obtendo, assim, a solugao

At

U(z,t) = e TV T W(x, ). (105)
sendo At =t — t. N
o At

Pelo fato de nao conhecermos o operador e_Z(TJ“V)T, é preciso separa-los em um pro-

duto dos operadores e—iTAt/h=iVAt/h Entretanto, devido ao fato dos operadores TeV

nao comutarem, utilizaremos uma aproximacao baseada na demonstracao da Foérmula de

Campbell-Baker-Hausdorff, sendo esta dada por

AeB _ JA+B+5[A B35 ([A[AB]]+[B.[BA]])+.. (106)

A partir das expansoes abaixo

eA(A+B)=1+A<A+B>+§<A+B)2+...
(107)
:1+>\<A+B)+§(A2+AB+BA+B2)+...
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MAE — [1420A+ 3424 | 1428+ 5B+ |

(108)

=1+/\<A+B> +3 <A2+2AB+BZ> T

podemos subtrair a Eq. da Eq. e obter
/\(A+B)_>\A>\B__)‘_2AA )‘_QAA 3
e eMer = 2lAB+2'BA+O(/\). (109)
Reescrevendo a Eq. é possivel verificar que
P IO )\2 A

MAP) = MeB 2 A Bl +0 (V). (110)

que, caso os operadores A e B nao comutem, possui um erro da ordem de A\?. Com o intuito

de melhorar essa aproximagcao podemos reescrever a exponencial da seguinte forma:

A A A N\ 2 . N\ 2
EEELRES . 1+/\‘;1+/;j <;1> ... [1+AB+;?B2+..} 1+A‘;+)2‘? (‘;) +...
(111)
Comparando as Egs. e constatamos que esta apresenta um erro da ordem de A3
na aproximacao. Tomando A=V ,B=T e\ = —iAt/h obtemos:

At VAt At

s VAt
)T =2 T he 2 + 0 (A8 (112)

que nos fornece um erro relativamente pequeno para o “split-step”, da ordem de At3. Agora
a solucao da equagao de Schrédinger para o potencial V' (z)

VA AL VA
U(z,t)=e ‘2 he " he'2h

U(z,tp) (113)
é calculada numericamente em trés etapas que serdao descritas a seguir, sendo ¥(x,t) =
U(z,ty + At) a solucdo apds uma evolucao temporal de um instante de tempo At.

Com o intuito de resolver a equacao de Gross-Pitaevskii, isto é, uma equacao diferencial
parcial de segunda ordem nao linear (sendo este tipo equagao, em geral, de elevado grau de
dificuldade para a obtencdo de solugao analitica), buscamos apresentar nessa dissertagao o
algoritmo para a obtengao da solu¢ao numérica usufruindo do método de Crank-Nicolson
Split-Step abordado na secao anterior.

A equagao de Gross-Pitaevskii 1D é dada por
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P .
iha—\ll (x,t) = HgpV (z,1). (114)
O Hamiltoniano Hgp pode ser expresso por Hgp = T+ V, sendo T' = —ﬁa—z o operador

energia cinética e V= V(z) + Viyr, o operador energia potencial. O termo Vi, representa o
termo nao linear da EGP que, como foi comentado acima, sera tratado como um potencial.
A solugao da Eq.

U(z,t)=e" A A rU(x, ) (115)

7@ h e h
é calculada numericamente em trés etapas [74]:
o . VAt : VA
Primeiramente, obtém-se ¥* = e "2 » W(x,t;) aplicando o operador e ‘2 & . Como

conhecemos o valor do potencial V (z) em qualquer ponto do espago, aplicar este operador

nada mais é que simplesmente multiplicar o valor da funcao V(z, ;) em cada ponto do espaco
v At
por e ‘2 h , que possu1 um valor espe(:lﬁco para cada ponto do espago. Na segunda etapa,

resolve-se U** = ¢~ 17 h U*. Aplicar e T h a funcao U* é o mesmo que evoluir a funcao ¥* por
um intervalo de At. Utilizamos aqui, para a evolugao temporal, o método de Crank-Nicolson.
Enfim, obtemos o resultado final ¥(z,t) por outra simples multiplicacao do operador e*i%%
pela funcao ¥**. Este procedimento é vélido pelo fato de que ¥(z,t) varia lentamente para
este caso.

O método é chamado de “Split-Step” pois o potencial é resolvido em dois passos separados,
antes e depois de se aplicar o operador correspondente ao método de Crank-Nicolson (Método
de Crank-Nicolson Split-Step).

Pode-se dizer que no processo de implementacgao deste método, primeiramente separamos

a EGP em uma parte linear e uma parte nao linear:

inZy (2,t) = TU (x,1)

ot
/(
ih%lll(a:,t) - (T+V) U (z,t) (116)
> 0
zha\lf (z,1) = VU (z,1)
At
A aplicacdo do operador e 1 & para evolucio temporal é obtida ao resolver o subproblema
linear
0 h* o2
h—V(x,t) = ———=V(z,t 11
iho V(@ t) = —5 55 P(,t) (117)
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3 Metodologia

através do método de Crank-Nicolson pois a Eq. é a equacao da difusao e a aplicacao

VAt
do operador e 2 & é obtida ao resolver o subproblema nao linear

ih%@(ﬁ, t) =V(x)V(z,t) + VN V(z,t) (118)

de forma exata, isto é, integrando a Eq. como foi feito na Eq. [104]

Implementagao do algoritmo

O algoritmo [75, [74] [76], [77] para a aplicagdo do método estd na sequéncia:

( ~
ih20(x,t) = HepV (2,t) = — 22 L W(x,t) + V(2)¥(x,t) + Vi ¥(z, 1)

U(z,0) =¢°(x) (119)

(0, t) =T (bt) =0

Se escolhermos o passo espacial Az > 0 com Az = (b — a)/M para M inteiro positivo e o

passo temporal At > 0, os pontos da malha passam a ser

xj=a+ jAx j=1.. M
(120)
t = kAt k=0,1,2,...
Utilizaremos a notacao simplificada \Ifé€ para denotar W (x;,ty).
, k
\Ij;:efl(‘/j‘i’VNLj)ﬁ\II?’ j:O,,M+1
I I L PO S S N SR ) I
At 2m 2h? 2h? ’ T

W= Wiy =0

. k
\IJ‘I;H’]. — €_Z<W+VNLj)ﬁ\IJ;*,j — O, ,M+ 1
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Exemplo: oscilador harmoénico

Um bom teste para aplicacao do método Split-Step é propor que uma funcao de onda
de uma particula se inicie em uma combinacao linear de apenas dois estados estacionarios.
Assim, para efeito de verificacao e teste do método, aplicamos este método em sistema
sujeito ao potencial do oscilador harmoénico (m = w = h = 1) e a condigao inicial como uma

combinagao linear do estado fundamental 1y(x) com o primeiro estado excitado 1;(x) do

sistema.
(
i20(x,t) = —5 50(x,t) + 122 U(a, 1)
W(w,0) = Ledola) + L5 (a) (121)
0 (0,0) =T (b1) =0
0.8 ‘ ‘ ‘ 1
— (4
o6f  ° — osf °
609 04/ I w0 0
0.2t ] -05¢1
%10 5 0 5 10 = ‘ ‘
@ ©° X O
1 ‘ ‘ ‘ 0.8 ‘ ‘
1 1 )
ﬁ(% + 1) 061 5(% + 1)
057 . ) '
U(x,0) | (x,0)[ 0.4}
0 0.2}
n 5 0 5 10 %10 5 0 5 10
© - ) X (d - ) X
Figura 16: (a) é estado fundamental o(z) = = /4e=7*/2, (b) é o primeiro estado excitadoy;(z) =

V2r—Vige=a*/2 (¢) é a combinacao linear de 1(x) com ;(x) dada por 7—1/4 [% +x} e /2 o (d) é
a densidade de probabilidade.
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Resultado Analitico Resultado Numérico

0 0
5 4 3 2 5 4 3 2

(©) X (d) X

Figura 17: Comparagdo entre solugdo analitica (a,c) e solu¢do numérica (b,d). Parametros: dominio
espacial:—10 < = < 10, Az = 0.02; dominio temporal:0 < t < 20, At = 0.02.

3.2.5 Propagacao de tempo imaginario

Para o estado fundamental estacionario, a fungao de onda é essencialmente real e o método
da propagagao do tempo imagindrio (método de relaxagao) que trata de varidveis reais parece
ser conveniente [76]. A ideia basica da propagacao do tempo imagindrio ¢ substituir a variavel
temporal ¢t da EGP

ih%\lf (z,t) = HepV () (122)

pela variavel temporal imaginaria —ut:

t— —it (123)

A evolucao temporal sobre a Eq. pode ser escrita em termos dos autoestados v, (x),

que sao definidos por ngpwn () = pnthy, (x) com autovalores fi,:

U(z,t) :i cnwn(x)e_i“"t/h, (124)

n=0
onde é importante perceber que cada proximo autoestado tem uma energia maior que o
autoestado anterior (E,; > E,) e os coeficientes ¢, sao definidos pela expansao da condicao

inicial
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o0

) =) cnthn( (125)

n=0
A propagacao da Eq. no tempo imaginario altera a evolucao temporal dada pela Eq.

[124 para

U(x, —it) Z ot (z)eHnt/h (126)

Assim, todas as autofuncoes irao decair exponencialmente com o tempo. No entanto,
todos os estados excitados com p,, maior irao decair exponencialmente mais rapido em com-
paragao com o estado fundamental com o menor valor de p,,. Consequentemente, apés algum
tempo, apenas o estado fundamental sobrevive. Ou seja, este procedimento ird convergir a

solugao do estado fundamental de mais baixa energia v (z)[41].

U(z,t) =5 vo(z) (127)

Isto pode ser facilmente observado colocando o termo exp (—puot/h) da eq. em evideéncia:

‘I/(x, —z't) — o Hot/h [CO¢0( ) + Cl¢1( ) (w1—po)t/h Ny wz( ) (p2—po)t/h + . } ) (128)

Entretanto, como o termo exp (—pot/h) também esta tendendo a zero com t — 0o temos
que limitar o nimero de simulagoes no tempo imaginario antes de perdermos o condensado
também.

A propagacao em tempo real do método SSCN preserva a normaliza¢ao da fungao de onda,
enquanto a propagacao do tempo imaginario do método SSCN nao preserva a normalizacao.
Este problema pode ser contornado restaurando a normalizacao da fungao de onda apds cada
operacao de propagacao de Crank-Nicolson. Uma vez feito isso, o método de propagacao
do tempo imaginario para problemas estacionéarios no estado fundamental produz resultados

muito precisos a baixo custo computacional.

Implementagao do algoritmo

O algoritmo [75, [74] [76], [77] para a aplicagdo do método estd na sequéncia:
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(

hoW(x,t) = HopW (2,t) = =22 2 W (2, t) + V() V(2 t) + Vi ¥(a, 1).

U (z,0) = ¢°(x) a<x<b

|V (at) =T (b1)=0 t>0
(129)

Se escolhermos o passo espacial Ax > 0 com Az = (b — a)/M para M inteiro positivo e

o passo temporal At > 0, os pontos da malha passam a ser

zj=a+ jAx j=1.,N
(130)
t = kAt k=0,1,2,...

Utilizaremos a notagao simplificada \Ifé“ para denotar W (x;, ).

k
v = e*(Vj+vNLj)ﬁ\p?7 j=0,.,N+1

R B ATk Dk SR IV S )
At 2m 202 2h? I
W= Wi, =0
b 1
k .
\If;H_l _ e—(‘/j'f‘VNL])ﬁ\Ij;*’j — 07 ,N+ 1
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4 Resultados

Apresentamos nesta secao os resultados variacionais e numéricos obtidos da EGP-1D
adimensional (h = m = 1) para o caso linear e nao linear, ou seja, g = 0 e g # 0, respecti-
vamente. O potencial utilizado foi V' (z) = Vi cos(2z) [47, [78] [79], periddico, referente a rede
6ptica. A amplitude, Vp, é adimensional sendo que Vy = Ey/Eyee, onde E,.. = (7h?/md?)é a
energia de recuo da rede, Fy ¢ a profundidade do potencial periddico e d é o periodo da rede

em nm [30].

L [ o e

_10:1\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\\\\\

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X
Figura 18: Potencial periddico com amplitude Vy = —5,0 47, [78, [79] e periodo w. A amplitude da rede

Optica é considerada negativa para fixar um minimo local do potencial no ponto z = 0, onde o centro do
soliton serd colocado.

4.1 EGP linear

Para alcangar a linearidade em um CBE, é necessério que a forca de interacao seja proxima
de zero (g — 0) ou que a densidade atomica p seja baixa o suficiente para que o termo nao
linear na Eq. [1] possa ser considerado insignificante. Sendo assim, a dinamica das ondas
de matéria no caso de um gas de bdsons ultrafrios nao interagentes submetidos a uma rede
Optica passa a ser governada pela versao linearizada da EGP
zglll(x t) = —la—Q\I/(x t)+ Vocos (22) ¥ (z,t). (131)

ot ’ 2 0z? ’ ’
De acordo com a teoria de Bloch-Floquet, existem solugoes estaciondrias para a Eq. [131],

VU (z,t), na seguinte forma
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U (2,1) = Gpp () e = uyy, (1) R

onde uy , (x) é uma funcéo complexa periédica com a propriedade especial que ug, (z + Lp) =
Uk () onde L é um inteiro e p é o periodo. Se k é real (o fato de k ser real ou nao dependerd
das condigbes de contorno), entao ¥ (z,t) existe como onda de Bloch.

Se k é real, entdo ¥ (z,t) existe como uma onda de amplitude infinitamente prolongada,
conhecida como onda de Bloch. As regioes espectrais onde existem ondas de Bloch sao
conhecidas como “bandas” (bands). Se Im(k) # 0 entao as ondas Bloch nao podem existir e
estas regioes espectrais sao conhecidas como “lacunas” (gaps). Para CBEs em redes dpticas,
as ondas de matéria lineares propagam-se apenas dentro das bandas [53].

Reescrevendo a Eq. como segue abaixo

U (x) + [20 — 2Vp cos(22)] () = 0, (132)

constata-se que a mesma é a Equacao de Mathieu que foi descrita na Sec. onde o =2 e
[ = —2Vj. Utilizamos o algoritmo disponibilizado pela Ref. [81] adaptado para os parametros
da Eq. e obtemos o diagrama de estabilidade para nosso problema:

20 ST

15F

v
0100
5¢
0: ......... R S S T — PRI R S — PRI |
-5 10 20
1
Figura 19: Diagrama de estabilidade da EGP estaciondria e linearizada " (z) +

[211 — 2Vj cos(2z)] ¥ (x) = 0, obtido através do algoritmo disponibilizado em [81]. O gréafico é simétrico
em relagao ao eixo p.

Como descrito na Sec. as regioes escuras representam estabilidades e as regioes

claras representam instabilidade. E muito comum na literatura, principalmente em Fisica do
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Estado Sélido, denominarmos o diagrama da Fig. como espectro banda-lacuna (band-gap)
[82]. Esses gaps representam as energias proibidas; eles sao separados por bandas de energias
permitidas denominadas por bandas de Bloch [59]. Esse tipo de espectro é contemplado em

sistemas quanticos submetidos a potenciais periédicos [21].

Diagrama de estabilidade

B2

gap semi-infinito

4+
Sk
-6 .:J 1 | | T | | |
0 -1 2 3 4 5 -6 7 8
VO

Figura 20: Regido de interesse do diagrama de estabilidade de banda-lacuna (band-gap) da versao linearizada

da equagao de Gross-Pitaevskii (Fig. . Regibes estreitas (cinza) entre as lacunas representam as bandas
de Bloch. Amplitude Vy = —5 [47 78] [79)

4.2 EGP nao linear

Nesta secao apresentaremos os resultados variacionais e numéricos relativos a EGP nao
linear adimensional (m = h = 1)
.0 1 02 2
ZE\IJ (x,t) = —5@\11 (2, t) + V() U (z,t) + g |V (2, 1)|" U (x, ).
Consideramos o coeficiente de nao linearidade negativo (g < 0), que corresponde a in-
teragoes atrativas entre os atomos no condensado. E importante ressaltar que na auséncia do
potencial externo (V (z) = 0) e tomando g = —1 a equagao acima possui soluc¢ao solitonica

do tipo séliton iluminado [83]:

U (x,t) = Asech [A (z — £ (t))] exp (1O) , O (z,t) == (A=) t+vz+o, v=—=

N | —
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onde A, &, v, ¢ sao a amplitude, posicao do centro de massa, velocidade e fase do séliton,
respectivamente. A funcao teste, isto é, o ansatz da aproximacao variacional e a condicao
inicial utilizada nos métodos numeéricos, sera assumida como sendo desta forma. Isso significa
que a forma do séliton permanece proxima da forma da funcao secante hiperbdlica, embora
sua amplitude e largura possam mudar significativamente durante todo o periodo de evolucao

temporal [83].

Resultados estacionarios
4.2.1 Resultados Variacionais

Aplicamos o Método Variacional apresentado na Sec. com o intuito de resolvermos
a EPG-1D néao linear independente do tempo:

_%@z/' + Vycos(2a) + g [y [* o = . (133)

A Eq pode ser obtida pela densidade lagrangiana:

L=~ 5 W/~ Vocos(2e) [l — £ [l + s fu (134)

A lagrangiana efetiva é dada pela integral:

+o00
L.y = / Ldx — p (135)
Sendo assim, obtemos:
e Lo 2 9,4 2
L= | §=5 W~ Vocosa) |9 = S pl' + uluf Lo = (136)

Solucoes variacionais para a equagao acima sao obtidas ao assumirmos um ansatz simétrico

para solitons na forma secante hiperbdlica:

(x) = Asech (g) ) (137)

sendo a amplitude A e a largura a os parametros variacionais do séliton. Ressaltamos que
a normalizacao do ansatz fj;o ]¢|2 = 2A%a = N representa o nimero de dtomos N do
condensado.

Ao substituirmos a Eq. na Eq. e apos realizar algumas manipulagoes algébricas

na expressao da lagrangiana efetiva, obtemos as seguintes integrais:
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A2 +o0 +o0
L= ~5.3 sech? <£> tanh? (E) dx — VOAQ/ cos(2x)sech? <§> dx
a?)_ a a o a
2a 2a*7 cos (2€) cossech (ma)
3
+oo +o0
—QA4/ sech? <£> dI—i—/LAz/ sech? (f) dx—pu.
2 oo a oo a
4a 2
3

Sabendo que A% = % a lagrangiana efetiva assume a forma

N N*
Loy = 6 nVoNacossech (ma) — 96—a +pu(N —1).

(138)

(139)

As equacgoes de evolucao para parametros variacionais podem ser obtidas das equagoes de

Euler-Lagrange

d(ory _or
dt \ 9g; dg;

onde ¢; sdo as coordenadas generalizadas ¢; = {a, u, N}:

oL 1 N

S 0= 35 + mVycossech (wa) [racotanh (ma) — 1] + 96—& =0 (I)
oL

—=0=N-1=0 (IT)
o

oL 1 N

N 0= 62 nVpacossech (ma) — %_a +pu=0 (III)

(140)

(141)

A Eq. IT determina o valor de N, que nesse caso obtemos N = 1. Ao substituir esse
valor nas Eq.s Le IIT seguidas de manipulagoes algébricas, obtemos um sistema de

equacoes diferenciais ordinarias nao lineares acopladas para a largura a e potencial quimico

1 do séliton:
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1
53 + mVycossech (ra) [racotanh (wa) — 1] + (;ia =0

(142)
1 g

=622 + mVpacossech (ra) + 34

Fazendo g = 0 na Eq. [142] esta pode ser reescrita isolando a amplitude do potencial em

1

fungao da largura do séliton (Vo = Vy(a)):

senh (7a)

Vo = .
O™ 3743 [1 — macotanh (ra)]

(143)
Sendo assim, podemos encontrar o valor maximo de Vj derivando a Eq. e igualando a
Z€r0:
dV
—2 = 0= a~+1,3679. (144)
da
Substituindo a Eq. na Eq. encontramos o valor maximo da amplitude V; do potencial

periédico:

(Vo),,... &~ —0,462. (145)

Finalmente podemos calcular o valor de a a partir da Eq. utilizando métodos iterativos
para varios valores de g e V desde que este satisfaca a Eq. isto é, desde que a amplitude

da rede éptica seja menor que (V) Um dos métodos mais conhecidos e mais utilizados

max”

em métodos numéricos é o Método de Newton-Raphson (MNR) que foi descrito na sec. [3|
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Figura 21: Familia de gaps sélitons obtidos variacionalmente através da resolugao do sistema Solugao:
g = —0.01 - a = 0413553, u = —2.8619; g = —0.1 — a = 0.411223, p = —2.93477; g = -1 = a =
0.387967, 1 = —3.69932; g = —10 — @ = 0.188504, p = —17.712.

4.2.2 Resultados Numéricos

Adhikari e colaboradores[76] propuseram um método de Crank-Nicolson de etapa dividida
(split-step Crank-Nicolson - SSCN) para resolver a EGP com vérias geometrias. A EGP é
uma equacao diferencial parcial no tempo e no espacgo envolvendo uma derivada de primeira
ordem no tempo e de segunda ordem no espaco com um termo linear do potencial e um termo
nao linear:

ZQ\IJ(QS t) = —18—2\11(:)3 t) + Vit () U (2,8) + g | (,8))° U (2,1) .

ot ’ 2 0z ’ “ ’ ’ ’
Em geral a EGP nao possui solugao analitica exata, sendo necessario buscar por solugoes
numeéricas. Além disso, ao projetar esquemas numéricos para a Eq. acima com as seguintes

condicoes iniciais e condigoes de contorno
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U(z,0) = ¢°(x)
) (146)
lim =0

r—+o0

duas quantidades importantes precisam ser consideradas: a normalizacao da funcao de onda
[74]

+o00
/ | (z,t)|de =N

o

e a energia

2

s [ ;|

Aplicamos o Método split-step Crank-Nicolson apresentado na Sec. com o intuito

Vi () [0 (2, )+ 2 |\If<x,t>|4] de.  (147)

de resolvermos a EPG-1D nao linear dependente do tempo. As simulagdes comecaram com

uma configuracao inicial solitonica

U(z,0) = \IJ? = \/gsech <§> (148)

0 . 12 o2
(o, t) = HopW (2,0) = =5 W(a, ) + V(@) U(a, 1) + ViaB(wt). (149)
U(z,0) = ¢°(x) a<z<b
(150)
W@J%:W@J):O t>0

Se escolhermos o passo espacial h = Ax > 0 com h = (l~) — a)/M para M inteiro positivo

e o passo temporal £ = At > 0, os pontos da malha passam a ser

xj=a+ jh, t, = nk, 7=1,..,N, n=0,1,2,...

Utilizaremos a notagao simplificada W} para denotar W (x,t,) e o algoritmo estd descrito
abaixo

k
2

s = e o35 g

j=0,.,N+1
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P — J* 1 [, — 2% 4 P Ur = 2U% + U
i ey Tty i= LN

*k g
\IIO - N-&-l_O

J

. 2\ k
\If;-H—l _ 671 <Vo cos(2x;)+g ) 2\

u(‘l’?):/_ [§’d—;

Observa-se que a cada iteragao a energia e o potencial quimico sao calculados para cada W7.
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Figura 22: Familia de gaps sélitons obtidos numericamente através do algoritmo apresentado acima.
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Resultados dinamicos - estabilidade
0 R 9? )
zhallf (x,t) = —%@\IJ (x,t) + Vo cos(22)W (z,t) + g |V (z,t)|” ¥(z, 1)

4.2.3 Resultados variacionais

Aplicamos o Método Variacional apresentado na Sec. com o intuito de resolvermos a

EPG nao linear dependente do tempo

. 1
i = —§\P”+%cos(2x)\11+g\\lf|2\11. (151)

— ov
= ot

eV = a_\p para indicar derivada temporal e derivada espacial respectivamente. A Eq. (151

Para facilitar a notacio tomamos W (x,t) — ¥ e utilizamos a notacao simplificada ¥
pode ser obtlda da subsequente densidade lagrangiana

c:%(w*—xp*@) S0P 4 Vi cos(2a) [ + 2 |qf| u|of?. (152)
A lagrangiana efetiva é dada pela integral

+oo
L= Ldx + 1 (153)

—0o0

Sendo assim, obtemos:

+o0 ;
Lef:/ {%(w_wf) S+ Vy cos(22) [ + £ |xp\ | }da:+u. (154)

[e. 9]

Solucoes variacionais para a equacao acima sao obtidas ao assumirmos um ansatz simétrico

para sélitons iluminados na forma secante hiperbdlica [84][83]

a

U(z,t) :Asech( g) ifbe—* +o(e—)+e], (155)

onde A &, a,b,v,p sao a amplitude, posicao do centro de massa, largura, o “Chirp’ﬂ ve-
locidade e a fase do séliton respectivamente. Todos os parametros supracitados a principio
sao dependentes do tempo e é importante ressaltar que a normalizacao da funcao de onda
N = fj;o |W(z,t)|* = 2a.A? é proporcional ao niimero de dtomos do condensado e representa
uma quantidade que se conserva.

Substituindo a Eq. na Eq. e apds realizar algumas manipulacoes algébricas

5Chirp é um sinal em que a frequéncia aumenta (up-chirp) ou diminui (down-chirp) com o tempo. Este
parametro é responsavel pela modulagao do séliton.
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na expressao da lagrangiana efetiva, deixando o termo A? implicito, obtemos as seguintes

integrais:

. +o0 . ) +o0 B
(b+2w)/ﬁ (w—ffSﬂh2(£—£>dt+<¢—v§—u%r+§>/n sam2<x é)da:+
—oo a - a
2 %
W_a3 a
6
AN A - 1 [t _ _
(va - 2b£> / (z — ) sech® x_§ der + — sech? [ =S ¢ tanh? [ 2 § dx+
—0o0 a 2@2 — 00 a a
0 2

+00 _ +o0 —
VO/ cos(2x)sech” (aj 5) dr + gAz/ sech* (ng) dx + p

a

2a*7 cos (2€) cossech (ma) 4a
3
(156)
Sabendo que A% = % ev = § a lagrangiana efetiva assume a forma:
L N”26+72 2p? 1§'Q+'+ L 9N v (26) h (a) +
of = —ab+ —a“b* — = — + =— + wlhacos cossech (wa) — .
! 12" % 2> TP a2 " 6 O plH
(157)
As equagoes de evolugao para parametros variacionais podem ser derivadas das equagoes de
FEuler-Lagrange
d (0L oL
- — =0 158

onde ¢; sdo as coordenadas generalizadas dependentes do tempo ¢; = {p, &, b, a, u, N}.
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( dN
— =0 I
dt
¢ = 2nVjacossech (ma) sen (2€) I1
a = 2ab I1I

(159)
. N 6V
b= i 20 + 7‘:]2@3 - 7r_ao cos (2€) cossech (ma) [1 — macotanh (ma)] IV
N=1 Vv
2 i 72 21,2 1.0 . 1 gN n
| H=13¢ + rkdde 55 +o+ 6 + e + mVpa cos (2€) cossech (ra) VI

A Eq. I se reduz a % = 0 e ilustra a conservagao da norma da funcao de onda ou
o numero de atomos do condensado. A Eq. V determina o valor de N que nesse caso
obtemos N = 1. Com relacao a Eq. [T adquirimos duas relacoes

.. .2
. ad—a
b= 2a2
a
a = 2ab (160)
N\
)
b2 = a
4a?

que substituindo-as nas Eq’s. [I59HI, [I59-V e [I59FVI seguidas de manipulacoes algébricas,

obtemos, sem suma, um sistema de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares acopladas

para a largura a, posicao do centro de massa &, potencial quimico u e a fase ¢ do séliton
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(

\

4 2gN 12

a= 3 W‘ZQQ - ?Vo cos (2€) cossech (ma) [1 — macotanh (7wa) I

¢ = 2nVpacossech (ma) sen (2€) I (161)
2 2 1. 1

W= 71T—2ab + %asz - 552 +o+ 62 + % + mVpa cos (2€) cossech (ma) 11

O sistema foi resolvido usando o procedimento de Runge-Kutta de 5# ordem [83] através

do software Mathematica e as seguintes condigoes iniciais:

(162)
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" 100

Figura 23: Resultado variacional da evolucao temporal do séliton
Asech (%5) exp (ib (x — §)2 +iv(z—¢&)+ icp) através do sistema 1| e as condicoes iniciais (|162]).
Parametros:ag = 0.413553,Vy = —5,9 = —0.01
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Figura 24: Evolucao da posigdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e poten-
cial quimico (vermelho) do séliton Asech xT_& exp (ib(x — €)% 4 iv(z — €) +ip) submetido ao potencial

periédico (rede éptica) V () = Vj cos(2z) de acordo com o sistema [[61} Pardmetros: g = —0.01, Vo = —5,
ao = 0.413553, £ = 0, v = 0, o = 0.
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" 100

Figura 25: Resultado variacional da evolucao temporal do séliton
Asech (%5) exp (ib (x — §)2 +iv(z—¢&)+ icp) através do sistema 1| e as condicoes iniciais (|162]).
Parametros:ag = 0.411223,V, = —5,9 = —0.1
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Figura 26: Evolucao da posigdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e poten-
cial quimico (vermelho) do séliton Asech (%) exp (ib (x —€)° +iv(z — &) +ip) submetido ao potencial

periédico (rede éptica) V (z) = Vjcos(2z) de acordo com o sistema [161] Parametros: g = —0.1, Vo = —5,
ap = 0.411223, & =0, v = 0, ¢ = 0.
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" 100

Figura 27: Resultado variacional da evolucao temporal do séliton
Asech (%5) exp (ib (x — §)2 +iv(z—¢&)+ icp) através do sistema 1| e as condicoes iniciais (|162]).
Parametros:ag = 0.387967,V) = —5,9 = —1
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Figura 28: Evolucao da posigdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e poten-
cial quimico (vermelho) do séliton Asech (%) exp (ib (x—&)° +iv(z—&) + igo) submetido ao potencial

periédico (rede éptica) V (z) = Vpcos(2z) de acordo com o sistema [161] Parametros: g = —1, Vp = —5,
ao = 0.387967, & = 0, v = 0, ¢ = 0.
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]://\:

Figura 29: Resultado variacional da evolucao temporal do séliton
Asech (%5) exp (ib (x — §)2 +iv(z—¢&)+ icp) através do sistema 1' e as condicoes iniciais |D
Parametros:ag = 0.188504,Vy = —5,9 = —10

1.0 1.0 —
] 08| :
0.5 —or ] [ var ]
[ : 0.6 |
& 0.0F 1 4 | 1
[ ] 0.4 ¢ 1
-0.5 | . i ]
r 1 02j i
-1.0 S S NS ST R R S 0.0 T S Y N S S MRS}
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
1.0 [ Or
[ -1 7 ]
| ~
b 00+ TR
i ] -3 ]
—0.5f ] i
L 4 _4j -
-1.0 L -5 . P R S R S,
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

Figura 30: Evolucao da posigdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e poten-
cial quimico (vermelho) do séliton Asech (%) exp (ib (x—&)° +iv(z—&) + igo) submetido ao potencial

periédico (rede dptica) V (z) = Vpcos(2z) de acordo com o sistema [161] Pardmetros: g = —10, Vo = —5,
ao = 0.188504, & = 0, v = 0, = 0.
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4.2.4 Resultados numéricos

Aplicamos o Método de Crank-Nicolson Split-Step apresentado na Sec. com o intuito

de resolvermos a EPG nao linear dependente do tempo no intervalo —10 < < 10 com passo

espacial h e no intervalo 0 < t < 100 com passo temporal. As simulagoes comecaram com

uma configuragao inicial solitonica e utilizamos as condigoes de contorno de Dirichilet para

representar o limite lim U (z,t) = 0.

r—=4o00
(00 (1) = —2 2 (4) + Vi cos(22)0 (,8) + g [ Uz, 1) P U, 1)
Zat .7/'7 = 28x2 fL’7 OCOS T ./E, g I', .T,

U (—10,¢) = ¥ (10,¢) =0

\

(163)

As expressoes que descrevem a evolucao temporal do centro de massa &, lagura a e po-

tencial quimico p do séliton sao dadas por

[0 | (2, 1)) da
fj;o U (z, zf)]2 dx

"= (2 S5 —Emr v (x,t)2d$>1/2
™ @ de

wi= [ E )

(1) =

2

—00

e o algoritmo esta descrito abaixo

A o2\ b
\I/; _ e—z(Vocos(ij)+9|‘I’j| )2?1\1}7]?’ ] = O’ ey N+1

R R WL b LGk S G\ b

1
At 2 2h2 2h2 ’

W= Wy, =0

74

+ Vj cos (2z) |\I/(1:,t)!2 +9 |‘I’<5’3>t)’4] dx.

j=1,..

(164)

(165)

(166)

, N
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\I/;.H_l <Vocos 213)+g|\1’**| )277 \1]** 1 =0,.... N+1
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Figura 31: Resultado numérico da evolugao temporal do séliton ﬁsech (ﬁ) através do Método de Crank-

Nicolson Split-Step submetido ao potencial periédico (rede éptica) V (x) = Vi cos(2z). Parametros:ag
0.413553,Vp = —5, g = —0.01.
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Figura 32: Evolucdo da posicdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e poten-

cial quimico (vermelho) do séliton \/Q%Tosech (% submetido ao potencial periédico (rede 6ptica) V ()
Vo cos(2z) de acordo com o algoritmo da Sec. Parametros: ¢ = —0.01, Vo = —5, ag = 0.413553.
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Figura 33: Resultado numérico da evolugao temporal do séliton ﬁsech (ﬁ) através do Método de Crank-

Nicolson Split-Step submetido ao potencial periédico (rede dptica) V (x) = Vjcos(2z). Pardmetros:ag
0.411223,Vy = —5,9 = —0.1
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Figura 34: Evolugdo da posicdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e po-

ﬁsech (%E submetido ao potencial periddico (rede Optica)

x) = Vj cos(2x) de acordo com o algoritmo da Sec. |4.2. arametros: g = —0.1, Vo = =5, a9 = 0. .
% \% 2z) d d lgori da Sec. [4.2.4] Para 0.1, 5 0.411223

tencial quimico (vermelho) do séliton
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Figura 35: Resultado numérico da evolugao temporal do séliton ﬁsech (ﬁ) através do Método de Crank-

Nicolson Split-Step submetido ao potencial periédico (rede dptica) V (x) = Vjcos(2z). Pardmetros:ag =
0.387967,Vp = —5,g = —1.
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Figura 36: Evolugdo da posicdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e po-
tencial quimico (vermelho) do séliton ﬁsech (%E submetido ao potencial periddico (rede Optica)

V () = Vi cos(2x) de acordo com o algoritmo da Sec. Pardmetros: g = —1, Vh = —5, ag = 0.387967.
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Figura 37: Resultado numérico da evolugao temporal do séliton ﬁsech (ﬁ) através do Método de Crank-

Nicolson Split-Step submetido ao potencial periédico (rede éptica) V () = Vjcos(2z). Parametros:ag =
0.188504,Vp = —5,9 = —10.
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Figura 38: Evolugdo da posicdo do centro de massa (preto), largura (verde), chirp (magenta) e po-
tencial quimico (vermelho) do séliton ﬁsech (%E submetido ao potencial periddico (rede Optica)

V () = Vi cos(2x) de acordo com o algoritmo da Sec. Pardmetros: g = —10, Vo = —5, ag = 0.188504.
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5 Discussao dos Resultados

Para efeito de comparacao entre os métodos aqui abordados, analisamos os resultados
referentes & ¢ = —1 simultaneamente na Fig. [39] Observa-se que a posigao do centro
de massa &, chirp b e potencial quimico p obtidos tanto variacional quanto numericamente
apresentaram uma evolucao temporal praticamente idéntica. Com relagao a largura no séliton
a, observamos uma flutuacao da evolugao temporal numérica em relacao a variacional. Porém,
mesmo com estas flutuacoes, o séliton se manteve estével.

O mesmo pode ser dito sobre os resultados obtidos a partir dos outros valores do coeficiente

de nao linearidade aqui abordados.
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Figura 39: Comparacgao entre os resultados numéricos e variacionais relativos a evolucao temporal do séliton
para g = —1.

E interessante ressaltarmos que os resultados obtidos neste trabalho, sao provenientes
da amplitude da rede éptica Vo = —5 [50], entretanto, outros valores podem ser utilizados
com o intuito de extrapolagao matematica, uma vez que V; = —5 representa uma amplitude

utilizada experimentalmente [80].
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6 Conclusao

Esta dissertacao fundamentou-se no estudo da dinamica e estabilidade de sélitons ilumi-
nados de ondas de matéria em condensados de Bose-Einstein submetido a uma rede 6ptica
mediante duas abordagens distintas: uma analitica, através do método variacional, e a outra
numérica, através do Método de Crank-Nicolson Split-Step.

A estabilidade das solugoes solitonicas foi verificada através da andlise dinamica direta,
com a evolugao temporal, tanto numérica quanto variacional, dos perfis dos sélitons. De um
ponto de vista geral, obtivemos uma boa conformidade entre os resultados variacionais e os
resultados numéricos das equacgoes diferenciais parciais associadas aos problemas.

A abordagem proposta pode ser estendida a outras equagoes de extrema importancia, tais
como a equagao de Schrodinger nao linear e a equacao nao-local de Gross-Pitaevskii para
condensados dipolares. Os métodos abordados e os resultados obtidos neste trabalho podem
ser uteis no desenvolvimento de novos métodos destinados a sondar a dinamica de sélitons
sujeitos a potenciais exdticos como por exemplo o potencial de Poschl-Teller.

Pouco se sabe sobre a dinamica de atomos ultrafrios aprisionados por este potencial.
Encontramos na literatura um estudo voltado a dinamica da Condensacao de Bose-Einstein
de dtomos de 3K ndo interagentes sujeitos ao potencial de Poschl-Teller [85] e um trabalho
analisando o espalhamento de sélitons através desse potencial [83]. Uma propriedade peculiar
desse potencial é o fato dele ndo apresentar reflexao [85].

Como sugestao para futuros trabalhos, propomos explorar a dinamica de gases fermionicos
e bosonicos confinados em uma combinacao tridimensional de potenciais harmoénicos com o
potencial de Poschl-Teller e analisar a influéncia deste nos condensados e também, analisar

o espalhamento de sdlitons sujeitos a este potencial e propor possiveis aplicagoes.
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