UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO DO SUL

ESTUDO TEORICO DE GASES QUANTICOS DILUIDOS ULTRAFRIOS
APRISIONADOS POR REDES OPTICAS QUASE PERIODICAS

RENAN PEREIRA PAES

CAMPO GRANDE, MS
2018



RENAN PEREIRA PAES

ESTUDO TEORICO DE GASES QUANTICOS DILUIDOS ULTRAFRIOS
APRISIONADOS POR REDES OPTICAS QUASE PERIODICAS

DissertacGo  apresentada  a
Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul, como parte das
exigéncias do Programa de POJs-
Gradua¢dGo em Ciéncia dos
Materiais, drea de concentragdo
em Fisica e Quimica dos
Materiais, para a obtengdo do
titulo de Mestre.

Orientador

Professor Dr. Jodo Vitor Batista Ferreira

Coorientador

Professor Dr. Valter Aragdo do Nascimento

CAMPO GRANDE, MS
2018



“Jodo aquele que se sente capaz de crigr um desting, com o seu talento e
com o seu esforgo, estd inclhinado & admirar o esforgo € o talenta nos
demais; 0 desejo da prapria gldria ndgo pode sentir-se coagido pelo legitimo
enaltecimento alfein. Aguele que tem méritos sabe o que eles custam, e os
respeita; estima, nos outras, 0 gue desejaria que os outros EStimassen
nele. ] mediocre jgnora esta admiragdn franca: muitas vezes Se resigng a
aceitar o trivnfo que ultrapassa as restrigies da sua inveja. Mas aceitar
7140 6 amar, resignar-se ndo 8 admirar.”

José Ingenieros



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, porque Nele vivemos, nos movemos e somos.

A minha m3e, Josélia Pereira Silva; ao meu pai, Edevaldo Paes da Silva; e & minha
irma, Ariane Pereira Paes Fernandes.

Aos meus amigos, Anderson Marques, Mauro Matias, Nathan Alves, Heryck
Cantilio, Phillipe Vissarionovich e em especial a minha amiga, Leticia Evaristo.

Ao Professor Dr. Jodo Vitor Batista Ferreira que me apresentou ao Professor Dr.
Valter Aragdo do Nascimento e pela paciéncia e boa vontade no ensino de mecanica
guantica.

Ao Professor Dr. Valter Aragdao do Nascimento por ter me ensinado a principal
ferramenta utilizada no estudo de gases quanticos degenerados interagindo
fracamente: Método de Aproximacao Variacional.

Aos Professores: Dr. Anderson Rodrigues Lima Caires, Dr. Samuel Leite de Oliveira,
Dr. Além-Mar Bernardes, Dr. Marco Serrou do Amaral e Dr. Bruno Spolon Marangoni.

A todos da coordenac¢do do Programa de Pds-graduagdo em Ciéncia dos Materiais,
especialmente o Professor Dr. Heberton Wender Luiz dos Santos.

Finalmente, agradeco a Coordenacdao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) e a Universidade Federal de Mato Grosso do Sul.



RESUMO

Nesta dissertacdo, estudaremos o comportamento de gases quanticos degenerados em redes
Opticas quase periddicas. No regime de interagdo fraca, o comportamento de um sistema de
muitos bdsons pode ser perfeitamente descrito através da equacado de Gross-Pitaevskii e, no caso
dos férmions, através da equacao hidrodinamica de campo médio. Estes modelos tedricos nao
admitem solugGes analiticas exatas de modo geral — este é o motivo pelo qual recorremos ao
Método de Aproximagdo Variacional. Quando a interagdo entre os bdsons é muito maior que a
energia cinética, o sistema sofre uma transi¢do quantica de fases. Em um potencial harmonico ou
em uma rede Optica periddica, a natureza desse regime é perfeitamente descrita em termos do
Hamiltoniano de Bose-Hubbard. Em uma rede éptica quase periddica, o comportamento
microscépico dos bdsons sofre uma transformagdo mais complexa que culmina em um diagrama
de fases mais rico. Ou seja, observamos novas fases como a supersélida. Em suma, predizemos a
existéncia de sélitons em condensados de hidrogénio, >2Cr, %Dy, 1%8Er e 11Dy, e diagramas de
fases que descrevem a transicdo entre as fases isolante de Mott e superfluida no modelo
homogéneo de Bose-Hubbard e, no modelo ndo-homogéneo, apresentamos um diagrama de
fases que prevé a existéncia das seguintes fases: isolante de Mott, superfluida, Density Waves e

supersolida.



ABSTRACT

In this dissertation, we will study the behavior of degenerated quantum gases in quasi-
periodic optical lattices. In the weak interaction regime, the behavior of a many-bosons
system can be perfectly described through the Gross-Pitaevskii equation and, in the case
of the fermions, through the mean-field hydrodynamic equation. These theoretical models
do not admit of exact analytical solutions in general — this is the reason why we use the
Variational Approach Method. When the interaction between the bosons is much greater
than their own Kinetic energy, the system undergoes a quantum phase transition. In a
potential harmonic or in a periodic optical lattices, the nature of this regime is perfectly
described in terms of the Hamiltonian of Bose-Hubbard. In a quasi-periodic optical
lattice, the microscopic behavior of the bosons undergoes a more complex transformation
that culminates in a richer phase diagram. That is, we observe new phases like the
supersolid. In short, we predict the existence of solitons in condensates of hydrogen , 5%Cr,
184Dy, 188Er and 191Dy, and phase diagrams describing the transition between the Mott
insulator and superfluid phases in the homogeneous Bose-Hubbard model and in the
inhomogeneous, we present a phase diagram that predicts the existence of the following

phases: Mott insulator, superfluid, Density Waves and supersolid.
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1 INTRODUCAO

Apesar das fundamentag6es tedricas do condensado de Bose-Einstein terem sido
divulgadas em 1925 [1, 2], sua realizacdo experimental somente foi possivel a partir de
1995 quando Eric Cornell e Carl Wieman utilizaram um sistema de vapor atdmico de
atomos de 8’Rb arrefecidos [3]. Nestes primeiros experimentos, estudaram como as
interacbes entre as particulas modificam a funcdo de onda do estado do estado
fundamental e a energia média. De fato, em tais estudos experimentais envolvendo um
condensado de Bose-Einstein diluido, constatou-se que as interagdes entre particulas
podem ser representadas por uma teoria de campo médio, onde variaveis como a
termometria e calorimetria do estado fundamental e a energia do estado fundamental do
gas em funcdo da temperatura podem ser estudadas atraves do comportamento entre
particulas. Comprovou-se que a temperatura de transicdo do condensado depende da
fracdo de a&tomos no estado fundamental, em acordo com previsdes para um gas de Bose
ideal [3].

A condensacao, isto é, o fendmeno que corresponde a ocupagdo macroscopica do
mesmo estado quantico fundamental, estd fundamentalmente associada as propriedades
dos bosons; entretanto, toda a matéria visivel é constituida de férmions,
consequentemente, o estudo experimental da superfluidez frequentemente requer o
emparelhamento de férmions. A medida que as técnicas e a instrumentagao necessarias
para alcancar o estado de condensacdo foram evoluindo, as técnicas ja consolidadas no
estudo de bdsons foram aplicadas a outra classe de particulas quanticas, os féermions. O
estudo de gases quanticos degenerados constituidos de férmions ampliou
consideravelmente o estudo com gases quanticos como simuladores quanticos, uma vez
que, os férmions sdo os blocos construtores da matéria visivel — em Gltimo caso, até
mesmo um atomo bosodnico é constituido de férmions, isto €, os &tomos sdo constituidos
de prétons, elétrons e néutrons, ou seja, férmions. Além do desafio experimental de obter
um condensado de férmions, os estudos iniciais com &tomos fermidnicos foram
motivados por questdes tedricas pendentes, como por exemplo, a transi¢cdo entre o regime
descrito pela teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer e o condensado de Bose-Einstein. Em
suma, eventualmente, os férmions podem formar pares de Cooper, se a distancia entres
os pares forem pequenas, a interacdo entre eles € regida pela estatistica de Fermi-Dirac,

se, por outro lado, a disténcia entre os pares forem muito maior que a distancia entre os


https://pt.wikipedia.org/wiki/Eric_Cornell
https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Wieman

férmions que o constituem o par, entdo o sistema € regido pela estatistica de Bose-

Einstein, uma vez que o spin resultante € um numero inteiro.

De fato, na teoria do campo médio, ou seja, na aproximacao de campo medio as
particulas estdo muito separadas uma das outras, e 0 que sentem na verdade é uma
interacdo meédia de dois corpos interagentes. Neste contexto, a dindmica de um gas
bosdnico pode ser descrita por uma equacéo do tipo Equacdo de Schrodinger ndo linear,
também denominada de equacdo de Gross-Pitaevskii, onde os bosons sdo aprisionados
por um potencial externo harmdénico, que por sua vez representa o potencial criado por
um laser experimental. A equacdo de campo meédio é eficaz em descrever as interagdes
de gases diluidos a temperatura zero [4, 5]. Entretanto, esta equacdo nao € sollvel ou

integravel.

Durante os anos os experimentais tem aprimorado as formas de aprisionamento, e
apos a descoberta experimental da condensacéo de gases de Rubidio através de lasers [3],
foi realizado experimentos de aprisionamentos de para outros atomos como Sodio [6].
Novas descobertas utilizando lasers de aprisionamento propiciaram a criacdo de redes
Opticas que por sua vez propiciam um novo campo de pesquisas para a condensagéo de
Bose Einstein e para o estudo de um gas degenerado de férmions [7]. O estudo de gases
quanticos aprisionados por redes dpticas propicia reproduzir fenémenos fundamentais ja
observados ou preditos na fisica do estado sélido, tais como superfluidez e isolantes de
Mott [8-10]. Redes épticas sdo Uteis no estudo na condensacdo de Bose-Einstein em
certas dimensGes, por exemplo no gés de Tonks-Girardeau.

Uma rede dptica nada mais é do que uma onda de luz estacionéria criada por feixes
de lasers contrapropagantes onde 0s atomos sao aprisionados nos nodos e antinodos pela
forca de dipolo [11]. Assim como ocorre na fisica de estado solido, as particulas sob a
acao de potenciais nesta configuracdo permitem o surgimento de gaps espectrais dentro
de uma banda de gap linear, formando um gap séliton iluminado [12]. Sélitons iluminados
foram criados experimentalmente em Condensados atdmicos de ‘Li [13] e ®Rb [14], e

moleculares realizados com atomos de “°K e ®Li [15, 16].

Embora os métodos numéricos sdo eficazes em prever o comportamento de
condensados interagentes, Métodos Variacionais descrevem fenomenologias de gases
interagentes com uma precisdo proxima de métodos numéricos e obtém a vantagem de

permitir, explorar e conhecer qualitativamente a natureza do sistema. Diante deste
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exposto, utilizando o Método de Aproximacdo Variacional, nds apresentamos nesta
dissertacdo um estudo que abrange uma série de fenébmenos envolvendo gases quanticos
aprisionados através de uma combinacédo especifica entre o potencial harménico e a rede
optica. Nosso estudo contempla bdsons interagindo unicamente através da interacdo de
contato, férmions com interacdo de dipolo-dipolo e bdsons interagindo com interagéo de

contato e com interacdo dipolo-dipolo.

Nesta dissertacdo € explorada, pela primeira vez, o comportamento de gases
quéanticos degenerados em redes Opticas quase periodicas em um regime de interacdo
fraca (com interacdo dipolo-dipolo), onde o comportamento de um sistema de muitos
bosons pode ser perfeitamente descrito através da Equacdo Dipolar de Gross-Pitaevskii
e, gases de férmions descritos através da Equacdo Hidrodinamica de Campo ou Densidade
Funcional. Em um regime de interacdo forte entre muitos bdsons, quando a interacao
entre os bdsons € muito maior que a energia cinética, o sistema sofre uma transicdo

quantica de fases e a Equacdo de Gross-Pitaevskii ndo € mais valida.

Como estudo complementar, também foi incluso nesta dissertacdo a aplicagdo do
Modelo Tedrico de Bose Hubbard, que descreve com precisdo resultados experimentais.
Ou seja, em uma rede Optica quase periddica o0 comportamento microscopico dos bosons
sofre uma transformacdo mais complexa que culmina em um diagrama de fases com
novas fases, como a supersolida, assim é necessaria uma descri¢do teorica ainda mais

elaborada.

Enfatizamos a importancia de gases quanticos possuem e as oportunidades e
possibilidades que fornecem como simuladores quénticos, isto é, 0s gases quanticos
podem ser usados para reproduzir fenbmenos presentes em Fisica da Matéria
Condensada. Nesse sentido, 0s gases quanticos oferecem a oportunidade de compreender
e controlar fendmenos que em solidos reais seriam inacessiveis tanto do ponto de vista
experimental quanto tedrico. A rede Optica quase periddica amplia consideravelmente as
possibilidades em simulagdes quanticas. Entre os fendmenos podemaos citar: 0 movimento
de 4&tomos na rede dptica € analogo ao movimento de elétrons em cristais periddicos; 0s
solitons observados e previstos em gases quanticos sdo similares aos sélitons em fibra
Optica — novamente, 0s gases quanticos apresentam a vantagem de possuir uma
controlabilidade maior e oferece possibilidades de observagdes mais precisas
(discutiremos este detalhe na se¢é@o 5.5); a rede Optica quase periddica pode viabilizar a
computacdo quantica. Por outro lado, a rede Optica pode induzir um sistema quantico a
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sofrer uma transicdo quantica e permite a observacdo e previsdo de novas fases e
impulsionar a viabilidade de materiais extremamente avancados, como discutido na se¢ao
5.5.

Aplicamos o Método de Aproximacédo Variacional condensados descritos através
da Equacdo de Gross-Pitaevskii com e sem interacdo dipolo-dipolo e em um gas
degenerado de Fermi descrito em termos de uma equacéo de campo médio com interacdo
dipolo-dipolo. Previmos o formato do séliton e estimamos o valor do potencial quimico
para quatro condensados constituidos por atomos diferentes: hidrogénio, %°Cr, %Dy,
18gr ¢ 161Dy, Estudamos o modelo de Bose-Hubbard sem uma rede dptica quase
periddica e em uma rede Optica quase periodica e obtivemos o diagrama de fases para
cada um destes modelos — 0 que nos permite prever novas fases quanticas como isolante

de Mott, Spin Density Waves, Charge Density Waves e supersolida.

No capitulo 2 apresentamos as possibilidades e oportunidades que o confinamento
de 4&tomos em redes Opticas fornecem, especialmente enfatizamos as redes Opticas quase
periddicas. Abordamos conceitualmente como funciona o aprisionamento de 4tomos e a
condensacdo de 4&tomos — bem como as diferencas que a natureza da particula afeta o

fendmeno de degenerescéncia quantica.

O capitulo 3 consiste dos objetivos a serem atingidos nesta dissertacdo, em suma:
prever a formacdo de solitons em gases quéanticos degenerados em redes dpticas quase
periddicas interagindo fracamente com e sem interacdo dipolo-dipolo para atomos de
bosons e fermions e; estudar a transi¢cdo quantica de fases em uma rede Optica quase

periodica.

No capitulo 4 abordamos o modelo tedrico de muitos bosons, o qual nos permite
descrever a interacao de gases quanticos degenerados para bdsons através da deducéo da
Equacdo de Gross-Pitaevskii com e sem interacao dipolo-dipolo. Apresentamos o Método
de Aproximagdo Variacional para ambos os casos de bosons interagindo com e sem
interacdo dipolo-dipolo. Do mesmo modo, estudamos brevemente o gas degenerado de
Fermi com interacdo dipolo-dipolo através da Equagdo Hidrodindmica de Campo Médio,
cujo a origem remota a Densidade Funcional, e do Método de Aproximagéo Variacional.
Explicamos qualitativamente o funcionamento do Método de Newton-Raphson descrito
no apéndice E. Finalmente, estudamos qualitativamente o modelo de Bose-Hubbard

através da Aproximacao de Campo Médio com riqueza de detalhes.

12



Primeiro, apresentamos solitons bidimensionais estaveis para um condensado
constituido de atomos de hidrogénio confinados atraves da combinag&o entre potenciais
harménicos e uma rede Optica quase periodica. Através do Método de Aproximagao
Variacional obtivemos um conjunto de equacbes ndo-lineares que relacionam as
dimensGes do soliton com o comprimento de espalhamento e os parametros da rede
Optica. Quando essas equacdes ndo-lineares sdo solucionadas podemos estimar o valor do

potencial quimico e prever o formato do séliton.

Em seguida, no capitulo 5, aplicamos o Método de Aproximacéo Variacional para
gases bosonicos e um gas degenerado de Fermi com interagdo dipolo-dipolo confinados
por um potencial harménico na direcdo z e um potencial quase periddico, também na
direcdo z. O Método Variacional nos conduz novamente para um conjunto de equacdes
ndo-lineares que dependem dos parametros da rede Optica; do comprimento de
espalhamento, no caso dos bésons; da forca de interacao dipolar e do numero de particulas
que constituem o condensado. Nesse caso, quando encontramos uma solucdo que
satisfaca as equacdes ndo-lineares através do Método de Newton-Raphson, encontramos
solitons estaveis tridimensionais do tipo disco e estimamos o valor do potencial quimico
para condensados de atomos de %2Cr, 4Dy, 1%8Er e 11Dy, Finalmente, estudamos o
modelo de Bose-Hubbard através de uma abordagem puramente analitica em duas
situacOes: caso homogéneo e caso ndo-homogeéneo, correspondendo a auséncia de rede
Optica quase periodica e sua presenca, respectivamente. O diagrama de fases previsto no
caso homogéneo corrobora com resultados ja conhecidos, assim como 0 caso ndo-
homogéneo. Entretanto, gostariamos de destacar a vantagem fornecida pela notacdo mais

simples que empregamos.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos nossa conclusao, onde discutimos alguns

resultados e realizamos algumas sugestdes de trabalhos futuros.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos que fundamentam o nosso trabalho. Na
secao 2.1 discutimos qualitativamente o processo de condensacdo envolvendo bosons e férmions,
bem como distinguir suas respectivas peculiares. Na secdo 2.2 abordamos a rede Optica e
contextualizamos a importancia que as redes dpticas desempenham no estudo experimental de
condensados, em especial discutimos algumas propriedades dos solitons em redes dpticas. Na
subsecdo 2.2.1 discutimos a qualitativamente a formacdo de redes Opticas. Na secdo 2.2.2

relacionamos qualitativamente a influéncia da rede Gptica sobre o soliton.

2.1 PARTICULAS IDENTICAS

As particulas fundamentais séo divididas em duas classes, bdsons e férmions. As suas
diferencas sdo expostas de acordo com a tabela 1, abaixo. Em uma representacéo classica, particulas
idénticas sdo tratadas como distinguiveis, neste caso podem ser rotuladas. No entanto, na imagem
quantica, bésons e férmions sdo tratados como indistinguiveis. O pressuposto da indistinguibilidade
leva a um resultado um pouco contra intuitivo, que pode ser visto mesmo no exemplo simples de
duas particulas e dois estados. Para particulas distinguiveis (o caso classico), a probabilidade de ter
ambas as particulas no mesmo estado € 1/2. No entanto, para particulas indistinguiveis (0 caso
quantico), a probabilidade de ter ambas as particulas no mesmo estado séo aumentadas para 2/3.
Ou seja, o simples fato de que as particulas sao indistinguiveis leva a um aumento na ponderacdo
estatistica para 0s casos em que um nimero maior das particulas estd no mesmo estado. Este efeito
se torna especialmente importante na condicdo degenerada, onde o nimero de particulas, N, € maior

ou igual ao nimero de estados possiveis.

Tabela 1. As diferencas e propriedades entre bosons e férmions.

Bdsons Férmions
Spin inteiro Spin semi-inteiro
Indistinguiveis Indistinguiveis
Estados sempre simétricos Estados sempre antissimétricos
Estatistica de Bose-Einstein Estatistica de Fermi-Dirac
Nenhuma restri¢cdo quanto ao namero de Obedece ao principio de excluséo de
particulas no mesmo estado quantico Pauli
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E interessante destacar ao leitor que quando Einstein publicou seus trabalhos sobre a
condensagao de Bose-Einstein em 1925 [2], esta divisdo de particulas fundamentais ainda ndo era
conhecida. No entanto, as propriedades que ele escolheu para as ondas de matéria que ele
considerou em seus artigos -- com base nas decisdes tomadas por Bose em seu artigo original sobre
fotons [1] —, logo foram reconhecidas como sendo as dos bdsons.

Os bdsons agrupam-se, ou seja, ndo existem restricdes sobre o nimero de bosons que
podem estar em um mesmo estado quantico. No entanto, os férmions obedecem ao
principio de exclusdo de Pauli, o que significa que dois férmions ndo podem estar no
mesmo estado quantico e, portanto, eles ndo experimentam esse efeito de agrupamento.
A figura 1 ilustra a diferenca entre férmions e bosons e a sua distribui¢&o nos respectivos
niveis de energia. Além dos férmions possuirem spin semi-inteiro, um condensado de
bosons distingue-se ainda de um gas degenerado de férmions devido a grandeza que
caracteriza a interacao entre os bdsons, um gas quantico de bosons interagindo fracamente
¢ caracterizado por uma grandeza fundamental denominada comprimento de
espalhamento [17]. Os férmions, por sua vez, possuem suas interacOes caracterizadas pela
Energia de Fermi — em decorréncia do Principio de Exclusdo de Pauli supracitado, 0s
férmions ndo ocupam o mesmo estado quantico fundamental: os férmions preenchem os
niveis de energia superiores a medida que os niveis inferiores sdo preenchidos -- a energia

do nivel ocupado mais elevado é conhecida como Energia de Fermi [17-19].

Bdsons ; Férmions

(@)

Figura 1: Os bosons ocupam o mesmo estado quantico fundamental, enquanto que, os férmions por sua vez ocupam
o0s niveis de energia superiores a medida que os niveis inferiores forem preenchidos. (Figura extraida da referéncia

[20])

Este efeito de agrupamento pode ser matematicamente representado pela Distribuicdo de
Bose-Einstein. Tomando o caso especifico de bosons ndo interagindo no equilibrio térmico e
assumindo indistinguibilidade e sem restricdes no nimero de 4&tomos no mesmo estado, 0 nimero

médio de atomos n; no estado i com energia &; a temperatura T é dado por [20]:

1

= BGm —1 (2.1)
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Na equacdo (2.1), S € a constante de Boltzmann, ¢; € a energia no i-esimo estado e

K é um pardmetro denominado como potencial quimico no qual esta relacionado a

condicéo [21]:

D ) =

L

N

(2.2)

O potencial quimico é muito grande e negativo para grandes temperaturas. Por

outro lado, como T diminui, pt aumenta [21]. E entfo claro a partir da equagdo (2.1) que,

eventualmente, na temperatura critica, Tc, a ocupagdo do estado de uma Unica particula

de energia mais baixa é da ordem N. Neste ponto, a condensacao de Bose-Einstein foi

alcancada.

Podemos observar, no quadro (a) da Figura 2 que, para os bosons, todos o0s &tomos

estdo em um mesmo estado quantico, neste caso, falamos que este sistema interagente

pode ser representado por uma Unica funcdo de onda, como mostra o quadro (d) da Figura

2. Tal fenémeno fisico de interacdo entre particulas € melhor interpretado em termos do

comprimento de onda de Broglie dos &tomos bosodnicos.

@) ¢ —
[

N i |

| )

c AN 5 7

18

vV

Alta temperatura
velocidade interna: v
densidade: d

Bolas de bilhar

Baixa temperatura
Comprimento de onda de

Broglie : A, = (2" / mk,;T)"?

Pacotes de ondas.

©_r \\ - /| |@
gt
/\
T=TC T=0
Condensado de Bose- Condensado Puro
Einstein. Onda de materia
Ay =d gigante

Overlap de ondas de matéria

Figura 2: Comportamento das propriedades das particulas bosénicas ao variar a temperatura. (Figura adaptada da
referéncia [22]).

O comprimento de onda de de Broglie de um &omo é dado por

Ay = (2 I mk,T)"?, onde m é a massa atomica, ks € a constante de Boltzmanne T é a

temperatura. Conforme ilustrado na Figura 2, a medida que T diminui, s aumenta quando
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uma determinada temperatura critica (Tc) € atingida, neste caso o comprimento de onda
de Broglie dos a&tomos é comparével ao espacamento entre as particulas (As = d), o quadro
(c) da Figura 2 esbogca 0 comportamento dos 4&tomos. Em seguida, os pacotes de ondas
atdbmicas sobrepdem-se e formam uma Unica onda de matéria gigante (Figura 2.d). A
temperatura critica (Tc) é a temperatura no qual os pacotes de ondas atdmicas individuais
comecgam a se sobrepor-se, e exatamente nesta temperatura em que ocorre a condensagdo
de Bose-Einstein [22]. Um condensado pode, portanto, ser visto como uma Unica onda de

matéria macroscopica (Fig.2 d).

A condensacao, isto é, o fendmeno que corresponde & ocupagdo macroscopica do
mesmo estado quantico fundamental, estd fundamentalmente associada as propriedades
dos bosons; entretanto, toda a matéria visivel é constituida de férmions,
consequentemente, o estudo experimental da superfluidez frequentemente requer o
emparelhamento de férmions. A medida que as técnicas e a instrumentagao necessarias
para alcancar o estado de condensacéo foram evoluindo, as técnicas j& consolidadas no
estudo de bdsons foram aplicadas a outra classe de particulas quanticas, os féermions. O
estudo de gases quanticos degenerados constituidos de férmions ampliou
consideravelmente 0s gases quanticos como simuladores quénticos, uma vez que, 0s
férmions sdo os blocos construtores da matéria visivel — em Gltimo caso, até mesmo um
atomo bosonico é constituido de férmions, isto €, 0os atomos sdo constituidos de protons,
elétrons e néutrons, ou seja, férmions. Além do desafio experimental de obter um
condensado de férmions, os estudos iniciais com atomos fermi6nicos foram motivados
por questBes tedricas pendentes, como por exemplo, a transicdo entre o regime descrito
pela teoria Bardeen-Cooper-Schrieffer e o condensado de Bose-Einstein. Em suma,
eventualmente, os férmions podem formar pares de Cooper, se a distancia entres 0s pares
forem pequenas, a interacdo entre eles € regida pela estatistica de Fermi-Dirac, se, por
outro lado, a distancia entre os pares forem muito maior que a distancia entre os férmions
gue o constituem o par, entdo o sistema € regido pela estatistica de Bose-Einstein, uma
vez que o spin resultante do par € um ndmero inteiro [23]. Concomitantemente a todo este
desenvolvimento, os atomos com momento de dipolo magnético intrinseco vém
ganhando o protagonismo em gases quantico na ultima década, assim como moléculas
com grande momento de dipolo elétrico permanente. Em especial podemos citar: o
condensado de atomos de °Cr [24], o qual foi obtido através de armadilhas de dipolo

optico e do resfriamento por vaporizagio; o condensado de atomos de 1Dy [25], obtido
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através do resfriamento a laser; o condensado de atomos de %*Dy [26], obtido através de
armadilhas magneto-6pticas (MOT); o condensado de !%®Er [27], obtido através de
armadilhas de dipolo 6ptico; finalmente, o condensado fermidnico de moléculas polares
de “°K8Rb [28, 29].

2.2 APRISIONAMENTO MAGNETICO-OPTICO

Embora o trabalho apresentado nesta dissertacdo seja de cunho tedrico, €
necessario ressaltarmos que existem varios parametros provenientes de fendmenos
experimentais que sdo essenciais para aplicarmos em uma teoria analitica ou numeérica.
Desta forma, para obtermos bons resultados, ou seja, os mais préximos dos resultados
experimentais, parametros como comprimentos de ondas de transicdo dos atomos,

comprimentos de espalhamentos, ou interacdo dipolo-dipolo, devem ser considerados.

Os lasers sdo frequentemente usados para aprisionar &tomos. Tal configuracdo
denominada de armadilha magnética dptica de atomos neutros depende do efeito Zeeman
(Figura 3). O efeito Zeeman pode ser facilmente observado a partir da interacdo de atomos
com momento magnético i (como atomos de hidrogénio e outros &tomos de um elétron,
como o0s atomos alcalinos) na presenca do campo magnético B, o que causa as linhas
espectrais um desdobramento em varias linhas. A energia de interacdo Eg entre o &tomo
e campo magnético B, depende do alinhamento matuo e do momento magnético atdbmico
pes e B. Os atomos ao terem o0s seus niveis de energias desdobrados, possuem frequéncia
de transices atdbmicas que podem ser acessadas por lasers. Na Figura 3 temos os atomos
na presenca de um campo magnético gerado por uma corrente (1) e em uma configuragéo
Helmontz. Na Figura 3.b, a estrutura hiperfina no estado fundamental e as primeiras
configuracBes de estado excitado corresponde aos atomos de 8Rb. No quadro (c) da
figura 3, temos um esboco das respectivas frequéncias de transi¢cdes entre 0s niveis de
energias e os sistemas de lasers usados para o laser de aprisionamento, bombeio e

rebombeio oOptico e deteccéo.

As transicdes que ocorrem do estado fundamental para os estados excitados séo
transicbes de dipolo elétrico (Fig.3). Os lasers de aprisionamento e detec¢do séo
utilizados para realizarem as transi¢6es do estado fundamental 5S1/2, F =2 e para o estado

excitado 5Pz, F = 3, 0 qual corresponde a linha D2 e comprimento de onda de 4 =
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780 nm. No processo de resfriamento a laser, a luz excita os atomos para niveis
superiores F = 3, porém existe uma probabilidade finita para excitar para um nivel
excitado ndo ressonante F = 2, no qual elétrons decaem para o nivel F = 1 do estado
fundamental. Uma questdo a ser destacada é que os atomos nos niveis hiperfinos mais
baixos ndo participam do ciclo de aprisionamento. Para inclui-los no ciclo de
aprisionamento é necessario utilizarmos lasers adicionais para manter as transi¢cdes de
5S1, F =1 para o nivel 5P32, F = 2. Este por sua vez é chamado de laser de rebombeio.
Para a deteccdo dos 4tomos no estado fundamental F = 1, os mesmos s&o primeiramente

expostos a luz de rebombeio para leva-los ao nivel F =2 do estado fundamental [30].

(a) Atomos na presenga

d S (b) Armadilha Magnéto optica.
o campo magnético ©

Bobinas

Laser de I
aprisionamento e/ou
detecgdo

45,04 ——
“"h b‘ : o : ot
s &“ e ¢
! -~y T )

Bobinas

Laser de rebombeio

Laser de bombeio

58,

(¢) Desdobramento dos niveis de energia
na presenga de um campo magnético.

Figura 3: Aprisionamento magnético-optico. (Figura adaptada da referéncia [30]).

O potencial de aprisionamento magnético experimental criado por um laser, V(r),
pode ser aproximado por um potencial harménico tedrico (que pode ser altamente

assimétrico):

m
V(r) = = (wix? + wyy? + wZz?) (2.3)

onde na equagdo (2.3), m é a massa atdbmica wy, y, ; S80 as frequéncias dos osciladores
harmonicos caracteristicos nas coordenadas x, y e z respectivamente. Nos proximos
capitulos ou subse¢des discutimos os procedimentos de aprisionamento de atomos por
outros tipos de potenciais dpticos.

O potencial de aprisionamento descrito na equacéo (2.3), é também denominado de
aprisionamento externo e o mesmo é utilizado em vérios estudos envolvendo

condensados bosénico e fermidnicos [18, 19, 31-37].
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Na Figura 2.d destacamos que, a baixissimas temperaturas, atingimos uma
temperatura no qual ocorre a condensacdo de Bose-Einstein, e o processo de interacéo
entre as particulas pode ser representada por uma onda gigante e macroscopica. De fato,
do ponto de vista experimental, Anderson et al. [38] através do tempo de voo, obteve uma
distribuicao térmica de atomos de 8’Rb para um condensado puro de Bose & temperatura
de 50 nK. As cores expostas na Figura 4 sdo apenas para representar o0 comportamento
dos &tomos em cada velocidade, indicando o vermelho uma quantidade menor de atomos
e 0 branco quantidade maior de &tomos. As &reas em que aparecem branco e azul claro
sdo velocidades menores. Na esquerda temos o sistema de 4&tomos antes da formacéo do
condensado de Bose-Einstein. Porém no centro, temos o instante do aparecimento do
condensado. Finalmente a direita: apos a rapida evaporacdo dos 4&tomos com maior
energia, existe apenas as amostras puras do condensado. Devido ao Principio da Incerteza
de Heisenberg, o pico ndo é infinitamente estreito, ou seja, quando um atomo é retido
numa regido especifica do espaco a sua distribuicdo de velocidade possui necessariamente

uma certa largura minima.

Condensado Puro
Onda de materia
gigante

T=TC
Condensado de Bose-
Einstein.

2, =d

Overlap de ondas de matéria

400 nK

Alta temperatura
velocidade interna: v

Bolas de bilhar

Figura 4: Um gds de 87RB: antes da condensagdo (T = 400 nK); apds a condensagdo (T=200 nK) e apds a condensagéo
total (T = 50 nK). (Figura adaptada da referéncia [38]).

2.2.1 REDES OPTICAS

Os atomos aprisionados em uma armadilha magnético-Optica podem sentir a
presenca de outro laser, neste caso, o potencial criado pela acdo de um laser adicional ou

extra e denominado de rede Optica.
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Nas armadilhas magnético opticas de dipolo, o potencial de aprisionamento pode
ser aproximado por um oscilador harmdnico (Eqg. 2.3). No entanto, uma das vantagens de
usar um confinamento Optico para condensados é o controle disponivel sobre a forma do
potencial de armadilhas devido ao fato de que o potencial de dipolo V(r) esta relacionado
a intensidade do campo de luz, I (r), por V(r) o I(r). A armadilha de dipolo 6ptico permite
a inducgdo de um momento de dipolo na amostra, que, aprisiona as particulas na regido de
maior intensidade do feixe (antinodo) [39, 40]. Um dos potenciais de aprisionamentos de
dipolo mais utilizados € a rede dptica. Uma rede Optica é formada através do campo de
luz de uma onda estacionaria, de modo que, o potencial de dipolo resultante é similar a
uma rede em forma de cristal de pocos de potenciais. A forma da rede Optica depende da
estrutura espacial da onda estavel e, portanto, existem varios tipos diferentes de potenciais
periddicos opticos, superlattices [41], redes quase periddicas [42], redes triangulares [43],
redes hexagonais [44]e redes de Kagomé [45].

Embora no campo dos processos de interagdo da luz com a matéria seja conhecido
que desde a década de 1960 € possivel aprisionar &tomos nos nés ou antinodos de uma
onda de luz estacionaria usando a forcas de dipolo [44], as primeiras redes Opticas criadas
foram desenvolvidas com o objetivo de resfriar atomos, ndo para aprisiona-los em
potencial periédico. No entanto, reconheceu-se que a configuracdo de feixes de laser em
um melago Optico poderia aprisionar os dtomos arrefecidos em uma rede periddica.
Dalibard e Cohen-Tannoudji [46] mostraram que uma configuracdo linear de ondas
contrapropagantes resulta em um potencial de armadilhas que varia periodicamente no
espagco com um periodo de A/2, onde A ¢ o comprimento de onda optico. No inicio da
década de 1990, vérios grupos demonstraram que 0s atomos estavam presos nos pogos
do potencial [47].

No entanto, esses exemplos envolveram redes Opticas dissipativas sintonizadas
préximas da ressonancia, onde a emissao espontanea reduziu a eficacia da captura. Em
1996, Anderson et al., utilizando lasers aprisionou atomos frios em uma rede Optica fora
de ressonancia [48].

O primeiro experimento envolvendo uma rede éptica e condensado de Bose-
Einstein foi realizado em Yale em 2001 [49]. Um condensado foi adiabaticamente
localizado em uma onda 6ptica estacionaria unidimensional, e a coeréncia de um sitio
para outro foi analisada pela liberacdo dos atomos da rede e no padrdo de interferéncia
formado pelo conjunto de pacotes de ondas sobrepostas. Neste experimento, observou-se

uma perda de contraste de interferéncia a medida que o tempo de carregamento adiabatico
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aumentou. Em um artigo de 1999, o grupo de Peter Zoller fez a sugestdo [50] de que o
modelo de Bose-Hubbard poderia ser realizado em redes dpticas em bidimensionais e
tridimensional. Em 2002, em Munique, um grupo [10] relatou a observagéo da transicéo
de fase superfluido-isolante de Mott em uma rede éptica tridimensional, observando a
perda de interferéncia a medida que o sistema atingiu o estado isolante, bem como a
diferenca no espectro associado ao estado isolante no transporte.

As redes dpticas podem ser facilmente construidas em geometrias unidimensionais,
bidimensionais e tridimensionais. Ao longo dos anos varias experiéncias estudaram gases
de Bose unidimensional confirmando-os em uma rede optica [51]. Um experimento no
NIST [52] observou redugdes na perda de interacdo de trés corpos em relagcéo ao de um
gas em trés dimens@es. A partir das evidéncias experimentais envolvendo redes Opticas,
foi possivel a observacdo de um gas unidimensional Tonks-Girardeau de bosons
movendo-se livremente em uma dimensdo. Embora os bosons de gas Tonks-Girardeau
interajam fortemente, eles se comportam como férmios ndo interativos [53]. Estudos
envolvendo o emparelhamento de férmions em uma rede Optica unidimensional
duplamente periodica e ajustavel usando espectroscopia de radiofrequéncia também
foram realizados [54]. Para uma melhor compreensdo de trabalhos experimentais
envolvendo redes Opticas, existem varios artigos publicados por Immanuel Bloch[55],
Markus Greiner[7] e Olive Morsch et al. [56].

Uma rede Optica unidimensional origina-se da intersecdo de dois feixes de lasers
idénticos contrapropagantes com campos elétricos Ei(x; t) e Ex(x; t) (Fig.5) [23], nos
quais é gerado um padrdo de interferéncia em que 0s atomos sao aprisionados nos nodos
e antinodos pela forca de dipolo (Fig.5(b)). A Fig. 5 ilustra o processo de interacdo entre
0s campos elétricos de dois lasers. O termo Q ¢ a frequéncia de Rabi, e a dissintonia
atomica 6 (ou conhecido pelos experimentais como detuning), e K representa o vetor de
onda do campo elétrico do laser. Para obtermos a equacédo do potencial de aprisionamento

exposto na Fig.5(a), basta considerarmos o campo escrito como

E(x,t) = EjeClwt+iKin) | o (-iwt-K1x)

E(x,t) = 2E, cos(K;x) e~ 't (2.4)

onde K, =2x/A4. Ao substituirmos a eq. (2.4) na eq. (2.5) abaixo,
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wc? T (2.5)

e utilizarmos a relagdo 1(r) = 2eoC|EJ%, obtemos a equagio que representa um potencial de
uma rede ética periddica unidimensional:

V(r) = ==sin?(kx) (2.6)

A Figura 5(a) ilustra o que ocorre na equacéo (2.4) e o quadro (b) exemplifica o
resultado consequente obtido pela equagéo (2.5). O quadro (c) é a equacdo que descreve
a forma do potencial em uma dimensao.

Lasers idénticos contrapropagantes.

Campo elétrico; Ei(x; 1) Campo elétrico: Ex(x; 1)

(a)

Rede optica 1D

o WYY WYY

d=w/2

(¢) Equagdo do potencial de uma
rede optica em 1D.

V(x)~ ﬂ sin{(kx)

Figura 5: Formag&o de uma rede Optica periddica através de dois lasers idénticos contrapropagantes.

Estudos experimentais e modelos tedricos considerando varios tipos de redes
Opticas foram realizados por Louis et al, em suas publicacbes [57, 58]. Estudos
envolvendo a dindmica de condensados em redes dOpticas podem ser encontrados no
review publicado por Oliver Morsch e Markus Oberthaler[56]. Embora varios estudos
experimentais ou tedricos abordam as varias propriedades de redes Opticas, alguns tipos
de redes dpticas como as ndo periddicas, ou duplamente periddica, efeitos de dispersao e
estabilidade de solitons ainda ndo foram estudadas em certas configuracdes da equacéo

de Gross- Pitaevskii em uma, duas e trés dimensodes.
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Evidéncias experimentais, utilizando uma rede quase periddica em trés
dimensdes, comprovaram que uma configuracdo de rede Optica € mais eficaz no
aprisionamento de atomos quando é utilizado uma maior quantidade de lasers de
aprisionamento, ou seja, através da interferéncia de quatro, cinco e até seis lasers,
exploraram a temperatura e expansao balistica dos atomos aprisionados, demonstrando
que seis feixes de lasers sdo mais eficientes para capturar &omos do outros tipos de redes
Opticas [17].

Vérias propriedades fisicas foram exploradas utilizando gases bosdnicos
aprisionados por redes Opticas simples ou com dupla periodicidade, entretanto, o estudo
de gases fermidnicos aprisionados por uma rede Optica quase periddica utilizando
métodos variacionais é inovador, uma vez que podem fornecer novas informacdes sobre

a estabilidade de sistemas fermidnicos.

Uma vez que a rede oOptica € periddica e ocorrem efeitos ndo lineares, a mesma
permite a formacdo de sélitons iluminados, também definidos como gaps sdélitons
iluminados, os quais foram estudados experimentalmente em condensados atdmicos de
®Li [12], ®°Rb [14] e em moléculas constituidas de “°K e °Li [15].

2.2.2 SOLITONS EM CONDENSADOS

Um dos pioneiros do estudo de solitons foi John Scott Russel em 1834, que
investigou qualitativamente a propagacdo de ondas aquéaticas no canal de Edimburgo-
Glasgow. Entretanto foi em 1895 que D. J. Korteweg e G.de Vries deduziram
matematicamente tais fendmenos aquaticos. Por volta de 1965, Zabusky e M. Kruskal
estudando as solucdes propostas por D.J. Korteweg e G. de Vries, definiram tal efeito
como solitons ou ondas solitéarias, onde on denomina particulas, como fotons, elétrons et
cetera [59].

No contextos dos condensados, os solitons sdo ondas solitarias de matéria que
conservam o seu formando quando deslocam-se em velocidade constante e dividem-se
em solitons iluminados e escuros [31, 37, 57, 58, 60-68], como podemos ver na Figura 6,
0 soliton escuro se distingue do séliton iluminado por ser um buraco que se move em um
fundo de matéria. Em um condensado tipico, um soliton requer condigdes especiais para

ser gerado, sem um potencial de aprisionamento externo, sdo necessarias uma interagao
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atrativa e uma quantidade relativamente baixa de particulas. Caso contrario, o séliton
colapsa ou decai [12, 13]. Em uma rede Optica, por outro lado, os sélitons iluminados
apresentam estabilidade devido a interac@es repulsiva entre as particulas [18, 63, 69]. Os
dois exemplos de sélitons apresentados na Fig.6 sao ilustrativos, entretanto, a funcao de
distribuigdo (Jp(x,t)|?) pode ser a solugdo de uma equagdo n3o linear do tipo Schrodinger

aplicada a sistemas gasosos ou fibras opticas.

Figura 6: Exemplo ilustrativo de um (a) séliton claro ou iluminado, (b) e um sdliton escuro, respectivamente. (Figura
extraida da referéncia [70].)

Os primeiros experimentos foram realizados em atomos bosoénicos de Rubidio
[38], Sadio [6] e Litio [71]. Em um condensado de bdsons tipico a dindmica do sistema
pode ser perfeitamente descrita através da equacdo de Gross-Pitaevskii [17, 72]. No
entanto, essa equacdo é valida apenas quando as particulas que compdem o condensado
interagem fracamente. Recentemente, novas técnicas experimentais permitem alcancar
regimes que sdo mais relevantes por questdes tedricas pendentes; estamos falando de
questBes que surgem em sistemas onde as particulas interagem fortemente. Como, por
exemplo, a transicao de fase quantica de uma fase superfluida para a fase isolante de Mott
[9, 10]. Além de sistemas que possuem interacdo dipolo-dipolo entre as particulas [27,
32-34]. Consequentemente exigem uma descricdo tedrica mais elaborada que aquela
fornecida pela teoria de campo medio. Alem disso, a0 mesmo tempo que as pesquisas em
gases interagindo fortemente avangavam, as técnicas criadas para criar um condensado
de Bose-Einstein foram aplicadas a outra classe de particulas, os férmions [73]. Isso
ampliou consideravelmente a aplicagdo dos gases quénticos como modelo tedrico, uma
vez que os férmions s&o os blocos fundamentais da matéria. Ha na natureza uma variedade

de fendmenos fisicos que resultam das interacBes entre muitos férmions. Por exemplo,
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elétrons em metais [74, 75], supercondutores [76, 77], superfluidez [72], ands brancas
[78], estrelas de néutrons [79] e o plasma quark-glton do universo primitivo [80-83].
Esses estudos envolvendo férmions foram impulsionados pelo desafio de criar um
condensado de Fermi ou um superfluido de Fermi. O estudo de gases interagindo
fortemente ainda abriu uma janela de oportunidades em computacdo quantica [84] e em

emaranhamento quantico [85-87].

Apos a realizacdo experimental de condensados com interacdo dipolo-dipolo
utilizando 4tomos de 2Cr [32, 33], 1%*Dy [34] e 1®8Er [27], o interesse em gases quénticos
como modelo tedrico foi renovado e ampliado [18]. A maioria desses estudos concentra-
se em gases quéanticos aprisionados por potenciais harménicos [18, 19, 31-37] e potenciais
periddicos e/ou ndo-lineares [60, 64]. Os condensados com interacdo dipolo-dipolo sédo
facilmente distinguiveis daqueles com interacdo puramente de contato por sua peculiar
dependéncia do potencial de aprisionamento externo [18]. Em muitos aspectos, poder-se-
ia dizer que o potencial de confinamento externo desempenha um papel fundamental no
estudo de gases quanticos, tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto de vista
experimental. Ha trabalhos experimentais [41, 88, 89] e numéricos [58, 65, 66] que
destacam a eficiéncia de redes Opticas quase periodicas em confinamentos de atomos,
entretanto, estes estudos se limitam ao estudo de bdsons interagindo fracamente
(interacdo isotrépica de curto alcance), ou seja, sem levar em conta a interacao entre 0s

dipolos (interacdo dipolo-dipolo).

Em contraste com maioria dos estudos tedricos, numericos e experimentais em
condensados, enfatizamos neste trabalho o potencial quase periddico ou duplamente
periédico combinado com o potencial harménico em sistemas de gases quanticos
constituidos por bosons com interacdo anisotropica de longo alcance (interacdo dipolo-
dipolo). Uma das principais vantagens da rede déptica quase periddica é que o potencial
efetivo criado por laser contrapropagantes pode ser facilmente manipulado alterando a
frequéncia, intensidade, polarizag&o e o arranjo geomeétrico entre os lasers. Por exemplo,

a amplitude da rede optica pode ser controlada atraves da intensidade do laser [90].

Consequentemente, a rede dptica quase periddica eleva o nivel de controlabilidade
do condensado, alterando propriedades como por exemplo: as dimensdes do soéliton;
induzir transi¢des quanticas de fase e eventualmente controlar a distribuicéo de atomos —
condition sine qua non para o desenvolvimento de computacdo quantica, como proposto
por Jackschet al.[91].
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Poder-se-ia argumentar que outros tipos de potencias de aprisionamento externo,
como por exemplo lasers de CO2[92-94] ou armadilhas de dipolo éptico [4], poderiam
atingir o(s) mesmo(s) objetivo(s), entretanto, estas alternativas exigem um aparato
experimental muito mais sofisticado. Portanto, as redes Opticas quase periddicas
fornecem a possibilidade de estudar regimes quanticos mais complexos e mais relevantes

por questdes tedricas e experimentais que permanecem pendentes.

Em um resfriamento a laser, pouco abaixo da transicdo atémica, 0 atomo estara
mais ressonante com feixes contrapropagantes. Isto faz com que o foton seja absorvido
na direcdo oposta a0 movimento dos 4tomos, criando consequentemente uma forga de
friccdo e resfriando a amostra. Porém, este método ndo é suficiente para aprisionar o0s
atomos, a nuvem atémica tem sua energia cinética reduzida, mas continua a se expandir
na camara. O confinamento ocorre efetivamente através da escolha adequada da

polarizacdo circular dos lasers e/ou através de campos magnéticos externos [39, 40].

A interacdo dipolo-dipolo possui duas propriedades principais, em primeiro lugar
se trata de uma interacdo de longo alcance. Em segundo lugar, uma dependéncia do
angulo entre os dipolos resulta em um comportamento anisotropico, contrastando
fortemente com o comportamento isotropico e de curto alcance da interacdo de contato
[31, 95].

Diante das especifica apresentadas acima, averigua-se que existem poucos estudos
envolvendo atomos frios com o propdsito de investigar a transicdo quantica de fases em
redes dpticas, periodica e quase periddica, através do modelo de Bose-Hubbard. O modelo
de Bose-Hubbard foi proposto em 1989 por Fisher et al.[9] e previa a existéncia de um
diagrama de fases quéanticos que, inicialmente, descrevia a transicdo entre duas fases:
superfluida e isolante de Mott. Posteriormente, Jakchs et al.[50] propds que o modelo
fosse aplicado ao estudo de gases quanticos ultrafrios. Finalmente, em 2002, Greiner et
al.[10] demonstrou experimentalmente a transicdo de fase prevista pelo modelo
supracitado. Do ponto de vista experimental, isto ndo é tudo, o modelo de Bose-Hubbard
foi responsavel por desencadear esforgos que culminaram na observagdo de uma nova
fase quantica em 2007 [96]. Recentemente, o interesse neste modelo foi renovado gracas
a possibilidade tedrica de observar uma fase supersolida [97, 98]. Um supersolido, ou
uma fase supersdlida, € o resultado de um fenémeno paradoxal em que uma substancia
resistente ao cisalhamento — um sélido — também apresenta comportamento caracteristico
de um superfluido [99].
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Devido a possibilidade de encontrar novas fases, alguns trabalhos tedricos e
numericos enfatizam a importancia da rede dptica [66, 100-107]. Em especial podemos
destacar: um estudo tedrico que investiga o diagrama de fases em uma rede Optica quase
periddica [104]; um estudo numérico que leva em conta as interacdes dipolares [108] e
um estudo que utiliza Aproximacéo Variacional para solucionar o hamiltoniano de Bose-
Hubbard [109]. Além disso, devemos enfatizar ainda as oportunidades que o modelo
fornece em: computacdo quéntica [84] e emaranhamento quéntico [85-87]. Neste
trabalho, recorremos a Aproximacéo de Campo Médio para solucionar os hamiltonianos
e investigarmos o0 modelo de Bose-Hubbard em uma rede Optica periddica e/ou harmonica
e em uma rede quase periddica. Assim, apresentamos o diagrama de fases para 0s
respectivos sistemas do modo mais didatico e detalhado possivel.
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3 OBJETIVOS

3.1 OBJETIVO GERAL

Estudar o comportamento de gases quanticos degenerados aprisionados,
interagindo na presenca de uma rede Optica quase periddica, através de solucBes

analiticas.

3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Determinar as dimens@es do soliton e estimar o valor do potencial quimico para
gases quanticos aprisionados em uma configuracdo que combina potencial
harménico com o potencial quase periddico através do Método Variacional.

e Investigar as transi¢cdes quanticas de fase presentes no modelo tedrico de Bose-
Hubbard.
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4 METODOLOGIA TEORICA

Neste capitulo abordaremos trés classes de fendmenos conhecidos em gases
quanticos degenerados que estdo relacionados entre si. Do ponto de vista fisico-
matematico esses modelos partem do Hamiltoniano em segunda quantizagdo que, em
fisica de muitos corpos, descreve o comportamento de muitas particulas interagindo. Na
secdo 4.1 apresentamos o Hamiltoniano de muitos bosons que nos permite deduzir a
Equacdo de Gross-Pitaevskii com e sem interacdo dipolo-dipolo e 0 Modelo de Bose-
Hubbard. Na secdo 4.1.1, abordaremos a Equagdo de Gross-Pitaevskii considerando a
combinacdo de um potencial harmdnico combinado com um potencial quase periddico.
Na secdo 4.1.2 descrevemos o Método de Aproximacdo Variacional empregado na
resolucdo da Equacdo de Gross-Pitaevskii, como geralmente esta equacdo ndo admite
solucdo analitica exata empregaremos o Método Variacional, que é uma abordagem
analitica. Em consequéncia do Método Variacional teremos que empregar um método
numerico para solucionar um conjunto de equacdes nao-lineares que relacionam as
dimens@es do soliton as quantidades fisicas que descrevem o condensado. A utilizacéo
do método numeérico utilizado na linguagem MATLAB [110], encontra-se disponivel no
apéndice E. Na secdo 4.2 abordaremos a Equagdo de Gross-Pitaevskii para um
condensado com interacdo dipolo-dipolo e, na sec¢do 4.2.1, apresentaremos o Método de
Aproximacdo Variacional adequado a esta equacdo. Na secdo 4.3 apresentaremos um
breve estudo sobre um gas degenerado de Fermi com interacdo dipolo-dipolo. Na secdo
4.4 apresentaremos qualitativamente o Método de Newton-Raphson. Finalmente, na
secdo 4.5, apresentaremos um estudo sobre transi¢cdo quantica de fases, na secdo 4.5.1
abordaremos o caso homogéneo — adequado as redes periddicas --, e na se¢ao 4.5.2 0 caso

ndo homogéneo — adequado as redes quase-periodicas.

Apesar das dificuldades intrinsecas em descrever um gas degenerado de férmions,
0 estudo desses gases € impulsionado pela possibilidade de simular fendmenos em fisica
do estado sélido, como ja citado no capitulo 2. No capitulo 5 e no capitulo 6 damos mais

detalhes sobre as possibilidades fornecidas pelos gases quanticos.
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4.1 HAMILTONIANO DE MUITOS BOSONS

Nesta secdo apresentamos o Hamiltoniano de muitos bdsons onde, basicamente,
todos o0s principais modelos tedricos contemplados neste trabalho derivam. O
Hamiltoniano de muitos bdsons interagindo e confinados em um potencial de

aprisionamento externo ¢é dado por [111]:

f= f PG OH, PE, O dr

i1 f T O F, OV (F — F)PF, OP(F ¢) drdr’
2 ’ ’ ’ ’ (4.1)

onde, 0 Hamiltoniano para um Unica particula é definida por:
hZ
Hy = —%v2 +V(7) 4.2)
O primeiro termo na equacéo (4.2) se trata do operador de energia cinética, e 0
segundo termo é o operador da energia potencial. Na equacéo (4.1), os termos®*t (7', t) e
P (7,t) sdo os operadores de criacdo e aniquilacdo de campos de bésons. Tais operadores

obedecem as seguintes regras de comutacoes:

[PF 0, PTF,0)] =6G —7) (4.3)
[PF6), PE, )] =0 (4.4)
[PG,0), PG )] =0 (4.5)

Otermo V(r” —r™"), na equacdo (4.1), se representa as interagdes entre o bésons.

Podemos defini-la como interacdo de contato, ou como interacdo dipolo-dipolo.

4.1.1 EQUACAO DE GROSS-PITAEVSKII

Na equacéo (4.1), o seguinte potencial de interacdo de contato entre os bosons é

escrito como:

4ATh?a
m

VG -7 =

§(r =19 (4.6)
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O potencial de interacdo de contato é caracterizado por uma grandeza singular
conhecida como comprimento de espalhamento a na equacédo (4.6). O termo §(r — ")
corresponde, na equacdo (4.6), a fungdo delta de Dirac, e m é a massa da particula (n&o é
a massa reduzida). Quando o Comprimento de Espalhamento assume um valor maior que
zero (a > 0), a interacdo é dita repulsiva e esta por sua vez é conhecida por sua
estabilidade no estudo de sélitons em condensados.

Ao substituirmos a equacao (4.6) na equacao (4.1), obtemos um sistema quéntico

de muitos bosons interagindo atraves da notacdo de Heisenberg [112]:

ih————— Al G

o = [P@.0,H] 4.7)

Inserindo a equacéo (4.1) na equacdo (4.7) e obdecendo as regras usuais de

comutacdes estabelecidos pelas equacdes (4.3), (4.4) e (4.5), temos:

L 4GRS! h? . 4mh?a
ih————— = ——V2UF, ) + VAP, t) +

Q! Q! ife
ot 2m P GRINIGRIN TGN

(4.8)
Em virtude do estado de condensacdo, os bdsons ocupam o mesmo estado quéntico

fundamental, isto equivale a dizer que o estado do condensado varia muito pouco em
funcdo do tempo. Portanto, podemos recorrer a aproximacdo de Bogoliubov [5] que
decompe o operador de campo de bdsons em uma onda macroscopica que, descreve

aproximadamente o estado do condensado:

P, t) =WE',t) + §P@F, b) (4.9)

O primeiro termo na equacao (4.9) é o parametro de ordem, o segundo termo
descreveas pequenas flutuagBes quanticas e/ou térmicas. Inserindo a equagdo (4.9) na
equacao (4.8) e desprezando as flutuacdes quanticas do condensado, temos [113, 114]:

_0Y(r,t) h? Amh?a

ih = ——V2Y(7,t) + VHOY(T,t) +

I
at 2m W, O)|°W(r,t)

(4.10)

Um dos aspectos mais importantes da equacdo de Gross-Pitaevskii € a sua nao-
linearidade. Essa ndo linearidade surge da interacdo entre os bdsons e estabelece uma
correspondéncia entre o estudo de gases quanticos e a Optica ndo-linear [72]. O primeiro
termo no lado direito da equacgéo (4.10) corresponde a energia cinética, o segundo termo

corresponde ao potencial de aprisionamento, o terceiro termo corresponde a interacdo de
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contato entre os bosons. Esta equacdo € uma equacdo ndo-linear de Schrodinger, e
contrasta com a equagéo de Schrodinger por conter um termo n&o-linear e por ser regida
pelo potencial quimico e ndo pela energia, mais detalhes no apéndice A.

A equacdo (4.10) geralmente é empregada em sua forma adimensional:

o¥(r,t) 1 R — R R
rramils EVZ‘P(T, t) + VAW, t) + 4na|¥(7, O)|*W(7, t)

i
(4.11)

Maiores detalhes envolvendo a equacdo (4.11) podem ser encontrados no
apéndice B, que detalha o procedimento de redugdo dimensional empregado, baseado na
referéncia [115]. A equacédo (4.11) ndo admite solucdo analitica exata, eis motivo pelo
qual precisamos utilizar métodos numeéricos e/ou analiticos para estudar sistemas descrito
por ela. Nesta dissertagdo empregamos o Método de Aproximacdo Variacional, que é um

método analitico j& consolidado.

4.1.2 METODO DE APROXIMACAO VARIACIONAL PARA
CONDENSADOS COM INTERACAO DE CONTATO

Nesta secdo abordaremos a aplicacdo do Método de Aproximacdo Variacional para
um condensado de bdsons aprisionados por uma rede Oéptica quase periodica em
combinacdo com o potencial harménico. Através do Método de Aproximacao Variacional
podemos relacionar as dimensdes do séliton com os parametros da rede dptica e com a
intensidade e natureza da interagdo presente no condensado, bem como estimar o valor

do potencial quimico por particula.

A Aproximacdo Variacional [116] vem se consolidando fortemente nos estudos de
gases quénticos diluidos ultrafrios por se tratar de uma aproximacao extremamente
eficiente, precisa e até mesmo elegante. A Aproximacdo Variacional consiste
essencialmente em reescrever a equacdo de Gross-Pitaevskii como uma densidade
lagrangiana. A partir desta reformulagéo, podemos obter novamente a equagéo de Gross-
Pitaevskii através da aplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange a densidade lagrangiana.
Por outro lado, podemos obter a lagrangiana efetiva do sistema e ao aplicar nela a equacao

de Euler-Lagrange, desta vez, obteremos um conjunto de equacdo nédo-lineares que
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relacionam as dimensfes do séliton as quantidades fundamentais que descrevem a

interacdo entre as particulas. A equacgdo (4.11) pode ser reescrita como [17, 116]:

_dn( L 0P D) NG GRO)
L—if”’)—ﬁr——wmﬂ—ﬁr—

4
VOGO - 9GO

1 .
} -3 [VW(7,t)|?
(4.12)

O potencial de aprisionamento externo que adotamos nesse estudo é uma
combinacéo entre o potencial descrito por osciladores harmonicos [18, 19, 31-37] e uma
rede Optica quase periodica [57, 58, 117]:

N 1 4.1
V(@) = > (x2 + y?) + U[esin?z + (1 — €)sin?yz] (4.13)
A equacao (4.13) ¢é a forma adimensional do potencial considerado no Apéndice
B, equacdo (B.12). Onde U é aamplitude da rede Optica, € e y sdo parametros que definem
0 comportamento da rede Optica — em uma rede Optica quase periddica ou duplamente

periddica adotamos ¢ = 0.3 ey = 2.

De acordo com a teoria de campo médio, o parametro de ordem W(r, t) é a solucdo
da Equacéo Dipolar de Gross-Pitaevskii. A Figura 7 exibe o comportamento do potencial
definido na equacdo (4.13). Por uma questdo de convengdo adotamos x? + y? = p?, ou
seja, utilizamos coordenadas polares para este estudo envolvendo bésons levando em

consideracdo apenas interacao de contanto.

Figura 7: Potencial de aprisionamento gerado pela equagéo (4.13) quando ¢ = 0 e U=1. As dimensdes espaciais da
rede dptica séltion estdo dadas em unidades de 1um. Note que adotamos: x% + y2 = pz.

Podemos transformar a equacéo 4.11 em uma equacéo estacionaria, para isso basta

considerarmos:
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Y(r, t) = e Htihp(r) (4.14)

A equacdo (4.14) quando considerado o ansatz gaussiano (Eq. 4.16), e realizando

os célculos conforme Eq. (4.17), resulta em:

R 1 R N . 4ma R
L= up(r) - 5 Vo[> =V()le@)|* - - lp(@)|*
(4.15)

Como solucéo da equacdo (4.15), adotamos um ansatz gaussiano, também conhecida por

funcéo teste [116] da forma:

VN _x24y% g2 (4.16)
= We 2wz 2v2
T

o(1)

Na equacdo (4.16), o temo N corresponde a norma, o termo W refere-se a largura
do soliton na direcdo x ey, por outro lado V é a largura do soliton axial na direcdo z.
Podemos integrar a equacdo (4.15) escrita em termos da Eq. 4.16 — obtendo assim a
Lagrangiana efetiva conforme explicito na equacéo (4.17). Quando aplicamos a equacao
de Euler-Lagrange sobre a Lagrangiana efetiva equacao (4.17), obtemos um conjunto de
equacOes ndo-lineares que relacionam as dimensdes do soliton a quantidade fundamental

que descreve as interagdes entre bdsons. A lagrangiana efetiva é dada por:

o)

L= f Ldr = f L(x,y,z)dxdydz

—00

(4.17)

A equacdo (4.14) quando considerado o ansatz gaussiano, e realizando os calculos
conforme Eq. 4.17, resulta em:

L=puN —0.5NW~2—0.25NV~2 — 0.5NW?
—05NU[e(1—e"" )+ (1 —e)(1—e"*"")] (4.18)
N?a
2rw2y

Aplicamos sobre a equacéo (4.18) a equacéo (4.19):

oL d[c’)L]_ (4.19)
dq dtlag
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A equacdo (4.19), neste caso, significa apenas que temos que derivar a equagéo
(4.18) em relagdo as dimensBGes W e V, e em relagdo ao nimero de particulas N — isto é:
q = (W,V,N). Como assumimos que as dimensdes do soliton, os pardmetros da rede e a
interacdo entre as particulas ndo estdo variando, como consequéncia o termo d/dt é igual
a zero. As equacOes ndo-lineares serdo obtidas a partir da lagrangiana efetiva, equagéo

(4.18). Derivando a equacéo (4.18) em relacdo a W, temos:

oL _Nw=—Nw+ 2V
ow 2w 3V (4.20)
Similar ao realizado anteriormente, ao derivarmos a equacéo (4.18) em relacéo a
V, obtém-se:
aL _ —y2 —y2yp2
oy = 05NV™Z - NU[eVe ™ + (1 —&)(1+y2Ve ¥ V)]
NZ%a
+ —_—
V2nW?2y?2

(4.21)
As equacdes (4.20) e (4.21) relacionam as dimens@es do soéliton a interacao entre

as particulas e aos parametros da rede optica. Derivando a equacdo (4.18) em relacdo a

N, temos:
aL 2 2y2
Sy =K 05WT2— 02572 —W? — 05U[e(1—e" )+ (A—-e)(1—e"")]
2Na
\V2rWw2v (4.22)

Reorganizando os termos na equacdo (4.22), obtemos uma expressdo para o
potencial quimico.

p=05W2+025V2+W2+05U[e(1—e"" )+ (1 —e)(1—e"")]
2Na

+ —_—
V2rw2v (4.23)

O potencial quimico, equacgdo (4.23), é estimado quando as equacdes (4.20) e
(4.21) sdo solucionadas. As equacdes (4.20) e (4.21) constituem um sistema de equacoes
nédo-lineares. Esse conjunto de equacgdes ndo-lineares sdo solucionadas utilizando o
método de Newton-Raphson [118, 119]. A equacéo (4.28) permite prever o valor para o
potencial quimico quando as equagdes nao-lineares sdo solucionaveis. O Método de
Newton-Raphson empregado nesta dissertacdo sera abordado no capitulo 4.4 e no

apéndice E.
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4.2 EQUACAO DE GROSS-PITAEVSKII COM INTERACAO
DIPOLO-DIPOLO

Nesta secdo abordamos a Equacdo de Gross-Pitaevskii para um condensado com
interacdo dipolo-dipolo. As interagdes de contato — abordadas na secdo 4.1 — sdo
isotropicas, o que significa que sua natureza ndo depende do formato do potencial de
aprisionamento externo, por exemplo, considerando um gas interagindo repulsivamente,
independentemente do formato do condensado — seja do tipo charuto, seja do tipo disco
—a interacdo permanece do tipo repulsivo, note o leitor que o formato do séliton depende
da configuracéo das armadilhas magneto-Opticas. Essa independéncia que a natureza das
interaces de contato desempenha em relacdo ao potencial de aprisionamento é o que se
denomina isotropico. As interacdes dipolo-dipolo, que sdo interacBes anisotrépicas de
longo alcance — isto €, ao contrario das interacbes puramente de contato, depende
fortemente da configuracdo do potencial de aprisionamento, apesar do momento
magnético de dipolo ser uma quantidade intrinseca, os dipolos precisam estar alinhados
em uma determinada configuracdo para privilegiar uma determinada natureza de
interacdo, a qual pode ser repulsiva ou atrativa —, sdo provenientes de dtomos com
momento de dipolo magnético e de moléculas com momento de dipolo elétrico
relativamente grande [37]. Para um g@gas quantico com interacdo dipolo-dipolo o

Hamiltoniano em segunda quantizacéo é [111]:

f= f PG O A, PG, O dr
1 PPN o i ay
+§j P, )P, OV (F —PGE, )P, t) drdr’
1 PPN g o
+ Eff Pt )P, OU (7 — PG, OP(F, t) drdr’

(4.24)

_ Hofi* 1 —cos?6

Uaa(F =7 == R (4.25)

O potencial da equacédo (4.25) vem sendo adotada para estudos em gases quanticos
desde que a equipe de Jurgen, et al. [120] observou a condensagio de atomos de *2Cr. Na
equacdo (4.25), u, € a permissividade magnética do vacuo, fi € o0 momento de dipolo
magnético e 8 € o angulo entre os dipolos. Inserindo a equacgéo (4.24) na equacao (4.7) e

desprezando as flutuagfes quanticas, temos:
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ih —— VYT, t) + VOV (T, t) + ——— |V (@, ) |2¥(7, t)
at 2m ) , m
ti“N 1 — cos<6 N - -
als W, D2 L WG 0 (4.26)
41 |r —7'|3

O primeiro termo no lado direito da equacéo (4.26) corresponde a energia cinética,
0 segundo termo corresponde ao potencial de aprisionamento, o terceiro termo
corresponde a interacdo de contato entre os bosons, por fim, o Gltimo termo descreve a
interacdo dipolar (dipolo-dipolo) entre os bosons. Observe que o parametro N foi
introduzido explicitamente apenas ao condensado dipolar. Por uma questéo de viabilizar
estudos tedricos e numericos é mais conveniente lidar com a equagao (4.26) em sua forma
adimensional [18, 19, 31, 95, 111, 121, 122]:

0¥(r,t) 1, . R I
lT = _EV Y(r,t) + V(r)WY(r, t) + 4na|P(r, t) |“W(1, t)
1—cos*6 . .
+ Sadd W |l'p(1" ) t) |2d1" LP(T', t) (427)

Em contraste com condensados com interacdo puramente de contato, a interagdo
dipolo-dipolo depende fortemente da geometria do potencial de aprisionamento, como
ilustra a figura (8), de tal forma que um condensado na forma de charuto com interacao
dipolo-dipolo corresponde a uma interacdo dipolo-dipolo atrativa, como ilustra o quadro
(b) da Figura (9) e o quadro (d) da figura (8). Na equacéo (4.27), a interacédo dipolo-dipolo

é caracterizada por uma quantidade singular conhecida por forca de interag&o dipolar a4 .

Em um gas quantico, a interacdo dipolo-dipolo é responsavel por alterar muitas
propriedades termodinamicas, incluindo o caso ndo degenerado. Por exemplo, a interagao
dipolo-dipolo conduz o sistema a um desvio na temperatura critica [121, 122]. Entretanto,
os efeitos mais relevantes surgem no caso degenerado. Um dos efeitos das interacGes
entre os dipolos é facilmente percebido nos soélitons tridimensionais. Como mostra a
Figura (9). A natureza da interagdo dipolo-dipolo esta intrinsicamente relacionada com o
formato do soliton: interacdo dipolo-dipolo repulsiva corresponde a um soliton do tipo
disco, Figura 9. (a), interacdo dipolo-dipolo atrativa corresponde a um soliton do tipo
charuto, figura 9(b). Do mesmo modo, uma interagdo repulsiva, quadro (c) da figura (8),

corresponde a um condensado do tipo disco, quadro (a) da figura (9).
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Figura 8: Quadro (a): dipolos ndo polarizados; Quadro (b): dipolos polarizados; Quadro (c): dipolos polarizados
interagindo repulsivamente; Quadro (d): dipolos polarizados interagindo atrativamente. (Figura extraida da

referéncia [33].)
{a)
{b)
R ———— T P—

Figura 9: Quadro (a): Em um caso de interagdo dipolo-dipolo repulsiva, o séliton adquire o formato de um disco;
Quadro (b): No outro extremo, quando os dipolos estdo interagindo atrativamente, o séliton assume a forma de um
cigarro. (Figura adaptada da referéncia [33].)

4.2.1 METODO DE APROXIMACAO VARIACIONAL APLICADO
EM CONDENSADOS COM INTERACAO DIPOLO-DIPOLO

Nesta secdo abordaremos a aplicacdo do Método de Aproximagéo Variacional para
um condensado de bosons com interagdo dipolo-dipolo aprisionados por uma rede Optica

quase periédica em combinacdo com o potencial harmdnico (ambos unidimensionais).
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Através do Método de Aproximacao Variacional podemos relacionar as dimensdes do
soliton com os pardmetros da rede dptica e com a intensidade e natureza da interacdo

presente no condensado, bem como estimar o valor do potencial quimico por particula.

A estabilidade do condensado é determinada através do principio de minima acéo
(minimizacédo da energia) fornecido concomitantemente através da aplicagdo do Método
de Aproximacdo Variacional. As solugdes de algumas equacdes diferenciais, como a
Equacdo De Gross-Pitaevskii, sdo conhecidas por solucdes solitonicas (fungdes de onda
macroscopica do tipo soliton estavel). O que significa na préatica solucionar o sistema de
equac0Oes ndo-lineares mantendo alguns parametros fixos, como por exemplo: aamplitude
da rede dptica, o nimero de a&tomos et cetera [18, 123, 124]. Por se tratar de uma interacao
de longo alcance, o numero de particulas no sistema exerce uma importancia fundamental
na estabilidade ou instabilidade do condensado [33]. A densidade lagrangiana para um

condensado com interacdo dipolo-dipolo:

[N

ih( . 0P(T,0) NGA {GAON
L= ?{‘P(r, t) T - IP(T, t) T

- R 4maN R
—VOIWE, )|* — — v, )
SaddN{ 1 — cos?8

1 R
S IV9G O
(4.28)

4G t)IZdF} R{GDIE

2 77

Para estudarmos sélitons moveis no plano x-y, n6s consideramos o seguinte

potencial de aprisionamento externo [57, 58, 60, 117]:

V@) = 1 + U[esinzz + (1 — &)sin? A
r =35z 14 (4.29)

O termo z? corresponde & armadilha magnética descrita na secdo 2.2, e U é a
amplitude da rede Optica, o termos ¢ e y sdo parametros que permitem ajustar a diferenca
de fase e a periodicidade do laser, baseando-nos em outros estudos [13, 58, 66],
adotaremos € = 0.3 e y = 2. A Figura 10 exibe o comportamento descrito pela equagéo
(4.29).

A configuracdo do potencial de aprisionamento externo, equacao (4.29), permitira
ajustar a dimensdo do séliton ao longo do eixo z, enquanto que as outras dimensdes do
soliton irdo se ajustar naturalmente a ela, em outras palavras, o potencial descrito pela
equagao (4.29) ira confinar e “comprimir” o soliton ao longo da dire¢do z enquanto que,

concomitantemente, a isto as dimensdes X e y estdo livres para se expandir ou contrair em
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funcdo desse tipo de confinamento. Essa configuracdo, teoricamente, permitird que o
soliton se mova livremente ao longo do plano x-y [60].

Figura 10: Potencial de aprisionamento gerado pela equagdo (4.29) quando £=0.3, y=2 e U=1. As dimensées espaciais
da rede dptica estdo dadas em unidades de 1um.

Para estudar analiticamente sélitons em um condensado constituido por particulas

com interacdo dipolo-dipolo, no6s utilizamos o seguinte ansatz [116]:

3/4 X24y? 72 (4.30)

Wvl/z e

2W2 212

o) =

Ao inserirmos o pardmetro de ordem W(7,t) = e~/ (¥) na equacio (4.29) e
integrando a densidade lagrangeana em relagdo as dimensdes X, y e z, como na equacgao
(4.17), obtemos a lagrangiana efetiva do sistema:

L=pu—05W=2-025V/"2~0.25/2 (4.31)
—0.25U[e(1—e" )+ (1 —e)(1—eV)]

- W [a — agqf (k)]

Ao aplicarmos a equacdo de Euler-Lagrange na lagrangiana efetiva, equacéo
(4.31), isto é, ao derivarmos a lagrangiana efetiva em relacdo a W e V, obtemos:
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As equacdes (4.32) e (4.33) permitem relacionar as dimensdes do séliton com as
quantidades fundamentais que descrevem as interagOes presentes no condensado e com
0s parametros da rede dptica. Quando as equacdes (4.33) e (4.34) sdo solucionaveis, a

equacdo (4.35) fornece ainda a possibilidade de estimar o valor do potencial quimico:

p=05W"2+025V"2+025V2+0250[e(1—e" )+ (1—e)(1-eV)] (434
N
+ W la — agaf ()]
Esse conjunto de equagOes n&o-lineares, equacbes (4.32) e (4.33) podem ser
resolvidas utilizando o método de Newton-Raphson [118, 119]. A equacéo (4.34) permite
estimar o valor para o potencial quimico quando as equacdes ndo-lineares sdo

solucionaveis. A contribuicdo das interacdes entre os dipolos exige a ado¢do das seguintes

identidades:
14 2k* —3k3d(k) (4.35)
_2—7k? — 4k* + 9k*d(k) (4.36)

1+ 10k? — 2k? — 9k2d(k)

h(k) = A= k22 437)
dk) = tanh™1 V1 — k2
o VI-R? (4.38)

Nestas equacdes k=W/V. Nosso estudo comeca considerando valores fixos para a

forca de interacdo de dipolo e para o comprimento de espalhamento — baseado nos valores
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empregados em outro estudo [31] -- 0 estudo supracitado demonstrou a possibilidade de
se obter sélitons estaveis em um condensado com interacdo dipolo-dipolo atrativa, para
tal utilizou-se quantidades para o comprimento de espalhamento menores que a forca de
interacdo dipolar em um modelo unidimensional. Nosso estudo, por outro lado, considera
interacdes repulsivas e em trés dimensdes. A partir de entdo, determinamos os valores
necessarios das dimensdes do séliton e da amplitude da rede dptica quase periddica para

aprisionar o condensado.

As equacdes (4.35-4.37) assumem valores assintoticos, como mostra a Figura 11,
considerando que, no caso de condensados com interacdo dipolo-dipolo, a Aproximacéo
Variacional é um método de aproximacédo excessiva. Isto se deve ao fato de que, em um
condensado com interacdo anisotropica de longo alcance repulsiva, as dimensfes do
soliton no plano x-y é muito superior a dimensédo do soliton na direcao z. Note que k =
W /V. Consequentemente, k tende ao infinito, mas isso € um artificio matematico porque
as dimensdes do soliton ndo podem ser infinitas entre si, podem ser muito maiores ou

muito menores, mas jamais infinita.

2 T
] — = —flk)
L alk)
. e k)
4

TR RIS e i 5 s e

Figura 11: Valores assintdticos das fung¢des (4.35-4.38).

Quando a interacdo dipolo-dipolo que estudamos é repulsiva -- como mostra o
quadro (c) da figura 8 e o quadro (a) da figura 9 -- significa que k é muito grande. Como
k é a razdo entre a dimensdo W e V, isto € 0 mesmo que dizer que W é muito grande ou

que V é muito pequeno. No caso repulsivo, que € o Unico caso estudado nesta dissertacao,
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isso significa matematicamente que a equacdo f (k) e h(k), equacBes (4.35) e (4.37)
respectivamente, tendem a -2 (quando k é muito grande) e a equagdo g(k) tende a -4
(quando k é muito grande). Em virtude disto, podemos reescrever as equacoes (4.32-4.34)
em funcdo do comprimento de espalhamento efetivo, isto é, a interagdo dipolo-dipolo

reduzir-se-a a afirmagdo: aeferivo = @ + 2aqq. Em outras palavras, substituindo

g(k = o) = —4 aequagdo (4.32) fica:

oL N (4.39)
W34 [2a—ay,(—4
ow TEawy | aa(=9)]
oL N 2N (4.40)
—=W3+———[2a+4a4q] =W 3+ ——=[a+2a
aw N2nW2y [ aal N2nW2y [ aal

Quando h(k - ) = =2

oL '

= 0.5V=3 — 0.5V — 0.5U[eVe™"" + (1 — £)y2Ve "V’ @4
+ m l[a —agq(—2)]

oL '

- = 0.5V73 — 0.5V — 0.5U[eVe ™" + (1 — £)y2Ve "V’ 442
+ m la + 2a44]

Do mesmo modo, a equacdo (4.34), quando f(k — o) = —2, é escrita como:
p=05W2+025V"2+025V%+0.25U[e(1—e V) + (1 —e)(1—e?"V)] (4.43)

+——[a+ 2a44]
2wy dd

4.3 EQUACAO HIDRODINAMICA DE CAMPO MEDIO

Nesta secdo abordamos uma descricdo tedrica analoga a Equacdo de Gross-

Pitaevskii com interacdo dipolo-dipolo. Ao contrario dos modelos até aqui abordados, um
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gas degenerado de Fermi com interacao dipolo-dipolo € descrito em termos da energia de
Fermi — em contraste com o comprimento de espalhamento que é a quantidade

fundamental que descreve a interagéo de contato entre bosons.

Um estudo que leva em conta os efeitos das interacfes dipolares em um géas
degenerado de férmions possui a notabilissima vantagem de ser mais estavel. Um
condensado de bdsons geralmente é mais fragil e de curta duracao [19]. Por outro lado, o
estudo com gases degenerados de bdsons possui a vantagem de possuir um parametro de
ordem simples. Uma descri¢cdo microscopica de um gas degenerado de férmions é mais
trabalhosa devido & assimetria intrinseca de um sistema de muitos férmions — dificultando
a implementagdo de um pardmetro de ordem. Devido a complexidade em descrever um
sistema com muitos férmions, aproximacfes sdo frequentemente usadas [125-130].
Existem estudos que exploram diferentes métodos de aproximacgfes [123, 131-133].
Entretanto, para o estudo de observaveis macroscopicas, uma descri¢do hidrodindmica,
frequentemente em acordo com resultados experimentais ndo requer uma descricdo exata

e/ou precisa da assimetria do sistema [19].

Apresentamos uma equacao tridimensional similar a equacdo de Gross-Pitaevskii
na presenca de um potencial de aprisionamento unidimensional na direcdo z, nesta se¢do
uma descricdo tedrica aproximada para gases quanticos degenerados de férmions através
do modelo hidrodindmico. Uma descri¢do analoga a equacao de Gross-Pitaevskii pode

ser dada por [19]:

2 2
un(r) = —:—mvzw/n(ﬂ +V(@)Jn@) + %[6n2Nn(F)]2/3w/n(F)

3a,,h*N ((1—3cos?6 . _
+ 4 {f TR n(r’)dr’} Jn() (4.44)

m |7

O termo que contém V2 corresponde ao termo quantico de pressdo, V(7) € o
potencial, ass € a forca de interacdo dipolar, N é o numero de atomos presente no
condensado, n(r) € uma fungéo analoga ao parametro de ordem, o angulo 6 corresponde
ao angulo entre os dipolos, o termo | — 7’| equivale a distancia entre os dipolos. Os
efeitos da assimetria é incluindo aproximadamente através de uma densidade de
lagrangiana apropriada ou através da densidade de energia do sistema [134-136]. Em uma
temperatura suficientemente baixa, 0 g&s de férmions entra no regime degenerado. A
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maioria das propriedades, como o formato do soliton, densidade atdmica e o potencial
quimico, podem ser determinados através das equacdes hidrodindmicas de Landau. Estes
resultados sé sdo validos quando a forca de interacdo dipolar é relativamente fraca. Uma
discrepancia ocorre quando este modelo ¢ aplicado ao estudo de férmions com dipolos
interagindo fortemente. Entretanto, o0 modelo pode ainda ser expandido acrescentando
termos que contribuem para a deformacdo da superficie de Fermi. O que significa, na
pratica, acrescentar os seguintes termos a equacdo hidrodindmica de campo médio,
equacao (4.44) [18]:

28h? . 14h?
— T (673 (Bag (NP} -

(Baga) {Nn(M)}*/3

l’l =
° 9m (4.45)

O primeiro termo na equacao (4.45) corresponde a segunda parte da correcéo de
Hartree-Fock [137, 138] e o segundo termo € a correcdo de Brueckner-Goldstone [137,
139, 140]. Como nosso estudo se restringe a atomos de %*Dy — que sdo caracterizados
por uma interagdo de dipolo relativamente fraca de 130a,, assim como Adhikari [19],
também desprezaremos as correcfes de Hartree-Fock e Brueckner-Goldstone. A forca de
interacdo dipolar adotada esta em unidades do raio atdmico de Bohr a,.

Para estudarmos solitons moveis no plano x-y, nos consideramos o seguinte
potencial de aprisionamento externo [57, 58, 60, 117], o mesmo utilizado na se¢édo

anterior:

1
V@) ==z*+ U[esinzz + (- s)sinzyz]
2 (4.46)

Assim como no caso bosoénico, a estabilidade do sistema depende essencialmente
de trés fatores, além do formato do potencial de aprisionamento externo: energia de Fermi
(comprimento de espalhamento no caso dos bdsons); forca de interacdo dipolo-dipolo e a
quantidade de particulas que constituem o sistema. A equacao (4.44) pode ser reescrita

como uma densidade de lagrangiana adimensional como [19]:

L= @) — % W@ - v@En@ - % (6m2N)2/3 [n(F)]5/3

3a;,;N((1—3cos?6 . ) .
- {f F=7p "(r')dr}"m (&an

46



Utilizando o seguinte ansatz [19]:

T WA (4.48)

Ao inserirmos a equacdo (4.48) na equacao (4.47) e integrarmos em relacéo a x, y

e z (intervalo de integracéo de -oo a +o0), obtemos:
L=pu—0.125W~2 —0.0625V"2 — 0.25V2
—0.25U[e(1—e" )+ (1 —e)(1-e"V)]

(4.49)
agaf (k)
6 ZN 2/3W 4/3V 2/3 dd Nw—Zv—l
/550h( TN N

Através da lagrangiana efetiva do sistema, equacdo (4.49), podemos obter um
conjunto de equacdes ndo-lineares que relacionam as dimens@es do séliton as quantidades
fundamentais que descrevem o sistema, como por exemplo, amplitude da rede Optica,
forca de interacdo dipolar, energia de Fermi. Derivando a Eq. (4.49) em relagdo a W
(bidimensional) ou seja, dL/0W =0, e (dL/dV =0) em relacdo a V (largura
unidimensional), obtemos as equagdes (4.50) e (4.51):

oL agq9(k)
_ 2n\2/317-7/31—2/3 _ 2dad —31/-1
W = 0.25W~ +\/;25h (6m=N)=/>W=7/3y~ Nz ——FNW™V (4.50)
aL 2 272
FAn 0.125V73 — 0.5V — 0.5U[eVe™" + (1 — &)y?Ve V']
agqh(k) (4.51)
6m2N)2/3 W —4/3y-5/3 — dad NW -2y -2
ﬁ 507 07 V) N

Quando as equacdes (4.50) e (4.51) sdo solucionaveis, podemos estimar o valor

do potencial quimico através da seguinte equag&o:
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= 0.125W~2 + 0.0625V "2 + 0.25V?2
+0.25U[e(1—e" )+ (1 —e)(1—eV)]

< s (4.52)
a

/—— 6m2N)2/3W /3y -2/3 - L Ny -2y

+ SSOh(n ) %4 — vV

As funcgoes f (k), g(k) e h(k) séo as mesmas definidas pelas equagdes (4.35-4.37).
Cabe salientar que elas sdo convenientemente introduzidas em decorréncia da interacao

dipolo-dipolo, isto é, sdo identidades matemaéticas utilizadas nesse contexto.

4.4 METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA EQUACOES NAO-
LINEARES

Neste capitulo abordaremos qualitativamente o método numérico de Newton-
Raphson [110]. Nesta dissertacdo utilizaremos o método de Newton-Raphson para
solucdo as equacOes ndo-lineares. As equacgdes que relacionam as dimens@es do séliton
ao comprimento de espalhamento e aos parametros da rede dptica, como as equacgdes
(4.20) e (4.21), séo equagdes ndo-lineares que formam um sistema de equagOes néo-
lineares com duas equaces e duas incognitas, a resolucdo destas equacdes sdo utilizadas
na equacao (4.16) e permitem prever a forma do so6liton, bem como estimar o valor do
potencial quimico através da equacdo (4.23). O mesmo ocorre para 0 condensado com
interacdo dipolo-dipolo através das equacgdes ndo-lineares descritas nas equacdes (4.31) e
(4.32) e para o gas degenerado de Fermi através das equaces (4.50) e (4.51). Em virtude
dessa demanda, abordaremos qualitativamente o Método de Newton Raphson para

resolver estas equacdes.

As equacdes ndo-lineares, em geral, sdo fungdes que ndo podem ser expressas em
termos analiticos — isto €, ndo pode-se escrever uma variavel em fungéo de outra de forma
explicita ou simplesmente ndo admitem solugdes exatas — por exemplo, considere a
equacéo (4.20) e perceba que nédo se pode explicitar W em funcdo dos demais parametros

e vice-versa. Portanto, € necessario recorrer ao uso de ferramentas computacionais.

Seja f(x) uma funcdo continua e diferenciavel, o Método de Newton-Raphson nos

permite obter uma solucdo numérica de equacfes nao-lineares da formaf(x) = 0. A
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estimativa inicial da solu¢do comeca atribuindo um valor inicial x,. A segunda estimativa
é dada a partir do cruzamento da reta tangente a fungdo f(x) no ponto (x,f(x;)) com o
eixo X. A terceira estimativa, por sua vez, é o cruzamento da reta tangente f(x) no ponto
(x2,f (x3)), e assim por diante, como ilustra a Figura 12. A primeira iteracdo é dada

matematicamente pela equacdo da reta tangente:

' . f(x)—0
f'(x) = X, — X, (4.53)
Resolvendo para x,, obtém-se:
f(x1) (4.54)

2 =BT

Este resultado pode ser generalizado:

_ f(xi)
f(x;) (4.55)

Xiv1 = Xj

¥i y=f(x) --..._7

FiEN

! [-"-'j} /

Solucio

———

'_,.: —————
E

Xy o X;

Figura 12: Exemplo da aplicagdo do Método de Newton-Raphson. (Figura
extraida da referéncia [101].)

Embora, as iteragdes devessem cessar quando a solugdo exata fosse alcangada,
geralmente equacdes ndo-lineares ndo admitem solugdes exatas. Uma solugdo exata
significa que a solugdo de x € tal que f(x) = 0. Portanto, geralmente, as iteraces sao
interrompidas quando um erro estimado for menor que um valor previamente
determinado [110]:
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e Erro relativo estimado: quando o erro relativo estimado é menor que um valor

especifico &:

e Toleréncia: quando o valor absoluto de f(x;) € menor que 0 nimero §:

<¢

Xiy1 — xi|
X

fx)<é

4.4.1 SISTEMA DE EQUACOES NAO-LINEARES

(4.56)

(4.57)

Um sistema de equacdes ndo-lineares é constituido de duas ou mais equacdes nao-

lineares que sdo solucionadas simultaneamente, ou seja, sdo equacgdes acopladas.

Podemos estender o Método de Newton-Raphson para um sistema de n-equacdes e n-

incdgnitas, mas primeiro, vamos estudar um sistema de duas equacdes e duas incognitas:

fl,y)=0

glx,y) =0

Expandindo-as em séries de Taylor, temos:

fOoy) = flny) + il y)(x —x) + f,(x, y) (v — i) + -+
9, y) = gxi, y) + gx(xi, i) (x — x) + gy (i, y) (v — yi) + -+

Em que definimos:

of (x,y)
fe(xi, yi) = 3
X
(xpy1)
af (x,y)
fy(xi'yi): 3
Y ey

(4.58)

(4.59)

(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)
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ag(x,y)

gx(xi;yi):

0% o (4.64)
gy Cxp y) = 2250
y\WXi, Vi) =

A T (4.65)

Como (x;,y;) estdo relativamente préximos da solucdo, podemos desprezar 0s
termos de ordem mais elevada na equacéo (4.60) e na equacéo (4.61). Consequentemente,

f(x,y) =0eqg(x,y) = 0. Podemos escrever:

Sy —x) + £, y) v — yi) = —f (i, i) (4.66)

(X y) (x — x) + gy (i, y) & — yi) = —g(xi, yi) (4.67)

Escrevendo na forma matricial, temos:

lﬂc(xilyi) fy(xifyi)l dxi] _ _f(xi'yi)]
)

9x (o y) gy (x,y) | LAy —g(xi, yi (4.68)

Os valores sdo obtidos utilizando o seguinte esquema iterativo:

-6+ [5

YVit1 Vi Vi (469)
O método pode ainda ser generalizado para um sistema de n-equacdes e n-

incdgnitas:
fl(xll xZI"Ile) = O (470)
f2(x1,%3,.., %) = 0 (4.71)
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(4.72)

fn(x1: xZ) ey xn) = 0 (473)

Apds expandi-las em série de Taylor, obtemos sua forma matricial:

[0 . 9h]

Iaxl axnl dxy —fi

[a £, afnJ [d;n] - [_fn] (4.74)
T . o

Assim que a primeira estimativa é calculada, a nova solucdo aproximada é dada

por:
X141 = X1, T dxy (4.75)
(4.76)
Xnji+1 = Xni T dxn,i (4.77)

O primeiro termo do lado esquerdo da equacdo (4.74) € denominado Matriz
Jacobiana e sua determinante ndo nula é uma das condicdes para o método ser valido. O

método converge apenas quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas[110]:

I.  As funcBes e suas respectivas derivadas devem ser continuas.
Il. O determinante da Matriz Jacobiana, isto é, o determinante da matriz quadrada
composta por derivadas, deve ser diferente de zero.

I1l. A estimativa inicial deve estar relativamente préxima da solucéo.

Nesta dissertacdo utilizamos um programa escrito em linguagem MATLAB para

solucionar essas equagdes. Para mais detalhes consultar o apéndice E.
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4.5 TRANSICOES QUANTICAS DE FASE

Nesta secdo apresentaremos 0 modelo de transi¢es quanticas de fases que ocorrem
nos estudos de atomos frios aprisionados. Na subsecao 4.5.1 apresentaremos o0 modelo
homogéneo de Bose-Hubbard adequado a rede Optica periddica. Na subsecdo 4.5.2
apresentaremos 0 modelo ndo homogéneo adequado a rede dptica quase periddica.
Quando a profundidade da rede Optica € tal que mantém as particulas muito proximas
umas das outras e 0 regime se encontra na primeira banda de Bloch, podemos descrever
esse sistema através do modelo de Bose-Hubbard [9], como proposto por Jakschet al.[50].
Em um condensado tipico descrito em termos da equacao de Gross-Pitaevskii, 0s &tomos
estdo deslocalizados, isto €, 0 comportamento macroscépico do sistema se sobrepde ao
comportamento individual das particulas. Ap6s a fase de condensacdo, entretanto, o
sistema pode sofrer uma transigéo de fase e entrar em um regime ainda mais interessante,
onde o comportamento individual das particulas ganha o protagonismo. Neste caso, 0s
atomos estdo muito proximos um dos outros e o sistema passa a ser descrito em termos

microscopicos, como ilustra a Figura 13.

Figura 13: FuncOes de Wannier. (Figura extraida da referéncia[141].)

A figura 13 relaciona a distancia entre os &tomos com uma fungéo que descreve o
seu comportamento. Nessa situacdo, a ferramenta matematica mais adequada sdo as
funcdes de Wannier [142] que foram propostas originalmente no contexto da Fisica do

Estado Solido como uma alternativa as fungdes de onda convencionais.

Portanto, podemos expandir o operador de campo usando as fungbes de Wanner
[143]:

PE 1) = z &0 —7)
: (4.78)
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d; é o operador de aniquilacdo de bésons no i-ésimo sitio da rede e w(# — 7)) é a
funcdo de Wannier localizada neste sitio. Substituindo a equacéao (4.78) no Hamiltoniano

para muitos bésons em segunda quantizacao, equagéo (4.1), temos [9]:

A=-) ) d:rdj+2(£i—u)ﬁi+%U2ﬁi(ﬁi—1) (4.79)
<i,j> i i

Em contraste com o parametro de ordem da equacéo de Gross-Pitaevskii, as funcgdes
de Wannier, equacéo (4.78), descrevem o comportamento de particulas em um unico sitio
da rede dptica tridimensional. O modelo de Bose-Hubbard, simplifica através da Equacgéo
(4.79), advém de considerarmos uma rede Optica suficientemente profunda, de modo que
a funcdo de Wannier, equacdo (4.78), mostrada na Figura 13, que representa 0s atomos
nos sitios da rede, ndo ultrapasse a extensao do parametro de rede, em outras palavras,
apenas a interacdo entre atomos do mesmo sitio sdo consideradas. Além disso,
restringimos a ocupacao dos atomos a primeira banda de Bloch.

A Figura 14(a) mostra a distibuicdo de particulas na rede dOptica em uma fase
isoladora de Mott. Como a tendéncia de todo sistema fisico é alcancar o equilibrio em
que a sua energia é minimizada, na fase isolante de Mott a interacdo é muito maior que o
tunelamento (energia cinética), consequéntemente, as particulas sé se movem na rede
quando h& um desiquilibrio na distruibuicdo de particulas. Em outras palavras, na fase
isolante de Mott as particulas se distribuem uniformemente ao longo da rede dptica de

modo que o numero médio de particulas por sitio seja um ndmero inteiro.

Superfluid

pw/u

(a) (b) (©

Figura 14: Contraste entre o comportamento microscopico entre uma fase superfluida e uma fase isoladora de Mott.
(Figura extraida da referéncia [144].)

Em contraste com a fase isolante de Mott, a Fig.14.b exibe o comportamento das
particulas na fase superfluida. No caso superfluido, a interacao entre as particulas € menor

que o termo de tunelamento (energia cinética), consequentemente, as particulas movem-
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se livremente na rede Optica e ndo faz sentido falarmos em nimero médio de particulas
porque o sistema é dito deslocalizado.

Na Fig.14.c exibe o diagrama de fases para a transicdo isolante de Mott para
superfluido. Observa-se que quanto maior for a quantidade do nimero médio de particulas
por sitio, menor devera ser 0 movimento de atomos no sitio. A convencdo adotada nesse
diagrama de fases explicita o potencial quimico e o termo de tunelamento para cada
namero médio de particulas por sitio considerando que a energia de interacdo seja mantida

constante.

4.5.1 HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD HOMOGENEO

Nesta subsecdo apresentaremos 0 modelo de Bose-Hubbard homogéneo, adequado a
descricdo teorica de &tomos aprisionados em uma rede dptica periddica muito profunda.
Este modelo é responsavel por fornecer o diagrama de fase da transicao entre superfluida
e isolante de Mott presente no condensado. Como citamos anteriormente, o potencial
através do qual as particulas sdo aprisionadas € gerado através da interferéncia de lasers
contrapropagantes. A rede dptica permite o controle da dinamica do condensado, ou seja,
0 condensado pode ser manipulado alterando a intensidade, frequéncia ou diferenca de
fase dos lasers. Em um condensado tipico, apenas interacGes fracas sdo relevantes e o
sistema pode ser perfeitamente descrito através da equacao de Gross-Pitaevskii ou de uma
equacdo hidrodinamica de campo médio. Entretanto, quando as particulas estdo em uma
rede 6ptica muito profunda e sujeita a primeira banda de Bloch o sistema é descrito
através do modelo de Bose-Hubbard. O hamiltoniano para 0 modelo homogéneo de Bose-
Hubbard em uma dimens&o pode ser expresso como [104]:

— 1 )

<ij>

Para o caso homogéneo, &; = 0. Note que a; € o operador de aniquilagcdo de campos
de bdsons no sitio i, fi; = @@, é o operador de nimero de bésons no sitio i, U é a
interacdo entre as particulas e J € o termo que corresponde ao movimento dos bosons. A

competicdo entre 0 movimento dos bdsons e a interacdo entre as particulas caracteriza a
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transicdo de fase quantica. Quando o movimento dos bosons for muito maior que a
interacdo entre as particulas, o sistema se encontra em uma fase superfluida e os atomos
sdo ditos deslocalizados, quando por outro lado, a interagdo entre as particulas for muito
maior que a tunelamento o sistema estard em uma fase isolante de Mott. No caso repulsivo
(U>0) o termo de interacdo impde que cada sitio seja ocupado e os bdsons sejam

incapazes de se mover sem fornecer energia U.

Iniciamos a solucdo para o caso homogéneo através da Aproximacdo de Campo
Médio [145]. Basicamente, os operadores de aniquilacdo e criacdo de campo de Bose sao

reescritos como:

&i = (dl) + 5&1 = Q; + 5dl (481)
at =(at) +sa; = ¢; +sa; (4.82)
— . n . . 1 R
H=-] Z (pia; — oip; +af o)) —Zﬂni +EUZni(ni -1
Siy> (4.83)

O indice j pode ser absorvido introduzindo o nimero de bdsons vizinhos z:

_ . . .1 PR
H= _]ZZ(¢ai —@* +aj o) —Zﬂni +§Uzni(ni -1)
7 (4.84)
Reorganizando os termos, a equacdo fica:
. 1
A =20 ) @+ + ) [Jg = ufi + 5 URi(A; — 1))
; ; 2 (4.85)
Iniciamos agora a segunda fase da resolu¢do do hamiltoniano. Em decorréncia da
Teoria da Perturbacdo de Rayleigh-Schrodinger [146], podemos decompor o

hamiltoniano em dois operadores menores:

PN TR 4.86
Bi = Jz* — ufy; +o U (R - 1) (4.8

O hamiltoniano de Bose-Hubbard para um Gnico sitio da rede Optica, entdo,

adquire o seguinte formato:

H; = pa; + p; (4.88)
Ainda em decorréncia da Teoria da Perturbacéo, o operador «; sera considerado
como uma pertubacdo sobre o operador S;. Expandindo a equacéo de Schrédinger até a

segunda ordem, temos:
En|n) = Hi|n) = (pa&; + B;)In) (4.89)
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~1.0\]2
[(m|&, |n)| £ 0% ..

(B = (B0 +oulain) +9? ) =t 50

Adotando a algebra dos operadores escada, chegaremos ao seguinte resultado:

n n+1}

1
(En) = —pn +5Un(n — 1) + (J2)¢* + <”2(’Z)2{U(n “D—u w-Un

(4.91)
+ 0(¢?)...

Por fim, expandimos a energia do sistema em funcéo de uma série de poténcia da
funcdo de onda microscopica que descreve o condensado [147]. Esta série é conhecida

como expansdo de Landau.

(En) =Qap (Tl, U! ‘Ll) + a (7’1, U! ‘u)(pZ + 0(§04) (492)

Comparando as equagdes (4.91) e (4.92), fica evidente que:

n n+1}

ar(n, U, )¢?* = (J2)9* + ¢*(J2)? {U(n ) T

(4.93)
A transicdo quantica de fase ocorrera efetivamente quando a,(n, U, 1) = 0, ou
seja:

n+1}

n
1 +
+]Z{U(n—1)—,u u—Un

(4.94)

n € o numero médio de bosons por sitio da rede dptica.
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4.5.2 MODELO NAO-HOMOGENEO DE BOSE-HUBBARD EM
UMA REDE OPTICA QUASE PERIODICA

Nesta subsecdo apresentaremos 0 modelo ndo homogéneo de Bose-Hubbard em

uma rede Optica quase periddica, nosso objetivo € investigar a transi¢do quantica de fase
em uma rede Optica quase periodica. Ao contrario da subsecao anterior (subsecdo 4.5.1),

este modelo permite observar um diagrama de fases mais rico e mais complexo em virtude
de as possibilidades de preenchimento da rede serem muito maiores. Para um gas de
bosons aprisionados em uma rede Optica quase periddica na primeira banda de Bloch e

com uma profundidade relativa muito grande, o hamiltoniano do sistema é [104]:

a5 At A
H—_] Z aiaaja

1
t5 U Z Aig(Aie — 1) + VZ Ay Ay — Z(Hc — A7y
<i,j>0 io i io

(4.95)
Onde <i,j> denota o0s sitios vizinhos mais proximo, J é o tunelamento (movimento dos
bosons), a interacdo entre os bésons em um mesmo sitio é dada por U, a interacao entre
bésons vizinhos é representada por V, u, é o potencial quimico, f;; = @}, d;, € 0
operador de nimero de bésons, o =T, | representa os dois estados internos do condensado

e A; é a barreira de potencial entre dois sitios dentro de uma supercélula.

150 /N

1 )
l { I
| 1 f
0.5

Figura 15:Definicao de uma supercélula em uma rede dptica. O potencial é gerado através da seguinte configuracdo
da rede optica: Ule sin? x + (1 — &) sin? yx], em que adotamos: U=1, y=2 e £=0.3.

Assim como no caso homogéneo, iniciamos nossa solugdo reescrevendo oS

operadores de criacdo (aniquilagdo) de campos de bosons usando o argumento da
Aproximacdo de Campo Médio:
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wd (am-)a]cr + a;<a]a> (a;‘axdja) (496)

Deste modo, o hamiltoniano adquire a seguinte forma:

_ o 1 v, o
H= —]ZZ Pig (@i + a7y) +]ZZ Pl + EUZnia(nia -1+ Vznm gy
io io io i
= o = By (497
io

Note que novamente o nimero de bosons vizinhos proximos z foi usado para
eliminar o somatorio relativo ao indice j. Decompondo o hamiltoniano em dois

operadores [146], teremos:

H= Z{¢iaaia + .Bia}
io

(4.98)
Onde, definimos:
Qi = —J2(Ais + af5) (4.99)
N 1 R R
Bic = Jzpi; + Eunia(nicr = 1)+ Vaghy — (U — AR
(4.100)
Ainda em decorréncia da Teoria das Perturbac6es, o operador &;, sera
considerado como uma pertubacéo sobre f;,:
|<m|ala|n>|
(En) = (B >+Z<p (nla; |n>+zz 2 +0()..
n/ = Wi (oo i Bng) — B (4.101)
Novamente, recorrendo a algebra dos operadores escada obtemos:
, 1
(Ep) = z {]Z(pia + EUgia(gia - +Vgngu — (s — Ai)gia}
i
Gic +1
+ ) 09%0% {
l. WA - gp—gu) —Ugis + (s — A) (4.102)

4 Jic }
U(Gic — 1) +V(gintgi— 1) — (g — 4y)

A expansdo de Landau para esse sistema é ligeiramente diferente:
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(En) = ag(n, U, ) + a;(n, U, )9f; + 0(@ig)... (4.103)

A comparacéo entre as equacdes (4.102) e (4.103) resulta na igualdade:

aZ (n, U' #)(plza =
Jic +1
Z {]Z(piza + UZ)Z(piza { =2

V(A —gin—gu) —Ugic + (ug — 4))

4

+ Yic
U(gic — 1) +V(gintgu — 1) — (ug — 4y

(4.104)
}}

As transicdes quanticas de fase ocorrem quando o coeficiente a,(n, U, 1) é nulo, ou

seja:

14 (2) Z{ 9ig + 1
: V(A —gn—gi) —Ugic + (Us — 4Ap)

. i } o (4.105)
U(gic — 1) +V(girtgi — 1) — (ug — Ap)

Ao contrério do caso homogéneo, o0 caso ndo homogéneo apresenta particulas em
estados quanticos diferentes, deste modo, teremos pelo menos 4 possibilidades de
preenchimento: (g1, 911, g21,921)- O g11 representa o nimero médio de bosons com
orientacdo do spin T no primeiro sitio da supercélula. Por sua vez, definimos g;, como o
nimero médio de bdsons no primeiro sitio da supercélula com orientacdo do spin . Do
mesmo modo, g,; representa 0 niumero médio de bdsons com orientagdo do spin T no
segundo sitio da supercélula. Finalmente, definimos g,; como o0 nimero médio de bosons
no segundo sitio da supercélula com orientacdo do spin . Adotamos A=V=1, ¢ a barreira
de potencial ficou definida como:

A {O,se i for impar. (4.106)
" | Aysei forpar.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo apresentaremos os resultados fornecidos através da aplicacdo do
Método de Aproximacdo Variacional para condensados constituidos de atomos de
hidrogénio, °Cr, 1%4Dy, 1%8Er e 11Dy e os resultados fornecidos através do modelo teérico
de Bose-Hubbard.

5.1 SOLITONS ILUMINADOS EM UM CONDENSADO DE
BOSONS COM INTERACAO DE CONTATO

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos através da aplicacdo do Método
de Aproximagdo Variacional em um condensado de bosons constituido por atomos de
hidrogénio. A condensacdo de atomos de hidrogénio foi realizada em 1998 [148] e, apesar
de possuir semelhancas com os atomos alcalinos, o condensado de hidrogénio oferece a
vantagem de sofrer condensacdo em uma temperatura relativamente alta de 50 pK,
enguanto que a maioria dos outros &tomos possuem uma temperatura de transicdo da

ordem de nK, ou seja, uma temperatura muito menor.

O estado fundamental do hidrogénio em uma armadilha magnética depende da
interacdo entre 0 momento magnético do préton com 0 momento magnético do elétron
(interacdo hiperfina) e depende também da interacdo do momento magnético do elétron
e do préton com 0 momento magnético (interacdo Zeeman). Apesar da interacdo hiperfina
e da interacdo Zeeman, a condensacdo foi alcancada experimentalmente através de
armadilha magnética que estabeleceu uma frequéncia minima de w = 2 X 1KHz. O
hidrogénio é constituido de um préton e um elétron, cujo os spins podem admitir quatro
configuracdes, como ilustra a Figura 16. Conforme podemos observar na Figura 16, 0s
estados a e b sdo atraidos para regides de campo magnético mais intenso, contrastando

fortemente com os estados ¢ e de que s&o expulsos dessa regido.

61



0o ~—

Y L

(VN — -

Figura 16: Diagrama Hiperfino-Zeeman do dtomo de hidrogénio. (Figura adaptada da referéncia [148].)

A condensacdo foi obtida no estado d puro, duplamente polarizado -- isto é, tanto o
spin do proton quanto o spin do elétron sdo polarizados --, usando bobinas
supercondutoras descritas por Doyle [149] e Sandberg [150] para criar 0 campo
magnético confinante. Através dessa técnica, atomos no estado a sdo ditos “anti-
aprisionaveis”, b e ¢ ndo sdo aprisionaveis, entretanto, o processo de colisdo ineléstica
entre 4&tomos no estado ¢ acaba esgotando esse estado e os 4&tomos restantes constituem
uma amostra duplamente polarizada no estado d — o qual é dito aprisionavel.

Partindo do pressuposto de que a rede Optica, assim como o confinamento
magnético, ndo acessa 0s niveis mais internos de energia da estrutura hiperfina do
hidrogénio, propomos estudar teoricamente sélitons em um condensado de hidrogénio

aprisionado por uma rede dptica quase periddica.

O Método de Aproximacao Variacional também pode ser utilizado como alternativa
a outros Métodos Numeéricos utilizados para prever a primeira banda de Bloch. A banda
de Bloch determina os valores segundo os quais a existéncia de séliton ndo é permitida.
Em outras palavras, o valor do Potencial Quimico para um gés quantico degenerado de

bosons interagindo ndo pode coincidir com esses valores.

A primeira banda de Bloch é obtida quando fazemos o Potencial Quimico variar em
funcdo da amplitude da rede Optica quando o Comprimento de Espalhamento é nulo. Em
outras palavras, as equac6es ndo-lineares (4.20) e (4.21) séo solucionadas para cada valor

da amplitude da rede éptica, U de 0 a 5 e a=0, onde a € o Comprimento de

62



Espalhamento. As solugdes obtidas através da equacao (4.20) e (4.21) sdo substituidas na

equacéo (4.23). A Figura 17 exibe a primeira banda de Bloch.

35T /,/ 4

25T - 7

Potencial Quimico p
N,
AN

15 . . . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Amplitude da Rede Optica

Figura 17: Primeira banda de Bloch. O Potencial Quimico estd dado em unidades de hw.

O Método de Aproximagdo Variacional tambeém possibilita explorar o
comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcdo do Potencial Quimico,
como mostra a Figura 18. Novamente, recorremos as equacdes (4.20) e (4.21), onde
adotamos U=3.5 e solucionamos as equacgdes para cada valor do Comprimento de
Espalhamento de 0 a 106a,, deste modo obtemos simultaneamente a solugdo para as
dimensdes do soliton (W e V) e, através da equacdo (4.23), estimamos o valor do

Potencial Quimico.

100 .
80 ~
60 ~

40 r

Comprimento de Espalhamento

207F _,_,

. . . . . . . . .
3.2845 3.285 3.2855 3.286 3.2865 3.287 3.2875 3.288 3.2885
Potencial Quimico p

Figura 18: Comprimento de Espalhamento em fun¢do do Potencial Quimico. O Comprimento de Espalhamento estd
dado em unidades de a, e o Potencial Quimico estd dado em unidades de hw.
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O comprimento de espalhamento para um condensado constituido por &tomos de
hidrogénio no estado singleto é 0.41a, [151] e no estado tripleto 1.2a,[152], onde a, =
4Amegh? /me? ~ 5.29 x 10~ 1m. Atente-se para o fato de que, nesse estudo, usamos o
potencial duplamente periddico. Para obtermos um potencial duplamente periédico a
partir da equacdo (4.13) adotamos y = 2 e € = 0.3. A adogdo desses parametros nas
equacOes (4.20) e (4.21) fornece facilmente solucbes através do método de Newton-
Raphson, como descrito no capitulo 4.4 e no apéndice E. As solucGes obtidas com o
método de Newton-Raphson sdo substituidas na equacao (4.16), a qual nos fornece o
formato do soliton através da relacdo |W(7,t)|?> = ¢(#)? e na equagdo (4.22) que nos

revela o valor estimado do potencial quimico.

[w(r, o)l
0.4

0.3

Figura 19: Sdliton iluminado em um condensado de hidrogénio. Amplitude da rede dptica U=5. Potencial quimico p =
3.9421hw. Comprimento de espalhamento a = 0.41a,. As dimensdes espaciais do sdliton estdo dadas em unidades
delum.

¥ 0l
0.2
0.15

0.1

Figura 20:S6liton iluminado em um condensado de hidrogénio. Amplitude da rede dptica U=3. Potencial quimico u=
3.06537%w. Comprimento de espalhamento a = 1.2a,. As dimensdes espaciais do sdliton estdo dadas em unidades de
Ium.
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O comportamento do Potencial Quimico em funcdo da amplitude da rede dptica,
exibido na Figura 17, coincide com um estudo numeérico que utiliza um potencial
harmonico [65]. O comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcdo do
Potencial Quimico, exibido pela Figura 18, apresenta um comportamento ndo-linear
analogo aquele descrito por uma trajetéria do movimento oscilatorio forcado (ou
ressonancia) [153], por outro lado, globalmente, o comportamento do Comprimento de
Espalhamento possui uma componente linear que coincide neste aspecto com outros

trabalhos que exploram potenciais periodicos [154, 155].

A Figura 19 e a Figura 20 exibem solitons iluminados estaveis constituidos por
atomos de hidrogénio no estado singleto e tripleto, respectivamente. De acordo com
Adhikari [18, 62], um soliton é dito estavel quando as equacdes ndo-lineares, ou seja,
quando as equacdes (4.20) e (4.21) sdo solucionaveis. Os valores que adotamos para a
amplitude da rede dptica U=5 para um condensado de a&tomos de hidrogénio no estado
singleto e U=3 para atomos de hidrogénio no estado tripleto se baseia em valores
utilizados em outro estudo [88]. O formato e as dimensdes do séliton parecem corroborar
(e ser corroborado) por estudos que exploram o comportamento de gases degenerados

interagindo fracamente [154, 155].

5.2 SOLITONS ESTAVEIS EM CONDENSADOS DE BOSONS COM
INTERACAO DIPOLO-DIPOLO REPULSIVA

Nesta secdo apresentaremos 0s resultados obtidos através do Método de
Aproximacédo Variacional aplicado ao estudo de gases quanticos degenerados de bdsons
com interagdo dipolo-dipolo constituidos de atomos de 2Cr [24], %Dy [34, 156] e %8ER
[27]. Como vimos no Capitulo 2 e no Capitulo 4 (mais especificamente nas secdes 4.1 e
4.2), a estabilidade do soliton em um condensado levando em consideragdo apenas a
interacdo de contato depende do Comprimento de Espalhamento ser maior que zero (a>0),
contudo, sélitons em condensados com interagdo dipolo-dipolo depende, além disto, da

geometria da potencial confinante e do numero de 4&tomos no sistema.
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5.2.1 CONDENSADO DE ATOMOS DE %2CR

Nesta subsecdo consideraremos um condensado de bosons constituido de atomos
de 52Cr [24] com interagdo de contato e com interagdo dipolo-dipolo. Aplicamos o
Método de Aproximacéao Variacional para determinar a primeira banda de Bloch em um
condensado de %2Cr bem como prever o comportamento do Comprimento de

Espalhamento em fungéo do Potencial Quimico e as dimensdes do soliton.

A primeira banda de Bloch é obtida quando fazemos o Potencial Quimico variar em
funcdo da amplitude da rede Optica quando o Comprimento de Espalhamento é nulo. Em
outras palavras, as equag6es ndo-lineares (4.32) e (4.33) séo solucionadas para cada valor
da amplitude da rede oOptica, U de -3 a -1.4 e a =0, onde a é o Comprimento de
Espalhamento. As solugfes obtidas através da equacdo (4.32) e (4.33) sdo substituidas na
equacdo (4.34). A Figura 21 exibe a primeira banda de Bloch. Note que a forca de
interacdo dipolar, azy = 15a,, por ser um valor intrinseco que depende do momento de

dipolo magnético ndo pode ser nulo.
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Figura 21: Primeira banda de gaps. O Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 800 adtomos no sistema.

O Método de Aproximagdo Variacional tambeém possibilita explorar o
comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcdo do Potencial Quimico,
como mostra a Figura 22. Novamente, recorremos as equacdes (4.32) e (4.33), onde
adotamos U = —5 e solucionamos as equagdes para cada valor do Comprimento de

Espalhamento de 9a, a 11a,, deste modo obtemos simultaneamos a solugdo para as
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dimensGes do soliton (W e V) e através da equacao (4.34) estimamos o valor do Potencial
Quimico. A Figura 22 também evidéncia a estabilidade da gaussiana, isto é, a
isodensidade (isodensity) relativa ao séliton. Conforme o comportamento do
Comprimento de Espalhamento e o Potencial Quimico variam, o formato do sdliton
altera quantitativamente, mas qualitativamente, em outras palavras, o sdliton

permanece com o seu formato caracteristico de disco.
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Figura 22: Comprimento de Espalhamento em fungdo do potencial quimico. O Comprimento de Espalhamento estd
dado em unidades de a, e o Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 800 dtomos no sistema.

Para estudar a formacdo de solitons em condensados com interacdo dipolo-dipolo
repulsiva, nés aplicamos o método de Newton-Raphson sobre as equaces (4.32) e (4.33).
Para 4tomos de >2Cr adotamos os seguintes valores: U = 1.5, agq = 15a9,a = 10a,,y =
2 e ¢ = 0.3. Utilizamos o algoritmo apresentado no apéndice E onde variamos 0 nimero
de atomos N de 1 a 1000. Ao contrario de um condensado com interacdo puramente de
contato, os condensados com interacdo dipolo-dipolo dependem do nimero de &tomos N
no sistema [18]. As equacOes (4.32) e (4.33) sdo solucionaveis quando o nimero de
atomos no sistema é igual a 800. Isso significa que para 0s parametros que adotamos na
rede dptica e para os valores que adotamos para as interagdes, encontraremos sélitons
estaveis quando o sistema possui 800 atomos — esta quantidade de atomos é estimada pelo
programa descrito no Apéndice E, alem disto, coincide com valores proximos utilizados
na referéncia [60]. As solucbes encontradas através das equacgdes (4.32) e (4.33) sdo

substituidos na equacéo (4.30) que descreve o formato do soliton como podemos ver na
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Figura 23 através da seguinte relacdo |¥(7,t)|? = ¢(#)%. Do mesmo modo, as solucdes
fornecidas nas equaces (4.32) e (4.33) sdo substituidas na equacgéo (4.34) e obtemos uma

estimativa para o potencial quimico p = 1.1709Aw.

Figura 23: Soliton em um condensado de %°Cr. Amplitude da rede dptica U=1.5. Potencial quimico u = 1.1709Aw.
800 atomos no sistema. Onde a forca de interagé@o dipolar e o comprimento de espalhamento séo, respectivamente:
agq = 15a, e a = 10a,. As dimensdes espaciais do soltion estdo dadas em unidades de 1um.

Em contraste com outros estudos, que utilizam a rede dptica quase periddica sem
interacéo dipolo-dipolo e sem a contribui¢do do potencial harmdnico, como a referéncia
[58], o comportamento do potencial quimico em funcdo da amplitude da rede dptica —
primeira banda de Bloch, observado na Figura 21 —, possui um comportamento
decrescente. Este comportamento coincide com trabalhos que exploram a rede dptica
periédica com interacdo dipolo-dipolo [157] e sem interacdo dipolo-dipolo [154, 155]. As
dimensdes do séliton, observado na Figura 23, por sua vez, coincide aproximadamente

com um estudo numérico [60] que leva em conta um potencial periddico.

5.2.2 CONDENSADO DE ATOMOS DE DY

Nesta subse¢do consideraremos um condensado de bdsons constituidos de d&tomos
de %Dy [34, 156] com interacio de contato e interagdo dipolo-dipolo. Aplicamos o
Método de Aproximacédo Variacional para determinar a primeira banda de Bloch em um
condensado de Dy bem como prever o comportamento do Comprimento de

Espalhamento em funcdo do Potencial Quimico e as dimensdes do soliton.
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A primeira banda de Bloch é obtida quando fazemos o Potencial Quimico variar em
funcdo da amplitude da rede Optica quando o Comprimento de Espalhamento é nulo. Em
outras palavras, as equag6es ndo-lineares (4.32) e (4.33) séo solucionadas para cada valor
da amplitude da rede Optica, U de -7 a -2 e a =0, onde a € o Comprimento de
Espalhamento. As solugdes obtidas através da equacao (4.32) e (4.33) sdo substituidas na
equacdo (4.34). A Figura 24 exibe a primeira banda de Bloch. Note que a forca de
interacdo dipolar, azg = 132.7a,, por ser um valor intrinseco que depende do momento

de dipolo magnético ndo pode ser nulo.
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Figura 24: Primeira banda de gaps. O Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 100 adtomos no sistema.

O Método de Aproximacdo Variacional também possibilita explorar o
comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcdo do Potencial Quimico,
como mostra a Figura 25. Novamente, recorremos as equacdes (4.32) e (4.33), onde
adotamos U=1.5 e solucionamos as equagdes para cada valor do Comprimento de
Espalhamento de 119a, a 121a,, deste modo obtemos simultaneamos a solucdo para as
dimensdes do séliton (W e V) e através da equacao (4.34) estimamos o valor do Potencial
Quimico. A Figura 25 também evidéncia a estabilidade da gaussiana, isto é, a
isodensidade (isodensity) relativa ao séliton. Conforme o comportamento do
Comprimento de Espalhamento e o Potencial Quimico variam, o formato do séliton varia
muito pouco, preservando suas propriedades fundamentais, como por exemplo, o
formato do séliton permanece sendo caracterizado por um disco e isto ndo altera a

natureza da interacdo dipolo-dipolo repulsiva presente no condensado.
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Figura 25: Comprimento de Espalhamento em fungdo do Potencial Quimico. O Comprimento de Espalhamento estd
dado em unidades de a, e o Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 100 dtomos no sistema.

Assim como fizemos na Para estudar a formacéo de sélitons em condensados com
interacdo dipolo-dipolo repulsiva, nds aplicamos o método de Newton-Raphson sobre as
equagdes (4.32) e (4.33). Para atomos de %Dy adotamos os seguintes valores: U=1,
agq = 132.7ay5,a = 120a,,y = 2 e ¢ = 0.3. Utilizamos o algoritmo apresentado no
apéndice E.2 onde variamos o numero de atomos N de 1 a 1000. As solucdes encontradas
através das equacdes (4.32) e (4.33) sdo substituidos na equacdo (4.30) que descreve o
formato do séliton através da relagdo |W(7,t)|? = ¢(¥)?, como podemos ver na Figura
26.
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Figura 26: Séliton em um condensado de *6“Dy com 100 atomos no sistema. Amplitude da rede 6ptica U=1. Potencial
quimico u = 0.84857hw. A forca de interagdo dipolar e o comprimento de espalhamento sdo, respectivamente: azq =
132.7a, € a = 120a,. As dimensdes espaciais do sdltion estdo dadas em unidades de 1pm.
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Do mesmo modo, as solugbes fornecidas nas equacbes (4.32) e (4.33) sédo
substituidas na equacéo (4.34) e obtemos uma estimativa para o potencial quimico p =
0.84857hAw. Ao contrério de um condensado com interacdo puramente de contato, 0s
condensados com interagdo dipolo-dipolo dependem do nimero de &tomos N no sistema.
As equacdes (4.32) e (4.33) sdo solucionaveis quando o nimero de 4&tomos no sistema é
igual a 100. Isso significa que para os parametros que adotamos na rede Optica e para 0S
valores que adotamos para as interacdes, encontraremos solitons estaveis quando o

sistema possui 100 atomos.

Em contraste com outros estudos, que utilizam a rede dptica quase periddica sem
interacdo dipolo-dipolo e sem a contribuicdo do potencial harménico, como a referéncia
[58], o comportamento do potencial quimico em funcdo da amplitude da rede dptica —
primeira banda de Bloch, observado na Figura 24 —, possui um comportamento
decrescente. Este comportamento coincide com trabalhos que exploram a rede dptica
periddica com interacdo dipolo-dipolo [157] e sem interacdo dipolo-dipolo [154, 155]. As
dimensdes do séliton, observado na Figura 26, por sua vez, coincide aproximadamente

com um estudo numérico [60] que leva em conta um potencial periddico.

5.2.3 CONDENSADO DE ATOMOS DE $ER

Nesta subsecdo consideraremos um condensado de bdsons constituidos de atomos
de 1%8Er [27] com interagdo de contato e interacéo dipolo-dipolo. Aplicamos o Método de
Aproximacéo Variacional para determinar a primeira banda de Bloch em um condensado
de °Er bem como prever o comportamento do Comprimento de Espalhamento em

funcdo do Potencial Quimico e as dimensdes do séliton.

A primeira banda de Bloch é obtida quando fazemos o Potencial Quimico variar em
funcdo da amplitude da rede Optica quando o Comprimento de Espalhamento é nulo. Em
outras palavras, as equag6es ndo-lineares (4.32) e (4.33) séo solucionadas para cada valor
da amplitude da rede dptica, U de 0 a 4 e a =0, onde a é o Comprimento de
Espalhamento. As solugdes obtidas através da equacdo (4.32) e (4.33) sdo substituidas na

equacdo (4.34). A Figura 27 exibe a primeira banda de Bloch. Note que a forca de
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interacdo dipolar, azq = 66.6a,, por ser um valor intrinseco que depende do momento

de dipolo magnético ndo pode ser nulo.
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Figura 27: Primeira banda de gap. O Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 686 dtomos no sistema.

O Método de Aproximagdo Variacional tambeém possibilita explorar o
comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcdo do Potencial Quimico,
como mostra a Figura 28. Novamente, recorremos as equacdes (4.32) e (4.33), onde
adotamos U =1 e solucionamos as equacdes para cada valor do Comprimento de
Espalhamento de 49a, a 51a,, deste modo obtemos simultaneamente a solucédo para as
dimensGes do soliton (W e V) e através da equacao (4.34) estimamos o valor do Potencial

Quimico.
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Figura 28: Comprimento de Espalhamento em fungdo do potencial quimico. O Comprimento de Espalhamento estd
dado em unidades de a, e o Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 686 dtomos no sistema.
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Para estudar a formacéo de solitons em condensados com interacéo dipolo-dipolo
repulsiva, nés aplicamos o método de Newton-Raphson sobre as equagdes (4.32) e (4.33).
Para atomos de °®Er adotamos os seguintes valores: U = 5.82, aqq = 66.6a,,a =
50a,,y = 2 e € = 0.3. Utilizamos o algoritmo apresentado no apéndice E onde variamos
0 numero de 4tomos N de 1 a 1000. Ao contrério de um condensado com interagcdo
puramente de contato, os condensados com interacdo dipolo-dipolo dependem do numero
de atomos N no sistema. As equacdes (4.32) e (4.33) sao solucionaveis quando o nimero
de 4tomos no sistema é igual a 686. Isso significa que para os pardmetros que adotamos
na rede Optica e para os valores que adotamos para as interagdes, encontraremos sélitons
estaveis quando o sistema possui 686 atomos. As solucdes encontradas atraves das
equacoes (4.32) e (4.33) sdo substituidos na equacéo (4.30) que descreve o formato do
sdliton através da seguinte relagdo |W(7,t)|? = ¢(7)?, como podemos ver na Figura 29.
Do mesmo modo, as solu¢des fornecidas nas equacdes (4.32) e (4.33) sdo substituidas na

equacdo (4.34) e obtemos uma estimativa para o potencial quimico p = 9.9239 hw.

A Figura 29, a seguir exibe o formato caracteristico de um séliton em um condensado com
interacdo dipolo-dipolo repulsiva, porém percebemos que, a medida que a dimenséo de W ndo é
muito maior que V, o Método de Aproximacao pode, eventualmente, torna-se excessivo. Isto &,
como mostra Adhikari em seu trabalho sobre a estabilidade de sélitons em gases quénticos [18],
em alguns casos a solugdo analitica fornecida pelo Método Variacional pode divergir

consideravelmente de resultados numéricos.

Figura 29: Séliton de um condensado de *%8Er com 686 atomos no sistema. Amplitude da rede dptica U=5.82. Potencial
quimico u =9.9239 hw. A forca de interacao dipolar e o comprimento de espalhamento sdo, respectivamente: a;; =
66.6a, e a = 50a,. As dimensdes espaciais do soltion estdo dadas em unidades de 1jm.

Em contraste com o0s outros condensados considerados neste trabalho, um
condensado de *%8Er possui um comportamento préximo ao observado em outros estudos

que ndo levam em consideracdo a interacdo dipolo-dipolo e sem a contribui¢do do
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potencial harménico, como a referéncia [58], o comportamento do potencial quimico em
funcdo da amplitude da rede dptica — primeira banda de Bloch, observado na Figura 27 —
, possui um comportamento crescente. Este comportamento coincide com trabalhos que
exploram a rede Optica peridédica com interacdo dipolo-dipolo [157] e sem interacédo
dipolo-dipolo [154, 155]. As dimens@es do séliton, observado na Figura 26, por sua vez,
coincide aproximadamente com um estudo numérico [60] que leva em conta um potencial
periodico. Além disso, este condensado parece diferir em relagdo aos condensados
constituidos de atomos de °2Cr e 4Dy, abordados nas subsec¢des anteriores, em virtude
do comportamento do Comprimento de Espalhamento em funcéo do Potencial Quimico.
Enquanto que este condensado exibe um comportamento crescente do Comprimento de
Espalhamento em fungdo do Potencial Quimico, observado na Figura 25 e em acordo com
outros estudos [57, 58, 63, 65, 154, 155, 157].

5.3 SOLITON ESTAVEL DE ¥'DY

Nesta subsecdo consideraremos um condensado de férmions constituidos de atomos
de 1Dy [25, 156] com interacdo dipolo-dipolo. Aplicamos o Método de Aproximagio
Variacional para determinar as dimensdes de um soliton constituido de atomos de *'Dy
bem como prever o comportamento do Potencial Quimico em funcéo da amplitude da

rede Optica.

O condensado de *'Dy é um gas degenerado de Fermi com interacéo dipolo-dipolo
e, ao contrario dos bdsons, depende da energia de Fermi e ndo do comprimento de
espalhamento. Embora existam estudos que exploram a existéncia de bandas de Bloch, o
nosso modelo — baseado na referéncia [19] —, ndo permite explorar esta possibilidade,
entretanto, podemos realizar 0 mesmo procedimento descrito nas se¢fes anteriores para
explicitar o comportamento do Potencial Quimico em funcgdo da amplitude da rede optica.
Entretanto, devemos enfatizar que néo se trata de prever a primeira banda de Bloch e sim
de explorar a estabilidade da gaussiana — esta sim, perfeitamente compativel como nosso

modelo.

Assim como nas secOes anteriores, solucionamos as equagfes néo-lineares (4.50) e

(4.51) para valor possivel da amplitude da rede Optica no intervalo de U=-20 a U=5¢e 0
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resultado é adicionado na equacdo (4.52). A Figura 30 exibe o comportamento do

Potencial Quimico em funcdo da amplitude da rede Optica para um gas degenerado de

Fermi constituido de 4tomos de **Dy com 100 atomos no sistema.
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Figura 30: Primeira banda de gaps. O Potencial Quimico estd dado em unidades de hw. 100 dtomos no sistema.

Para estudar a formacao de sélitons em um gas degenerado de Fermi com interacéo

dipolo-dipolo repulsiva, n6s aplicamos o0 método de Newton-Raphson sobre as equagdes

(4.50) e (4.51). Para atomos de %Dy adotamos os seguintes valores: U=-19, aqq =

130a,,y = 2 € € = 0.3. Novamente, apresentamos um sdliton do tipo disco, o qual é

caracteristico de um séliton em um condensado com interacdo dipolo-dipolo repulsiva,

como podemos observar na Figura 31, abaixo.
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Figura 31:Séliton de um condensado de '*Dy com 100 &tomos no sistema. Amplitude da rede 6ptica U=-19. Potencial
quimico u = 86.1277 hw. A forca de interacao dipolar é: a,; = 130a,. As dimensGes espaciais do séltion estdo

dadas em unidades de 1pm.
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Utilizamos o algoritmo apresentado no apéndice E onde variamos o numero de
atomos N de 1 a 1000. As equages (4.50) e (4.51) sdo solucionaveis quando o nimero
de atomos no sistema é igual a 100. Isso significa que para os pardmetros que adotamos
na rede Optica e para os valores que adotamos para as interacdes, encontraremos solitons
estaveis quando o sistema possui 100 atomos. As solucdes encontradas atraves das
equacdes (4.50) e (4.51) sdo substituidos na equacgdo (4.48) que descreve o formato do
soliton como podemos ver na Figura 31. Do mesmo modo, as solugdes fornecidas nas
equacOes (4.32) e (4.33) sdo substituidas na equacéo (4.52) e obtemos uma estimativa

para o potencial quimico p = 86.1277 hw.

O comportamento do Potencial Quimico em funcdo da amplitude da rede dptica,
exibido na Figura 30, estd em acordo com outros estudos que nao levam em consideragédo
a interacdo dipolo-dipolo [154, 155] e com um estudo que leva em consideracdo a
interagdo dipolo-dipolo em um potencial harménico [19]. As dimensdes do séliton
exibido pela Figura 31 estdo em acordo com a referéncia [19].

5.4 TRANSICOES QUANTICAS DE FASE

5.4.1 HAMILTONIANO DE BOSE-HUBBARD HOMOGENEO

Nesta subsecdo apresentamos os diagramas de fases obtidos através do modelo

considerado na subsecéo 4.5.1.

A equacdo (4.94) fornece através de uma funcdo nativa do software MATLAB
[110] as Figuras 32 e 33. Na Figura 32 podemos observar os chamados I6bulos de Mott.
Cada I6bulo de Mott corresponde a um nimero médio de atomos n por sitio da rede dptica
periddica. O eixo horizontal corresponde ao termo de tunelamento Jz, enquanto que o
eixo vertical corresponde ao potencial quimico . Note que tanto o termo de tunelamento
quanto o potencial quimico sdo normalizados em funcdo da interacdo entre bdsons, isto
é,Jz/U e /U. Isso significa que, considerando que a interacdo entre bosons seja constante,
0 potencial quimico para um namero médio de n atomos por sitio varia em funcdo do
termo de tunelamento. Por outro lado, a Figura 33 exibe 0 mesmo diagrama, com a

diferenga que a Figura 32 esta normalizada em funcdo da interacdo enquanto que a Figura
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33 esta normalizada em funcdo do termo de tunelamento Jz. A Figura 32 mostra que,
quando o termo /U aumenta ao mesmo tempo que Jz/U diminui em uma rede Optica, 0
sistema sofre uma transicdo quantica de fase e, quanto maior for o numero médio de
bosons, maior devera ser o termo /U e menor deverd ser o termo Jz/U para que a
transicdo ocorra. Outro modo de estudar o diagrama de fases esta na convenc¢do adotada
na Figura 33, onde, basicamente, o sistema € normalizado em func¢do do movimento entre

0s bdsons (Jz).
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Figura 32: Diagrama de fases do modelo homogéneo. A drea correspondente a fase de isolante de Mott varia de
acordo com o numero médio de bdsons por sitio da rede.

A Figura 33 mostra que, quando o termo /Jz aumenta ao mesmo tempo que U/Jz
em uma rede éptica, o sistema sofre uma transicdo quantica de fase e, quanto maior for o
namero médio de bdsons, maior devera ser o termo /Jz e maior devera ser o termo U/Jz

para que a transi¢éo ocorra.

Na Figura 33, o eixo horizontal corresponde & interagdo entre os bosons na rede
oOptica periddica normalizado em funcéo do termo de tunelamento U/Jz, enquanto que o
eixo vertical corresponde ao potencial quimico p/Jz. Onde n é o numero médio de bdsons

por sitio da rede optica.
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Figura 33: Diagrama de fases do modelo homogéneo no plano (u, U). A drea correspondente a fase de isolante de
Mott varia de acordo com o numero médio de bésons por sitio da rede.

O resultado obtido na equagéo (4.94) e nas Figuras 32 e 33 estdo em acordo com
outros trabalhos tedricos [10, 108, 109].

5.4.2 MODELO NAO HOMOGENEO DE BOSE-HUBBARD EM
UMA REDE OPTICA QUASE PERIODICA

Ao contrario do caso homogéneo, 0 caso nao-homogéneo de Bose-Hubbard
descreve um condensado cujo a menor unidade da rede Optica quase periddica
corresponde a supercélula definida na Figura 15 e possui quatro possibilidades de
preenchimento: g, representa 0 nimero médio de bosons com orientacdo do spin T no
primeiro sitio da supercélula. Por sua vez, definimos g;; como o nimero medio de bdsons
no primeiro sitio da supercélula com orientacdo do spin I. Do mesmo modo, g,;
representa 0 nimero médio de bdsons com orientacdo do spin T no segundo sitio da
supercélula. Finalmente, definimos g,; como o numero médio de bosons no segundo sitio
da supercélula com orientacdo do spin 1. Sendo assim, a configuracéo (0,1,1,0), como
mostra a Figura 34, corresponde ao niumero médio de um boson no primeiro sitio da

supercélula com orientacdo do spin { e um nimero médio de um bdson no segundo sitio
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da supercélula com orientacdo do spin T. O numéro médio total de bdsons por sitio no
primeiro lébulo (0,1,1,0) é igual a 1, isto é (0+1+1+0) /2. O primeiro Iébulo corresponde,

portanto & fase isoladora de Mott.
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Figura 34: Diagrama de fases no caso ndo homogéneo e em uma supercélula. O numero inteiro de bdsons por
supercélula corresponde a fase de Mott. O Iébulo correspondente a (2,0,0,1) caracteriza uma fase Density Waves e
uma fase supersolida em sua extremidade.

Do mesmo modo, o segundo Iébulo da Figura 34, definido como (2,0,0,1)
corresponde a um nimero médio de 2 bosons no primeiro sitio da supercélula com a
orientacdo do spin T e com o nimero médio de 1 béson no segundo sitio com orientagéo
do spin . No segundo I6bulo, o nimero médio de bdsons por sitio é (2+0+0+1)/2=3/2, 0
que corresponde a fase Density Waves (Spin Density Waves ou Charge Density Waves).
Este I6bulo também corresponde a fase supersélida na extremidade do 16bulo, isto é, para
valores relativamente altos do termo de tunelamento para o segundo Iébulo, mas que

ainda permanecem dentro da curva do lébulo.

O terceiro l6bulo, definido como (1,1,0,0) corresponde a um nimero médio de 1
boson no primeiro sitio da supercélula com a orienta¢do do spin T e a um numero médio
de 1 bosons no primeiro sitio da supercélula com orientacdo do spin !, 0 nimero médio
de bdsons na supercélula para o terceiro l6bulo corresponde a (1+1+0+1)/2=1 — que

corresponde a fase isoladora de Mott.

O quarto lobulo (1,1,1,1) corresponde a um numero médio de 1 bdson no primeiro

sitio da supercelula com orientacdo do spin T e 1 bdson com orientacdo {, no segundo
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sitio da supercelula temos um ndmero medio de 1 boson com orientacdo do spin Te 1
boéson com orientacdo l. Este lobulo corresponde a fase isoladora de Mott ja que
(1+1+1+1)/2=2. Um namero medio inteiro de bosons por sitio da supercélula corresponde

a fase isoladora de Mott.

O quinto Iébulo (3,1,1,1) corresponde a um ndmero médio de 3 bosons no primeiro
sitio da supercélula com orientacdo do spin T e 1 bdson com orientacdo {, no segundo
sitio da supercélula temos um nimero medio de 1 boson com orientacdo do spin Te 1
boéson com orientacdo |. Este lobulo corresponde a fase isoladora de Mott ja que
(3+1+1+1)/2=3. Um numero medio inteiro de bosons por sitio da supercélula corresponde

a fase isoladora de Mott.
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Figura 35:Diagrama de fases do modelo ndo homogéneo de Bose-Hubbard para b6sons interagindo em uma rede
oOptica quase optica.

A Figura 35 exibe um diagrama de fases para o0 modelo ndo-homogéneo de Bose-
Hubbard para gases quanticos aprisionados na rede optica quase periddica interagindo
fortemente. Note que a diferenca entre a Figura 34 e a Figura 35 reside na convencgéo
adotada. Na Figura 34 apresentamos o valor do potencial quimico em funcéo do termo de
tunelamento normalizados em funcéo da interagdo. A Figura 35 por sua vez apresenta o
Potencial Quimico em funcdo da interacdo — normalizados em fungdo do tunelamento

(movimento dos atomos).
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5.5 POSSIVEIS APLICACOES DESTE TRABALHO

Nesta secdo, discutimos 0s possiveis desdobramentos deste trabalho em uma
perspectiva mais aplicada, tanto no sentido da fisica basica quanto no sentido tecnologico.
Discutimos algumas aplicagOes gerais e em especial destacamos a litografia atbmica. A
litografia atbmica pode receber um upgrade em virtude do potencial quase periodico

empregado e considerando atomos com interacédo dipolo-dipolo em condensacao.

Em esséncia, 0 movimento de 4&tomos na rede Optica € analogo ao de elétrons em
uma rede cristalina. Consequentemente, muitos modelos tedricos foram motivamos por
solidos reais, como 0 modelo de Hubbard que descreve a transicdo de fase condutora para
isolante em metais. Entretanto, o estudo de gases quanticos fornece vantagens que em
solidos reais sdo inviaveis. Em primeiro lugar, a escala de energia em gases quanticos €
muito menor, o que significa, na préatica, que a dindmica do sistema varia muito pouco
em funcdo do tempo e isto permite 0 monitoramento em tempo real do sistema.
Recentemente, novas técnicas experimentais, como high spatial resolution [158],
permitem observar a evolucdo temporal de um Unico &tomo. Em segundo lugar, 0s gases
quanticos por serem mais acessiveis experimentalmente permitem um controle maior. Em
suma, 0s gases quanticos nada mais sdo que simuladores quanticos, como proposto por
Feynman [159].

Os solitons em gases quéanticos degenerados, por terem uma correspondéncia com
os solitons em fibras dpticas, podem ser entendidos como simuladores quanticos. Assim
como os sélitons em gases quanticos, os sélitons em fibra Optica sdo descritos em termos
de uma Equacdo de Schrodinger Nao Linear e 0 Método de Aproximacao Variacional
também ¢é utilizado em estudos analiticos. A propagacdo de solitons em fibras Opticas
possui um potencial tecnolégico muito alto, como por exemplo internet de alta
velocidade, da ordem de 1.4 Thps (Terabytes por segundo) [59, 160, 161]. Entretanto, um
estudo direto em solitons em fibras Opticas possui a desvantagem tedrica em relacéo a
simetria da fibra Optica — o que significa abrir mdo de um potencial mais complexo, como
0 que foi explorado nesta dissertacdo, e a dificuldade experimental em controlar e
observar tais sélitons. Entdo, n6s temos esse contraste: 0s solitons em gases quanticos sdo
relativamente faceis de observar e prever, embora ndo possuam aplica¢Ges tecnologicas
no curto prazo e; os solitons em fibras Opticas ja possuem aplicacdes tecnologicas

imediatas e de altissima importancia, mas seu estudo constitui ainda um desafio. Por outro
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lado, a existéncia de sélitons em condensados de hidrogénio, *2Cr, 184Dy, 1%8Er e 161Dy
podem ampliar consideravelmente as possibilidades em computacdo quantica a longo

prazo.

Do ponto de vista puramente conceitual, a supercondutividade nada mais é que um
subproduto da superfluidez, embora seja aquela e ndo esta que atraia maior interesse. Os
gases quanticos degenerados estdao em um regime de superfluidez e, gracas ao modelo de
Bose-Hubbard, podemos observar e prever novas fases quanticas presentes no
condensado. O mesmo condensado que esta em uma fase superfluida pode sofrer uma
transicdo de fase e entrar em um regime como o isolante de Mott — como descrito e
previsto pelo modelo de Bose-Hubbard em uma rede dptica periddica. Do mesmo modo,
gracas a outros tipos de rede como a rede dptica quase periddica que utilizamos, o sistema
pode sofrer outras transicdes de fase, como a supersélida. A fase supersélida é de longe
o fenbmeno mais fascinante j& previsto em matéria condensada — trata-se de um sélido
que exibe comportamento de um superfluido. Nosso estudo limitou-se ao estudo de uma
rede duplamente periddica, mas provavelmente, outros tipos de rede podem prever e

descrever outros tipos de fases.

No contexto especifico da Ciéncia dos Materiais podemos enfatizar ainda que
existem estudos que exploram as propriedades de gases quanticos degenerados para a
litografia atbmica [162]. Isto é, os &tomos aprisionados na rede Optica se acumulam nos
nodos do potencial formando uma “grade de difragdo” de atomos que podem ser
depositados na superficie de um substrato [163]. A possibilidade de cultivar
nanoestruturas atraveés da litografia atdmica com &atomos incoerentes (caso nao
degenerado) também ja foi demonstrada [164, 165]. A dopagem estrutural também ja foi
demonstrada pelo uso simultdneo de um feixe atbmico e a matriz de um material
homogéneo [166]. A passagem da litografia atbmica constituida de &tomos em estados
quanticos incoerentes (ndo degenerado) para atomos em estados quanticos coerentes
(degenerados) aumenta consideravelmente as possibilidades da litografia atbmica. Ou
seja, a aplicacdo de redes Optica quase periddicas no aprisionamento de &tomos ultrafrios
podem ampliar as possibilidades em litografia atdbmica. Portanto, podemos propor que a
rede quase periodica que utilizamos neste trabalho pode ser empregada na manipulagao
de 4tomos degenerados de 52Cr, %Dy, 168Er e 61Dy de modo que eles sejam depositados
em um substrato com o objetivo de construir nanoestruturas de componentes eletronicos,

como semicondutores, transistores etc.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho demonstramos com sucesso e pela primeira vez a possibilidade
teorica de gerar sélitons estaveis em condensados consituidos de &tomos de hidrogénio,
2Cr, 194Dy, 1%8gr ¢ 181Dy, utilizando a rede Optica quase periddica. Além disto,
demonstramos com riqueza de detalhes a transicdo quantica de fases em um sistema
descrito pelo hamiltoniano de Bose-Hubbard homogéneo e ndo-homogéneo, em especial
demonstamos que a rede Optica quase periodica (caso ndo-homogéneo) permite prever
outras fases quanticas que estdo presentes no condensado: isolante de Mott, Density
Waves e supersélida. Em linhas gerais, nossos resultados coincidem com 0s nossos
objetivos (como estd explicito no capitulo 3). Neste capitulo discutiremos nossos
resultados e sugerimos algumas perspectivas de novos trabalhos que podem ser ancorados
neste.

Para alcancar nosso primeiro objetivo especifico, explicitado no capitulo 3 — o
qual pode ser resumido em utilizar a Aproximacdo Variacional para descrever as
propriedades macroscopicas de gases quanticos interagindo fracamente, isto €, o
comportamento do Comprimento de Espalhamento em fungdo do Potencial Quimico
(aplicavel apenas no caso dos bosons), prever a primeira banda de Bloch do sistema
(aplicavel apenas no caso dos bosons) e o formato do séliton (aplicavel aos bdsons e aos
férmions) — recorremos ao auxilio do Método de Newton-Raphson, descrito na secao 4.4,
para solucionar o sistema de equagdes ndo-lineares que resultam diretamente da aplicacao
do Método de Aproximacdo Variacional. Os nossos resultados foram detalhados e
discutidos no capitulo 5 — assim como relacionamos nossos resultados com o obtido na
literatura.

Do ponto de vista puramente tedrico, desenvolvemos uma descricdo tedrica do
comportamento macroscopico e microscopico de gases quanticos degenerados em uma
rede dptica quase periddica — o que corresponde aos nossos objetivos gerais. Do ponto de
vista macroscopico, nosso estudo se baseia na utilizacdo do Método de Aproximacéao
Variacional para solucionar a Equacdo de Gross-Pitaevskii e a Equacdo Hidrodinamica
de Campo Médio (secédo 4.3). A abordagem microscopica, por outro lado, se deu através
da resolugdo do Hamiltoniano de Bose-Hubbard — o qual nos permite prever os l6bulos
de Mott no caso homogéneo e, no caso ndo-homogéneo, nos permitu prever ainda as fases

Density Waves e supersolida . Teoricamente, 0 modelo de Bose-Hubbard pode ser valido
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para descrever a transi¢ao quantica em qualquer condensado que, corresponda a primeira
banda de Bloch e, cujo a profundidade da rede Optica seja suficientemente grande.

Em relacdo aos resultados, o condensado de hidrogénio apresenta resultados
coerentes com outros trabalhos que levam em consideracgéo a rede Optica quase periodica.
Contudo, devido a complexidade experimental e as controvérsias tedricas em relacao a
condensacdo do hidrogénio, uma descricdo tedrica e experimental completa da
condensacdo do hidrogénio exige seu proprio protagonismo. Em consideragao aos bosons
com interacdo dipolo-dipolo, percebemos que o séliton do condensado de *%8Er é o que
menos se assemelha a um soliton do tipo disco, como podemos observar na Figura 29,
embora apresente resultados mais coerentes na previsao tedrica da primeira banda de
Bloch, Figura 27, e no comportamento do comprimento de espalhamento em funcéo do
potencial quimico, Figura 28. Estes resultados contrastam fortemente com os resultados
obtidos nos condensados de 5Cr e **Dy. Ao contrario do condensado de %Er, os
condensados de *2Cr e %Dy exibem solitons mais coerentes, como podemos observar na
Figura 23 e na Figura 26, respectivamente, e suas respectivas banda de Bloch exibem um
comportamento tipico, assim como o comportamento de seus respectivos comprimento
de espalhamento em funcéo do potencial quimico exibem um comporamento atipico. Isso
se deve, em parte, ao fato do Método de Aproximacao Variacional ser frequentemente
um método de aproximacdo excessivo quando se trata de condensados com interacdo
dipolo-dipolo, como demonstra Adhikari na referéncia [18]. O condensado constituido de
atomos fermidnicos com interacdo dipolo-dipolo de &tomos de 6Dy apresenta, por sua
vez, resultados mais coerentes com trabalhos tedricos como um todo, isto é, além das
dimensdes do séliton coincidir com o0s pressupostos teéricos, o comportamento do
potencial quimico com a rede dptica quase periddica também corrobora outros trabalhos.

Os resultados que obtivemos através do modelo de Bose-Hubbard podem viabilizar
estudos numéricos, tedricos e experimentais. Embora este trabalho corresponda a uma
abordagem analitica — o0 que nos permite conhecer qualitativamente a transi¢cdo quantica
de fases —, esta abordagem é essencial para viabilizar estudos numéricos e experimentais.
Mais recentemente, até a conclusdo deste trabalho, Léonard et al. [98] e Li et al. [167]
relatam a observacéo de um comportamento caracteristico de um supersdélido. Os autores
supracitados prepararam um sistema inicialmente no estado superfluido através de
técnicas de resfriamento ja consolidadas e em seguida utilizaram um par de lasers para
agitar os atomos de forma regular, fazendo com que eles se alinhassem em um padréo de

repeticdo espacial — comportamento este que corresponde a ordem solida. Para uma
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compreensdo mais clara do fenémeno, recomendamos que o leitor veja o video presente

na referéncia [168].

Entre as perspectivas e sugestdes de trabalhos futuros podemos propor:

1.

Um estudo aprofundado da condensacdo do hidrogénio atraves do Vviés
teorico e, reproduzir experimentalmente a condensacdo do hidrogénio
através do uso de redes Opticas.

Refazer todo este trabalho através de uma abordagem puramente
numérica. Um estudo numérico do hidrogénio pode ser realizado fazendo
adequacdes no algoritmo utilizado na referéncia [169]. Um estudo
numérico com condensados de bosons com interacdo dipolo-dipolo pode
ser viabilizado através do algoritmo descrito pela referéncia [170].
Finalmente, o modelo de Bose-Hubbard pode ser estudado
qualitativamente através da abordagem descrita pelo ALPS project [171].
Refazer este trabalho através de um viés experimental.

Aprofundar cada um dos tépicos contemplados neste estudo e encontrar
aplicacdes especificas para cada um deles no contexto da ciéncia dos
materiais, fisica da matérica condensada e até mesmo a correspondéncia
com fendmenos astrofisicos [78].

Expandir teoricamente o escopo deste trabalho de modo a incluir a colisdo
e/ou decaimento de solitons.

Refazer este estudo de modo que os parametros sejam alterados visando
solucBes que correspondam aos sélitons escuros e aos solitons do tipo
bright-in-dark.

Estudar microscopicamente o diagrama de fases atraves do hamiltoniano
de Bose-Fermi-Hubbard em uma rede Optica quase periddica [172].
Compreender melhor a demanda da computagdo quéntica por redes
Opticas [173, 174].
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APENDICES

A PARAMETRO DE ORDEM E POTENCIAL QUIMICO

Neste apéndice abordaremos a funcdo que descreve o condensado, o parametro de
ordem. O parametro de ordem desempenha na Equagdo de Gross-Pitaevskii um papel
analogo a funcdo de onda na Equacdo de Schrodinger. De fato, ambas as equacdes
possuem uma forma semelhante e quando ndo ha interacao entre particulas, a Equacao de
Gross-Pitaevskii - reduzir-se-& a Equacdo de Schrodinger. Em virtude dessa
correspondéncia, podemos dizer que a Equacdo de Gross-Pitaevskii € uma versao
estendida da Equacdo de Schrodinger ou simplesmente dizer que € uma Equacdo Né&o-
linear de Schrodinger (NLSE — Non Linear Schrodinger Equation). Entretanto, ao
contrario da funcdo de onda, o pardmetro de ordem descreve a dindmica de um sistema

de muitos corpos e é regida em termos do potencial quimico e ndo em func¢do da energia.

Como o valor esperado do pardmetro de ordem é um valor médio por particula e
como o condensado é em esséncia um sistema de muito corpos, podemos assumir que,
quando o nimero de particulas é relativamente muito alto, a adi¢do ou a subtracdo de uma

Unica particula ndo altera as propriedades fisicas do condensado. Em outras palavras:

IN) =|N+1)=|N—-1) (A1)

Onde |N) € o estado de N particulas. Reescrevendo o operador de campo de bosons,

temos:

~ iH(N-1)t iB(N)t .
(P(70)) = <N e n» Y(H)e = N> (A.2)
. iH(N-1)t iH(N)t .
(@# 1) = <N —1le " P@)e  n N> (A3)
~ iE(N-1)t iE(N)t
(P@0) = <1v —1le = W@He r N> (A.4)
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E(N-1)t _IE(N)t

(PEH)Y=e = e & WENN —1|N)

i[E(N—1)—E(N)]¢

(PE )= 7 WEUN - 1|N)

_I[E()-E(N-1)]t

(BEO) =e T WEN - 1IN)

oF
E(N)—E(N =1 ~ o

(A5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

A equagdo (A.8) € uma conhecida relagéo da termodinamica, a variagdo da

energia em relacdo ao numero de particulas estabelece uma grandeza conhecida como

potencial quimico.

(D@, 0)) = e HMPRYN — 1|N)

De acordo com a equacao (A.1), a equacdo (A.9) pode ser escrita como

(P(7, 1)) = e H/MP(7)

(A.9)

(A.10)

A evolucdo temporal do pardmetro de ordem néo é descrita pela energia, mas sim

em termos do potencial quimico.
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B REDUCAO DIMENSIONAL

Neste apéndice, nds abordaremos a reducdo dimensional da equacéo de Gross-

Pitaevskii, equacéo (4.26), descrita como:

mh?aN R
W7, )PP (7, t)

h? R . -
——V2Y(7,t) + V()W (F,t) +

_0¥(1,t)
ih =
at 2m
2N ([1—cos?6 . . .
ala { ——— |w(, t)|2dr'}tp(r, £)
4 |r — 7' (B.1)
O processo de reducdo dimensional, Nondimensionalization, consiste em
(B.2)

multiplicar cada termo da equacéo (B.1) por:

1
1/2
mw?£,Y

Onde, ¢, € o comprimento do oscilador harménico e esta relacionado com a

frequéncia do laser e com a massa da particula por:
h
(B.3)

2, =
07 |mw

Multiplicando o primeiro termo da equacdo (B.1) pela equacao (B.2), temos:

1 L 0Y(T,b) 1 L 0Y(T,b)
ih = VAR
ot (mw)wt, ot
LOPE D 80P D (B.4)

mw?€,?
Jt

RN B
N\ a wgé/z ' at o
Em decorréncia da equacéo (B.3), ndo é dificil provar que mw = h/£3. Daqui em

diante, adotaremos:
(B.5)

= tw, (7, 1) = 2P ), r €R?

C’;“lﬁt

7 =

Consequentemente,
100



CIVED 5 0WEY 9P D oo
o ot Y Tan o

Repetindo o processo no segundo termo da equacdo (B.1), temos:

2 2 B.7
{_1 }{—h_vzw,t)}=—{h—}vzlv<?,t) &0

ma)zi’(l)/2 2m 2m2w21€3/2

Novamente, recorremos a equacéo (B.3)

B.
ftz):Meh:{%mw—)hZ:{’gmzwz (8.8)

A equacéo (B.8) essencialmente culmina na expressédo da constante reduzida de
Planck em funcdo do comprimento e da frequéncia do oscilador harmonico e da massa

da particula. Inserindo a equacéo (B.8) a equacdo (B.7), chegaremos a equacéo (B.9):

A2 - 24m2 02 B p7/? B (B.9)
{—} VAW(F, ¢) = {2"&} VWG, D) =~ TG, )

ZmeZ{’(l)/Z mzwz{’é/z

Por outro lado:

(B.10)

ozt a5 9z 9ty T a0/t TGty "

-~ 0 4d o0 0 0 0 {6+6+6}_€v
Ox "oy a9z °

Elevando a equagao (B.10) ao quadrado chegaremos ao resultado: V2= £2V2. Quod

erat demonstrandum. Retornando a equacdo (B.9), fazemos algumas manipulagdes:

VPR, ) = £363PVRW @0 - 03V [6W G D)] = TR (B.11)
Aplicando o método ao seguinte potencial de aprisionamento externo

2 2 2 B.12
m;u (x2 +y?) + UE, [esinz(—nz) + (1 — ¢)sin? (%yz)] (B12)

V(F) = .

Temos,

V(#) = %(552 + }72) + U[SSinz (2) + (1- S)sinz(yz")] (B.13)
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Onde, no caso da rede Optica, 0 comprimento € expresso em unidades de £, = 2w /A
e a energia em E, = h?/(mA?), onde 1 é o comprimento de onda do laser. No caso do
oscilador harmdnico, o comprimento é expresso em unidades de £, = \/W equacéo
(B.3). A energia, por sua vez, é expressa em unidades de fw. Do mesmo modo, o segundo

potencial utilizado nesta dissertacdo, é dado por:

1 B.14
V(F) = 522 + Ulesin?Z + (1 — €)sin?yZ] (B.14)
O quarto termo da equacéo (B.1) fica:
2 2
1 _ 4mh’a _ 4mh’a _ 4matl)? = 4 (ﬂ) o (B.15)
me{’O/ m mza)zfé/z o
Resultando em:
1 )4rnh’a a (B.16)
= N2W(TE ) — AN\ 920w A R2wE
{mw% /2} o VEOPYED = am () 9@ 0PV D
Reorganizando a equacéo (B.16), temos:
a N N
i () (B) (8GO PR G0
0 (B.17)
a - 2 -
=41 (—) |(£’g/2‘lj(r, t))| [({’g/z)lp(r, t)]
o

Adotando @ = a /¥, e mais uma vez recorrendo as definicdes da equacéo (B.5), a

equacdo (B.17) pode ser expressa como:

a - 2 - 25 .
4mr ({)—) |(€(3)/2W(r, t))| ()W (F 0)] = 4na|P ()| B, D) (B.18)
0
A equacéo (B.18) encerra a questdo para 0 caso de gases caracterizados somente
pelo comprimento de espalhamento. Para gases com interacao dipolo-dipolo, ainda

temos:
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~2
1 N{r1-cos?0 __ - ~
{ }”0” { > |W(r’,t)|2dr’}‘P(r,t)

1/2
(B.19)
~2
N 1-cos?6 _ ~
- { b f > WG, OIRdF L WG
Da equacéo (B.3), obtemos a seguinte expressao:
, R (B.20)
 tim?
Inserindo a equacdo (B.19) na equacéo (B.18), temos:
2 (B.21)
N 1—cos?0 I B
{ R — /2}{ | —=Fwe, t)|2dr'} W, 0)
47‘L’m{)gmz £ 7 —7|
~2 7/2 2
W, Nm+e 1-cos*6 — -
= { 0 T 0 }{f —3 W@, t)|2dr }W(r,t)
¥ —7]
Por defini¢do, adotamos:
a4 =\ 12mh?
Em decorréncia da convenc¢do adotada na equacéo (B.22), a equacdo (B.21) fica:
B.23)
1-cos?6 . - ~ (
3a44N ey { f ———— Y@@, )2dr P (T, 1)
7 =7

Observe que na equacgéo (B.22), u, é a permissividade magnética do vacuo, fi é o
momento de dipolo magnético e m é a massa da particula. Reorganizando os termos da

equacdo (B.23), chegaremos a equacdo (B.24):
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1—cos?0 . .
3 dad 24 N3/ {f—w(r’ t)|2dr }W(r, t)

o 7= 7|
(B.24)
1 — cos?60 _ R
35 44 N g3 p3/2 f ——— Y@, O Pdr Y@, b)
0 F—7|
Quer por sua vez pode ser escrito como:
32 ) [ 1—c0s?6 2 ety
{, 22 Np3p3 f ———¥F, DPdF Y@ )
0 [T —7|
1 COS 9 2 -
= 3dad f e, | a8 PeE o (B.25)
to 7 =7

Adotando dqq = aqqye, € recorrendo novamente as definicoes da equacdo (B.5) €

facil perceber que a equacdo (B.25) pode ser escrita como:

1 — cos<6 2 N
3aﬂ1v{f—|e3/2lp( )| dr’}eg/zlp(r, t)

S GO
(B.26)
1—c0S%0 |~ /~ - _
- 3addN{ [=222 @ (7R) ar }w )
Ir—7|
O processo de nondimensionalization resulta em:
OPFD L, o
i = 5 VIED +VHOIED + AaN [P (7, D)| P (7 F)
(C.27)

cos?6 @
+3addN j‘ml (T‘ t)l dr’ l'IJ('I" t)

Geralmente, omite-se o indice ~.
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— . ) o . . C.28
i g )= —EVZLP(r,t)+V(r)lP(r,t)+4naNI‘1’(r,t)|2‘1’(T,t) N

1—-cos?0 . . .
+ 3ayN f e T P A ST
|r —7'|3

Quod erat demonstrandum.
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C BOSE-HUBBARD HOMOGENEO

Neste apéndice apresentamos com mais detalhes o procedimento que conduz a
resolucdo do caso homogéneo do Hamiltoniano de Bose-Hubbard (capitulo 4.5.1). O

produto entre as equacdes (4.81) e (4.82) fornecem:

O termo de segunda ordem é simplesmente desprezado por se tratar de flutuacdes
térmicas e quanticas infinitesimais, isto é: §a;” §d; ~ 0. Em seguida, reescrevemos essas
flutuacdes em funcéo dos operadores de aniquilagdo (criacdo) de campo de bdsons e do

parametro de ordem do condensado.

a; =@ +6a; > 6a; =a; — ¢; (C.32)

af = of +8af - saf =af — ¢} (C.30)
a;a; = 9ie; + @8 — o[ p; + 8] 0; — 9i@; (C.4)
aia; = ¢j@; — pi; + 4] ¢ (C.5)

Substituindo a equacéo (C.5) na equacéo (4.80) obteremos a equacao (4.83). Em

seguida introduzimos o termo z na equacao (4.83) atraves das seguintes defini¢oes:

> wigg=2) oia,

<ij> i (C.6a)
z al o; =Zz€li+<l’i
<ij> i (C.6b)
z Pipj = Zz P = zz |lpil?
5 - ; (C.6c)

Substituindo as equagdes (C.6a), (C.6b) e (C.6c) na equacdo (4.83), chegaremos a
equacdo (4.84). Para resolver a equacéo (4.84), adotamos 7; = 7 e usamos a algebra dos

operadores escada:

aflny=vn+1n+1)
C.7)
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ain) = vVnn - 1)
(C.8)
filn) = n|n)
(C.9)
Assim, teremos:

1
(Bp) = Jzp? — un + EUn(n ~-1) (C.10)

[(mla;In)|? = J2)*{(npn-1 + (0 + D1 + 2000+ Dmn-16mnsa} (11

1
B = 297 = pom + = Um(m 1) (€42
Subtraindo a equacdo (C.12) da equagéo (C.10):
U
(Bn) = (Bm) = p(m —n) + = [n(n — 1) = m(m — 1]
(C.13)
Assim, teremos:
|(m]B[m)1?
L (Br) = (Bm)
_ Z UZ)Z{n5m,n—1 + (n + 1)(()‘m,n+1 + 2\/ n(n + 1)5m,n—15m,n+1}
— u(m—n)+%[n(n—1)—m(m—1)]
(C.14)
A equacéo (C.14) culmina em:
(m|B )2 n n+1
LB~ B 7 o=t e (15)

N&o é dificil demonstrar que (n|a;|n) = 0. Substituindo a equacdo (C.15) e (C.10)

na equacdo (4.90) obteremos a equagéo (4.91).
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D BOSE-HUBBARD NAO-HOMOGENEO

Neste apéndice apresentamos com mais detalhes o procedimento que conduz a

resolucdo do caso ndo homogéneo do Hamiltoniano de Bose-Hubbard (capitulo 4.5.2).

Assim como no caso homogéneo, comegamos aplicando a Aproximacéo de Campo

Médio e adotando o nimero de bosons vizinhos z.

Z a’ztr dja = ZZ(ﬁﬂfa@ia + ditrgoia - @;a(pia)
<i,j>0 ic (D.1)

Substituindo a equacdo (D.1) na equacdo (4.95) e reorganizando os termos,

obteremos a equacéo (4.97).

Recorremos novamente a algebra dos operadores escadas, mas novamente, temos

uma ligeira diferenca em virtude da maior complexidade do sistema:

atyn) = /gis + 1In + 1) (D.2)

Aig|n) = \[gigln — 1) (D.3)
7/'\licr|n> = gialn) (D-4)
ﬁialm) = hidlm) (D-5)

Aplicando a algebra dos operadores escadas definidas acima em cada termo da equacao
(4.101), obteremos:

(Bic) = (Bns) = Z<n|3ia|n)

i (D.6)
) 1
= Z]Zq)ia + EUgia(gia - D +Vgirgu — (e — D) Gis
7
, , 1
(Bme) = Z(m|ﬁia|m> = Z]Z%g + EUhia(hia — 1) + Vhyrhy — (4g — Ahig
7 7 (D.7)
1 1
(Bno) — Pmo) = Z EUgia(gia -1) - EUhia(hia = 1) +Vgingi, — Vhirhy
; (D.8)

= (e — A Gic + (g — DDhig
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|(m|@;s[n)|?

(Bna) - (ﬁmo) (Dg)

_ (]Z)Z gia6m,n—1 + (gia + 1)8m,n+1 + 2\/ gio‘(gicr + 1)6m,n—16m,11+1
- 1 1
7U8ic(gic = 1) =5 Uhio(hig = 1) + Vgingin = Vhirhiy — (g — D) gio + (Mo — Bihio

<ﬁna> - (ﬁmg)
= (J2)? JicOmn-1 + (Gic + Dmni1 + 24/ 9i0(Gic + Dmn-10mns1 (D.10)
i[ugio(gio —1) = Uhig(hie — DI + VIgirgis — hirhit] + (U6 — D) [hig — gio]

Z 02 [(m|@;s|n)|* _
' (Bno) — (Bmo)
m+#£n
Yio +1
22?2 {
V) ¢io V(1 —gn—gi) —Ugic + (Us — 4Ap)
+ Jic }
U(gic — 1) +V(gir+gi — 1) — (ug — Ap)

(D.11)
Mais uma vez, ndo é dificil de provar que (n|@;;|n) = 0. A substituicdo das

equac0es anteriores na equacao (4.101) fornecera como resultado a equacéo (4.102).
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E ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON

Neste apéndice apresentamos o algoritmo de Newton-Raphson empregado na
solucdo do sistema de equacdes (4.20) e (4.21); (4.32) e (4.33); e (4.50) e (4.51). Na
subsecdo E.1 apresentamos o algoritmo que soluciona as equagdes (4.20) e (4.21) ao
mesmo tempo que estima o Potencial Quimico através da equacgdo (4.23). Na subsecdo
E.2 apresentamos o algoritmo empregado para solucionar as equacdes (4.32) e (4.33) ao
mesmo tempo que estima o valor para o potencial quimico fornecido pela equacéo (4.34).
Finalmente, na subsecéo E.3 apresentamos o algoritmo que soluciona as equagdes (4.50)
e (4.51) fornecendo concomitantemente a estimativa para o potencial quimico dado pela

equacéo (4.52).

As grandezas descritas por esses algoritmos estdo normalizadas de acordo com o
procedimento adotado no Apéndice B. O algoritmo descrito na se¢do E.1 possui duas
equacdes ndo-lineares fundamentais, f e g, as quais correspondem as equacdes (420) e
(4.21), respectivamente. Note que utilizamos x para representar W e y para representar a
dimensao de V. Além das equacdes ndo-lineares que derivam diretamente do Método de
Aproximacdo Variacional, precisamos recorrer as derivadas parciais (tal como descrito
na secdo 4.4). Em suma, derivamos a equacéo (4.20) em relagdo a W e V (ou seja, X e y),
do mesmo modo procedemos com a equacao (4.21). A derivada da equacdo (4.20) em
relacdo a varidvel W (x no algoritmo) corresponde a fungéo f, e a derivada de (4.20) em
relagdo a V (y no algoritmo) corresponde a funcdo f,. A derivada da equacdo (4.21) em
relacdo a variavel W (x no algoritmo) corresponde a funcdo g, e aderivada de (4.21) em
relagdo a V (y no algoritmo) corresponde a fungéo g,.. A fungéo representada por u no
algoritmo corresponde ao Potencial Quimico. O procedimento para 0s 4&tomos com
interacdo dipolo-dipolo é essencialmente o mesmo. Este método para solucionar as
equacOes ndo-lineares pode parecer trabalhoso (e € mesmo), mas é um método preciso e
adequado a situacdo. Nesses algoritmos, para aplica-los sobre o estudo envolvendo outros
condensados, basta alterar o Comprimento de Espalhamento (notacdo a) e a forca de
interacdo dipolar quando necessario (notacdo a,,). Em termos praticos, basta inserir o
Comprimento de Espalhamento e/ou a forca de interacdo dipolar do seguinte modo a =
1.2a,, basta inserir o termo 1.2 (ag = 1.2), 0 algoritmo acrescenta a grandeza a,
(comprimento em unidades do raio atbmico de Bohr) normalizado de acordo com ¢, =

1um (equacéo (B.13)).
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E.1 HIDROGENIO

O algoritmo abaixo foi modelado especificamente para o condensado com
interacdo dipolo-dipolo abordado na sec¢do 4.1 desta dissertacdo. O algoritmo esta escrito
em linguagem MATLAB e soluciona as equacdes (4.20) e (4.21) e concomitantemente
usa a solucdo obtida na equacéo (4.23), ou seja, ele soluciona o sistema de equacgdes nao
lineares e a0 mesmo tempo que obtém a solucéo utiliza-a para estimar o valor do potencial

quimico. O algoritmo abaixo gera os dados que foram utilizados para gerar a Figura 17.

for U=0:0.1:5;

x=1; y=1; dx = 1; dy = 1;
i=0; erro = 0.01;u=0;
a0=5.2917721067*10"(-11);as=0;
10=1*10"(-6); a=as*a0/lo;N=1;

while abs(dx) > erro & abs(dy) > erro;

f=N*(x"(-3))-N*x+0.79788*a*x (N2 )*(x~(-3))*(y"~(-1));
fx=-3*N*(x"(-4))-N-2.3936%a*(N*2)*(x~(-4))*(y~(-1));
fy=-0.79788*a*x(N"2)*(x~(-3))*x(y*(-2));
g=0.5*N*x(y~(-3))-N*Ux[0.3*y*xexp(-y~2)+...
2.8xyxexp(-4*y~2)]+a*(N~2)*0.39894228*(x"(-2))*(y~(-2));
gx=-0.79788*a*(N"2)*(x~(-3))*(y~(-2));
gy=-1.5*N*xy”(-4)-N*Ux[(0.3*%exp(-y"2))*(1-2*xy)+...
(0.7%exp(-4xy~2))*(1-4*%y~2)]-...
0.79788*a*(N"2)*(x~(-2))*(y~(-3));
u=0.5%(x"(-2))+0.25%(y~(-2) )+(x"2)+. ..
0.5*U*[0.3%(1-exp(-y~2))+0.7*(1l-exp(-4*xy~2))]+...
0.79788*a*N*(x~(-2))*(y~(-1));
A=[fx fy;ogx gyl;
b=[-f;-gl;
delta = A\b;
dx = delta(l);
dy delta(2);
xn x + dx;
yn =y + dy;
X = Xn;
y =yn;
i i+ 1;

end

nwonou

disp(['i= ' num2str(i) ' x= ' num2str(x) ' y= "' num2str(y)

'as= ' num2str(as) ' U= ' num2str(U) ' u= ' num2str(u)

' dx= ' num2str(dx) ' dy= ' num2str(dy)]);

end
O algoritmo abaixo fornece os dados que foram utilizados para gerar a Figura 18

e os solitons da Figura 19 e da Figura 20. Observe que o algoritmo resolve o sistema de
equacOes ndo-lineares descritos pelas equacdes (4.20) e (4.21) no intervalo em que o
Comprimento de Espalhamento varia de zero, ou seja, sem interacdo, até 106a,. A Figura
18 mostra que a estabilidade da gaussiana é tal que podemos utilizar todo este trabalho

para aplica-lo a uma gama maior de atomos com interagdo de contanto.
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for as=0:0.1:106;

X
i

1;
0;

y =1; dx = 1; dy = 1;
erro = 0.01;u=0; U=3.5;

a0=5.2917721067*10"(-11) ;as=0;
10=1*10"(-6); a=as*a0/lo;N=1;

while abs(dx) > erro & abs(dy) > erro;

end

f=N*(x"(-3))-N*x+0.79788*a*(N"2)*(x~(-3))*(y~(-1));
fx=-3*%N*(x"(-4))-N-2.3936%a*(N~2)*(x"(-4))*(y~(-1));
fy=-0.79788%a*(N"2)*(x~(-3))*(y"(-2));
g=0.5*N*(y~(-3))-N*U*[0.3*y*exp(-y"2)+...
2.8*xy*exp(-4*xy~2)]+a*(N"2)*0.39894228*(x"(-2) )*(y~(-2));
gx=-0.79788*%a*(N*2)*(x"(-3))*(y*(-2));
gy=-1.5*N*xy"~(-4)-N*U*[(0.3*exp(-y"2))*(1-2%y)+...
(0.7*%exp(-4*xy~2))*(1-4*%y"2)]-...
0.79788*a*(N"2)*(x"~(-2))*(y"~(-3));
u=0.5%(x"(-2))+0.25%(y"(-2) )+(x"2)+...
0.5*%U*[0.3*(1-exp(-y"2))+0.7*(1-exp(-4*y"2))]+...
0.79788*a*N*(x~(-2))*(y~(-1));

A=[fx fy;gx gyl;

b=[-f;-gl;

delta = A\b;

dx = delta(1l);

dy = delta(2);

xn = x + dx;

yn =y + dy;

X = Xn;

y = yn;

i=1+1;

disp(['i= ' num2str(i) ' x= ' num2str(x) ' y= ' num2str(y)

as=
' dx=
end

' num2str(as) ' U= num2str(U) ' u= ' num2str(u)
' num2str(dx) ' dy= ' num2str(dy)]);
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E.2 BOSONS COM INTERACAO DIPOLO-DIPOLO

O algoritmo abaixo foi modelado especificamente para o condensado com

interacdo dipolo-dipolo abordado no capitulo 4.2 desta dissertacdo. O algoritmo esta

escrito em linguagem MATLAB e soluciona as equagdes (4.32) e (4.33) e

concomitantemente usa a solucdo obtida na equacdo (4.34), ou seja, ele soluciona o

sistema de equacOes ndo lineares e a0 mesmo tempo que obtém a solucdo utiliza-a para

estimar o valor do potencial quimico. O algoritmo abaixo adota os valores utilizados no

estudo do condensado de *°Cr e gera os dados que foram utilizados para gerar a Figura

21. Quando ajustamos os valores da amplitude da rede Optica, a forca de interacao dipolar

e 0 nimero de 4&tomos no sistema, o algoritmo também é responsavel por gerar a Figura

24 -- utilizada no estudo do condensado de '%*Dy —, e a Figura 27 — utilizada no estudo

do condensado de %Er.

for U=-3:0.1:1.4;

x = 1;

y =1; dx = 1;

a0=5.2917721067*10"(-11) ;add=15;

10=1*10"(-6); dy = 1;as=0;

i=0; erro = 0.01;

u=0;d=2;a=as*ao/lo+2*add*ao/1o;N=800;
while abs(dx) > erro & abs(dy) > erro;

end

u=0.5*%[x"(-2)]+0.25%[y~(-2)]+0.25%[y"(2)]+...
0.25%Ux[0.3%(1-exp(-(y~(2))))+0.7*(1-exp(-(d*y~(2))))]+...
L1.6*N*[x"(-2)]*[y~(-1) ]*a;
f=[x"(-3)]+0.8*N*[x~(-3)]*[y~(-1)]*a;
fx=-3*%[x"(-4)]+2.4*N*x[x"(-4) ] *[y~(-1)]*a;

fy=-0.8*N*[x"(-3) [*[y"(-2)]*a;
g=0.5%[y~(-3)]-0.5%y-0.5%U*[0.3*(1-exp(-(y~(2))))+...
0.7*(1-y*(d"2)*exp(-(d*y”~(2))))]+0.8*N*[x~(-2)]*[y~(-2)]*a;
gx=-1.6*N*[x"(-3)]*[y"(-2)]*a;
gy=-1.5%[y"~(-4)]-0.5-Ux[0.3*(exp(-(y~(2))))*(1-2%y)+...
0.7*exp(-d*(y"2))*(1-2x(d*y)~2)]-1.6*N*[x~(-2)]*[y~(-3)]*a;

A=[fx fy;gx gyl;
b=[-f;-gl;

delta = A\b;

dx = delta(1);
dy = delta(2);
xn = x + dx;

yn =y + dy;

X = Xn;

y = yn;
i=1+1;

disp(['i= ' num2str(i) ' x= ' num2str(x) ' y= ' num2str(y) ...

CNe
i igge: O
'dx= !

end

num2str(N) ' U= ' num2str(U) ' u= ' num2str(u)

num2str(as)
num2str(dx) ' dy= ' num2str(dy)]l);

O algoritmo abaixo fornece os dados que foram utilizados para gerar a Figura 22 e

o soliton da Figura 23. Quando ajustamos os valores da forca de interacdo de dipolar,

amplitude da rede Optica e 0 nUmero de a&tomos no sistema, o algoritmo tambem fornece
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os dados que foram utilizados para gerar as Figuras 25 e 26 — condensado constituido de

atomos de %Dy —, e as Figuras 28 e 29 — condensado de atomos de °8Er.

for as=9:0.1:11;

~Q X

[0
(0]

2

1;
5.2917721067*10"(-11) ;add=15;

i =0

y =1; dx = 1;

erro = 0.01; U=1;

u=0;d=2;a=as*ao/lo+2*add*ao/1o;N=800;

while ab

=1%10~(-6); dy = 1;
S

de) > erro & abs(dy) > erro;

u=0.5*%[x"(-2)]1+0.25%[y"~(-2)]+0.25%[y~(2) ]+...
0.25%U*[0.3%(1-exp(-(y~(2))))+0.7*(1-exp(-(d*y~(2))))]+...
1.6*N*[x~(-2)]*[y~(-1) ]*a;
f=[x"(-3)]1+0.8*N*[x~(-3)]*[y~(-1)]*a;
fx=-3%[x"(-4)]+2.4*%N*[x~(-4) ]*[y"(-1)]*a;
fy=-0.8*N*[x~(-3)]*[y"(-2)]*a;
g=0.5%[y~(-3)]-0.5%y-0.5%U*[0.3*(1-exp(-(y~(2))))+...
0.7*(1-y*(d"2)*exp(-(d*y”~(2))))]+0.8*N*[x~(-2)1*[y~(-2)]*a;
gx=-1.6*%N*[x"(-3)]*x[y~(-2)]*a;
gy=-1.5*%[y~(-4)]-0.5-U*[0.3*(exp(-(y"(2))))*(1-2%y)+...
0.7xexp(-d*(y"2))*(1-2x(d*y)"2)]-1.6*N*[x~(-2)]*[y~(-3)]*a;

A=[fx fy;gx gyl;

b=[-f;-gl;
delta = A\b;
dx = delta(1l);
dy = delta(2);
xn = x + dx;
yn =y + dy;
X = Xn;
y =yn;
i=1+1;
end
disp(['i= ' num2str(i) ' x= ' num2str(x) ' y= ' num2str(y) ...
‘' N= ' num2str(N) ' U= ' num2str(U) ' u= ' num2str(u)
' as= ' num2str(as)
' dx= ' num2str(dx) ' dy= ' num2str(dy)]);

end
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E.3 FERMIONS COM INTERACAO DIPOLO-DIPOLO

O algoritmo abaixo foi modelado especificamente para o condensado com
interacdo dipolo-dipolo abordado no capitulo 4.3 desta dissertacdo. O algoritmo esta
escrito em linguagem MATLAB e soluciona as equagdes (4.50) e (4.51) e
concomitantemente usa a solucdo obtida na equacdo (4.52), ou seja, ele soluciona o
sistema de equacbes ndo-lineares e a0 mesmo tempo que obtém a solucdo utiliza-a para
estimar o valor do potencial quimico. O algoritmo abaixo é responsavel por gerar os dados
que foram utilizados nas Figuras 30 e 31.

for U=-20:1:5;

X l1; y=1; dx = 1; dy = 1;

i=0; erro = 0.01;u=0;d=2;

a0=5.2917721067*%10"(-11);10=10"(-6);
a=130*a0/10;N=100;

while abs(dx) > erro & abs(dy) > erro;

u=0.125%[x"(-2)]+0.0625%[y"(-2)]1+0.25*[y~(2)]+...
0.25*U*[0.3*%(1-exp(-(y~(2))))+0.7*(1-exp(-(d*y~(2))))1+...
0.6743%(N"2/3)*(x"(-4/3))*(y"(-2/3) )+2*%0.79*N* [x~(-2) ] *[y"~(-1) ] *a;
f=0.25%[x~(-3)]+0.8990*(N~2/3)*(x~(-7/3))*y~(-2/3)...
+4%0.39%N*[x"~(-3)]*[y~(-1)]*a;
fx=-0.75%[x"(-4)]-2.0977*%(N~2/3)*(x~(-10/3) ) *y~(-2/3)+. ..
4%1,19*%N*[x~(-4)]*x[y~(-1)]*a;
fy=-0.5993%(N~2/3)*(x~(-7/3) )*y~(-5/3)...
-4%0.39%N*[x~(-3) ]*[y~(-2)]*a;
9=0.125%[y"(-3)]-0.5*y-0.5*U*[0.3*(1-exp(-(y~(2))))+...
0.7*(1-y*(d"2)*exp(-(d*y~(2))))]+...
0.4495%(N"2/3)*(x~(-4/3))*y~(-5/3)+...

2%0. 79xN* [ x~(-2) 1*[y~(-2) 1*a;
gx=-0.5993*(N~2/3)*(x"~(-7/3))*y"(-5/3)...
=2%0.79*N*[x~(-3) ]*[y~(-2)]*a;
gy=-0.375%[y~(-4)]1-0.5-U*[0.3*(exp(-(y~(2))))*(1-2*y)+...
0.7*exp(-d*(y"2))*(1-2%(d*y)~2)]-...
0.7492%(N~2/3)*(x~(-4/3))*y"~(-8/3)-...
2%0.79*xN*[x~(-2) 1* [y~ (-3) ]*a;

A=[fx fy;ox gyl;

b=[-f;-gl;

delta = A\b;

dx = delta(1l);

dy = delta(2);

xn X + dx;

yn =y + dy;

X xn;

y = yn;

i O

oo

end

disp(['i= ' num2str(i) ' x= ' num2str(x)
Y y= "' num2str(y) ' N= ' num2str(N) ' U= ' num2str(U) ' u= ' num2str(u)
' dx= ' num2str(dx) ' dy= ' num2str(dy)]);

end
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