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Resumo

Fernandes, K. C. C.. Técnicas de otimizacio multiobjetivo e otimizacao
estocastica para o roteamento de fluxos em redes. Goiania, 2019. 79p. Tese
de Doutorado. Coordenacdo de Pds-Graduagdo em Ciéncia da Computagdo,
Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho estamos interessados em problemas de otimizagdo ligados ao roteamento
de fluxos em redes. Trés modelos e um algoritmo exato e polinomial sdo apresentados.
O primeiro modelo € um problema de programacao inteira biobjetivo em que as funcdes
objetivo referem-se ao balanceamento de carga da rede e ao comprimento dos caminhos
por onde os fluxos sdo roteados. Um algoritmo exato e polinomial baseado na técnica
e-constraint € apresentado. O segundo modelo difere do primeiro no que tange aos
pesos dos fluxos e as qualidades das arestas. Nele esses parametros podem assumir
valores distintos. O ultimo modelo trata-se de um problema estocdstico mono-objetivo
de roteamento de fluxos. Ele visa minimizar o gargalo da rede, respeitando um certo
limite no comprimento dos caminhos por onde os fluxos sdo roteados. Além disso,
as qualidades dos enlaces sdo varidveis aleatdrias, que podem ser aproximadas por
um conjunto discreto e finito de cendrios. Implementagdes foram desenvolvidas em
linguagem C++ utilizando o solver CPLEX para a resolucdo das instancias. Topologias
em grade e topologias aleatdrias baseadas no modelo Barabasi-Albert foram utilizadas
em nossos experimentos computacionais. As configuracdes dos fluxos de rede definidos
aqui sdo aquelas comumente usadas em redes de sensores sem fio e redes de malha sem
fio. A andlise dos resultados computacionais fornece ao tomador de decisao informagdes

valiosas sobre quais fatores mais afetam as solucdes.

Palavras—chave
Roteamento de fluxos em redes, otimizagdo biobjetivo, algoritmo polinomial,

otimizacao estocdstica, técnica e-constraint.



Abstract

Fernandes, K. C. C.. Multiobjective optimization techniques and stochastic
optimization for flow routing in networks. Goiania, 2019. 79p. PhD. Thesis.
Coordenacdo de Pds-Graduagdo em Ciéncia da Computacdo, Instituto de
Informatica, Universidade Federal de Goias.

In this work we are interested in optimization problems related to network flow routing.
Three models and an exact and polynomial algorithm are presented. The first model is
a bi-objective integer programming problem in which the objective functions refer to
the load balancing of the network and the length of the paths through which the flows
are routed. An exact and polynomial algorithm based on the e-constraint technique is
presented. The second model differs from the first one with respect to the weights of
the flows and the link qualities. In these parameters can assume different values. The
last model is a stochastic single-objective flow routing problem. It aims to minimize the
bottleneck of the network, respecting a certain limit on the length of the paths through
which flows are routed. In addition, the link qualities are random variables, which can
be approximated by a discrete and finite set. Implementations were developed in C++
language using the CPLEX solver for the resolution of instances. Grid topologies and
random topologies based on the Barabasi-Albert model were used in our computational
experiments. The network flow settings defined here are those commonly used in wireless
sensor networks and wireless mesh networks. The analysis of computational results
provides the decision maker valuable informations about which factors most affect the

solutions.

Keywords
Network flow routing, biobjective optimization, polynomial algorithm,

stochastic optimization, e-constraint technique.
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CAPITULO 1

Introducao

O mundo vem enfrentando cendrios de intensos gargalos tanto na rede de
transporte, pelo crescimento infrene da frota automobilistica e o desenvolvimento
mitigado das vias rodoviarias [Neto et al. 2011, Borges 2013], como na rede de
comunicacdo, pelo desenvolvimento significativo dos equipamentos e das ferramentas
de tecnologias eletronicas [Heeks 2010]. Nesse sentido, se faz necessério o estudo e o
desenvolvimento de técnicas de otimizagdo tratando tais problemas.

O objetivo geral deste trabalho € estudar e desenvolver técnicas de otimizagdao
para a resolucao de problemas de roteamento de fluxos em redes. Inicialmente, abordamos
alguns cendrios especificos de redes sem fio, como determinados backhauls de redes de
acesso e redes em malha sem fio, formadas predominantemente por enlaces (arestas)
com boa qualidade. Tradicionalmente, essas redes possuem alta capilaridade, ou seja,
h4 multiplas op¢des de caminho para a maior parte dos fluxos de rede.

No entanto, estratégias de balanceamento de carga sdo necessdrias para fazer uso
efetivo da capilaridade da rede, conforme descrito por [Pham e Perreau 2004]. Embora,
do ponto de vista do operador de rede, uma solu¢do de objetivo tnico focada apenas no
balanceamento de carga possa ser satisfatoria, essa solucdo é geralmente inadequada para
muitos usudrios da rede. A razdo para isso € que os comprimentos de caminho dos fluxos
ndo sdo levados em conta e isso pode criar rotas inaceitavelmente longas.

Com intuito de resolver os problemas de roteamento de fluxo em redes com
essas caracteristicas, formulamos um problema biobjetivo de programacdo inteira que
visa minimizar, simultaneamente, o gargalo da rede e o custo total do roteamento dos
fluxos. Para resolver esse problema nos baseamos no método e-constraint, propondo
um algoritmo exato e polinomial para a obten¢do de um conjunto minimo completo de
solucdes Pareto-6timas [Pinto e Fernandes 2016, Pinto et al. 2019].

Recentemente, as redes sem fio de miltiplos saltos tém se popularizado, por
exemplo, através de redes em malha sem fio usadas em empresas e domicilios, redes de
sensores sem fio e redes veiculares usadas em cidades inteligentes. Nesses tipos de redes,
o roteamento € essencial para garantir uma utilizacao eficiente dos recursos da rede, por

exemplo, capacidade de processamento, comunicagdo e energia dos dispositivos. Além
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disso, deve existir uma solu¢do de roteamento dos fluxos que distribua o trafego através
de multiplos caminhos, levando em consideracao, as qualidades dos enlaces [Liu et al.
2012, Gélvez e Ruiz 2013]. Essa qualidade afeta a capacidade efetiva do enlace. Assim,
o peso do fluxo sobre um enlace é também afetado pela qualidade. Além disso, o trafego
de rede de comunicacido de dados é dominado por fluxos TCP (Transmission Control
Protocol) ou similares, isto €, fluxos que sdo afetados pelo comprimento do caminho.
Quanto mais longo for o caminho de um fluxo TCP, maior serd o tempo (médio) de retorno
das confirmagdes (ACKSs) e, portanto, menor serd sua vazao média. Como consequéncia,
o comprimento do caminho de um fluxo também afeta seu peso sobre um enlace.

Considerando essas especificidades, criamos o segundo modelo biobjetivo de
roteamento de fluxos. Nesse modelo hd uma funcao objetivo totalizadora, que minimiza o
custo total de todos os fluxos, e uma fun¢do gargalo, a qual € composta por duas métricas:
a qualidade do enlace e o peso do fluxo de rede.

A incerteza sobre a qualidade de um enlace € uma propriedade comum a maioria
das redes sem fio de multiplos saltos. Embora o uso de alguma medida estatistica, como
a média, seja comum para representar a qualidade de um enlace (ou aresta) em um
modelo de otimizacdo, essa abordagem € uma simplificacio que pode ser inapropriada
em determinados cendrios. Apenas para ilustrar, um enlace sem fio pode passar a maior
parte do tempo flutuando entre dois estados ruim e bom, mas ser representado como um
enlace regular (o qual corresponde a um estado raro ou inexistente para o referido enlace).

Portanto, € qtil ter solugcdes de roteamento que sejam capazes de levar em
conta essas flutuacOes. Caso contrario, fluxos podem ser encaminhados por enlaces
que degradam seu desempenho. Isso tem motivado a preferéncia por abordagens
heuristicas [Biswas e Morris 2005, Meng et al. 2016], dada a dificuldade de
capturar a incerteza gerada pelas flutuacdes na qualidade dos enlaces em modelos de
otimizacao, especialmente os modelos deterministicos cldssicos. Por exemplo, a simples
recomputacdo de rotas 6timas (quando a qualidade dos enlaces se altera) pode levar a
instabilidade do roteamento [Ramachandran et al. 2007] e degradacdo do desempenho
dos fluxos. Dependendo do tamanho da rede, essa recomputacdo regular pode se tornar
computacionalmente invidvel.

Para representar a incerteza na qualidade dos enlaces, utilizamos varidveis
aleatdrias cuja fungdo de distribuicdo acumulada € conhecida. Formulamos entdo um
modelo estocdstico mono-objetivo para o roteamento de fluxos que visa minimizar o
gargalo da rede. Como restri¢do, controlamos o comprimento total dos caminhos dos
fluxos. No entanto, essa restricio e a funcio objetivo sdo acopladas através de um
sobrepeso, cuja influéncia depende de sua probabilidade de ocorrer num determinado
cendrio. Assim, € possivel exceder essa restricdo se a penalidade total for inferior ao

beneficio obtido na redu¢do do gargalo.
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No préximo capitulo, apresentamos uma revisio bibliografica associada a este
trabalho. No Capitulo 3, abordamos o problema biobjetivo de roteamento de fluxos em
redes, minimizando o gargalo da rede e o custo total de todos os fluxos. No Capitulo 4,
tratamos uma variante do problema abordado no capitulo anterior, em que levamos
em consideracdo os pesos dos fluxos e as qualidades dos enlaces na funcdo gargalo.
No Capitulo 5, apresentamos o modelo estocdstico mono-objetivo citado no pardgrafo

anterior. No Capitulo 6, apresentamos nossas consideragdes finais.



CAPITULO 2

Trabalhos Relacionados

O objetivo deste capitulo é apresentar investigacdes de problemas multiobjetivo
da 4rea de otimizacdo combinatdria multiobjetivo, acompanhados de técnicas de geracdo
de solugdes para esses tipos de problemas. Outra drea que abordamos nesse estudo é
a otimizacdo estocdstica. Investigamos os tipos de modelos de problemas estocésticos
mais comuns na literatura, seguidos de métodos de geracdo de cendrios. Além disso,
apresentamos métodos de avaliacdo da estabilidade dos resultados das solucdes desses

problemas.

2.1 Otimizacao combinatoria multiobjetivo

A otimizacdo combinatdria e inteira consiste em problemas que maximizam
ou minimizam uma funcio objetivo envolvendo vdrias varidveis de decisdo sujeito a
dois tipos de restrigdes, as restricdes de igualdades/desigualdades e as restricdes de
integralidade sobre algumas ou todas as varidveis [Schrijver 2000]. Quando esses
problemas envolvem duas ou mais func¢des objetivo, eles sao denominados de problemas
de otimizacdo combinatéria multiobjetivo (OCMO). Dentre as classes dessa drea,
destacam-se os problemas de programacao inteira multiobjetivo (PIMO) e os problemas
de fluxos em rede multiobjetivo [Climaco, Ferreira e Captivo 1997, Ehrgott e Gandibleux
2000, Ehrgott e Gandibleux 2003, Ulungu e Teghem 1994].

Os problemas de fluxos em redes sao uma classe de problemas em que os dados
de entrada é uma rede de fluxo (um grafo com capacidades numéricas sobre suas arestas)
e 0 objetivo é construir um fluxo, valores numéricos sobre cada aresta que respeite
as restricdes de capacidade e que tenham a quantidade de fluxos de entrada igual a
quantidade de fluxos de saida em todos os vértices, exceto para determinados terminais
designados [Ahuja, Magnanti e Orlin 1993]. Os problemas de fluxos em redes com
multiplos objetivos possuem uma extensa variedade de problemas de interesses praticos
como, por exemplo, em redes de comunicagdo e em sistemas de transporte. Muitos
desses problemas podem ser modelados e tratados como problemas de PIMO [Ehrgott
e Gandibleux 2003, Ulungu e Teghem 1994].
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Nos problemas multiobjetivo ndo existe um O6timo no sentido habitual
mono-objetivo € sim um conjunto de solugdes eficientes ou ndo-dominadas. Como
os objetivos sao conflitantes, entdo ndo existe uma solucao que otimize, simultaneamente,
todas as funcdes objetivo [Climaco, Antunes e Alves 2003]. Essas solugdes sdo
classificadas como solucdes fracamente eficientes e solugdes Pareto-otimas (estritamente
eficientes) (veja [Chankong e Haimes 2008]). Como afirma [Martins 1984], nenhum
objetivo em uma solucdo dominada pode ser melhorado sem piorar pelo menos uma das
outras fungdes objetivo.

A literatura traz varios métodos para determinar todas as solucdes eficientes, ou
um subconjunto pré-definido dessas solucdes, para os problemas de PIMO, denominados
de métodos geradores. A técnica mais utilizada para achar solucdes eficientes € a
escalarizacdo, empregada em quase todos os métodos exatos € em muitas técnicas
heuristicas, que transforma o problema de PIMO em problemas com um tnico objetivo,
os quais sdo resolvidos repetidamente [Alves e Costa 2012, Cohon 2013, Chankong e
Haimes 2008, Ehrgott 2006].

Dentre esses métodos de escalarizagio para resolver problemas multiobjetivos,
destacam-se o método das restricdes (e-constraint), apresentado inicialmente
por [Marglin 1967]. No entanto, apareceu, pela primeira vez, com o nome "e-constraint"
em [Haimes e Wismer 1971] e, posteriormente, em [Haimes 1973]. Ainda em 1973,
foi utilizado em problemas aplicados como de [Cohon e Marks 1973] (problema de
programacdo linear multiobjetivo) e [Miller e Byers 1973]. Apés seis anos, [Cohon,
Church e Sheer 1979] exibiram o algoritmo do método das restrigdes de maneira
generalizada para problemas multiobjetivo.

O método das restricdes consiste em criar um problema restrito (subproblema
mono-objetivo) onde a fungdo objetivo é uma das p fungdes objetivo e as (p — 1) fungdes
restante do problema multiobjetivo se transformam em restricdes desse subproblema,
resolvendo-o, repetidamente. Para os problemas multiobjetivo de programacao linear, esse
método € classificado como um método aproximado. Mas, para os problemas de PIMO e
de caminho ele se torna um método muito utilizado em algoritmos exato.

Considere um problema multiobjetivo com p fungdes objetivo, z(x) =
[z1(X), -+, Zp(x)]. Para resolver esse problema, utilizando o método das restri¢des,

cria-se subproblemas mono-objetivo que sio definidos da seguinte forma:

min zx(x)
sujeito a: zj(x) < €, j=1,---,p, j#k
X E X,

onde €; € R,paraje {1,--- k—1,k+1,---, p}.
[Chankong e Haimes 2008] trazem resultados gerais sobre esse método.
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Esses resultados para problemas multiobjetivo sdo: (1) Se x € uma solu¢do 6tima do
subproblema mono-objetivo entdo x € uma solucdo fracamente eficiente do problema
multiobjetivo (isto €, ndo existe nenhuma solu¢do x € X tal que z(x) < z(x)). (2) Se
a solugdo 6tima, x, do subproblema mono-objetivo € Unica, entdo ela ¢ uma solugdo
Pareto-étima para o problema multiobjetivo (isto €, ndo existe nenhuma solucdo x € X
tal que z(X) < z(x) e z(x) # z(x)). (3) x € uma solugdo eficiente do problema multiobjetivo
se, e somente se, x ¢ uma solu¢do 6tima do subproblema, para todo j = 1,...,p, onde
ek = 2k(x), k#].

Outra técnica de escalarizagdo desenvolvida é um algoritmo para achar todos
pontos ndo dominados de um problema de programacgdo inteira biobjetivo genérico
apresentada em [Chalmet, Lemonidis e Elzinga 1986]. O algoritmo consiste em resolver
uma sequéncia de problemas de programacdo inteira com um unico objetivo. Esse
problema tem como fungdo objetivo a soma ponderada das duas fungdes objetivo. Além
disso, uma fungdo objetivo torna-se restricdo. Podemos citar também o trabalho de
[Lokman e Koksalan 2013] que traz algoritmos exatos para achar todos os pontos nio
dominados de problemas de PIMO. O primeiro algoritmo melhora o algoritmo de [Sylva
e Crema 2004], por reduzir o nimero de varidveis bindrias e restricdes. O segundo
algoritmo emprega um procedimento de busca e resolve um nimero de modelos para
o proximo ponto evitando quaisquer varidveis bindrias adicionais.

Citamos, também, o trabalho de [Ozlen e Azizoglu 2009] que apresenta um
algoritmo recursivo, baseado no método e-constraint, para gerar todos os pontos nao
dominados para problemas de PIMO. Nesse trabalho ndo sdo apresentados experimentos
computacionais. Em 2014, [Ozlen, Burton e MacRae 2014] trazem uma melhoria desse
algoritmo, apresentando, também, resultados computacionais.

Resultados de obras com técnicas de escalarizagdo, para resolver problemas
de PIMO, podemos citar trabalhos como de [Klein e Hannan 1982], que apresentam
uma técnica determinando algumas ou todas as solugdes eficientes. O algoritmo consiste
em resolver uma sequéncia de problemas de programacdo linear inteira mono-objetivo,
progressivamente, baseado no método e-constraint. As restricdes adicionadas em cada
etapa sdo as mesmas daquelas adicionadas nas etapas anteriores, diferenciando apenas no
seu lado direito.

[Ehrgott 2006] traz uma andlise das técnicas de escalarizacdo para resolver
problemas de PIMO. Além disso, apresenta uma nova técnica de escalarizacdo, com o
uso de restrigdes sobre os valores objetivo e acréscimo de penalidade na fun¢do objetivo,
denominado de método das restricdes eldsticas (method of elastic constraints). Nesse
método, hd combinacao de caracteristicas do método das restricoes e do método da soma
ponderada que tem como objetivo determinar todas as solugdes eficientes do PIMO.

Nas abordagens do método e-constraint para problemas biobjetivo em grafos,
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em cada iteracdo, uma ou mais arestas sdo desconsideradas. Ou seja, trabalham com
subgrafos, por exemplo [Martins 1984]. Em uma abordagem similar de [Gadegaard,
Klose e Nielsen 2016], por exemplo, 0s custos para passar por essas arestas assumem
valores suficientemente grandes, com base no gargalo da itera¢do anterior.

Quando trata-se de problemas multiobjetivo de caminho, as técnicas mais
utilizadas nos algoritmos exatos sdo: rotulagem, classificacdo e duas fases. Para mais
detalhamento veja [Climaco e Pascoal 2012].

Na década de 80, [Hansen 1980] apresenta algoritmos de rotulagem, para
diversos problemas de caminho biobjetivo, que trabalham diretamente sobre o grafo.
Dentre os problemas, composto por uma funcdo objetivo totalizadora e outra gargalo.
As fungdes totalizadora e gargalo sdo funcdes que avaliam as solugdes através da soma
dos pesos de seus elementos (MinSum) e pelo pior peso de seus elementos (MinMax ou
MaxMin), respectivamente. Posteriormente, [Climaco e Martins 1982] apresentam um
problema genérico com duas func¢des objetivo totalizadoras e um método para o problema,
que classifica os caminhos minimos, visando determinar os caminhos ndo-dominados.
Dois anos depois, [Martins 1984] manifesta o interesse em problemas de caminho
biobjetivo em que uma das funcdes é do tipo gargalo. Um algoritmo para determinar
um conjunto minimo completo de caminhos ndo-dominados € apresentado.

Problemas biobjetivo generalizados em grafos, que sdo modelados com duas
medidas de desempenhos, sendo uma funcgao totalizadora e outra gargalo, foi apresentado
por [Berman, Einav e Handler 1990]. O artigo traz trés algoritmos com o intuito de achar
todas as solucdes Pareto-6timas, com base no método das restri¢des.

Para o problema de caminho tri-objetivo, com uma fung¢do custo e duas
funcdes gargalo, [Pinto, Bornstein e Maculan 2009] trazem o primeiro algoritmo exato e
polinomial para obtenc¢do de um conjunto minimo completo de solugdes Pareto-6timas. O
método consiste em determinar caminhos minimos em subgrafos obtidos por um conjunto
restrito de arestas, de acordo com limites para as fun¢des gargalo. No ano seguinte, [Pinto
e Pascoal 2010] desenvolvem um algoritmo com melhor desempenho computacional, para
o mesmo problema. Posteriormente, [Bornstein et al. 2012] generalizam e estendem o
algoritmo anterior para problemas de otimizacdo combinatdria multiobjetivo, com uma
funcdo totalizadora e n funcgdes gargalo.

Em diversos problemas em redes, € comum ter como restri¢do no roteamento de
fluxos que cada fluxo seja roteado por um caminho (por exemplo, [Laporte ¢ Osman
1995]). Um objetivo cldssico nos problemas de roteamento de fluxos em redes é o
balanceamento de carga, que consiste em rotear os fluxos minimizando o gargalo da
rede. Outro objetivo comum consiste em minimizar o comprimento dos caminhos para
o roteamento dos fluxos. Nesses problemas, os pesos associados aos elementos (enlaces)

ndo sdo dados de entrada. Eles consistem dos fluxos que serdo atribuidos aos enlaces.
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AplicacOes para esses problemas podem ser encontradas em [Gélvez e Ruiz 2013]
ou [Mello et al. 2016]. Esses trabalhos apresentam algoritmos heuristicos para variantes

desse problema.

2.2 Otimizacio estocastica

Outra drea da otimizacdo que vem despertando grande interesse no meio
cientifico sdo os problemas de otimizacdo cuja abordagem inclui a incerteza nos seus
dados e, consequentemente, nas suas varidveis de decisdo. Assim, alguns dados do
problema podem ser representados como varidveis aleatorias. Isso se da pelo fato de que
existe uma grande quantidade de problemas, do mundo real, que vém acompanhados da
incerteza [Birge e Louveaux 2011, King e Wallace 2012].

Dentre esses problemas de incerteza, destacamos uma classe denominada de
problemas de otimizagdo combinatdria estocastica (POCE). Neles, parte da informacao
sobre os dados do problema é desconhecida e o conhecimento sobre sua distribuicdao
de probabilidade é assumido. Assim, numa aplicacdo real, normalmente, temos que
definir/avaliar distribuicdes de probabilidade a partir de dados reais ou hipotéticos,
ndo sendo uma tarefa muito fécil. E, além disso, a funcdo objetivo exige mais
computacionalmente do que em problemas de otimizacao combinatdria deterministico.

Os problemas POCE tém uma vasta importancia em problemas que tratam de
situagcdes como roteamento de veiculos, onde hé a incerteza, por exemplo, nas demandas
de usudrios e/ou no tempo de viagem. E sdo presentes, também, em problemas de
roteamento em rede de informacdo, em que a incerteza se deve, por exemplo, a qualidade
das conexdes, a variabilidade do trafego e aos pacotes de informacdes.

Uma investigacdo sobre problemas de roteamento de veiculos estocdstico
¢ apresentado em [Gendreau, Laporte e Séguin 1996], destacando as contribuigcdes
mais importantes. Dentre elas podemos citar [Laporte, Louveaux e Mercure 1989]
que trazem um modelo de penalidade limitada, acompanhado de algoritmos exato de
relaxacao restrita para resolvé-lo, utilizando vérias distribui¢cdes para a demanda. Temos,
também, [Bertsimas 1992] que propdem um algoritmo heuristico para resolver problemas
de roteamento de veiculos onde a demanda € incerta, utilizando técnicas de analise
probabilisticas.

Em 2009, [Bianchi et al. 2009] apresentam meta-heuristicas para abordagens
algoritmicas cldssicas de otimizacdo estocdstica, acompanhadas de um tutorial das
meta-heuristicas que, atualmente, € aplicado a otimizagdo sob incerteza.

Dentre os POCEs, destacamos os problemas de programagdo inteira
multiobjetivo estocdstico. Em [Abbas e Bellahcene 2006] é proposto um algoritmo

para resolver problemas de programacdo linear inteira multiobjetivo estocdstico, que
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combina a técnica de plano de corte, desenvolvida por [Abbas e Moulai 1999], e o
método de decomposi¢do L-shaped [Kall, Wallace e Kall 1994].

Em problemas de roteamento de fluxos em redes, podemos citar trabalhos
aplicados a situagdes reais como de [Abdel-Rahman et al. 2016] que consideram o
problema da alocacdo de recursos, em que as demandas dos usudrios sdo incertas.

Na programacio estocdstica, os problemas de otimizacdo vém acompanhados
de parametros que sdo varidveis aleatdrias discretas ou continuas, juntamente com
uma distribuicdo probabilistica. Na literatura, destacam-se os modelos de recurso,
chance-constraint, dois estagios e o multiestdgios [Sahinidis 2004].

Nos modelos de programacgdo estocastica de dois estdgios, as varidveis de
decisdo sdo divididas em dois estdgios. As varidveis de primeiro estigio sdo aquelas que
tém de ser decididas antes da realizacdo real dos parametros incertos. Dai, uma vez que
os eventos aleatorios se apresentarem, podem ser feitas outras melhorias de projeto ou de
politica operacional selecionando, a um certo custo, os valores das varidveis de segundo
estdgio ou de recurso [Sahinidis 2004, Shapiro e Philpott 2007].

Um problema de programacgdo estocdstica de dois estdgios pode ser formulado
da seguinte forma:

Minimizar h(x) +E[f(x, £)]
sujeitoa:  x € X CR"

onde & é uma varidvel aleatéria definida em um espaco de probabilidade (Q,A,I@’) (com
Q, A e P, respectivamente, denotando o conjunto de todos os resultados, uma colegio de
varidveis aleatdrias e as probabilidades atribuidas), e onde para qualquer realizacdo dada
£ de &, temos:
f(x, &) =min g(&)"y
sujeito a: W(E)y > r(&) — T(&)x
yeYCR™

Onde W(&)y > r(&) — T(&)x é uma restri¢do envolvendo a varidvel aleatéria, mas podendo
ter um sobrepeso,T(£)x para o cendrio . Aqui, X e y, respectivamente, denotam as
varidveis de primeiro estdgio e as varidveis de segundo estagio. Os conjuntos associados,
X e Y, sdo assumidos ser descritos por restricdes lineares juntamente com algumas
possiveis restri¢cdes de integralidade.

Os modelos de recurso utilizam a¢des de corre¢des para diminuir a violagdo de
restri¢des que podem surgir depois da realizac¢do das incertezas. Esse modelo foi proposto
por [Dantzig 2004] e [Beale 1955] para problemas de dois estdgios e, consequentemente,
estende para os problemas de multiestigios.

Nos modelos chance-constraint o foco esta na confiabilidade do sistema, isto
¢é, na capacidade do sistema de atender a viabilidade em um ambiente incerto. Essa

confiabilidade € expressa como um requisito minimo sobre a probabilidade de satisfazer
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restri¢des do problema [Sahinidis 2004].

Os modelos de multiestdgios é a extensdo dos modelos de programacio
estocdstica de dois estagios, mas incluem complicagcdes adicionais que permitem decisdes
revisadas em cada estdgio de tempo com base na incerteza percebida até o momento.
As informacdes de incerteza em uma programacdo estocdstica de multiestdgios sdo
modeladas como uma arvore de cendrios de camadas multiplas [Birge e Louveaux 2011].

Para trabalhar com problemas de otimizacdo estocdstica faz-se necessario
conhecer técnicas de geracdo de darvores de cendrios. As drvores de cendrios sdo
estruturas de dados bdésicas para problemas de otimizacdo estocdstica de dois estigios
e multiestagios. Essas drvores representam as discretizagdes dos processos estocasticos e,
portanto, uma aproximagdo dos fendmenos reais [Pflug e Pichler 2015].

Em [Kaut e Wallace 2003] podem ser encontradas comparacdes de diferentes
técnicas de geracao de arvore de cendrios. Dentre essas técnicas destaca-se o método
moment-matching [Hgyland, Kaut e Wallace 2003] que para utilizd-lo devemos conhecer,
além da matriz correlacdo das varidveis aleatérias, os momentos (média, variincia,
assimetria e curtose) do processo estocdstico. Outra técnica muita utilizada é baseada em
simulacdo de Monte Carlo, denominada aproximagcdo por média amostral (SAA - sample
average approximation) primeiramente proposto por [Shapiro e Mello 1998].

Com intuito de reduzir o erro da simulacdo utilizando essas técnicas de geracao
de arvore de cendrios, devemos aumentar o tamanho da drvore de cendrios, até que atinja
a precisdo desejada. Porém, nem sempre € vidvel computacionalmente.

Para uma andlise da qualidade e do tamanho dessas drvores, utilizamos testes
denominados de festes de estabilidade. Ha trés tipos de testes que devem ser testados,
teste in-sample, teste out-of-sample e bias.

Quando os valores 6timos da fungdo objetivo, f(X;;T;) sdo (aproximadamente) os
mesmos em todas drvores de cendrios, T;, ou seja: f(X;;T;) ~ f(X;;T;) com i #j, onde X; e X;
sdo as solucdes 6timas do problema para as drvores de cendrios T; e Tj, respectivamente,
dizemos que a estabilidade € in-sample. Significa que estamos preocupados com a
estabilidade do valor da func¢éo reportado pelo préprio problema.

Estabilidade out-of-sample ocorre quando os valores verdadeiros das funcgdes
objetivo,f(X;; &), correspondente as solucdes provenientes de diferentes drvores de
cendrios, sdo (aproximadamente) o mesmo valor. Ou seja, essa estabilidade é definida
da seguinte forma: f(X;; &) ~ f(X;; &), onde & € a drvore de referéncia.

Além disso, mesmo que ocorra estabilidade de in-sample e out-of-sample, ainda
pode ocorrer problemas com a estabilidade. Entdo, esse problema ¢ denominado de um
Bias (viés). Para essa andlise, deve verificar se f(X;; &) =~ f(X;;Tj). Esse teste pode ser feito

somente se podemos resolver o verdadeiro problema (min f(x;§)) [King e Wallace 2012].
X



CAPITULO 3

Um problema de programacao inteira

biobjetivo de roteamento de fluxos

Os algoritmos exatos para resolver problemas de roteamento de fluxos em redes,
com funcdes totalizadora e gargalo, como mencionamos no Capitulo 2, sdo limitados
a resolver problemas em que os pesos, nos elementos que compdem as solucdes, sdao
dados de entrada. Ou seja, cada aresta da rede (/, j) recebe um valor b;; associado a fungdo
gargalo. Entéo, o valor de gargalo de uma solugdo x € o maior bj; dos links que compdem
X.

Neste capitulo, um modelo de programacdo inteira biobjetivo de roteamento
de fluxos com balanceamento de carga e de comprimento de caminhos € apresentado.
Assim, os pesos associados aos elementos (enlaces) deixam de ser dados de entrada, pois
consistem da quantidade de fluxos que serdo atribuidos aos enlaces.

O algoritmo proposto para resolver esse modelo € de forma exata e se baseia no
método das restricdes. No final do algoritmo é gerado um conjunto minimo completo de

solugdes Pareto-6timas para o problema [Pinto e Fernandes 2016, Pinto et al. 2019].

3.1 O Problema (P)

Considere um conjunto de fluxos F, com |F| = r, a ser roteado em um grafo
orientado G = (V, E), onde V representa o conjunto de nés e E o conjunto de arestas, com
|V|=ne |E| =m. Cada fluxo f € F deve ser roteado por um tnico caminho em G, indo
da sua origem s’ € V ao seu destino d' € V. Para cada aresta (i,j) € E, indo de i € V para
j€ V,efluxo f € F, definimos uma variavel bindria x,-f-, que ird indicar se o fluxo f vai
passar (ou nao) pela aresta (i, ). Considere, ainda, c,-fj 0 custo, ndo negativo, para o fluxo f
utilizar a aresta (/, j).

Assim, o modelo de programacdo inteira biobjetivo, que formulamos para o
problema, de rotear os r fluxos, minimizando o gargalo da rede e o custo total, é

apresentado a seguir:
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(P) minimizar max x (3-1)
UNEE | feF
mmzmzzar Z Z (3'2)
feF(ij)eE
sujeito a:
1, sei=s
Y xi— Y xi=¢0 viev-{d s} vieF (3-3)
(ij))EE ~ (i)EE —1, sei=df
xj€{0,1},V(i,j) e EeVfeF (3-4)

Enquanto (3-1) busca minimizar a carga da(s) aresta(s) mais congestionada(s),
(3-2) busca minimizar o custo total do roteamento dos fluxos. As restrigdes (3-3) garantem
que cada fluxo f € F saia da sua origem, sfe chegue ao seu destino, af, passando por um
tnico caminho.

Podemos observar que se C,fj =1,V (i,j) € EeVf e F, o objetivo de minimizar o
custo total do roteamento se reduz ao objetivo de minimizar o total de saltos percorridos
por todos os fluxos, podendo ser utilizado em muitas aplica¢des reais (por exemplo,
[Mello et al. 2016]).

Temos que (3-1) € denominada de uma fun¢do gargalo e (3-2) uma funcdo
totalizadora. Essas fung¢des objetivo sdo conflitantes, pois minimizar a carga da(s)
aresta(s) mais congestionada(s) deve implicar custos maiores (caminhos mais longos)
para roteamento dos fluxos. Da mesma forma, minimizar o custo total de todos os fluxos
deve levar a um maior valor para a fungdo gargalo.

Antes de apresentarmos o algoritmo para resolver o problema (P) vamos trazer
algumas defini¢cOes necessdrias para a continuidade deste capitulo.

Vamos adotar a notagdio para induzir ordenacdo sobre R? como segue. Sejam
=(z1,2)) ER? e 22 =(22,25) e R? entdo: (i) 2' <22 & 2z <z2, Vk=1,2¢
2ozl <Z2, Vk=1;2.

S
' 472 (i) ' < z

Considere X, o conjunto de solugcoes vidveis de (P), e z(x) = [z1(X), Z2(x)], 0
vetor objetivo associado a x € X, onde:

zi(x) = max 3 Y xjio e 2()=Y Y chxi
(i)eE feEF(ij))€EE

fEF
Defini¢do 3.1 Para x, x’ € X, dizemos que x domina x’ quando z(x) < z(x').

Defini¢ao 3.2 Uma solugdo vidvel x' € X é uma solucdo fracamente eficiente se nao
existe nenhuma x € X tal que z(x) < z(x').

Definicao 3.3 Uma solucdo vidvel x € X € uma solucdo Pareto-otima (estritamente
eficiente) se nao existe nenhuma outra solu¢do em X que domine x.
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Definicao 3.4 O conjunto X * C X, formado por solugdes Pareto-6timas, € um conjunto
minimo completo quando: 1) para cada par de solugdes x *, x € X * temos z(x *) # z(X) ;
e, 2) para qualquer solugdo Pareto-6tima x € X existe x* € X* tal que z(x) = z(x ™).

Por definicdo, o conjunto das solucdes fracamente eficientes inclui as solugdes
estritamente eficientes. Entretanto, como em [Climaco, Antunes e Alves 2003], por razdes
praticas, quando falarmos de solugdes fracamente eficientes, neste trabalho, ndo vamos
considerar as estritamente eficientes.

Aplicacdo 1 Suponha uma via rodovidria representada por um grafo onde, cada trecho
(aresta) ligando duas cidades (n6s), exista um ponto de parada (fiscalizagdo obrigatdria ou
peddagio). A funcio z» pode representar o total de paradas dos caminhdes (C,-fj =1,VY(i,j) €
E e Vf € F), de uma determinada companhia de transporte, que trafegam por esta via. A
funcdo zy visa medir a densidade do trafico no trecho mais congestionado. A companhia
pode estar interessada em, simultaneamente, minimizar a quantidade total de paradas dos
seus caminhdes e balancear a carga na via, minimizando o gargalo.

3.2 O Algoritmo

Nesta secdo, apresentamos um algoritmo baseado no método das restricdes
(e-constraint) com o intuito de acharmos um conjunto minimo completo de solucdes
Pareto-6timas para o problema (P). Em cada iteragao, um subproblema mono-objetivo é
definido e resolvido, o qual € um problema de programacao inteira 0-1 que denominamos
por (Pe).

A funcdo objetivo de (P¢) é dada por zp, isto €, a fun¢do totalizadora (3-2) do
problema biobjetivo (P). As restricdes de (P¢) sdo (3-3) e (3-4) de (P), juntamente com
uma restri¢do sobre o gargalo, a qual € definida através do parametro inteiro e positivo,
que denotamos por €. Esse parametro € usado para controlar os valores da fun¢do gargalo
e para garantir a otimalidade do algoritmo:

f
max Xi 0 < E. (3-5)
(i) €E fezp ’

A restricdo (3-5) ndo € linear. Assim o subproblema ndo é um problema de
programacdo linear inteira (PLI) e, naturalmente, ele ndo pode ser resolvido por PLI.
Mas, podemos substituir essa restricdo, baseado no Lema 1, afim de transformar esse
subproblema em um PLI.

Lema 1 As restricoes Z X,-fj < € V(i,j) € E, sdo equivalentes a restricdo

feF
max Z x,-fj- < e
UNEE | feF

Logo, depois da substituicdo da restricdo (3-5) pelas restri¢des Z x,-’;- < €,
feF
Y(i,j) € E , temos o seguinte subproblema mono-objetivo PLI:
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(Pe) minimizar{z Z c,jx,j}

feEF(ij)€E
sujeito a:
1, sei=s
f f :

Y = ) x=1 0 Viev—{d.s} VieF (3-6)

(i))EE — ()EE —1, sei=d
Y xi<eVijeE (3-7)

feF

xj;€{0,1}, V(i) EEeVf€F

A escolha de manter a fun¢do totalizadora (3-2) como fung¢do objetivo, e tratar a funcdo

gargalo (3-1) como restri¢do, se deve ao fato de (3-2) ser uma func¢do linear e (3-1) ndo
ser. Porém, as restricdes associadas ao parametro €, que limitam os valores de (3-1),
sao lineares. Logo, esta estratégia nos permite resolver o problema (P) por programacgao
linear.

Inicialmente fazemos € = r (quantidade de fluxos a ser roteado) e, apds a
obtencdo da solug@o 6tima X para (Pe), fazemos € = z(x) — 1. Dessa forma, o gargalo da
nova soluc¢do, x, obtida na iteracdo seguinte, serd menor do que o da anterior, renomeada
para X. Entdo, caso o valor de z> seja 0 mesmo para essas duas solucdes, temos que a
solucdo anterior ¢ dominada pela nova solucdo, daf a solugao anterior € deletada. Assim,
segue o algoritmo até uma iteracdo em que (P¢) seja invidvel. O algoritmo completo é
apresentado a seguir.

Algoritmo 1

1. X* «+ 0; e+
2. Enquanto (P.) ndo for invidvel faca

3. X < solucdo otima de (P¢)

4. X* +— X*U{x}

5. € — zy(x)—1

6. Se | X*| > 1 e zx(X) = zo(X) entdo
7. X" X*—{x}

8. XX

O decremento de exatamente uma unidade no valor de €, de uma iteragdo para
a proxima, € necessdrio para garantir a obtencdo de um conjunto minimo completo de
solucdes Pareto-6timas. Como os valores de z; s@o inteiros, a atualizacdo de € garante
que qualquer solucdo, com zy menor do que o da ultima solucdo obtida, serd vidvel para
o subproblema atual. Porém, embora € sofra esse pequeno decréscimo, a solucdo obtida
pode ter um valor para z; menor do que este limite. Por exemplo, se em uma dada iteracao
temos € = 15 e obtemos uma solu¢do com zy = 10, na iteracdo seguinte o limite passa a
ser € = 9.

Exemplo de funcionamento 3.1 Considere G = (V,E) o grafo grade 3-por-3 (Figura
3.1(a)) e F ={f, h, f3, fy, 5} 0 conjunto de fluxos. Suponhamos que os fluxos fi, fre f3
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tenham a mesma origem e o mesmo destino, nos vértices 1 e 9, respectivamente, e
os fluxos f;,e f5 tenham a mesma origem e o mesmo destino, nos vértices 1 e 8,
respectivamente. E, além disso, considere C,fj =1, V(i,j) € E, Vf € F . Aqui, queremos
minimizar o total de saltos de todos os fluxos e o nimero de fluxos da aresta mais
congestionada.

/AN
ook

@@ Yy @

(a) Grade 3-por-3 (b) Primeira iteragdo

\’(\ : \’(\
e | RS
g L N

1 N )

(c) Segunda iteracdo (d) Terceira iteracdo

Figura 3.1: Execugdo do Algoritmo 1 para o exemplo 3.1.

A seguir a Tabela 3.1 apresenta as solucdes 6timas de P, geradas pelo Algoritmo
1 e,no final do algoritmo, gera um conjunto minimo completo de solucdes Pareto-6tima
X* de (P).

Tabela 3.1: Solugdes geradas pelo Algoritmo 1 do Exemplo 3.1

Iteracdo (k) | € (P | z1(x") | z(x5) X*
1 5 | Vidvel 5 10 {x"}
2 4 | Vidvel 3 10 {x%}
3 2 | Vidvel 2 1| {x3 X%
4 1 | Invidvel - - {x%, x%}

Na primeira iteracdo, faca € = r = 5. Resolve (P.) e tem-se a solucdo 6tima %' e

z1(x") =5 (veja Figura 3.1(b)). Agora, atualiza €, para € = z;(x') —1=5—1=4, e resolve
(P¢), tem-se a a solucdo 6tima x2 e z1(x?) = 3 (veja Figura 3.1(c)). Fazendo o teste de
dominancia da solug@o atual com a solug@o anterior, a partir da segunda iteracdo, tem-se
que, na iteracdo 2, z»(x?) = zo(x') = 10 entdo x? domina x', daf remove a solucio x' de
X*. Na iteracdo 3, tem-se que zp(x°) > zx(x?), logo x ndo domina x?. Na quarta iteracio
Pe € inviadvel. Portanto, um conjunto minimo completo das solu¢des Pareto-6timas é
X* = {x2, x*}, como mostra a Tabela 3.1.
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Exemplo de funcionamento 3.2 Considere o conjunto de fluxos F = {f, f, f3,fs, s} a
ser roteado no grafo da Figura 3.2(a), onde o n6 2 € a origem de todos os fluxos, o n6 3
€ o destino dos fluxos fi, b e fz, e 0 nd 4 € o destino de f4 e f5. Neste exemplo, vamos
considerar que na rede jd tenha uma quantidade de fluxos, bj;, nas arestas (/,j) € E, assim,
teremos z4(X) = (?j])%x {bjj+ Z x,-;}. Além disso, existe um custo c}} para cada fluxo f € F

feF
atravessar uma certa aresta (i,j) € E.

""""" 2,1 @\\
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(a) Grafo original. (b) Primeira iteragdo.
...... © (D
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Y 4,25 N 4,2~
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NP © BN ©
N ---772,2 » N ---772,2 L’
fafsh21 fsfafs2:1
. X 4,2, . X 42,7
AN :2'1 e fafs N 2,1:/‘3 L fofs
(c) Segunda iteragdo. (d) Terceira iteragdo.

Figura 3.2: Execugdo do Algoritmo 1 para o exemplo 3.2.

Na primeira iteracio tem-se € = r + (r_n_)a>;:_ bjj=5+6 =11 e obtemos a solugdo 6tima
1))

x', com z(x") = 8 (oito fluxos na aresta (2,3)) e Zo(x") = 12 (custo total para o roteamento
dos fluxos), conforme Figura 3.2(b). Na segunda iteracdo, resolvendo (P¢) para € = 7,
obtém-se a solucdo 6tima x2, com z4(x?) = 7 e Zx(x?) = 12, conforme Figura 3.2(c). Como
ocorre empate no valor de zp, ou seja, x2 domina x', entfio é eliminada a solucdo x' do
conjunto de solugdes X*. Na terceira iteracdo, para € = 6, obtém-se x°, com z;(x3) =6 e
7>(x3) = 15, conforme Figura 3.2(d). Na iteragiio seguinte o algoritmo & finalizado, ap6s
detectar que (P¢), com € =5, € invidvel. A Tabela 3.2 resume a execugdo do algoritmo.

Tabela 3.2: Solu¢des geradas pelo Algoritmo 1 do Exemplo 3.2.

Iteracdo (k) | € (Po) | z(xk) | zo(x¥) X*
1 11 | Vidvel 8 12 {x"
2 7 | Vidvel 7 12 {x?}
3 6 | Vidvel 6 15 | {x?x3}
4 5 | Invidvel - - {x2 x3}
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A seguir vamos mostrar que a matriz tecnoldgica (matriz dos coeficientes),
formada pelos coeficientes das restricdes dos problemas mono-objetivo (Pe), € totalmente
unimodular. Para isso, antes vamos apresentar propriedades que dao condicdes
necessdrias e/ou suficiente para uma matriz ser totalmente unimodular (TU). Uma
matriz diz-se Totalmente Unimodular se qualquer submatriz quadrada dessa matriz tiver
determinante igual a —1, 0 ou +1. Além disso, apresentamos algumas propriedades
envolvendo matriz totalmente unimodular e problemas de programacdo linear inteira
com matriz tecnolégica TU. As demonstracdes desses resultados (propriedades) podem
ser encontradas em [Tavares 2005, Ferreira e Wakabayashi 1996, Hoffmann e Kruskal
1956, Maurras, Truemper e Akguel 1981, Schrijver 1998].

Propriedade 3.1 As propriedades que decorrem imediatamente da definicdo de
Unimodularidade Total sdo as seguintes:

a. Toda a submatriz de uma matriz Totalmente Unimodular é Totalmente Unimodular.
Em particular, todos os elementos de uma matriz Totalmente Unimodular sdo 0, 1
ou -1.

b. A transposta de uma matriz Totalmente Unimodular também é Totalmente
Unimodular.

c. Se A é Totalmente Unimodular e P é uma matriz de permutagdo de dimensdo
adequada entdo a matriz AP, ou PA, é Totalmente Unimodular.

d. Se multiplicarmos uma linha ou coluna de uma matriz Totalmente Unimodular por
—1, a matriz obtida também ¢é Totalmente Unimodular.

e. Se duplicarmos uma linha (ou uma coluna) de uma matriz Totalmente Unimodular,
a matriz obtida ainda é Totalmente Unimodular.

f. Se acrescentarmos uma linha ou uma coluna com no mdximo uma entrada ndo
nula a uma matriz Totalmente Unimodular, a matriz obtida ainda é Totalmente
Unimodular.

Propriedade 3.2 Se C e D sdo matrizes TU entdo:

( (C) (D) ) é TU, onde O representa matrizes nulas.

b. ( ? ) é TU, onde | é uma matriz identidade.

Propriedade 3.3 Uma matriz A de niimeros inteiros é Totalmente Unimodular se, e
somente se, para todo o vector b inteiro, P = {x € R": Ax < b,x > 0} é um poliedro
inteiro.

Sejam A1, Ag, - - -, Ar, matrizes dos coeficientes das restri¢des (3-6) para os fluxos
fi,f,---,f, € F, respectivamente. E, as matrizes dos coeficientes das restricoes (3-7) para
cada fluxo, sdo matrizes identidades /,,. Seja A a matriz tecnoldgica de (P¢), depois de
inserido as m variaveis de folga nas restricdes (3-7) associadas para €, ou seja, suponha
que Ax = b represente a forma matricial das restricdes do subproblema (Pc), temos que os
elementos de A sdo iguais a 1 ou zero.

Dai, podemos escrever a matriz A em blocos, da seguinte forma:
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A O o o
O A O o
A= . . .
O O A—_1 O
O O O A
Im  Im Im  Im
Observe que A;, Vi =1,---,r, sio matrizes totalmente unimodular, pois

representam os coeficientes das restricdes de problema de rede de fluxo de cada fluxo
f € F.E, I, também, sdo TU, pois sdo matrizes identidades de ordem m.
Temos que a matriz transposta A’ de A é dada por:

A O -+ O O In
O A - O O I
O O A A:,_1 O Im
0O 0 - 0 A I
O O - O O In

Pela Propriedade (3.1-b. ) temos que A}, Vi=1,---,r, sio matrizes TU.

]

Aplicando a Propriedade (3.2-a. ), repetidamente, temos que a submatriz,
formada pelas r primeiras colunas de blocos de A, é TU, que denotaremos de A, e |
a submatriz formada por todas as r primeiras matrizes identidades da ultima coluna de
blocos de A'. Observe que I é TU: basta aplicarmos a propriedade (3.2-b.), repetidamente.

Com isso podemos escrever A’ da seguinte forma:

Observe que se aplicarmos apenas operacdes elementares (soma e subtracoes)
sobre as linhas obteremos a seguinte matriz equivalente de A’:

A O
(6 1)

Ou seja, A’ ~ Be, além disso, B é TU pela propriedade (i-b). Logo, A'x = b tem
somente solugdes inteiras entdo, pela propriedade (3.3), temos que A’ é TU.

Assim, se A’ é TU, pela propriedade (i-a) temos que (A')’ é TU. Mas, (A') = A.
Portanto, A¢é TU.

Sabemos que se um problema de programacdo linear inteira com um tunico
objetivo, ou seja, problemas do tipo max{cx : Ax < b, x > 0} ou min{yb:yA>c,y >
0}, em que a matriz tecnolégica é uma matriz de inteiros totalmente unimodular e
b, ¢ sdo vectores inteiros entdo o problema pode ser resolvido em tempo polinomial
(veja [Maurras, Truemper e Akguel 1981]). Como a matriz tenolégica Ade (P:) ¢ TU e o
vetor do lado direito de (P¢) tem somente valores inteiros entdo, (P¢) pode ser resolvido
em tempo polinomial.
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Sabemos que se x € uma solucdo 6tima de (P¢), para algum €, com 1 <€ <,
esta solucdo x poderd ser uma solu¢do fracamente eficiente para (P) (veja [Chankong e
Haimes 2008]). Mas, observe que ndo ha solucdo alguma x € X que domina qualquer
solugdo x € X*, no final do algoritmo. Ou seja, o conjunto X*, no final do algoritmo, ndo
tem solu¢des dominadas e nem soluc¢des fracamente eficientes, pois se for gerada alguma
solugdo fracamente eficiente esta é removida na préxima iteracdo do Algoritmo 1. De
fato, veja a Proposicao 3.1 que se segue.

Proposicao 3.1 No final do Algoritmo I todas as solucoes em X* sdao Pareto-otimas para
(P).

Prova. Seja x uma solugio Pareto-6tima qualquer de (P) e x ¥ uma solugio qualquer em
X*, no final do algoritmo, obtida resolvendo-se o problema (P.). Mostraremos, a seguir,
que x ¥ nio é dominado por x, o que implica que x X é Pareto-6tima de (P). Para o caso
em que z¢(x) > z1(x ¥) temos, obviamente, que x* ndo é dominado por x. No caso de
z1(x) < z4(x¥), temos que x é vidvel para (P¢). Como a solugdo Gtima em relagdo a zp ,
obtida em (P.), foi x¥, temos z(x ¥) < zo(x). Logo, x ¥ somente seria dominado por
X se zp(x) = zo(x ¥) para z;(x) < z1(x¥). Mas, z1(x) < z;(x*¥) implica em x ser vidvel
para algum (Pz), € < €. Neste caso a comparacio feita na iteragiio seguinte a que x  foi
obtida nos levaria a excluir x X, pois Zo(X) = Zo(x K, o que seria um absurdo, uma vez
que x ¥ € X*, no final do algoritmo. Observe que se x ¥ foi obtido na tltima iteracdo do
algoritmo, entdo z; atinge seu valor minimo em x k. consequentemente, z1 (X Ky < z4(x).
No caso de zi(x¥) = z{(x) terfamos x vidvel em (P¢) o que levaria zp(x Ky < zo(x).
Portanto, x X ndo é dominado por x. O

Proposicao 3.2 Para qualquer solucdo x, Pareto-otima para (P), existe uma solucdo
equivalente em X* no final do Algoritmo 1.

Prova. Seja € o menor valor inteiro maior ou igual a z;(x) para o qual uma iteracdo do
algoritmo foi executada. Isto implica que x é vidvel para (Pe). Seja x X a solugdo 6tima de
(P¢) obtida nesta iteracio. Consequentemente, temos que Zo(x ¥) < z»(x). Por outro lado,
como x é solugiio Pareto-6tima, entdio z;(x ¥) > z1(x). Veja que o caso z;(x¥) > zy(x) é
impossivel, pois com isso teriamos executado uma outra iteracdo € < € tal que € > z¢(x).
Logo, z1(x ¥) = z1(x) e zo(x ) = z5(x). O

Portanto, o conjunto X*, no final do Algoritmo 1, € um conjunto minimo
completo de solucdes Pareto-Gtimas para (P). Todas as solucdes x* € X* sdo
Pareto-6timas (Teorema 3.1) e para qualquer solugao Pareto-6tima x existe uma solug¢ao
equivalente em X*, isto é, com o mesmo vetor objetivo (Teorema 3.2). Além disso, pelo
Passo 6 do Algoritmo 1, todas as solugdes x € X* tém vetores objetivo distintos.

Proposicao 3.3 A complexidade do Algoritmo 1 é O(r g(€)), onde r é o niimero de fluxos
e g(€) ¢ a complexidade de (Pe).

Prova. O pior caso, para o gargalo, é quando todos os fluxos atravessam uma mesma
aresta, isto €, o gargalo € igual a r. Na segunda iteracdo, o pior caso, seria que O
gargalo fosse igual a r — 1. Seguindo desta forma, a dltima iteracdo, no melhor caso, é



3.3 Resultados computacionais 34

que o gargalo seja igual a 1, assim teriamos, no maximo, r itera¢des. Portanto, como
a complexidade de cada iteracdo € g(€), temos que a complexidade do Algoritmo 1 é
O(rg(e)). 0J

Consequéncia 3.1 O Algoritmo 1 é polinomial.

Prova. De fato, como (P.) pode ser resolvido polinomialmente e pela Proposicao 3.3, a
complexidade do Algoritmo 1 € O(r g(€)) entdo esse algoritmo € polinomial. 0

Consequéncia 3.2 A cardinalidade de X*, no final do Algoritmo 1, é limitada
superiormente por r.

Prova. Pela Proposicdo 3.3 , o nimero maximo de iteracdes € r. Além disso, pelo
Algoritmo 1, no miximo uma solu¢do € inserida em X*, por iteracdo. Logo, a
cardinalidade de X™* é limitado superiormente pelo o nimero de fluxos, ou seja, | X*| < r.
OJ

3.3 Resultados computacionais

As implementacdes do algoritmo apresentado neste capitulo sdo feitas em
linguagem C++ e compiladas com o Microsoft Visual C++ 2010. O modelo matematico é
implementado em C++ utilizando a biblioteca Concert do CPLEX 12.4 e os experimentos
sao executados em um PC com processador Intel Core 2 Duo T6400 e memdria RAM de
4GB.

Os resultados computacionais, aqui apresentados, sdo referentes a
implementagdo do Algoritmo 1 para resolver do problema (P). Nesse caso o problema (P)
busca rotear os r fluxos, minimizando o gargalo da rede e o custo total de todos os fluxos,
definidos sobre o grafo grade e o grafo aleatdrio, utilizando o modelo Barabdsi-Albert
(BA) [Barabasi e Albert 1999].

A metodologia que usamos para gerar 0s custos C,-fj ¢ similar a de [Alvelos e
Carvalho 2003]. N6s geramos tanto instancias com valores dos custos das arestas sendo
0 mesmo para todos os fluxos, quanto instancias com diferentes valores. Primeiramente,
consideramos custos iguais, C,fj =1, para todas arestas (/,j) € E e para todos fluxos f € F, e,

posteriormente, 0s custos C,fj escolhidos aleatoriamente dentre os elementos do conjunto
{1,2,3,4,5}.

Quanto aos nds de origem e de destino de cada fluxo f € F, eles sdo gerados
aleatoriamente considerando duas configuracdes de distribui¢do dos fluxos: (i) origens
quaisquer (multiplas origens) e destinos quaisquer (multiplos destinos), (ii) origens
quaisquer e unico destino. Em cada configuracao, avaliamos dois cendrios, um com 80
fluxos e outro com 300 fluxos, empregando 100 instancias para cada um.
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3.3.1 Analise dos resultados para os custos das arestas todos iguais

Os custos assumem todos valores iguais, ou seja, C,-fj = 1 para todas arestas
(i,j) € E e para todos os fluxos f € F.

3.3.1.1 Analise dos resultados para grafo grade

Nessa primeira andlise consideramos o grafo grade, a-por-b, definido da seguinte
forma: seja V o produto cartesiano {1,2,---,a} x {1,2,---,b}, ou seja, o conjunto de
todos os pares ordenados (u,v) com u € {1,2,---,a} e v € {1,2,---,b}. Digamos que
dois elementos (u,v) e (U/,V) de V sdo adjacentes se u=t' e [v—V/|=1ousev=V
elu—U|=1ousev=u+1ev=v+iouset =u+1eVv =v—1,onde |u— U
representa 0 modulo da diferenga entre os dois nimeros inteiros u e u’. Essa relagdo de
adjacéncia define um grafo sobre o conjunto V de vértices, como mostra a Figura 3.3.
Aqui consideramos a=b = 10.

Figura 3.3: Grade a-por-b.

Dentre as métricas analisadas temos o que denominamos de amplitude total. Ela
representa a diferenca entre o valor do custo total de todos os fluxos da dltima solucao
Pareto-6tima (zzf()'()) e do valor do custo total de todos os fluxos da primeira solugdo
Pareto-6tima (z5 (X)), geradas pelo Algoritmo 1, onde X € X*.

A Tabela 3.3 mostra o nimero de fluxos (r), a cardinalidade do conjunto minimo
completo (|X*|), o nimero de iteragdes que P, foi resolvido (/t), as coordenadas do
vetor solucdo da primeira solugdo Pareto-6tima gerada (z7 e zJ9), as coordenadas do vetor
solucdo da ultima solucdo Pareto-6tima gerada (z{ e z£) e o tempo (t) de execugdo do
algoritmo, em segundos. Os resultados apresentados sdo médias e desvios padrdes para
100 instancias.

Para a primeira configuracdo de distribuicdo dos fluxos, observamos que a
amplitude total dos valores de z»(X), onde X € X*, em cada instancia, ndo ultrapassa 23
saltos, para r = 80, e 46 saltos, para r = 300 (Figuras 3.4(a) e 3.4(b)). Cada Fluxo, em
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Tabela 3.3: Média e desvio padrdo dos resultados sobre 100 instancias, considerando c}} =1.

Topologia Grade |
Origens e destinos quaisquer
r Valores x5tz zZZ z} t
80 Média 2 5 2 375 1 382 79,13
Desvio Padrao 05 09 02 183 0,5 18,6 54,66
300 Média 1 8 4 1,408 4 1.410,0 1.243,31
Desvio Padrao || 04 1,5 0,1 373 04 37,9 1.112,62

Origens quaisquer e mesmo destino

r Valores X ez 28z z} t
80 Média 6 20 17 379 13 400 158,78
Desvio Padrao || 2,1 92 34 650 38 66,8 73,68
300 Médi.a 16 65 62 1.386 47 1.455 1.996,60
Desvio Padrdao || 6,6 29,3 13,3 2334 13,5 241,3 1.001,50

média, faz 6 saltos por iteracdo, com desvio padrdo de 7 saltos, para r = 80. Para r = 300,
uma média de 3 saltos, com desvio padrdo de 7 saltos. A média é pequena devido ao fato
do Algoritmo 1 ter gerado, em muitas instancias, | X*| = 1 (Figura 3.9(a)).

Para o total de saltos de cada fluxo f € F, observamos que para r = 80, no minimo
81,25% dos fluxos mantém o total de saltos inalterados, comparando a primeira solu¢do
Pareto 6tima com a ultima solug@o Pareto-6tima gerada pelo o Algoritmo 1, e para r = 300,
no minimo 89, 3% dos fluxos. Ou seja, na ultima solug@o Pareto-6tima gerada, a maioria
dos fluxos, ainda, utiliza o caminho de comprimento minimo para chegarem aos seus
destinos.

Enquanto que grande parte dos demais fluxos aumentam a quantidade de saltos
para cada fluxo, na ultima solucio Pareto-6tima gerada, em até 66,7%, para r = 80, € em
até 75% para r = 300, comparado com o total de saltos de cada fluxo da primeira solugdo
Pareto-6tima gerada. Raramente ocorre de que um determinado comprimento de caminho
de um fluxo dobre de tamanho (11,25% das instancias para r = 80 e 1% das instancias para
r=300). Isso acontece em, no maximo, dois fluxos por instancia (Figuras 3.5(a) e 3.5(b)).

Quanto ao gargalo (z1 (X)) obtivemos baixos valores, como mostra os graficos das
Figuras 3.7(a) e 3.7(b). Esse fato ocorre porque nesse tipo configuracio de distribui¢do
de fluxos (origens e destinos multiplos) os fluxos ficam mais espalhados na rede.
Consequentemente, poucas iteragdes sao necessarias (Figura 3.6(a)) e, assim, com pempo
médio de 79,129 segundos, com desvio padrao de 54,657 segundos para r = 80 (Figura
3.8(a)). Mas, para r = 300 o tempo, em média é 1.243,313 segundos, com desvio padrao de
1.112,62 segundos, devido ao aumento expressivo na quantidade de varidveis de decisdo
(m.r) do problema (P¢) (Figura 3.8(b)).

Assim, como é de se esperar, tendo poucas iteracdes, sdo geradas poucas
solucdes Pareto-6timas em cada instancia, o que, na prética, poderd facilitar a tomada
de decisdo (veja grafico da funcdo distribuicao cumulativa (cdf) - Figura 3.9(a)).

Para a segunda configuracdo de distribui¢do dos fluxos (multiplas origens € um
tnico destino) verificamos que, em pouquissimas instincias, é gerado |X*| =1 (5% das
instincias, para os dois valores de r considerados) e nas demais instincias, |X*| atinge
valores superiores a dois, independente do valor de r, como mostra a Figura 3.9(b).
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Figura 3.4: Total de saltos de todos os fluxos da primeira solugdo (z9(X)) e da tltima solugdo (zé(x))
Pareto-6timas gerada pelo Algoritmo 1, em cada instincia.

A amplitude total dentre os valores de zo(X), com X € X* de cada instancia varia
de zero a 45 saltos, para r = 80 e de zero a 149 saltos para r = 300, como podemos ver nos
gréaficos das Figuras 3.4(c) e 3.4(d).

Em cada fluxo, observamos que o comprimento de caminho para r = 80, no
minimo 61,25% dos fluxos, em cada instancia, mantém o total de saltos inalterados,
comparando a primeira solu¢do Pareto 6tima com a dltima solugdo Pareto-6tima, gerada
pelo o Algoritmo 1. E, quando consideramos r = 300, no minimo 63,3% dos fluxos.
No restante dos fluxos, para r = 80, em 37% das instancias, no maximo trés fluxos por
instancia dobram o tamanho do comprimento do caminho na dltima solu¢ao Pareto-6tima
em relagdo a primeira solucdo Pareto-6tima, e em 8% das instancias apenas um fluxo
por instancia triplicou o tamanho do caminho e, para as demais instancias, o acréscimo
ndo ultrapassa 67,7% em relagdo ao tamanho do caminho minimo de cada fluxo. Para
r =300, nos demais fluxos, em 52% das instancias, no maximo seis fluxos por instancia
dobraram o tamanho do comprimento do caminho na dltima solucao Pareto-6tima gerada
em relacdo a primeira solucdo Pareto-6tima e em 13% das instincias, no mdximo dois
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Figura 3.5: A fung@o distribui¢do cumulativa da porcentagem de aumento no esticamento do comprimento
dos caminhos de cada fluxo da udltima solucdo Pareto-6tima em relagdo a primeira solucio Pareto-6tima.
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Figura 3.6: A fungfo distribuicdo cumulativa do niimero de iteragdes em cada instancia.

fluxos por instancia triplicou o tamanho do caminho e as demais instancias o acréscimo
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Figura 3.7: A func@o distribuicdo cumulativa dos gargalos z{(X), da primeira solu¢do (maior gargalo), e
z!(%), da tltima solugdo (menor gargalo), Pareto-6timas geradas pelo Algoritmo 1.

nao ultrapassa 66, 7% (Figuras 3.5(c) e 3.5(d)).
Nas instancias onde |X*| > 1, vimos a necessidade de medirmos se existiria ou
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Figura 3.9: A funcdo distribui¢do cumulativa da cardinalidade do conjunto X*. A linha pontilhada representa
que os resultados para | X*| que apareceram nos testes foram somente os discriminados nas abscissas.

nio penalidades considerdveis de um ou mais fluxos, quanto ao esticamento do total
de saltos de cada fluxo da dltima solu¢do Pareto-6tima em relagdo a primeira solucdo
Pareto-6tima. Para isso, utilizamos o indice de justica de Jain [Jain, Chiu e Hawe
1984], que resulta em um ndmero entre 0 e 1. Aqui, esse indice mede a “igualdade” do
esticamento do total de saltos de cada fluxo e, quanto mais préximo de 1 o resultado do
indice, menor a penalidade entre esses fluxos. E 6bvio que o indice ndo atingird o valor
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maximo (=1). A Figura 3.10 mostra que, em todos os cendrios, o indice de justica foi
superior a 0,93.
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Figura 3.10: A funcdo distribui¢do cumulativa do indice de justica.

Observamos uma especificidade para a configuracdo de distribuicao dos fluxos
quando todos os r fluxos vao para um mesmo destino d. Considere que my representa
a quantidade de aresta que chega ao destino d. Assim, o menor valor que z; pode
assumir para P ser vidvel é z{ (Xx) = [mLW’ se r > my, veja Figura 3.7(c). Portanto, para
essa configuragdo, podemos prever umaditeragﬁo a menos no algoritmo, basta executar o
algoritmo até € = €y = {mL—‘ . Logo, temos que | X*| < r— [mLW +1. As Figuras 3.7(c)
e 3.7(d) mostram a cdf do gargalo z1(x) da dltima e da primeiga solucdo Pareto-6tima,
respectivamente, gerada pelo Algoritmo 1, em cada instancia. Observamos que o gargalo
maximo da ultima iteracdo € de 27 fluxos, para r = 80, e 100 fluxos, para r = 300. Além
disso, 50% das instancias iniciam com um gargalo inferior a 17 fluxos e 60 fluxos, para
r =80 e para r = 300, respectivamente.

Quanto ao numero de iteragdes, ele ndo € tdo grande (Figura 3.6(b)) quando
comparado com a quantidade que poderia ocorrer (Teorema 3.3), pois o gargalo nas
primeiras iteracdes cai drasticamente, isto €, z1(X) < €. Ocorre, também, muitas solugdes
dominadas; isso se d4 pela propria topologia do grafo grade que, na maioria das vezes,
tem mais de uma opg¢ao de caminhos de mesmo tamanho. Assim, quanto mais fluxos mais
solu¢des dominadas. Além disso, na metade das instancias ocorre um tempo inferior a 15
segundos, para r = 80, e inferior a 1.200 segundos, para r = 300 (Figuras 3.8(c) e 3.8(d)).

3.3.1.2 Analise dos resultados para grafo aleatério

O grafo aleatério utilizado € o modelo denominado Barabdsi-Albert
(BA) [Barabasi e Albert 1999]. Esse modelo gera redes com distribuigdo lei de poténcia,
caracteristica observada em varios sistemas reais, tais como a internet e redes sociais.
O grafo inicia-se com n, nds. Novos noés sdo adicionados a rede, um a um, e cada um
desses novos nés faz conexdes com outros A nds ja existentes na rede, com N < ny. A

i
YK

jev

probabilidade do novo né ¢ se conectar a um outro né / ja existente é dada por p; =



3.3 Resultados computacionais 42

onde kj é o graudond i e Z ki € a soma de todos os graus dos nos j ja existentes na rede.
jev

Esse processo de escolhaj de conexdo € repetido entdo para cada uma das N conexdes

que o novo né ird fazer. A quantidade de novos nés que serdo adicionados na rede serd

denotado por t. Consideramos n =100, n, =3, N=n,, t =97 ¢ m=2.A.1.

Quanto aos nds de origem e de destino de cada fluxo f € F, foram gerados
aleatoriamente, considerando as mesmas configuragdes de distribuicdo dos fluxos que
utilizamos na subsecdo anterior e, também, consideramos a mesma quantidade de fluxos
(r=280e r=2300).

A Tabela 3.4 mostra o nimero de fluxos (r), a cardinalidade do conjunto minimo
completo (|X*|), o nimero de iteragdes que P, foi resolvido (/t), as coordenadas do
vetor solugdo da primeira solugdo Pareto-6tima gerada (z7 e z5), as coordenadas do vetor
solug@o da ultima solucdo Pareto-6tima gerada (z1f e zé) e o tempo (t) de execugdo do
algoritmo, em segundos. Os resultados apresentados sdo médias e desvios padrdes para
100 instancias dos conjuntos de resultados.

Tabela 3.4: Média e desvio padrdo dos resultados sobre 100 instancias, considerando c}} =1.

Topologia aleatéria |

Origens e destinos quaisquer

r Valores Xz 2 ZZ t
80 Média 2 4 2 208 2 213 27.61
Desvio Padrao 07 07 05 64 05 85 5,04
300 Média 3 6 5 778 3 786 174,88
Desvio Padrao 09 09 09 11,0 0,2 12,1 45,07

Origens quaisquer e mesmo destino

r Valores x* e 2z ZZ t
80 Média 7 19 25 211 19 222 127,63
Desvio Padrio 52 84 81 268 713 22,6 56,67
300 Média 2366 97 79 76 833 151135
Desvio Padrdo || 18,0 33,1 27,6 76,9 244 649 764,28

As Figuras 3.11(a) e 3.11(b) mostram a cdf, para a configuracdo (i) de
distribuicdo dos fluxos, da amplitude total dos valores de z>(X), onde X € X* em cada
instancia. Em média, 6 saltos por instincia, com desvio padrdo de 6 saltos para r = 80, e
para r = 300, uma média de 8 saltos, com desvio padrdo de 5 saltos (a maior amplitude
para r = 80 foi 20 saltos e para r = 300, foi de 42 saltos).

Quanto ao total de saltos da ultima solugdo Pareto 6tima comparado com a
primeira soluc¢do Pareto-6tima, geradas pelo algoritmo em cada instancia, de cada fluxo,
observamos que para r = 80, no minimo 82,5% dos fluxos, em cada instancia, ndo sofrem
alteragdes na quantidade de saltos. Os que sofrem alteracdes, na maioria das instancias,
obtiveram um aumento de até 66, 7%, com exce¢ao de 20% das instancias que ocorreram
de dobrar o tamanho do comprimento do caminho (no méximo em dois fluxos em cada
instancia) e, em uma Unica instincia ocorreu um aumento de 150% em um Unico fluxo.

Para r = 300, no minimo 94,7% dos fluxos, em cada instincia, ndo sofrem
alteracdes na quantidade de saltos. Os demais comprimentos de caminhos, na maioria
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Figura 3.11: Total de saltos de todos os fluxos da primeira solugdo (z9(x)) e da ultima solugdo (25(%))

Pareto-6timas gerada pelo Algoritmo 1, em cada instancia.

das instancias, obteve um aumento de até 50%, exceto em sete instncias que dobram o
tamanho do comprimento do caminho (em um tnico fluxo de cada instancia) e, em duas
instancias ocorrem um aumento de 66, 7% (Figuras 3.12(a) e 3.12(b)).

A Figura 3.13 mostra que, em todos os cendrios, o indice de justica de Jain foi
superior a 0,92.

O fato de termos baixos valores de z1(x) (gargalo), como mostra os graficos
das Figuras 3.16(a) e 3.16(b), isso acarreta em poucas iteragoes (Figura 3.17(a)) e,
consequentemente, obtivemos tempos baratos, em média 27,607 segundos, com desvio
padrao de 5,041 segundos para r = 80 e para r = 300, em média 174,882 segundos,
com desvio padrao de 45,068 segundos (Figuras 3.14(a) e 3.14(b)), e poucas solugdes
Pareto-6timas, em cada instincia, como podemos observar na cdf da Figura 3.15(a).

Quando consideramos todos os fluxos com o mesmo (linico) destino, verificamos
que 23% e 22% das instancias geraram |X*| = 1, para r = 80 e para r = 300,
respectivamente, ¢ a maior cardinalidade de X* € de 22 e 79 solugdes Pareto-6timas,
para r = 80 e r = 300, respectivamente, como mostra a Figura 3.15(b).
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Figura 3.12: A func¢do distribui¢do cumulativa da porcentagem de aumento no esticamento do comprimento
dos caminhos de cada fluxo da udltima solucdo Pareto-6tima em relagdo a primeira solucio Pareto-6tima.
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Figura 3.13: A funcdo distribui¢do cumulativa do indice de justica.

A amplitude total dentre os valores de zo(X), com X € X* de cada instancia varia
de zero a 26 saltos, para r = 80 e de zero a 113 saltos para r = 300, como podemos ver
nos graficos das Figuras 3.11(c) e 3.11(d). Para o total de saltos de cada fluxo observamos
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Figura 3.14: A funcio distribui¢do cumulativa do tempo de execucdo do Algoritmo 1 em cada instancia.
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Figura 3.15: A funcdo distribuicdo cumulativa da cardinalidade do conjunto X*. A linha pontilhada
representa que os resultados para |X*| que apareceram nos testes sdo somente os discriminados nas
abscissas.

que para r = 80 pelo menos 70% dos fluxos, em cada instancia, ndo sofrem alteracdes na
quantidade de saltos, quando comparamos a dltima solucdo Pareto-6tima com a primeira
solucdo Pareto 6tima. Nos demais fluxos hd um aumento de até 66,7% em 85% das
instancias, até 100% em 14% das instancias, mas ocorrendo no maximo, em cinco fluxos.
O tamanho de um fluxo triplicou a quantidade de saltos somente em uma tnica instancia
(ver Figura 3.12(c)).
Para r = 300, no minimo 73,3% dos fluxos de cada instincia ndo sofrem
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alteracdes na quantidade de saltos e os demais fluxos hd um aumento de até 66, 7%, com
excecdo de 15% que, no maximo 7 fluxos em cada instancia, dobram o comprimento do

caminho (Figura 3.12(d)).
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Figura 3.16: A funcdo distribuigéo cumulativa dos gargalos da primeira solugio (z{(X)) e da dltima solugdo
(2](x)), Pareto-6timas geradas pelo Algoritmo 1.

O maior gargalo € de 50 fluxos, para r = 80, e 163 fluxos, para r = 300, ou seja,
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em nenhuma instancia, ocorre de atingir o gargalo maximo igual a r. J4, o menor gargalo
para r = 80 € de 3 fluxos e para r = 300, 18 fluxos. Mais detalhes pode ser visto nos
graficos das Figuras 3.16(c) e 3.16(d) que mostram a cdf dos gargalos z;(X) que ocorrem
na primeira e na ultima solucao Pareto-6tima, respectivamente, gerada pelo Algoritmo 1,
em cada instancia.

A Figura 3.17(b) mostra que em 50% das instancias ocorre menos do que 20
iteracdes, para r = 80 e menos do que 65 iteracdes, para r = 300.

Barabasi: n=100; origens Barabasi: n=100; origens
quaisquer e destinos quaisquer quaisquer e mesmo destino

-®-r=280 --»-r=300 1
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Figura 3.16: A funcdo distribui¢do cumulativa da quantidade de iteracdes em cada instincia.

3.3.2 Analise dos resultados para custos variados nas arestas

Os resultados computacionais sdo referentes a implementacdo do Algoritmo 1
para a resolucdo do problema (P). Nesse caso o problema (P) busca rotear os r fluxos,
minimizando o gargalo da rede e minimizar o custo total de todos os fluxos, definidos
sobre o grafo grade e o grafo aleatério, utilizando o modelo Barabasi-Albert (BA)
[Barabasi e Albert 1999]. Os custos foram gerados aleatoriamente com c}} €{1,2,3,4,5},
para todas arestas (/,j) € E e para todos os fluxos f € F.

Embora esses resultados ndo adicionem informagdes relevantes ao trabalho, eles
estendem sensivelmente a avaliagdo computacional.

As tabelas a seguir mostram o nimero de fluxos (r), a cardinalidade do conjunto
minimo completo (| X *|), o nimero de iteragdes que P foi resolvido (/t), as coordenadas
do vetor objetivo da primeira solu¢do Pareto-6tima gerada (z{ e z5), as coordenadas do
vetor objetivo da tltima solucdo Pareto-6tima gerada (z{ e z£) e o tempo (t) de execugdo
do algoritmo, em segundos. Os resultados apresentados sdo médias e desvios padrdes para
100 instancias dos conjuntos de resultados.

A cardinalidade do conjunto X*, com custos C,fj variados, acarreta em um
acréscimo significativo, comparado com os resultados quando consideramos 0s custos
das arestas todos iguais (c,.f/- = 1). Isso ocorre pois, com custos variados, a chance de
acharmos uma unica solu¢cdo 6tima para P, em cada iteracdo, aumenta, assim essa
solucdo é Pareto-6tima para (P) (veja [Chankong e Haimes 2008]), ou seja, das solucoes
geradas pelo algoritmo, poucas sdo deletadas (veja Figura 3.17). Além disso, o nimero
de iteragdes aumenta, pois como os custos das arestas ndo sdo todos iguais, temos mais
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Tabela 3.5: Média e desvio padrao sobre 100 instncias com custos variados.
Topologia Grade |
Origens e destinos quaisquer
r Valor Xz 2 z} t
80 Média 7 9 8 608 1 807 162,98
Desvio Padrao 1,5 14 14 284 05 96,6 255,32
300 Média 20 24 23 2.335 4 2934 1.086,53
Desvio Padrao 28 30 28 787 03 1535 664,27
Origens quaisquer e mesmo destino
r Valor X oz 2 z} t
80 Média 28 35 39 601 12 712 77,64
Desvio Padrao || 11,7 124 129 96,9 3,3 108,6 30,45
300 Média 105 126 152 2277 48 2711 1.220,98
Desvio Padrao || 51,5 49,8 55,0 415,5 14,8 430,7 504,88
Tabela 3.6: Média e desvio padrao sobre 100 instncias com custos variados.
Topologia aleatéria
Origens e destinos quaisquer
r Valor x|z 2 Z z} t
80 Média 5 6 5 387 1 440 14,17
Desvio Padrao 1,2 1,3 1,1 13,7 0,5 36,3 2,77
300 Média 12 17 14 1.456 3 1.643 155,23
Desvio Padrao | 2,2 2,7 22 267 03 429 2258
Origens quaisquer e mesmo destino
r Valor x|z 2 Z z} t
80 Média 29 36 46 378 19 459 67,83
Desvio Padrao || 14,6 14,0 17,3 70,2 7,1 60,3 27,97
300 Média 97 117 165 1474 69 1.749 885,81
Desvio Padrao || 56,6 54,1 67,2 273,0 26,5 240,8 420,41
opgdes de caminhos com comprimentos diferentes para cada fluxo, assim € € {1,2,---,r}

assume mais valores desse conjunto.

Consequentemente, o tempo de execugdo do algoritmo aumenta, também.
Obviamente, a amplitude do custo total de todos os fluxos da dltima e da primeira solucdes
Pareto-6tima gerada pelo o algoritmo também ocorre um aumento significativo, veja as
Tabelas 3.5 e 3.6.

Portanto, se assumissemos uma quantidade suficientemente grande de valores
distintos para os custos das arestas, a chance de ocorrer que nenhuma solugdo gerada
seja deletada, ou seja, que todas as solugdes geradas sejam Pareto-6timas de (P), € muito

grande.

Nos resultados computacionais, observamos que para instancias com fluxos de
origens e/ou destinos variados, o nimero de solucdes Pareto-6timas no conjunto minimo
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completo é extremamente baixo. [sso consiste em um resultado importante, pois facilita a
tomada de decisdo em torno de qual solucdo escolher para fazer o roteamento dos fluxos.
Alguns resultados (tabelas e graficos) extras se encontram disponiveis em
https://github.com/LABORA-INF-UFG/paper-LKKN-2018-extras.
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Figura 3.17: A funcéo distribui¢do cumulativa da cardinalidade de X* com custos variados.
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CAPITULO 4
Um problema biobjetivo de roteamento de
fluxos com diferentes qualidades nas arestas

O trabalho apresentado neste capitulo deu origem ao artigo [Fernandes, Pinto
e Cardoso 2019]. Nele apresentamos um modelo de problema de roteamento de fluxos
em redes de multiplos saltos nos quais os enlaces podem assumir qualidades diferentes.
Ou seja, o que diferencia esse modelo do modelo apresentado anteriormente é que nessa
proposta a fungdo gargalo leva em conta os pesos dos fluxos e as qualidades dos enlaces
(arestas), ao invés de considerarmos apenas o numero de fluxos sobre as arestas. Surge,
dai, 0 modelo biobjetivo (P), apresentado a seguir.

4.1 O Problema (P)

Considere um conjunto de fluxos F, com |F| = r, a ser roteado em um grafo
orientado G = (V, E), onde V representa o conjunto de nés e E o conjunto de arestas, com
|V|=ne|E|=m. Cada fluxo f € F deve ser roteado por um dnico caminho em G, indo
da sua origem s’ € V ao seu destino d € V. Para cada aresta (i,j) € E, indo de i € V para
j€ V,efluxo f € F, definimos uma varidvel bindria x, ,j, que ird indicar se o fluxo f vai
passar (ou nao) pela aresta (/, ).

Seja g; um valor inteiro ndo negativo associado a cada aresta (/,j) € E,
correspondendo a qualidade dessa aresta, com gj; € {q1,92, - ,Qu} € g1 < G2 < -+ < Q.
Considere, ainda, pf € Z>p o peso de cada fluxo f € F.

A soma ponderada desses dois pardmetros, denotada por W,’;, corresponde ao
peso do fluxo f € F para atravessar a aresta (/,j) € E, isto é, W,;- =B1.p + B2.gi, VfE€F
e V(i,j) € E, onde os valores 31, B2 € Z>( sdo parametros que permitem atribuir o grau
de importancia de p’ e qij, respectivamente. Sem perda de generalidade assumimos que
quanto maior o valor de W,-’;- pior serd esse peso.

O 1ltimo parametro definido é C,'; o custo para o fluxo f utilizar a aresta (i, /).
Assim, temos o gargalo da rede, definido como a carga da(s) aresta(s) mais

pesada(s), dado por z{(x) = maxE Z } e o custo total de todos os fluxos dado
(NEE |\ feF
por Za(x Z Z
feF(ij)eE

O modelo de programacao biobjetivo, formulado para o problema, de rotear os r
fluxos, minimizando o gargalo da rede e o custo total do roteamento, segue-se abaixo.
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P) minimizar{ max wl.x! 4-1
(P) minimizar ) | ¥ ’}} +
minimizar Z Z C,-fj.x,-; (4-2)
feEF(ij)cE
sujeito a:
1, sei=s'
Y xi— Y xi=¢0 viev-{d s} vieF (4-3)
(NEE ~ (NEE -1, sei=d
xj€{0,1},V(i,j) e EeVfEF (4-4)

As restricdes garantem que cada fluxo f € F saia da sua origem, s’, e chegue ao
seu destino, d', passando por exatamente um caminho.

As funcdes (4-1) e (4-2) sao conflitantes, pois minimizar a carga da(s) aresta(s)
mais pesada(s) deve na maioria das vezes implicar em custos maiores (ou caminhos mais
longos quando C,-fj = 1) para roteamento dos fluxos, mas nunca custos menores. Da mesma
forma, minimizar o custo total (ou nimero total de saltos) deve levar a um maior valor
para a fun¢do gargalo.

Nesse modelo observe que se considerdssemos (31 = 1 e 32 = 0 terfamos como
objetivo da funcdo gargalo, minimizar o maximo da soma dos pesos dos fluxos sobre as
arestas e se 31 =0e 32 =1, a funcdo gargalo estaria minimizando a carga mdxima sobre
as arestas, levando em conta as qualidades das arestas.

4.2 O Algoritmo

A fim de resolver (P), nds utilizamos o Algoritmo 1 com algumas adaptagdes. No
final do algoritmo obtemos um conjunto minimo completo, X*, de solu¢des Pareto-6timas
para (P)

Considere o subproblema mono-objetivo, denotado por (Pe), onde a fungdo
objetivo é dada por 2, isto €, a funcdo totalizadora (4-2) do problema biobjetivo (P). As
restri¢des de (Pe) sdo (4-3) e (4-4) de (P), juntamente com uma restri¢io sobre o gargalo,
a qual é definida através do parametro inteiro positivo, denotado por €. Esse parametro
¢ usado para controlar os valores da funcdo gargalo e para garantir a otimalidade do

algoritmo. O subproblema de programacdo linear inteira € apresentado a seguir.

(P¢) minimizar{ Z C,jX,;}

fEF(ij)eEE
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sujeito a:
1, sei=s
Y xi— Y xi=¢o0 viev-{d s} vieF
(ij) EE (i) EE —1, sei=d"
Y wix <e VijcE (4-5)
feF

x;€{0,1}, V(i) EEeVi€F

A escolha de manter a fun¢do totalizadora (4-2) como funcdo objetivo, e tratar
a fungdo gargalo (4-1) como restri¢cao € pelo mesmo motivo do Problema (P): (4-2) ser
uma funcao linear e (4-1) ndo ser. Porém, as restricoes (4-5) associadas ao parametro €,
limitando os valores de (4-1), sdo lineares. Logo, esta estratégia nos permite resolver o

problema (P) por programacao linear.

Para resolver o problema (P), adaptamos o Algoritmo 1 proposto no capitulo
anterior, como apresentado a seguir.

Algoritmo 2

1. X* < (; e « e,.

2. Enquanto (P.) ndo for invidvel faga

3. X < solugdo étima de (P.)

4. X* < X*U{x}

5. e — z(X)—1

6. Se | X*| > 1 e zx(X) = zo(X) entdo
7. X* o X*—{%)

8. X X

O algoritmo resolve (P.) repetidamente, empregando, em cada iteracdo, uma
atualizacdo no valor de €. Como € levado em consideracdo as qualidades das arestas
e os pesos dos fluxos em zy, entdo o maior gargalo ocorrerd quando todos os fluxos
passarem pela aresta de pior qualidade. Por esse motivo iniciamos com € = €p, onde
€0 = Z [[51.pf + Bg.q(x] . E, ap6s a obtencdo da solucdo étima x para (P), fazemos

€= z1f(e)?F) — 1. Dessa forma, o gargalo da nova solugdo, X, obtida na iteragdo seguinte, serd
menor do que o da anterior, renomeada para X. Entdo, caso o valor de z» seja 0 mesmo
para essas duas solugdes, temos que a solucdo anterior € dominada pela nova solugdo, dai
a solucdo anterior é deletada. Assim, segue o algoritmo até uma iteracio em que (P.) seja
invidvel. E importante observar que para qualquer solucdo vidvel x para o problema (P)
temos z1(Xx) € Zx>o, pois os valores de W,-’;- e x,-’;- sdo inteiros ndo negativos. Logo, ndo existe
nenhuma solucao vidvel com valor de z; maior do que z{(X) — 1 e menor do que z;(X).
Isso € o que garante que no final, o Algoritmo 2 gera um conjunto minimo completo de
solu¢des Pareto-6timas X* to (P).

Observe que o valor minimo que € pode atingir (melhor roteamento possivel
com relacdo ao gargalo) é €f = 31.p+ [32.q1, onde p = rpea,;({pf }. De fato, pois atingimos

o menor gargalo quando as arestas que passam os fluxos sdo as arestas de melhor
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qualidade, ou seja, os valores das qualidades dessas arestas sdo todas iguais a g e,
além disso, em cada uma delas passam um tnico fluxo. Como, p > p’, Vf € F entdo
B1.6>B1.0" & B1.0+P2.q1 = B1.p" + B2y B

Como e decresce pelo menos uma unidade em cada iteracao, (P¢) € resolvido no
maximo para € iteracdes, onde € = €9 — €7+ 1. Portanto, a complexidade do algoritmo para
resolver o problema (P) é O(é.g(e€)), onde g(€) é a complexidade de (P¢). Além disso, a
cardinalidade de X* é limitada por €, isto é, | X*| < €, pois no maximo uma solugio 6tima
¢ inserida em X™ por iteragao.

4.3 Resultados Computacionais

Os resultados computacionais sdo referentes a implementacdo do Algoritmo
1 para a resolucdo do problema (P), definido sobre grafos. As implementacdes foram
feitas em linguagem C++ e compiladas com o Microsoft Visual C++ 2010. O modelo
matematico foi implementado em C++ utilizando a biblioteca Concert do CPLEX 12.4
e os experimentos foram executados em um PC com processador Intel(R) Core(TM)
17-6700HQ CPU @ 2.60GHz e meméria RAM de 16Gb.

A topologia do grafo considerada é o grafo aleatério do modelo Barabasi-Albert
(BA). Consideramos n =100, n, =3, i = n,, I = 97 ¢ m = 2.A.f. E utilizado 0 mesmo
grafo, gerado aleatoriamente, para todos os cendrios considerados. Os nds de origem e
de destino de cada fluxo f € F também foram gerados aleatoriamente, considerando duas
configuracdes distintas para a distribuicdo dos fluxos. Na primeira, todos os fluxos t€ém
o mesmo destino e as origens sdo variadas. Na segunda, todos os fluxos tém origens e
destinos quaisquer. A quantidade de fluxos considerada foi de r =40 e r = 80.

Sabemos que a qualidade da aresta afeta a capacidade de efetividade da aresta e,
consequentemente, o peso do fluxo sobre a aresta é, também, afetado pela qualidade da

aresta. Assim, consideramos p’ = [FW ,onde T é o comprimento de caminho minimo de
cada fluxo f € FeT* = rpalg({l“f}.
€

Para esses pardmetros do problema, consideramos 31 = [91.%-‘, onde p =

rpea}({pf } e B2=02. Os pares 01 e 0, de entradas inteiras, assumiram os seguintes valores:

(01;02) = (1;1), (1;10) e (10;1).

Para cada aresta foram designados, aleatoriamente, um dos trés valores que
representam as qualidades das arestas, isto €, qualidades baixa, média e alta. Em outras
palavras, g;; € {g1, 2,93}, ou seja, o« = 3. Os custos C,-fj =1,Vfe FeV(i,j) € E.

As métricas para a avaliagdo do algoritmo na topologia utilizada sdo: a
cardinalidade do conjunto minimo completo das solu¢des Pareto-6timas (| X*|), o nlimero
de iteracdes e o tempo de execucdo. Adotamos linhas pontilhadas nos gréficos das fungdes
de distribuicdo cumulativa da cardinalidade e do numero de iteracdes para mostrar que os
valores ocorridos nos testes foram, somente, os discriminados nas abscissas, ndo havendo
nenhum valor entre eles.

4.3.1 Avaliacao Computacional

Nesta secao o objetivo € mostrar que a abordagem apresentada no Capitulo 3
ndo garante a geracao de um conjunto minimo completo de solu¢des Pareto-6timas para
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o problema (P). Para essa andlise consideramos 80 fluxos e 01 = 05 = 1.
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Figura 4.1: Comparagdo da abordagem apresentada no Capitulo 3 em relacdo a abordagem apresentada
neste Capitulo.
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A Figura 4.1(a) mostra a fun¢do distribui¢do cumulativa (cdf) da porcentagem
da cardinalidade do conjunto de soluc¢des, que denotaremos aqui por X, gerado pela
abordagem apresentada no Capitulo 3 em relacdo a cardinalidade do conjunto minimo
completo de solugdes Pareto-6timas X* de (P). Em ambas abordagens consideramos
os mesmos conjuntos de cendrios. Nas duas configuracdes de distribui¢cdo dos fluxos,
observamos que na maioria das instancias |X| < |X*|. Apenas em 7% das instancias
|X| > |X*|, quando consideramos a configuragdo, dnico destino e, para configuragdo,
multiplos fluxos, somente 2% das instancias |X| > |X*|. Isso ocorre pois como aqui
consideramos os pesos (qualidade e pesos dos fluxos) sobre as arestas, o parametro €
inicia com um valor bem maior do que a quantidade de fluxos a ser roteado, entdo a
possibilidade de acharmos mais solu¢gdes na abordagem atual é maior do que a abordagem
anterior.

Agora, o intuito € analisar a porcentagem de solu¢des pertencentes a X que sdo
dominadas para (P). A Figura 4.1(b) mostra a cdf da porcentagem dessas solugdes de
X que sdo solugdes dominadas para o problema (P). Quando determinamos os vetores
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objetivo para (P), utilizando as solucdes de X, observamos que em 60% das instancias
obtemos 96% ou mais dessas solucdes sdo dominadas para o problema (P), quando
consideramos a configuragdo, tnico destino. Para a configura¢do, multiplos destinos,
em 33% das instincias observamos que metade ou mais dessas solucdes sdo solugdes
dominadas para (P). Na primeira abordagem, o algoritmo, para a préxima iteragdo,
diminui um fluxo no limite de fluxos que atravessara as arestas, aqui diminuir uma unidade
muitas vezes nem mexamos na quantidade de fluxos que atravessardo as arestas, mas pode
ser que s6 trocamos fluxos de pesos diferentes para diminuir o gargalo do roteamento,
assim a solucdo dessa abordagem nao necessariamente serd solucdo Pareto-6tima para
(P). B

A Figura 4.1(c) apresenta a cdf da porcentagem da quantidade de solugdes de X
que sdo Pareto-6timas para (P) (isto é, que sdo solucdes também pertencentes a X*) em
relacdo a cardinalidade de X* do problema (P). Observamos que quando consideramos a
configuragio, tnico destino, em 60% das instincias nenhuma solugdo de X é solugdo
Pareto-Gtima para o problema (P) e, para configuragdo, multiplos destinos, 30% das
instancias. Além disso, quando consideramos a configuracao de distribui¢do dos fluxos,
unico destino, a abordagem anterior (Capitulo 3) ndo gera um conjunto minimo completo
para (P) em nenhuma das instincias e para configuracio de distribuicdo dos fluxos,
multiplos destinos, gera um conjunto minimo completo em apenas 2% das instancias e
isto somente ocorre quando |X*| < 2.

\ Abordagem anterior - -+ - Abordagem atual - -4 - |
8800 | —]
8000 | PRI
70 I~ _ 7”7 n
73) R o . -
Pl T :
4 R A- - - - _ A - - - _ _ A - - - ]

48§§ | | | | é
190 191 192 193 194 195

Comprimento total dos caminhos

Figura 4.2: Comparacdo do vetor objetivo das solugdes de X com o vetor objetivo de solugdes de X*.

Além disso, para configuracao multiplas origens € um tnico destino, os valores
dos gargalos das solugdes de X e que sdo dominadas para (P), assumem valores bem
maiores do que os valores de z(X) das solugdes Pareto-6timas de (P) (por exemplo,
quando 01 =1 e 02 = 10, veja Figura 4.2).

Os resultados para 01 > 02 e 01 < 02 ndo estdo apresentados aqui, mas o
comportamento geral € similar ao apresentado quando 01 = 05.

Essas andlises mostram que a abordagem apresentada no capitulo anterior nao
garante a geracdo de um conjunto minimo completo de solu¢des Pareto-6timas para o

problema (P). Isso se da pelo fato de que nessa abordagem nao € levado em conta a
qualidade e os pesos dos fluxos sobre os enlaces.

4.3.2 Analise dos resultados

Os testes mostram que o ndmero de iteragdes €, principalmente, influenciado pela
distribui¢do dos fluxos. Ou seja, quando consideramos a configuracao de distribui¢dao dos
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fluxos, origens e destinos quaisquer, o nimero de iteracdes € bem menor do que o nimero
de iteragdes quando consideramos a configuracdo origens quaisquer € mesmo destino
(veja Figura 4.3). O fato disso ocorrer € que quando as distribui¢des de fluxos tém origens
e destinos quaisquer ocorrem o espalhamento dos fluxos pela rede. Assim, temos poucos
fluxos sobre cada aresta, implicando em pequenas iteracdes e, para origens quaisquer e
mesmo destino, hd maior concentracdes de fluxos nas arestas, assim acarretando em mais
iteracoes.
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Figura 4.3: A funcao distribuicdo cumulativa do niimero de iteragdes.

Logo, em cada instancia, é gerado poucas solu¢des Pareto-Gtimas, para o
primeiro tipo de distribuicdoes de fluxos, e muito mais solucdes Pareto-Gtimas, para
distribui¢des dos fluxos, origens quaisquer e mesmo destino (veja Figura 4.4).

Quanto ao tempo de execu¢do do nosso algoritmo, podemos observar que, em
cada instancia, quanto maior o nimero de fluxos a serem roteados maior é esse tempo
e, também, o tempo tem relacdo com a distribui¢do desses fluxos, ou seja, o tempo para
configuracdes de origens quaisquer € mesmo destino € bem mais alto do que as que tém
origens e destinos quaisquer, pelo falo de ter mais iteracdes na segunda configuracio da
distribui¢do dos fluxos (Figura 4.5).

Além disso, em distribuicdes de fluxos com origens quaisquer € mesmo destino,
quando 01 > 0, pode ocorrer tempos bem mais altos do que para 81 < 0, e 81 = 05 (para
r =40 menos de 5% das instancias e para r = 80 menos de 15% das instancias, veja Figuras
4.5(b) e 4.5(d)). Esse fato ocorre, pois apesar de estarmos minimizando o gargalo levando
em conta a qualidade da aresta e os pesos dos fluxos na aresta, quando consideramos
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Figura 4.4: A fung@o distribui¢do cumulativa da cardinalidade do conjunto minimo completo de solu¢des
Pareto-6timas.

01 > 02, na verdade estamos dando maior grau de importancia em minimizar o total dos
pesos dos fluxos nas arestas, assim pode acarretar em mais combinagdes de resultados
para solucdes geradas. Assim, tratando, muitas vezes, em apenas permutar fluxos e, ndo
necessariamente diminuir a quantidade de fluxos na(s) aresta(s) do gargalo.

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram a fung¢ado distribuicdo cumulativa do decréscimo
do gargalo e do aumento do total de saltos, em porcentagens, da ultima solucdo
Pareto-6tima em relacdo a primeira solucao Pareto-6tima geradas pelo nosso algoritmo,
respectivamente. Na maioria dos casos analisados o decréscimo maximo do gargalo
ocorre quando 01 < 07, independente das configuracdes de trafegos dos fluxos (veja
Figuras 4.6(b), 4.6(d), 4.6(a) e 4.6(c)).

O aumento do total de saltos ndo ultrapassa de 42,7%. Como € de se esperar,
independente das configuracdes para a distribuicdo dos fluxos, quanto maior o nimero
de fluxos a serem roteados menor foi o aumento no total de saltos da dltima solugdo
Pareto-6tima em relacdo a primeira solucdo Pareto-6tima. Ou seja, com o aumento na
quantidade de fluxos, diminui a amplitude entre os valores de zp, de uma iteragdo para
outra (veja Figuras 4.7(a), 4.7(b), 4.7(c) e 4.7(d)).
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Figura 4.5: A funcéo distribui¢do cumulativa do tempo de execugdo.
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Figura 4.6: A funcao distribui¢do cumulativa das porcentagens de decréscimo do gargalo da tltima solugdo
Pareto-6tima em relacdo a primeira solug¢do Pareto-6tima.
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Esse decréscimo da amplitude do total de saltos, para quantidade maiores de
fluxos, acontece por termos menos possibilidades para o roteamento, isto €, na primeira
iteracdo ja existem fluxos atravessando uma quantidade muito superior de arestas do que
em roteamento com menos fluxos. O melhor resultado para o aumento do total de saltos
ocorre nas configuracdes de origens e destinos quaisquer com roteamento de 80 fluxos,
ndo ultrapassando 16,3% de acréscimo no total de saltos (veja Figura 4.7(d)).
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Figura 4.7: A funcdo distribui¢do cumulativa das porcentagens do aumento do total de saltos de todos os
fluxos da dltima solucao Pareto-6tima em relacdo a primeira solug@o Pareto-6tima.

Neste modelo, (P), nas solucdes Pareto-6timas geradas, observamos que o total
de saltos de cada fluxo atinge um limite superior do que o total de saltos de cada fluxo
das solugdes Pareto-6timas do modelo (P). Isso ocorre, pois em (P) o gargalo € dado
pela quantidade maxima de fluxos que atravessam as arestas e aqui essa quantidade é
multiplicada por valores de (W,-;-). Dai, muitas vezes, para minimizar o gargalo, hd um
esticamento significante no total de saltos de cada fluxo comparado com minimizar o
gargalo considerando apenas a quantidade de fluxos que passam pelas arestas.



CAPITULO D
Um problema estocastico dois estagios de
roteamento de fluxos

O trabalho apresentado neste capitulo deu origem ao artigo [Fernandes et al.
2019]. Nele apresentamos um modelo mono-objetivo de programacdo estocdstica de dois
estagios de roteamento de fluxos em redes que leva em conta as flutuacdes nas qualidades
dos enlaces (arestas), ou seja, aqui as qualidades dos enlaces (arestas) sdo varidveis
aleatdrias discretas. O objetivo do problema € minimizar o gargalo da rede, roteando r
fluxos, o qual tem como restri¢des o controle dos comprimentos dos caminhos de todos os
fluxos (custo total de todos os fluxos). A restri¢do e fung¢do objetivo sdo acopladas através
de um sobrepeso, cuja influéncia depende da probabilidade de ocorrer esse sobrepeso em
determinado evento.

Para esse modelo, apresentamos, também, a andlise da solucdo eficiente para
as seguintes configuracdes: quando as varidveis aleatdrias, qualidades dos enlaces, ndo
ha correlagdo entre os eventos e quando ha correlagdo entre eles, considerando a
distribuicdo normal, que representam as qualidades incertas dos enlaces. Para todas
essas situacdes, examinamos a estabilidade da solu¢do do modelo utilizando os testes
in-sample, out-of-sample e bias.

5.1 O problema mono-objetivo deterministico

Considere um conjunto de fluxos F, com |F|=r, a ser roteado em um grafo
orientado G = (V, E), onde V representa o conjunto de nés e E o conjunto de arestas, com
|V|=ne|E|=m. Cada fluxo f € F deve ser roteado por um tnico caminho em G, indo
da sua origem s; € V ao seu destino dr € V. Para cada aresta (/,j) € E, indo de i € V para
j€ V,efluxo f € F, definimos uma varidvel bindria x,-f-, que ird indicar se o fluxo f vai
passar (ou nao) pela aresta (i, /).

Seja qjj € Z>o um valor associado a cada aresta (/,j) € E, correspondendo a
qualidade dessa aresta, com gj;; € {g1,Q2,-*,qQu} € g1 < G2 < -+ < Q«. Seja, ainda, c{j 0
custo, ndo negativo, para o fluxo f utilizar a aresta (i, ) € E.

Assim, dado um conjunto de fluxos F, a topologia do grafo G, o custo total
minimo do roteamento de cada fluxo f € F, denotado por I', e o gargalo da rede, definido

como a carga da(s) aresta(s) mais pesada(s), dado por (rr;axE Z q,-j.x,-’;- , formulamos
MIEE | feF

um modelo mono-objetivo de programacgdo 0-1, para o problema de rotear os r fluxos,
minimizando o gargalo da rede, da seguinte forma:
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(P*) minimizar [nax Y apx (5-1)
NEE | feF
sujeito a:
Y Y cpgsed T (5-2)
feF(ij)eE feF
1, sei=s
Y xi— Y xi=<¢o0 viev-{ds} vieF (5-3)
(if)EE G.)EE —1, sei=df
xj€{0,1}, V(i) EeVicF (5-4)

No trdfego de rede de comunicacdo de dados (por exemplo, dominado por fluxos
TCP), os fluxos sdo afetados pelo comprimento do caminho. Quanto mais longo for
o caminho de um fluxo, maior serd o tempo (médio) de retorno das confirmagdes e,
portanto, menor serd sua vazdo média. Por esse motivo, controlamos na restricdo (5-2)
o comprimento total dos caminhos (custo total de todos os fluxos), onde € > 1 € um fator
de esticamento dado. Assim, essa restricdo garante que o custo total de todos os fluxos

nao seja maior do que o limite dado pelo pardmetro € Z I'". Observe que se € = 1 entdo

feF
todos os fluxos sdo roteados pelos caminhos de custo total minimo de todos os fluxos.

As restricdes (5-3) garantem que cada fluxo f € F saia da sua origem s’ e chega
ao seu destino d’, passando por exatamente um caminho.

5.1.1 Analise de sensibilidade

A andlise de sensibilidade consiste em investigar a estabilidade da solucdo 6tima
em vista de possiveis variacdes nos parametros do modelo. O objetivo desta secdo é
mostrar, através de uma andlise de sensibilidade, se o modelo (P*) € eficiente para resolver
problemas de roteamento de fluxos em redes sem fio, quando ha flutuagdes nos valores
das qualidades dos enlaces.

Assim, apresentamos uma andlise da solu¢do 6tima do problema (P*),
considerando uma rede aleatéria com 10 nds e a topologia € gerada utilizando o modelo
de Barabdsi-Albert [Barabdasi e Albert 1999] (veja Figura 5.1). Inicialmente, assumimos
os valores das qualidades dos enlaces gj; € {10,40,70,90} e c}} =1,Vfe FeV(ij) € E.
Consideramos, ainda, que as flutuacdes das qualidades de cada enlace podem ser
representadas por uma distribuicdo normal, onde os valores médios das qualidades dos
enlaces pertencem a {10,40,70,90} e o desvio padrdo sdo todos iguais a 20, exceto para
g1 = 10, no qual tem um desvio padrdo igual a 10. Além disso, os fluxos sdo distribuidos,
aleatoriamente, de acordo com as duas configuracdes: (1) origens e destinos multiplos, e
(2) origens multiplas e um tnico destino.

Na andlise das solugdes Otimas, variando os valores das qualidades dos
enlaces, analisamos trés situacdes: (/) o valor da qualidade de uma tnica aresta
escolhida aleatoriamente, com valor de qualidades g, assumindo todos os valores inteiros
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Figura 5.1: Grafo aleatério.

pertencentes ao intervalo [q — 20,9 + 20], (/i) o valor da qualidade de duas arestas
escolhidas, aleatoriamente, com valores de qualidades q, assumindo todos os valores
inteiros pertencentes ao intervalo [q — 20, g + 20], (iii) todas as arestas, com valores de
qualidades g, assumindo todos os valores inteiros pertencentes ao intervalo [q — 20, g +20]
e, os demais enlaces ndo sofrem alteracdes nas qualidades.

Resolvemos o modelo (P*) para todas essas varia¢des, assim, obtemos o vetor de
solucdo 6tima Xg,; € o valor 6timo F(Xg.;) de (P*), com i € Z tal que —20 </ < 20.

Posteriormente, comparamos as rotas 6timas das variacdes das qualidades com
as rotas 6timas quando o(s) enlace(s) de qualidade g, assumem: a pior qualidade, g + 20,
a qualidade mediana, g, e a melhor qualidade, g — 20. Isso foi feito para todos os casos
((i), (ii) e (iii)).

Quando variamos os enlaces com qualidade q = 70, nas duas configuracoes de
distribui¢@o dos fluxos, observamos que as rotas 6timas, Xq_29, Xq € Xg420, sd0 diferentes
das demais rotas Otimas Xg,;. Fizemos essa mesma andlise variando os enlaces de
qualidade g = 40. Para a configuragdo (1) de distribui¢do dos fluxos, quando comparamos
todas as solugdes otimas Xq.; com as trés solugdes Xq_20, Xq € Xg+20, apenas, em um Unico
caso ocorreu de ter a mesma rota 6tima (Xg420 = Xg4+16)- E, considerando a configuragéo (2)
de distribui¢do dos fluxos, observamos que, no caso (i), variando uma Unica aresta, apenas
em uma unica situagdo as rotas sdo iguais (Xg—20 = Xg); no caso (ii), variando duas arestas,
ocorreram apenas duas situacoes em que as rotas sdo iguais (Xq = Xg43 € Xg420 = Xq+19); €,
considerando o caso (iii), todas as rotas sao diferentes.

Independente da configuracdo de distribuicio dos fluxos, observamos que
variando os valores das qualidades das arestas, nesses cendrios, obtemos Xq # Xgj, com
i # 0, na maioria dos casos. Portanto, a variacdo no valor das qualidades dos enlaces
mostra que, novas rotas de roteamento de fluxos sdo necessdrias, ou seja, o modelo é
muito sensivel as variacdes das entradas (valores das qualidades). Mas, reprocessar as
rotas, por exemplo, em redes sem fio com multiplos saltos, sempre que a condi¢do do
canal se altera, provoca instabilidade das rotas, impactando as aplicacdes que utilizam
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essa rede.

Outra analise que consideramos foi observar se essas trés solugdes (Xq—20, X5 €
Xq+20) sa0 equivalentes para as demais variagdes de g. Ou seja, usamos essas rotas para
fazermos os roteamentos dos fluxos na rede quando os enlaces de qualidade q tenham
sofrido oscilagdes e calculamos o gargalo da rede para cada uma dessas oscilagdes, que
denotamos por Fq.(X5), onde § € {q—20,9,9+20} e i € Z tal que —20 < j < 20. Portanto,
0 objetivo € comparar o gargalo Fg,(X5) com o valor 6timo F(Xg.;).

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram esses resultados para as configuracdes de
distribuicdo dos fluxos com origens e destinos multiplos e origens multiplas € um
unico destino, respectivamente. Na legenda, onde usamos a notagdo A,B,Ce D, 1é-se
Fg+i(Xq—20), Fq+i(Xq), Fq+i(Xq+20) € F(Xg4i), respectivamente.

Quando consideramos a configuracdo de distribuicdo dos fluxos, origens e
destinos quaisquer, e utilizamos a rota 6tima Xg_p9, no caso (i), em 50% das variagdes
da qualidade q+/, o valor Fg,i(Xq) € pior do que o valor 6timo F(Xy) (veja a Figura
5.2(a)). Nos casos (if) e (iii), temos que em 99% das variagdes da qualidade q +/, o valor
Fg+i(Xg+20) € pior do que o valor F(Xq./) (veja Figura 5.2(b) e 5.2(c)).

A Be Cv Do A Be Cv Do

Gargalo

| I I 5 0 I

| I I 5 0 I

[ [ [ [ [ [ [ [ [
O v O 5 65 0 O D O v O 5 65 QO O D O v O 5 65 0 O D
YN N XN N ) "N / X7 NN ) YN N XN N )
&S S8 &S SIS &S ST
Variacdo da qualidade Variacdo da qualidade Variacdo da qualidade
(a) Variando uma vnica aresta. (b) Variando duas arestas. (¢) Variando todas as arestas.

Figura 5.2: Andlise do gargalo de (P*) para varia¢do das qualidades g = 70 quando os fluxos sdo distribuidos
pela configuracdo (1) de distribuicdo de fluxos.

Para a configuracgao de distribui¢do dos fluxos, origens quaisquer e inico destino,
quando utilizamos a rota 6tima Xg_29, nos casos (if) e (iii), em 97,5% das variacOes da
qualidade g+, o valor Fg.i(Xq—20) € pior do que o valor 6timo F(Xq.) (veja as Figuras
5.3(b) e 5.3(c)). Usando a rota 6tima Xy, nos casos (ii) e (iifi), temos que em 37,5% das
variagOes da qualidade g+, o valor Fg,;(Xq) € pior do que o valor F(Xg.;) (veja as Figuras
5.3(b) e 5.3(c)). E, por ultimo, quando consideramos a rota 6tima Xq.20, NOs casos (ii) e
(iif), 62,5% das varia¢oes da qualidade, Fg,i(Xg:20) € pior do que o valor 6timo F(Xg./).

Portanto, neste contexto de roteamento de fluxos em redes sem fio, a otimizagao
estocdstica nos permite capturar alguns aspectos que a deterministica ndo € capaz, ou
seja, ela é preparada para lidar com as flutuacdes dos valores das qualidades dos enlaces,
independentemente da quantidade de enlaces que sofrem flutuagdes em suas qualidades.
Assim, vimos a necessidade de trabalharmos com um modelo estocdstico para problema
de roteamento de fluxos em redes sem fio, onde os valores das qualidades dos enlaces sdo
incertos, ou seja, eles sdo varidveis aleatdrias.
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Variacdo da qualidade Variacdo da qualidade Variacdo da qualidade
(a) Variando uma vnica aresta. (b) Variando duas arestas. (¢) Variando todas as arestas.

Figura 5.3: Andlise do gargalo de (P*) para variacdo das qualidades g = 70 quando os fluxos so
distribuidos pela configuracio (2) de distribuicdo de fluxos.

5.2 O problema estocastico

Como mostrado na se¢do anterior, 0 modelo deterministico (P*) nao € eficiente
para resolver problemas roteamento de fluxos em redes sem fio, onde as qualidades
dos enlaces flututam regularmente em escala de tempo muito pequena. Para lidar com
essas defici€éncias da abordagem deterministica, introduzimos, nesta se¢do, um modelo de
programacao estocastica de dois estigios.

5.2.1 O problema (P")

Em problemas estocdsticos de dois estigios, € necessario ter uma distribui¢ao
de probabilidade discreta de cardinalidade limitada que representa a aproximagdo do
comportamento das varidveis aleatdrias. As saidas da discretizacdo sdo chamadas de
cendrios, e toda a distribuicao, conjunto de cendrios, € denominado de drvore de cendrios.
Essas drvores de cendrios sdo estruturas de dados bésicas para esses tipos de problemas,
representando as discretizacdes dos processos estocdsticos, portanto, uma aproximacao
dos fendmenos reais [Hgyland, Kaut e Wallace 2003, Kaut e Wallace 2003, Pflug e
Pichler 2015].

Agora, apresentamos o nosso modelo estocdstico de roteamento de fluxos em
redes sem fio, minimizando o gargalo da rede e, na restricdo, controlamos o custo
total de todos os fluxos (comprimento total dos caminhos). Seja T a drvore de cendrios
descrevendo a incerteza do problema e os cendrios desse conjunto representado por &.

Considere q,-? € Z>o uma varidvel aleatoria discreta associada a cada aresta (enlace),

(i,j) € E, correspondendo ao valor da qualidade dessa aresta no cendrio & € T e seja c’; 0

)
custo, ndo negativo, para o fluxo f atravessar a aresta (/,j) € E.
Assim, dado um conjunto de fluxos F, a topologia do grafo G, o custo total
minimo do roteamento de cada fluxo f € F, denotado por I'/, e o gargalo da rede, definido

como a carga da(s) aresta(s) mais pesada(s), dado por (m)axE Z q,i-’.x,g- , formulamos
MEE \feF
&er

um modelo estocdstico de dois estidgios de programacao ndo-linear, para o problema de
rotear os r fluxos, minimizando o gargalo da rede, da seguinte forma:
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(PY) minimizar{ max { Z q,] }+CZp (5-5)
UDEE \feF =
sujeito a:
Y Y cxfi-wt<e YT, vier (5-6)
feF(ij)eE feF
1, sei=s'
Y xi— Y xi=¢o0 viev-{d s} vieF
(ij))EE (,HNeE _1, Sei=df
x€{0,1},V(i,j) EEeViEF
LeR,, VEer, (5-7)

onde ¢ € a penalidade unitdria para o sobrepeso do custo total no cendrio &, denotado por
wb. Além disso, p© é a probabilidade desse sobrepeso ocorrer no cendrio & e Z p5.w

&es
representa a esperanca dos valores de sobrepeso do problema.

Em (5-6), € > 1 € um fator de esticamento dado. As restrigdes (5-6) controlam
o comprimento total dos caminhos dos fluxos. Observe que essas restricoes e a funcdo
objetivo sdo acopladas através do sobrepeso w¥, cuja influéncia depende da probabilidade,
pa, do sobrepeso ocorrer no cendrio &. Assim, € possivel exceder essas restricoes se a
penalidade total for inferior ao beneficio obtido na reducido do gargalo. Ou seja, essas
restricdes garantem que o comprimento total (custo total) de todos os fluxos, em cada
cendrio &, ndo sejam maiores do que o limite dado pelo pardmetro € Z I, mas se ocorrer

feF
um sobrepeso w¥, para cada cendrio £, o modelo sofrera uma penalidade de custo ¢é para
cada unidade de sobrepeso.

As demais restri¢des garantem que cada fluxo f € F saia da sua origem, s, e
chegue ao seu destino, d’, passando por exatamente um caminho.

A funcdo objetivo busca minimizar a carga da(s) aresta(s) mais pesada(s) mas
garantindo que a penalidade no sobrepeso do custo total de cada cendrio seja 0 minimo
possivel, ou seja, busca uma solucdo (roteamento dos r fluxos em G) em que a aresta
mais congestionado da rede seja o menos congestionado possivel, minimizando, também,
0 sobrepeso no custo total.

5.3 Geracao de cenarios

Neste trabalho, para geracdo das arvores de cendrios, utilizamos uma técnica
baseada em simulacdo de Monte Carlo denominada aproximacdo por média amostral
(sample average aproximation - SAA), primeiramente proposto por [Shapiro e Mello
1998].
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Em [Shapiro 2003], ele comenta que as vantagens da SAA sdo a facilidade de
implementacdo numérica, podendo usar o software ja existentes, boas propriedades de
convergéncia, inferéncia estatistica bem desenvolvida: validacao e andlise de erros, regras
de parada, dentre outras. Para geracdo das drvores de cendrios utilizando esse método
€ necessario, como dados de entrada, a matriz correlacdo das varidveis aleatérias, os
valores maximo e minimo de cada varidvel aleatéria e a distribui¢do que representa essas
variaveis.

Para arvore de referéncia, foi utilizado método moment-matching [Hgyland,
Kaut e Wallace 2003]. Consiste de uma aproximacao eficiente e necessita, como dados
de entrada, dos primeiros quatro momentos centrais especificados das distribui¢cdes
marginais (média, desvio padrdo, assimetria e curtose) e a matriz de covariancia das
varidveis aleatdrias e, € muito eficaz para arvores de tamanhos grandes. A utilizacdo de
técnicas diferentes para geracao de arvores de cendrios e de referéncia é para garantir a
confiabilidade dos resultados.

Considere que para cada um dos p tamanhos distintos, ¢ = [(4,C2,- -+, Cp], de
arvores de cendrios geradas, k drvores foram geradas. Denotamos essas drvores por ’tf/),
comi€{1,---,p}eje{1,---,k}. Assim, o nimero total de drvores geradas sdo k = k.p
arvores. Denotamos por T a drvore de referéncia.

No problema estocastico (P") podemos observar que tem 1; = m.r + (; variaveis
de decisao, com j € {1,---,p}, ou seja, o nimero de varidveis do problema varia com o
tamanho da drvore de cendrios considerada.

5.3.1 Procedimento para analise de estabilidade

Como comentamos, anteriormente, para reduzir o erro das arvores de cendrios
geradas, devemos fazer uma andlise da qualidade e do tamanho dessas drvores, para isso
utilizamos os testes de estabilidade. Vamos aplicar os testes in-sample, out-of-sample e o
bias.

Considere x,-U ) a solucdo 6tima do problema (PT) para a arvore de cendrio Tf-j), x*

a solu¢@o 6tima do problema (P") para a arvore de referéncia, F (xfj) ; ’tf-j)) o valor objetivo

para cada arvore de cendrio, F(x*;T) o valor objetivo para arvore de referéncia e F (x,-(f) ;T)

o valor verdadeiro entdo:

1. Se F(x.(j);’tgj)) ~ F(x-(j/);’t(-j/)), para todo j,// € {1,---,k}, temos estabilidade

] ] ]
in-sample para as arvores com (; cenarios.

2. Se F(x,.(j);'f) = F(x,.(”;f), para todo j,j/ € {1,---,k}, temos estabilidade
out-of-sample para as drvores com (; cendrios.
3. Se F(x*;T) ~ F(xff);”t,@’)), com i € {1,---,p}, para todo j € {1,---,k}, ndo temos

bias para as arvores com (; cendrios.

Com base em [Kaut e Wallace 2003] o modelo € resolvido sobre cada uma das
arvores de cendrios geradas. A média e o desvio padrio dos valores objetivo do problema
estocdstico (PY) para arvores de cendrios, E,E’), de tamanhos diferentes, sdo determinados.
Com esses valores, fazemos a verificagao de estabilidade in-sample, out-of-sample e bias.
A seguir apresentamos, detalhadamente, o procedimento para essas andlises:

1. Achar a solug¢ao 6tima, x,-(]), do problema estocdstico para cada arvore de cendrios

)
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2. Achar a solugdo 6tima, x*, do problema estocdstico para drvore de referéncia T.

3. Determinar o valor objetivo, F (x,-(f);”cf/)), do problema estocdstico para cada arvore

de cendrios Tf/).

4. Determinar o valor objetivo, F(x*;T), do problema estocdstico para arvore de
referéncia T. .

5. Determinar o valor objetivo verdadeiro, F (X,-(/);’E), do problema estocdstico sobre a
arvore de referéncia T, para cada solucdo 6tima X,-(/) do problema sobre cada arvore

)

i ) - -

6. Determinar os p valores objetivo médio dos F (x,-(f);”t,@’)), denotados por I';, para

todoie {1,---,p}.

7. Determinar os p valores objetivo médio dos F (x,-(j);'f>, denotados por Y, para todo

de cenarios T

ie{1,---,p}.

8. Determinar os p desvios padroes dos F (X,-U);Tf-j)>, denotados por or;, para todo
ie{1,---,p}.

9. Determinar os p desvios padroes dos F (x,-(j);f), denotados por oy,, para todo
ie{1,---,p}.

5.4 Resultados computacionais

Os resultados da simulagdo tem como objetivo determinar solucdes eficientes
para o problema (P¥), definido sobre uma rede. Os métodos de geragdo de cendrios para
otimizacao estocdstica foram implementados em Python v2.7. Para resolver o problema
(PT), utilizamos o pacote de otimizacio CPLEX® v12.8 em C++. Todos os testes foram
executados sobre um Ubuntu 18.04.1 LTS em um equipamento Intel® Xeon(R), CPU
Silver 4114 de 2.20GHz, 10 vCPUs, 64 GB de RAM e 100 GB de disco (virtual).

A topologia aleatdria foi gerada, aleatoriamente, pelo modelo Barabési—Albert
(BA) [Barabasi e Albert 1999]. Utilizamos o mesmo grafo, gerado aleatoriamente, para
todos os cenarios considerados. O fator de esticamento adotado foi € = 1,5.

A rede de fluxos foi distribuida de acordo com duas configuracdes: 1) multiplas
(quaisquer) origens aleatérias e multiplos destinos aleatdrios, e 2) multiplas origens
aleatérias e um unico (mesmo) destino aleatério. Em cada configuracdo, avaliamos
cenarios, com r = 10 fluxos.

A abordagem estocdstica, além de capturar as flutuacdes nas qualidades dos
enlaces, permite representar a correlacdo entre os eventos que influenciam a qualidade
dos enlaces. Assim, estamos interessados em determinar a solu¢do eficiente do modelo
(P") nos seguintes casos: (i) as qualidades dos enlaces sdo nao-correlacionadas, (ii) as
qualidades dos enlaces sdo correlacionadas do tipo 1 (Tabela 5.1), (iii) as qualidades dos
enlaces sdo correlacionadas do tipo 2 (Tabela 5.1). Em todos os casos, as qualidades
aleatdrias sdo representadas por uma distribui¢ao normal.

As informagdes para gerar as arvores de cendrios pelo método SAA foram as
seguintes: a distribui¢do utilizada foi a normal, a dimensdo dos cendrios foi m/2 e os
elementos da matriz de correlagdo foram pjj =1, se i=je p;j =0, se i #j, quando ndo
ha correlacdo entre as qualidades dos enlaces e, quando ha correlac@o nas qualidades dos
enlaces utilizamos p;; =1, se i =j e pjj = pji = pjj, se i # j, onde p;; é um valor real do
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Tabela 5.1: Distribuicdo de frequéncia cumulativa dos dois tipos de correlacao considerados.

Qi 0 0,1t 03 05 0,7 0,9 1,0
Tipo1 | 52% 64% 80% 92% 95% 95% 100%
Tipo2 | 0% 10% 39% 77% 91% 94% 100%

intervalo [0, 1], gerado aleatoriamente, como apresentado na Tabela 5.1. Além disso, a
matrix correlacdo p € uma symmetric positive semi-definite, ou seja, p tem que satisfazer
a condi¢dao de Decomposicao de Cholesky [Higham 1990]. Na pratica, caso a matriz de
correlagdo ndo satisfaca essa condicdo, ja existem algoritmos que acham uma correlagio
aproximada da correlacdo especifica [Higham 2000, Lurie e Goldberg 1998].

Para gerar a drvore de referéncia utilizamos: a distribui¢do normal, a dimensao
de cada cendrio, &, foi m/2, os elementos da matriz de covaridncia foram calculados
utilizando as matrizes de correlacdo definida anteriormente.

Consideramos p =4, onde ¢ =[ 10 20 40 60]. Além disso, geramos k = 25 arvores

) 0
de cendrios de tamanho, (; € {, com € {1,2,3,4}: TSJ) = (qZ" ) sendo que cada vetor

qy = ) com i€ {1,2,3,4}, je {1,---,25} eu € {1,---, 2}, onde definimos as

qualidades como segue:

10 se 0 < g&' <20
gi_ ) 40 se20< 95 <60
i 70 se 60 < g5’ < 80
90 se 80 < g5’ < 100
Portanto, temos as drvores resultantes ff-j) = <q,§4> Consideramos, ainda, que q,fj*-f = qj&,‘f,

V(i,j)) e Ee V& € T.

A Tabela 5.2 mostra os valores F(x*,T) do modelo (P') para cada caso
considerado. J4, as Tabelas 5.4 e 5.3, apresentam a média e o desvio padrdo dos valores
objetivo das solugdes eficientes e dos valores verdadeiros da funcdo objetivo, para os
diferentes tamanhos de arvores de cendrios.

Tabela 5.2: Valores, F(x*;T), de (PT) para a arvore de referéncia, em cada caso.

Tipos de Correlacao
Sem correl. Correl. Tipo 1  Correl. Tipo 2
Muiltiplas origens € um tnico destino 421,00 451,00 451,00
Muiltiplas origens e multiplos destinos 71,00 91,00 91,00

No caso das qualidades de enlaces nao-correlacionadas, os resultados
sugerem que ndo devemos usar drvores menores que 20 cendrios. E, para qualidades
correlacionadas, sugerem que devemos usar arvores maiores ou igual a 20, para segunda
configuracdo de fluxos, e, drvores de tamanho maiores ou igual a 40, para primeira
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Tabela 5.3: Testes de estabilidade para o modelo de otimizagdo (PT). A tabela apresenta a média e o desvio
padrdo dos valores 6timos, para os tamanhos diferentes de drvores de cendrios.

Origens multiplas e destinos miiltiplos

Sem correlacio

Descrigdo do teste # de cendrios
Tipo do teste ‘ Func¢do Objetivo ‘ Valor 10 20 40 60
. ST Média (T) 72,00 71,00 71,00 71,00
- (). 0) i ’ > > )
in-sample FOGT) Desvio (o7,) 0,00 000 000 0,00
out-of-sample | Fox: Média (V) 71,00 71,00 71,00 71,00
ple | FOGHD Desvio (ov) || 000 0,00 000 0,0
Correlacao tipo 1
Descri¢do do teste # de cendrios
Tipo do teste \ Func¢ao Objetivo \ Valor 10 20 40 60
. . Média (T';) 92,00 91,00 91,00 91,00
) 0. 0) i
in-sample FoqT) Desvio (or,) 0,00 0,00 000 0,00

rof-sample | Fo-z Média (V;) || 105,00 9620 91,00 91,00
out-of-sample | Fq57) Desvio (oy,) || 22,9129 14,7535 0,00 0,00

!

Correlacao tipo 2

Descrigéo do teste # de cenadrios
Tipo do teste | Fungdo Objetivo | Valor 10 20 40 60
 camle T Média (T)) 92,00 91,00 91,00 91,00
P G Desvio (or,) 000 000 000 000

Média () 101,00 94,20 91,00 91,00

of 0.
out-of-sample | F(x;) Desvio (oy,) || 20,4124 11,4455 0,00 0,00

i

configuracdo de fluxos (veja Tabelas 5.4 € 5.3). Os resultados, ainda, mostram que o valor
objetivo atinge um valor bem menor quando a configuracdo dos fluxos é de multiplas
origens e multiplos destinos, existindo ou ndo correlagdo entre as qualidades dos enlaces.
Isso ocorre, pois, nessa configuragdo dos fluxos, os fluxos ficam mais espalhados na rede,
acarretando gargalos menores.

Além disso, quando ha correlacdo entre os valores das qualidades dos enlaces,
as estabilidades sdo atingidas nas drvores com os mesmos tamanhos € com 0s mesmos
valores da fun¢do objetivo, quando as configura¢des do roteamento dos fluxos s@o iguais.
Todavia, observando a Figura 5.5, temos que os comprimentos dos caminhos, na maioria
das vezes, sdo diferentes para cada tipo de correlagdo, mostrando que as rotas tomadas
pelos fluxos, na maioria das vezes, sdo diferentes para cada tipo de correlacdo. Portanto,
podemos concluir que a correlacdo afeta nas decisdes das rotas a serem tomadas pelos
fluxos.

Podemos observar que quando as qualidades dos enlaces sdo
nao-correlacionadas, as estabilidades (in-sample e out-of-sample) ocorrem mais rapido do
que quando ha correlagdo. Além disso, quando ndo ha correlagdo, o modelo, independente
da configuracdo dos fluxos, consegue um valor objetivo eficiente bem melhor do que
quando hd correlacdo entre as qualidades, ou seja, o valor objetivo atinge um valor menor
quando nao ha correlacdes entre as qualidades (veja Tabelas 5.4 € 5.3)

A Figura 5.4 mostra os valores dos gargalos do modelo (P*), apresentados na
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Tabela 5.4: Testes de estabilidade para o modelo de otimizagdo (PT). A tabela apresenta a média e o desvio
padrdo dos valores 6timos, para os tamanhos diferentes de drvores de cendrios.

Origens miltiplas e mesmo destino

Sem correlacio

Descrigdo do teste # de cendrios
Tipo do teste ‘ Func¢do Objetivo ‘ Valor 10 20 40 60
in-sample £ (X/(j) : ng)) Média (T')) 425,00 421,00 421,00 421,00

Desvio (oT;) 0,00 0,00 0,00 0,00
Média (V) 421,00 421,00 421,00 421,00
Desvio (o;) 0,00 0,00 0,00 0,00

out-of-sample | F (X-U) ;T)

i

Correlacao tipo 1

Descri¢do do teste # de cendrios
Tipo do teste \ Func¢ao Objetivo \ Valor 10 20 40 60
in-sample F(x,-(j) : Tf-j)) Média (T')) 455,00 451,00 451,00 451,00

Desvio (or;) || 0,00 0,00 000 0,00
. Média (Y;) || 451,00 451,00 451,00 451,00
oft 0. j

out-of-sample | F(x;7) Desvio (oy,) | 0,00 0,00 000 0,00

!

Correlacao tipo 2

Descrigéo do teste # de cenadrios
Tipo do teste | Fungdo Objetivo | Valor 10 20 40 60
in-sample Fi: ) Média (T;) 455,00 451,00 451,00 451,00

Desvio (oT;) 0,00 0,00 0,00 0,00
Média () 451,00 451,00 451,00 451,00
Desvio (o;) 0,00 0,00 0,00 0,00

out-of-sample | F (x-(j) ;T)

i

subsecdo 5.1.1 quando variamos todas as arestas de qualidade g = 70, e mostramos,
também, o valor do gargalo de (P") quando as qualidades dos enlaces nao sao
correlacionadas, representado por uma reta paralela ao eixo das abscissas. Na legenda,
onde usamos a notacdo A,B,C,D e E, 1&-se Fg.i(Xg—20), Fq+i(Xq), Fg+i(Xg+20), F(Xg+i) € O
gargalo de (PT), respectivamente.

A B @ C v D e E x A B @€ C v D e E x

S [ 1 [ N B I

\6&6 osx‘a@\‘axq,Q

Q » & H O O O Q
\of &&\\% J

SR SN KL LK
Variagdo da qualidade Variagcao da qualidade
(a) Multiplas origens e miiltiplos destinos (b) Miiltiplas origens e tinico destino

Figura 5.4: Comparacdo dos gargalos do modelo deterministico, variando todas as arestas de qualidade
g =70, com o gargalo do modelo estocdastico.

Como observado na Secao 5.1, do modelo deterministico, os valores do gargalo
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F(Xq+i) do modelo (P*) oscilam muito, quando hd uma varia¢do regular nos valores das
qualidades dos enlaces. Assim, ndo se pode concluir qual seria a solu¢cdo 6tima que melhor
representaria essas oscilagcdes nas qualidades dos enlaces. O nosso objetivo, agora, é
comparar esses gargalos com o gargalo do modelo estocdstico (PT).

Para a configuracdo (1) de distribuicao dos fluxos (origens e destinos multiplos),
observamos que o gargalo do modelo estocdstico (P") é igual, apenas, ao gargalo F(Xq) de
(P*), além disso, o gargalo F(Xq.;) ¢ melhor que o gargalo de (P"), quando os enlaces
assumem valores de melhores qualidades, ou seja, quando —20 < i < —1. Para esse
mesmo intervalo, o gargalo de (P") é maior que os valores Fg,i(Xq—20) € Fg+i(Xg). Nas
demais variagdes da qualidade, quando 1 < i < 20, o gargalo do modelo estocastico (P")
€ melhor. Para o caso que utilizamos a rota 6tima Xg,20, 0s valores, Fg.(Xg420), s30 todos
piores do que o gargalo de (P"), como mostra a Figura 5.4(a).

Para configuracdo (2) de distribui¢do de fluxos (origens multiplas e um tnico
destino), os gargalos de (P*), na maioria dos casos, assumem valores diferentes do gargalo
do modelo estocastico (P"). Os gargalos F(Xq.;) sdo menores que o gargalo de (P*) quando
as qualidades assumem, também, valores de melhores qualidades (—20 < i < —1) e os
valores Fg,i(Xq) sdo menores que o gargalo de (P"), nesse mesmo intervalo e, os valores
Fq+i(Xg—20) sdo melhores do que o gargalo de (P*) quando —20 < j < —9. Os valores
Fg+i(Xg+20) sdo todos piores do que o gargalo de (PY), como mostra a Figura 5.4(b).
Concluimos que, na maioria dos casos analisados, o gargalo do modelo estocastico (P") é
melhor do que o gargalo de (P*), quando os valores das qualidades dos enlaces assumem
valores de qualidades maiores, ou seja, quando as qualidades das conexdes sdo piores.

Como comentamos, anteriormente, rotas longas aumentam, consideravelmente,
o0 atraso de transmissdo e a taxa de perda de pacotes. Assim, podemos escolher, dentre as
25 rotas eficientes, a rota eficiente da drvore que obteve o menor custo total de todos os
fluxos (menor comprimento), por exemplo, para configuracdo de distribuicdo dos fluxos
(1), maltiplas origens e multiplos destinos, quando ha correlagdo tipo 1, a menor rota
ocorre na arvore 25 e, para o tipo 2, arvore 16 ou 22. Quando ndo ha correlacdo, todas as
rotas t€m o mesmo comprimento total dos caminhos (veja Figura 5.5(a)).
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é 27 I em corr%:;;oa(l) T é 31 b em corr%;%a(l) oA
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8 5 . 10 15 20 25 6 5 .10 15 20 25
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(a) Multiplas origens e miiltiplos destinos (b) Miiltiplas origens e tinico destino

Figura 5.5: Avaliag@o dos custos total dos resultados para as arvores de cendrios de tamanho 60.

Os custos totais dos fluxos para a configuracio (2) de distribuicdo dos fluxos,
quando hé correlagdo tipo 1, a menor rota ocorreu na arvore 9 e, para o tipo 2, na arvore 13.
Quando nao ha correlacdo, todas as rotas t€tm o mesmo comprimento total dos caminhos
(veja Figura 5.5(b)).



CAPITULO 6

Conclusao

Em algumas infraestruturas de rede, como em determinados backhauls de redes
de acesso e em algumas redes em malha sem fio, sdo formadas, predominantemente,
por enlaces (arestas) com boa qualidade, ou seja, as qualidades sdo homogéneas. Outras
podem possuir enlaces com qualidades heterogéneas, por exemplo, as redes veicular e de
sensores sem fio. Temos, ainda, as redes sem fio de multiplos saltos, onde a qualidade de
cada enlace tende a flutuar regularmente, de maneira significativa e em curtas escalas de
tempo. Além disso, pode existir correlacdo entre os eventos que influenciam as qualidades
dos enlaces. Este trabalho resultou na cria¢do de trés modelos de problemas de roteamento
de fluxos em redes, levando em consideracao essas caracteristicas das redes.

Os dois primeiros modelos sdo problemas de programacdo inteira biobjetivo.
Visam rotear um conjunto de fluxos por caminhos, minimizando o gargalo da rede e
o comprimento dos caminhos. No primeiro modelo (P), as qualidades das arestas ndo
foram levadas em consideracdo, ou seja, as qualidades sao homogéneas. O gargalo é
a quantidade mdxima de fluxos que atravessam as arestas. No segundo modelo (P), as
qualidades das arestas e os pesos dos fluxos compdem a funcdo gargalo desse problema.
Para isso ser possivel, consideramos a fun¢do gargalo como uma soma ponderada desses
dois parametros.

Os trabalhos anteriores mais proximos a esses problemas sdo os de [Mello et
al. 2016] e de [Galvez e Ruiz 2013], que trazem abordagens heuristicas para resolver
esses tipos de problemas. Aqui, desenvolvemos um algoritmo exato e polinomial, com
base no método e-constraint, para obtermos um conjunto minimo completo de solugdes
Pareto-6timas.

Nos resultados computacionais, uma ampla avaliacdo de desempenho foi
realizada. Vérios fatores foram avaliados, como topologia, nimero de fluxos e distribuicao
de fluxos, e aqueles que tiveram maior impacto foram identificados em cada contexto. Por
exemplo, o tipo de topologia tem um efeito significativo no tamanho do conjunto minimo
completo de solugdes Pareto-6timas. Além disso, para instancias com fluxos de origens
e destinos variados, o nimero de solugdes Pareto-6timas no conjunto minimo completo
¢ baixa. Isso consiste em um resultado importante, pois facilita a tomada de decisdo em
torno de qual solugao escolher para fazer o roteamento dos fluxos.

Entretanto, na configuracdo em que os fluxos t€ém um unico destino (e varias
origens), na primeira solu¢do Pareto-6tima, gerada pelo algoritmo, ha alta carga
concentrada sobre as arestas que incidem o né de destino (Gnico). Isso implicou numa
maior cardinalidade do conjunto minimo de solu¢des Pareto-6timas.

Para o problema (P), quando consideramos os custos dos fluxos, para
atravessarem as arestas, todos iguais, comparando a ultima solu¢do Pareto-6tima com a
primeira solu¢do Pareto-6tima, geradas pelo algoritmo, percebemos que em cada instancia
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no minimo 70% dos fluxos ndo sofrem alteracdes na quantidade de saltos. Isso mostra que
a injustica no comprimento do caminho causada pelo balanceamento de carga, tem pouco
efeito em geral. Podemos validar melhor isso com o indice de justica, que foi superior a
92%, para as topologias consideradas.

Nos resultados computacionais mostramos, também, que a primeira abordagem
exata para resolver o problema (P) ndo garante a geracdo de um conjunto minimo
completo de solucdes Pareto-6timas para o problema (P). Concluiu-se que hid a
necessidade de considerarmos os pesos dos fluxos e as qualidades das aresta, para resolver
o problema (P).

Nossa abordagem exata pode ser considerada cara em alguns cendrios, por
exemplo, em [Mello et al. 2016] e [Gélvez e Ruiz 2013]. O dinamismo do trifego de
fluxos e a demanda para decisdes rapidas questionada pela abordagem heuristica. Todavia,
essa abordagem exata é uma ferramenta valiosa para avaliar se as solu¢des geradas pelas
abordagens heuristicas sdo solucdes equivalentes aos valores gerados pela abordagem
exata ou aproximacoes considerdveis. A abordagem exata poderia servir, também, para
combinar com a abordagem heuristica para obter uma abordagem hibrida.

O ultimo modelo apresentado neste trabalho, (PT), tratou de um problema
estocdstico mono-objetivo onde as qualidades das arestas sdo varidveis aleatdrias
discretas. O objetivo foi minimizar o gargalo da rede e, como restri¢do, controlar o
comprimento total dos caminhos dos fluxos roteados.

Nos resultados computacionais, mostramos a limitacdo da abordagem de
otimizagdo deterministica ao lidar com problemas de roteamento em redes sem fio
de miiltiplos saltos, devido a incerteza inerente aos enlaces de comunicacdo desse
tipo de tecnologia. Mostramos, também, como a abordagem estocdstica encontra uma
solucdo eficiente ao incorporar no modelo de otimiza¢do o conhecimento sobre como
as qualidades dos enlaces flutuam. Adicionalmente, evidenciamos como o modelo
estocéstico € capaz de representar eventuais correlagcdes que possam existir entre as
flutuacdes das qualidades dos enlaces de comunicagdo.

Para trabalhos futuros os problemas biobjetivos, apresentados neste trabalho,
poderdo ser investigados o uso do algoritmo exato aplicado a cendrios reais de redes
sem fio de mudltiplos saltos, tais como redes em malha ou redes de sensores. Esses
cendrios poderdo ser descritos através de um emulador de redes (e.g., Mininet-WiFi),
0 qual permitird capturar métricas cldssicas como vazao e atraso. Além do roteamento,
o emulador permitira representar caracteristicas de enlaces sem fio IEEE 802.11 e imitar
aplicacdes reais baseadas em protocolos de transporte da Internet (e.g., TCP ou UDP).
Assim, serd possivel avaliar de maneira mais ampla as multiplas solu¢des ndo dominadas
que sdo geradas pelo nosso algoritmo exato.

A capacidade de representacdo sofisticada de técnicas para resolver o modelo
estocdstico implica em um modelo de alto custo computacional. Por essa razdo, como
trabalho futuro, pretendemos investigar técnicas de redug¢do de cendrios com o intuito
de resolver o problema abordado para redes maiores e de representagdes reais. Também
temos a inten¢do de implementar a solugdo em um simulador e/ou emulador para avaliar
outras métricas, como vazio, atraso e perda de pacotes.
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