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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar aos professores e alunos de matematica e fisica do
ensino médio a aplicacao dos Teoremas de Pappus-Guldin na deducao nao tradicional,
que chamaremos de 2° MODO, das formulas do volume e da area da superficie dos corpos
redondos, além disso, a resolucao de alguns exemplos envolvendo sélidos e superficies de

revolucao sobre essa dtica.

Palavras-chave: Teoremas de Pappus-Guldin, corpos redondos, volume e area da

superficie.

v



Abstract

TThe aim of this work is to present to teachers and students of mathematics and physics of
high school the application of Pappus-Guldin’s Theorems in the non-traditional deduction,
which we will call 2° MODO, of the formulas of volume and surface area of round bodies,
in addition, solving some examples involving solids and surfaces of revolution on this
optics.

Keywords: 1st and 2nd Pappus-Guldin theorem, round bodies, volume and surface area.
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Introducao

Conforme os Parametros Curriculares Nacional de Matematica (PCN), o estudo de Ge-
ometria deve possibilitar ao aluno ver, analisar e compreender as formas presentes no
espaco em que vive, fazendo a conexao entre o mundo sensivel e a estrutura no mundo
geométrico, desenvolvendo o raciocinio ao lidar com entes como pontos, linhas, superfi-
cies e volumes. Assim, de acordo com os PCN de 1997, passa-se do mundo sensivel ao
mundo geométrico, multiplicando suas experiéncias sobre os objetos do espago em que
vive a construir uma rede de conhecimentos relativos a localizagao, a orientacao, que lhe
permitird penetrar no dominio da representacao dos objetos e, assim, distanciar-se do
espaco sensorial ou fisico. E o aspecto experimental que colocara em relacio esses dois
espacos: o sensivel e o geométrico. De um lado, a experimentagao permite agir, antecipar,
ver, explicar o que se passa no espaco sensivel e, de outro, possibilita o trabalho sobre as
representacoes dos objetos do espaco geométrico e, assim, desprender-se da manipulacao
dos objetos reais para raciocinar sobre representacdes mentais [3].

Neste contexto, nos, professores de matemaética, devemos desenvolver habilidades que
nos permitam estabelecer a ligacao entre as experiéncias da vida real e o campo ge-
ométrico, por intermédio da construgao de figuras planas e espaciais em sala de aula,
laboratorios e/ou oficinas. Diante deste desafio, podemos desenvolver algumas atividades
praticas que visem ao desenvolvimento cognitivo de todos os alunos, incluindo os espe-
ciais. Uma sugestao é o desenvolvimento de um trabalho interdisciplinar (matemaética e
fisica), que iniciar-se-ia com uma construgdo geométrica, seguida de experimentos reais,
envolvendo as demonstracoes das formulas utilizadas na obtencao do volume e da area da
superficie dos so6lidos de revolucao mais comuns.

Tradicionalmente, os professores de matematica do ensino médio justificam aos seus
alunos as formulas do volume e da area de superficie dos solidos de revolucao, por meio

do emprego combinado de expressoes matematicas predefinidas que, quando empregadas



SUMARIO 2

adequadamente, fornecem a medida do volume e da &rea da superficie. Evidenciaremos, ao
longo do trabalho, este método de ensino por 1° MODO [6]. Cabe salientar que os calculos
presentes nesse modo, em geral, sdo tarefas complexas e dificeis de serem concluidas. Além
disso, nota-se que alguns alunos apresentam dificuldades em visualizar a revolugao de uma
linha ou superficie em torno de um eixo.

Apresentamos uma outra abordagem para calcular o volume e a area de superficies de
revolucao. Indicamos esta por 2° MODO [6]|. Esta abordagem seré utilizada na obtengao
das formulas do volume e da &rea da superficie de alguns so6lidos de revolugao, a saber:
cilindro, cone, esfera e tronco de cone.

No primeiro capitulo, iniciamos apresentando alguns conceitos e definicoes preliminares
que servirao de alicerce as demonstracoes apresentadas ao longo deste trabalho. Sao
exemplos dessas: centro de gravidade, solido de revolucgao, superficie de revolucao, angulo
de revolucao, corpos redondos e os teoremas de Pappus - Guldin. Encerrando este capitulo,
definimos, respectivamente, o 1° e 2° MODO, tanto para o célculo do volume, quanto para
o calculo da area da superficie de revolugao.

No segundo capitulo sao definindos os entes geométricos: cilindro, cone, esfera e tronco
de cone. Tais entes serao chamados de corpos redondos, ou seja, sélidos obtidos por meio
de uma revolucao completa de uma forma plana em torno de um eixo. Ao fim de cada
subsecao, apresentamos as formulas do volume e da area de superficie, de acordo com o
1° MODO.

No terceiro capitulo exploramos a construcao dos corpos redondos e por fim a compro-
vacao das formulas de seus volumes e de suas areas de superficie; por meio do emprego do
2° MODO, que essencialmente trata-se de uma aplicagao direta dos teoremas de Pappus
- Guldin.

O quarto capitulo é inteiramente dedicado a simples aplicagoes ao ensino médio. Pa-
ralelamente, vamos apresentar a resolucao de alguns exemplos por meio da duas meto-
dologias. Mais explicitamente, cada exemplo sera desenvolvido, inicialmente, de maneira
tradicional (1° MODO), ou seja, sem a aplicacao dos teoremas de Pappus-Guldin e, em
seguida, com a aplicacao dos referidos teoremas (2° MODO). Para efeito de entendimento
em cada solucdo apresentada, iremos gerar o solido envolvido usando o software (gratuito)
Geogebra.

Finalmente, no quinto, apresentamos as consideragoes finais com o objetivo de des-
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pertar no leitor uma reflexao sobre o que foi apresentado neste trabalho, em particular,
no que se refere a inclusao do 2° MODO nos estudos da geometria espacial posicional e
métrica, ensinada durante o ensino médio.

No apéndice, deixamos a deducao das distancias dos centros de gravidades do semi-
circulo e da semicircunferéncia a um eixo de revolucao sobreposto aos seus diametros,

utilizadas no capitulo 3.



Capitulo 1

Definicoes e Conceitos Preliminares

Aqui recordamos alguns conceitos basicos de matematica/fisica, e fixamos as notagoes que
utilizaremos neste trabalho. Por fim, definimos as metodologias 1° e 2° MODOS a fim de

aplicé-los em questoes envolvendo solidos e superficies de revolucao.

1.1 Centro de Gravidade

Definicdo 1. E o ponto de aplicacdo da forca peso. A terra atrai o corpo como se toda
sua massa estivesse localizada no seu centro de gravidade. Para corpos homogéneos, isto
é, de massa uniformemente distribuida, que admitem um eixo de simetria, seus centros
de gravidade estao sobre esse eixo. O centro de gravidade de um corpo coincide sempre
com o centro de sua massa, apesar de o conceito de centro de massa ser mais amplo do

que o conceito de centro de gravidade [2].

Se tivéssemos que localizar um corpo homogéneo no espaco tridimensional, ele seria
representado por um ponto, e este ponto é o centro de gravidade. De outra forma, pode-se
dizer que se tivéssemos que concentrar toda a massa de um corpo homogéneo em um tnico
ponto, este ponto seria o centro de gravidade. Em tese, um objeto plano, apoiado sobre
uma haste fina, estard em equilibrio se o ponto de apoio estiver localizado no centro de

gravidade, conforme figura a seguir.
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—CENTRO DE MASSA

N/

Importante ressaltarmos que neste trabalho as formas geométricas sao corpos homoge-

neos e, sendo assim, seus centros de gravidade coincidem com os seus centros geométricos.

1.1.1. Centro de gravidade de um conjunto de particulas

Inicialmente, observamos que as coordenadas do centro de gravidade G = (Xg; Yg) de

um sistema de particulas num plano, conforme mostra a figura a seguir, sao calculadas a

A
P2 (x2.y2)
O

C (Xav, yar)
® ®

Ps (X3, y3)

Pi(x1 y1)

]

“V

partir das médias ponderadas, conforme as equagoes:

X — miTy + Mmoo + ... + My o Vo — miyr + moYs + ... + MYg
¢ my + meo + ... + Mg ¢ mi+mg + ... + My )

1.1.2. Centro de gravidade de figuras planas

Outro caso de interesse deste trabalho é a localizacdo do centro de gravidade de certas

figuras planas. Em geral, utilizamos a seguinte regra:

v O centro de gravidade de uma figura plana homogénea localiza-se sobre o seu eixo

de simetria.

v'Se o corpo possuir dois eixos de simetria, o centro de gravidade estara na intersec¢ao

entre 0s eixos.
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Para as figuras a seguir localizamos os eixos de simetria e seus respectivos centros de

gravidade:
b/2

Retangulo: o centro de gravidade do retangulo fica

[S][=x

sobre os eixos de simetria que dividem ao meio a altura -

h e a base b. Portanto, para calcula-lo, basta dividir

a altura e a base por dois.

o Era—
b
b3
Tridngulo retangulo: como a base do triangulo re- ' '
tangulo é mais larga, a maior parte de sua massa \

h
encontra-se na parte inferior. Conforme mostra a fi- \
gura, o centro de gravidade do triangulo retangulo . o

. 3
localiza-se a um terco de sua altura e base.
L ]
r b 1

Circulo: o centro de gravidade da circunferéncia fica
exatamente em seu centro, porque o eixo de simetria
do circulo é uma reta que vai de uma de suas extremi-

dades a outra, passando exatamente pelo seu centro.

1.1.3. Exemplos: centro de gravidade

Uma vez definido, vamos apresentar alguns exemplos de centros de gravidade de corpos
homogéneos (em campo gravitacional uniforme). O centro de gravidade de uma barra
cilindrica ou prismética, de um disco ou de uma placa retangular de espessura uniforme,
de uma esfera, de um cilindro ou de um cubo, encontra-se no centro geométrico desses
corpos, desde que sejam homogéneos. Especificamente, o centro de gravidade de uma
placa triangular homogénea, de espessura uniforme, serd no ponto de encontro de suas

medianas (Baricentro) [2].
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L

o/ ¢ b
L / -

triangular quadrada circular retangular

1.1.4. Exemplo experimental: a pratica

Vejamos agora uma maneira de obtermos o centro de gravidade (G) de uma forma irre-
gular. Se o corpo tiver forma irregular e nao for homogéneo, utiliza-se a regra pratica
descrita a seguir. Em primeiro lugar, pendura-se o corpo por um de seus pontos (A) e
traga-se a vertical correspondente (AX). A seguir pendura-se o corpo por um outro ponto
(B) e traca-se a vertical correspondente (BY). Como em qualquer caso ha equilibrio, o
centro de gravidade (G) tem que pertencer, ao mesmo tempo, as duas verticais. Portanto,

G é o ponto de cruzamento dessas verticais |2].

1.1.5. Composicao de figuras planas

Para calcular o centro de gravidade de figuras planas compostas, devemos considerar cada
parte da figura individualmente, encontrar os seus centros de gravidade e, em seguida,
soméa-los. Para isso, devemos adotar um sistema de referéncia, conforme mostra a figura.
A imagem a seguir mostra uma figura plana composta por um quadrado e um triangulo
retangulo. Apods adotar o sistema de referéncia (X; Y); devemos considerar o centro de
gravidade de cada uma das figuras. Para isso, utilizamos o indice 1 para o quadrado e
2 para o triangulo. Para calcular as coordenadas do centro de massa da figura inteira,

devemos somar as coordenadas das figuras individuais através da equacao:

miTy + MaTs miy1 + Maols
Xey=——-—"7"ecYoy=—"7—"2

my + Mo my + Mo
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aqui 0s pesos my e my Sao as areas, respectivamente, do quadrilatero e do triangulo.

Com base nos conceitos fisicos e matematicos apresentados, podemos concluir que o
célculo do centro de gravidade (G) de um corpo, resumi-se a obtengao da média ponderada.
Perceba que essa média determina, no campo aritmético, um nimero que representa a
colecao dos k ntimeros que a geraram. Analogamente, no campo geométrico, podemos
afirmar que o centro de gravidade (G) é o ponto de equilibrio, ou seja, concentra de forma
tnica a reuniao de infinitos pontos de uma linha ou de uma regiao.

Seria ainda conveniente lembrar o que se entende por centro geométrico ou centroide
de uma figura plana. Essa nocao depende do conceito de momento de area, intimamente
relacionado com o conceito fisico de momento de massa. Isto posto, entendemos por
centro geométrico de uma figura plana aquele ponto que, caso imaginassemos que nele se
concentrasse toda a drea ou perimetro da figura, exerceria um momento equivalente ao
momento total da figura. Quando uma figura se compoe de duas ou mais figuras, cujos
centroides sao de facil determinacao, o calculo do centroide da figura composta pode ser

realizado a partir do somatorio dos momentos de area de cada uma das figuras [13].

1.2 Angulo de Revolucio

Antes de apresentarmos a definicao de angulo de revolucao, observamos que, para os fins
deste trabalho, tomamos a = 27 radianos, uma vez que os corpos redondos sao so6lidos

obtidos através de uma revolugao completa.

Definicao 2. Trata-se do angulo determinado pela revolugao do semiplano que contém a
geratriz em torno de um eixo fixo (eixo de revolugao), sua medida corresponde a trajetoria

percorrida pelo centro de gravidade (G) em torno de um eixo de revolugao, conforme [14].
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Figura 1.1: Angulo de revolucio de medida Z rad

1.3 Solido de Revolucao

Defini¢ao 3. Consideramos um semiplano de origem e (eixo) e nele uma regiao S (gera-
triz); girando o semiplano em torno de e ao longo do angulo «, a regiao S gera um soélido
chamado so6lido de revolugao. Salvo aviso em contrario, considera-se revolucao completa

(de 360° em torno de eixo).

A geratriz do solido de revolucao é a area da regiao S que, apos a revolucao em torno
de um eixo, gera esse solido. A distancia do centro de gravidade da geratriz de um solido

de revolugao ao eixo de revolucao, sera denotada por (d) [6].

1.4 Superficie de Revolucgao

Definig¢ao 4. Consideremos um semiplano de origem e (eixo) e nele uma linha g (geratriz);

girando esse semiplano em torno de e ao longo do angulo «, a linha geratriz gera uma
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superficie, que é chamada superficie de revolucao. Salvo aviso em contrario, considera-se

revolucao completa (de 360° em torno de eixo).

A geratriz da superficie de revolugao (g) é (sao) a(s) linha(s) geradora(s) da superficie
de revolugao, conforme o caso. Seu comprimento (perimetro) sera representado por (I).
A distancia do centro de gravidade da geratriz de uma superficie de revolugao ao eixo de

revolugao também sera denotada por (d) [6].

e

Ressaltamos que para poligonos, a geratriz correspondera ao seu perimetro (2P), do
mesmo modo que, na circunferéncia, corresponde ao seu comprimento (C' = 27r). Nos
casos em que o lado de um poligono estiver sobreposto ao eixo de rotagao, a sua medida
serd desconsiderada, para fins de obtencao da 4rea da superficie gerada por esse poligono.

Denotaremos a area da superficie de revolugao por (A).
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1.5 Corpos Redondos

Provavelmente vocé ja tenha iniciado o estudo dos solidos geométricos, com os poliedros
e, em especial, os prismas e as piramides, durante o 2° ano do Ensino Médio. Agora,
nesta secao, estudaremos os solidos que possuem superficies curvas, os chamados corpos

redondos. Os principais corpos redondos estudados no ensino médio sao: cilindro, cone,

Figura 1.2: Os principais corpos redondos

Estudar os corpos redondos e conhecer suas caracteristicas e propriedades permite-nos

representar teoricamente uma grande quantidade de elementos da vida cotidiana [5].
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I
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a

Figura 1.3: Objetos que lembram os corpos redondos

s cmiaw

De posse dos conceitos e definicoes preliminares apresentados na parte inicial deste

capitulo, agora podemos enunciar o 1° e 2° teoremas de Pappus - Guldin.

1.6 1° Teorema de Pappus - Guldin

Teorema 1. Girando-se uma regiao S (ao longo do angulo «) em torno de um eixo de
seu plano, eixo este que nao corte a regiao, o volume (V') do sélido de revolugao assim
formado é igual ao produto da area da regidao S pelo comprimento (d«) da trajetoria

descrita pelo centro de gravidade da regido [8|.

V=_S5daw) (1.1)

Comentario 1 (sobre o teorema). Se uma figura plana € rotacionada em torno de um
eiro que nao a inlersecta, entao o volume do solido de revolucao gerado ¢ dado pelo
produto entre a drea da figura rotacionada e o comprimento da circunferéncia, cujo raio

é a distancia (d) entre o centro de gravidade dessa figura e o eizo de revolugao [14].
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1.7 2° Teorema de Pappus - Guldin

Teorema 2. Girando-se uma curva ( ao longo do angulo «) em torno de um eixo de
seu plano, eixo este que nao corte a curva, a area da superficie assim formada é igual ao
produto do comprimento (I) da curva pelo comprimento (d «) da trajetoria descrito pelo

centro de gravidade da curva [8].

A=lda) (1.2)

Comentario 2 (sobre o teorema). Se uma figura plana € rotacionada em torno de um
eizo que nao a intersecta, entao a drea da superficie gerada é dada pelo produto entre o
perimetro da figura rotacionada e o comprimento da circunferéncia, cujo raio € a distdncia
(d) entre o centro de gravidade desse perimetro e o eizo de revolucao [14].

Cabe salientar que Papus de Alexandria é considerado historicamente o tiltimo grande
geometra grego e, em 320 d.C., compds uma obra com o nome de Colecao (Synagoge), que
continha oito livros dos quais o primeiro e parte do sequndo se perderam. No livro VII
constam os dois teoremas, nao demonstrados na referida obra [1].

Entretanto, atualmente, os leitores que queiram aprofundar seus conhecimentos acerca
das demonstracoes do 1° e 2° teoremas de Pappus - Guldin, realizadas pelo matemdtico
escocés James Gregory, sugerimos o estudo da dissertacao do Programa de Mestrado Pro-
fissional em Matemdtica, da Universidade Tecnologica Federal do Parand, do Professor

RAUTENBERG, R. R. [1}].

1.8 Volume de um Sélido e Area de uma Superficie

Seguindo a metodologia apresentada em [6], podemos calcular o volume (V') de um sélido
de revolucao e a area (A) de uma superficie de revolugdo por meio de dois MODOS. A

seguir, enunciaremos, detalhadamente, o 1° e 2° MODO.

1.8.1. Calculo do volume de um sélido de revolugao (V)

Entende-se por 1° MODO quando o volume do s6lido de revolucao for obtido por meio
do Principio de Cavalieri ou por intermédio de adi¢ao(des)/supressao(oes) de volume(s)

do(s) solido(s) que compoe(m) o solido de revolugao primitivo completo. Para aplicarmos
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este método, usamos as expressoes dos volumes dos solidos (cilindros, cones, tronco de
cones, etc).
Adotamos por 2° MODO a computo do volume do solido de revolucao por meio do

1° teorema de Pappus - Guldin, assumindo a = 27, por intermédio da equacao:

V = 21(9)(d) (1.3)

Em que:

(V) & o volume do solido gerado;

(S) é a area da regiao (geratriz do solido de revolugao); e

(d) é a distancia do centro de gravidade da geratriz ao eixo de revolugao, conforme

metodologia encontrada em [6].

1.8.2. Calculo da area de uma superficie de revolucao (A)

Entende-se por 1° MODO a obtencao da area da superficie de revolugao via adicao das
areas das superficies que compoem a area total da superficie gerada pela revolugao. Para
isto, normalmente, usamos as expressoes das areas das superficies dos solidos (cilindros,
cones, tronco de cones, etc).

Adotamos por 2° MODO a computo da area da superficie de revolucao por meio do

2° teorema de Pappus - Guldin, assumindo o = 27, por intermédio da equacao:

A = 2r(D)(d) (1.4)

Em que:
(A) é a area da superficie gerada;
(1) é o comprimento ou perimetro da linha (geratriz da superficie de revolucao); e

(d) é a distancia do centro de gravidade da geratriz ao eixo de revolugao [6].

Note que as equacoes empregadas no 2° MODO, tanto para o calculo do volume do
solido de revolucao quanto para o calculo da area da superficie de revolucao, tratam-se,
respectivamente, da aplicacdo do 1° e 2° teoremas de Pappus - Guldin, com o angulo
de revolucao igual & 27. Em geral, o 2° MODQO, normalmente, nao é conhecido e, por

conseguinte, nao ¢ ensinado pelos docentes do ensino médio.



Capitulo 2

Os Principais Corpos Redondos no

Ensino Médio

Neste capitulo, vamos definir e apresentar as féormulas tradicionalmente utilizadas no
célculo do volume e da area da superficie dos principais corpos redondos (cilindro, cone,

esfera e tronco de cone), todos estudados no ensino médio.

2.1 Cilindro

Definicao 5. Considere dois planos, a e 3, distintos e paralelos, e um segmento de reta
MN, com M pertencente a « e N pertencente a 3. Dado um circulo C, de centro O e
raio R, contido em «, chamamos cilindro circular (ou simplesmente cilindro) & reunido de
todos os segmentos de reta, paralelos e congruentes ao segmento de reta MN, que unem
um ponto do circulo C a um ponto de 5. No caso de MN ser perpendicular a «, o cilindro

¢ reto, como se vé em |[5].

Um cilindro reto ¢ um soélido obtido pela revolugao de um retangulo em torno de um
eixo sobreposto por um de seus lados. Especificamente, um cilindro reto também pode
ser obtido ao girar um retangulo em torno de uma reta que contém um de seus lados. Por
isso, o cilindro circular reto pode ser chamado também cilindro de revolucao, como se vé

em [5].

15
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C‘ eixo

r

o'

Figura 2.1: Cilindro de revolugao

2.1.1. Volume de um cilindro

Para obtermos a formula do volume do cilindro, vamos usar o Principio de Cavalieri. Dado
um cilindro com base C, contida em um plano «, vamos considerar um paralelepipedo
retangulo P, também com base contida em «, que tem area da base igual a area da base
do cilindro e a altura igual a do cilindro. Cada plano § , paralelo o, que secciona um dos
solidos, também secciona o outro, e as sec¢oes determinadas por § em cada um deles tém
a mesma area de suas bases. Como area (SN C) = (SN P) = Ay, temos pelo Principio de
Cavalieri que o volume do cilindro é igual ao volume do paralelepipedo retangulo [5].
Como o volume do paralelepipedo retangulo é igual ao produto da area da base pela

altura e como a base do cilindro é um circulo de raio R, temos:
V = 1R*h (2.1)

2.1.2. Area da superficie de um cilindro

Para obtermos a area A da superficie do cilindro, devemos notar que a superficie do
cilindro ¢ formada por duas partes planas, que sao as bases, e uma parte nao plana,
arredondada, que é a superficie lateral. Dai, a superficie total do cilindro é formada pela

superficie lateral mais as superficies das duas bases. Portanto,

A=A+ Ay =2nr(h+7r)

Em que:

Ay =21 e A, = 2mrh.
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Figura 2.2: Cilindro montado e planificado

2.2 Cone

Definigao 6. Vamos considerar um plano «, um circulo § nesse plano e um ponto P ¢ «.
A reuniao de todos os segmentos de reta que ligam cada ponto de 5 ao ponto P é um so6lido
chamado cone circular. Se o eixo é perpendicular & base, o cone denomina-se cone reto.
Se o eixo é obliquo a base, o cone é chamado cone obliquo. No cone reto, cada segmento
de reta que liga o vértice a um ponto da circunferéncia da base é chamado geratriz do

cone [5].

Um cone reto pode ser obtido girando-se uma regiao triangular, cujo contorno é um
triangulo retangulo em torno de uma reta que contém um dos catetos. Por esse motivo, o

cone reto é considerado um soélido ou corpo de revolucao e é chamado cone de revolucao.

Figura 2.3: Cone de revolugao

2.2.1. Volume de um cone

Mais uma vez usaremos o Principio de Cavalieri. Consideramos um cone de altura H e

base de area A, contida em um plano horizontal . Também consideramos uma piramide
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de altura H e base de area A, contida em «. Se um plano horizontal 3, com distancia
h dos vértices, secciona os dois solidos, determinando regioes planas de areas A; e A,,
temos: pelo Principio de Cavalieri que o cone e a piramide iniciais tém o mesmo volume.
Como ja sabemos o volume da piramide (V' = ATH), o volume do cone também é o mesmo.
Podemos comprovar isso experimentalmente: para encher de dgua uma vasilha em forma
de cilindro, usando como medida um recipiente em forma de cone, de mesma area da base

e mesma altura do cilindro, serd necessario usar o recipiente trés vezes [5]:

Figura 2.4: Relacao entre cilindro e cones

Portanto, o volume do cone é dado pela formula:

1
Ve = gﬂ'RQh

2.2.2. Area da superficie de um cone

A superficie do cone é formada por uma parte plana, o circulo, que é a sua base, e uma

parte nao plana, curva, arredondada, que é a sua superficie lateral.

-

\ —

: q «a q K

|

1

| ol D o~

E*’ J d superficie

i lateral

| M

| r.raiode base

base

____D-;_ o dmr h altura
Montado ' Planificado g geratrz

Figura 2.5: Area da superficie de um cone reto
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A superficie total A, do cone reto é formada pela superficie lateral (um setor circular)

mais a superficie da base (um circulo), isto é,
(AC) = (Alc) + (Abc)~

Inicialmente, calculamos a area do setor A,.. Como a area da base é a area do circulo de
raio r temos:

Ay, = 712,

Uma vez que a area de um setor circular é proporcional a area do circulo correspon-

dente, segue que:

Asetor  a(graus)  a(radianos) 1
TR2  360(graus) 27 - 2TR’
Dali,
InR?
Ase or — .
¢ 21T R

Nesse caso temos [ = 2nr e R = g. Logo, A;. = mrg. Portanto, a area da superficie total

do cone reto é

A.=7r(g+r) (2.2)

2.3 Esfera

Definicao 7. Consideremos um ponto O e um numero real positivo r qualquer. A esfera
de centro O e raio de medida r é o conjunto de todos os pontos do espago que estao a

uma distancia menor ou igual a r do ponto O.

Figura 2.6: Esfera de revolucao
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2.3.1. Volume da esfera - Principio de Cavalieri

Consideremos um cilindro equilatero de raio da base r (a altura ¢ 2r) e seja S o ponto
médio do eixo do cilindro. Tomemos dois cones, tendo como bases as do cilindro e S como
vértice comum (a reunido desses dois cones é um solido chamado clépsidra). O soélido
que esta dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos chamar de solido X (este solido é

chamado de anticlépsidra), conforme [6].

ESFERA

clépsidra anticlépsidra

Cilindro Cilindro Reuniio dos Sdlido X,
equilatero equilatero e dois cones cilindro menos
os dois cones os dois cones

Consideremos agora uma esfera de raio r e o solido X descrito acima.

|
ASPQ ¢ isosceles:
SP =d = PQ = d.

Suponhamos que a esfera seja tangente ao plano «, que o cilindro (que originou o
solido X) tenha base em « e que os dois solidos, esfera e solido X, estejam num mesmo
semiespaco determinado por a. Qualquer plano secante (3, paralelo a «, distando (d) do
centro da esfera (e do vértice do solido X), também secciona o sélido X. Dai, temos:

Area da seccdo na esfera (circulo) = s = 7(r? — d?).

Area da sec¢do no solido X (coroa circular) = 7r? — 7d? = 7 (r? — d?).

As areas das seccoes na esfera e no sélido X sao iguais; entao, pelo Principio de Cavalieri,

a esfera e o solido X tém volumes iguais, isto ¢, V., = Vigidox.
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Desde que ‘/e = V:solidoX = ‘/cilindro - 2(‘/00716)7 segue que
Vo= ()20 - 2) (3 ) @600 = e - (5 ) @6

O volume de uma esfera de raio r é

4
‘/e = §7TR3 (23)

2.3.2. Area da superficie da esfera - Nocao intuitiva

Se considerarmos uma superficie limitada de area A e sobre ela formarmos um soélido
de altura x de bases paralelas, teremos, indicando com V', o volume do sé6lido (prismas

reunidos com cilindros) de base A e altura x, cujo volume é V = Az.

esta ultima igualdade ¢é verificada para qualquer z. Intuitivamente, uma superficie ima-
ginada como uma placa sélida de espessura infinitamente pequena.

. . .V
Por isso, se uma placa solida de volume V', e espessura x for tal que a expressao —
x

tem sentido é definida para x = 0, entao % (para z = 0) sera definida como area da placa.

Assim agindo, podemos deduzir as expressoes das area: lateral do cilindro, superficie
esférica, lateral do cone. Nestes casos, o artificio que acima procuramos generalizar é mais
real e simples, como veremos a seguir.

Para a area da superficie esférica, temos:

4 4 4 4 4
V= §7r(7"—|—9c)3—§7rr3 = gﬂ[(r+x)3—r3} = §7r[3r2x+3m2+a:3] = §W$(3T2+3Tx+$2),

como V, = Az, segue

4 4
Acx = 57'('1‘(37’2 +3rz + 1?) = A, = §7T(37“2 + 3rz + z?). Entdo, para z = 0, vem:
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A, = %77[37’2 + 3r(0) + (0)?] =

2

2.4 Tronco de Cone

Apresentamos nesta secao, respectivamente, o volume e a area da superficie de um tronco

de cone de bases paralelas.

2.4.1. Volume de um tronco de cone

Para a dedugdo da formula que d4 o volume do tronco de cone de bases paralelas [6],

vamos fixar algumas notagoes:

e ? é o raio da base maior;

r € o raio da base menor;

h é a altura;

V1 € o volume do cone retirado do cone primitivo;

V5 é volume do cone primitivo;

Vi volume do tronco de cone.

Figura 2.7: Tronco de cone
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Em vista da figura acima, temos:
L L
‘/t = va—‘/l = gﬂ'R (HQ) — 571'7“ (Hl)

Substituindo Hy por (H; + h), obteremos:

vV, = g[R2(H1 ) — r2(Hy)] (2.5)

No que segue, expressamos H; em funcao dos raios e da altura:

H, (Hi+h) R hr
N .
H1 H1 T:> ! R—’f’

Substituindo H; em (2.5) e apos algumas manipulacoes algébricas, obteremos:

T | 9 9 o hr
:%h[Rz+<R+r>(R—r)(RT_T)]
Th ¢,
:?[R + (R+7)r]
wh
Vi= 5 (R + Rr 417 (2.6)

2.4.2. Area da superficie de um tronco de cone

Para determinarmos a area A, da superficie de tronco de cone de bases paralelas, preci-
samos encontrar a sua area da base A, e sua area lateral A;. Facamos isto, nesta ordem,

de acordo com a metodologia de [6]. Fixemos as seguintes notacoes:
e R é o raio da base maior;
e r é o raio da base menor;

e g ¢ a geratriz do tronco.

Para calcularmos a area da base de um tronco de cone (A ), basta adicionar as areas das

duas circunferéncias de raios R e r. Logo,
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superficie
lateral

Figura 2.8: Tronco de cone planificado

Ay = T(R* 4+ 12). (2.7)

Para a area lateral do tronco de cone procedemos da seguinte maneira.

Sejam Ay, e Ay, as areas laterais, respectivamente, do cone destacado e do cone

primitivo. Entao:

A = (Au,) = (Ay) = (TRGy) — (mrGh) (2.8)
=7n[Rg+ (R —r)G4]

Temos, por defini¢ao, que A; = Ay + Ay, e em vista de (2.7) e (2.8), obtemos:

A, =7[(R(g+ R) +r(g+7r)] (2.9)




Capitulo 3

Aplicacoes dos Teoremas de Pappus -

Guldin

Neste capitulo apresentamos uma outra metodologia para demonstrar as férmulas apre-
sentadas no capitulo anterior. Isto é, aplicaremos o 1° e 2° teoremas de Pappus - Guldin,
método dado por 2° MODO para deduzir as formulas do volume dos s6lidos de revolucao e
da érea das superficies de revolucio, especificamente, dos corpos redondos (cilindro, cone,
esfera e tronco de cone).

Para isso, vamos padronizar a aplicacao do 2° MODO, visando a evitar repeticoes
desnecessarias, da seguinte maneira: primeiro, apresentamos a construgao geométrica
espacial de cada corpo redondo; em seguida, determinamos as constantes necessarias a
aplicagao do 1° e 2° teoremas de Pappus - Guldin, recorde que o angulo de revolucao foi
fixado em 27 radianos.

Para as construgoes geométricas espaciais, utilizamos as seguintes notagoes: (0X) eixo

das abscissas (vermelho), (0Y) eixo das ordenadas (verde) e (0Z) eixo das cotas (azul).

3.1 Volume do Cilindro

Para demonstrarmos a férmula do volume de um cilindro através do 2° MODO, sem perda

de generalidade, seguimos a padronizacao estabelecida na introducao deste capitulo.

25
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3.1.1. Construcao geométrica do volume do cilindro
Apresentamos uma visao da construcao geomeétrica espacial do volume do cilindro por

meio da revolug¢ao completa de um retangulo ABCD em torno do eixo de revolugao (0Z).
Tomemos a area de um retangulo ABCD qualquer, de forma que dois de seus lados AB

e AD fiquem sobrepostos, respectivamente, aos eixos coordenados (0Z) e (0X).

Figura 3.1: Area da superficie do retangulo ABCD

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo de revolugdo (0Z), realizamos a revolugao
completa da area do retangulo ABCD em torno de (0Z). Note que a reuniao das infinitas
areas dos retangulos congruentes ao retangulo ABCD, ap6s a revolugao completa em torno

do eixo (0Z), gera o volume do cilindro ilustrado abaixo:

Figura 3.2: Revolucdo da area do retangulo ABCD em torno do eixo (0Z)
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3.1.2. Obtencao das 2(duas) medidas do (V)

1° medida: distancia do centro de gravidade do retangulo ABCD ao eixo de

revolugao (0Z)

Inicialmente, admitimos conhecido que o centro de gravidade de qualquer retangulo ¢ o

encontro de suas diagonais.

Note que GE é a base média do triangulo retangulo ABD, uma vez que G é ponto
médio de BD e GE é paralelo a AD, dai, podemos concluir que GE = 5 conforme a
figura acima.

Denotando GFE por d, concluimos que a distancia do centro de gravidade do retangulo

(%)

2% medida: obtencao da geratriz - area do retangulo ABCD

ABCD ao eixo de revolucao (0Z) é:

Para calcularmos a geratriz do volume do cilindro (4dera do retangulo ABCD), realizamos
o produto da medida de sua base pela medida de sua altura.

Considerando a base AD e a altura AB, segue:
Scapcpy = (AD)(AB).

3.1.3. Volume do cilindro pelo 2° MODO

Demonstracao. Em vista do 1° teorema de Pappus - Guldin, temos:

V = 27(S)(d) = 2r(AD)(AB) (%7) — m(AB)(AD)?
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Note que AD = R (raio do cilindro) e que AB = h (altura do cilindro), logo:

V=rR (3.1)

3.2 Area da Superficie do Cilindro

Para demonstrarmos a féormula da area da superficie de um cilindro, por intermédio do
2° MODO, vamos obter, separadamente, a drea (A,) da base do cilindro e a area (A4;)
lateral do cilindro. Para isso, sem perda de generalidade, tomamos o perimetro de um
retangulo ABCD qualquer, de forma que seus lados AB e AD fiquem sobrepostos, res-
pectivamente, aos eixos coordenados (0Z) e (0X), seguindo o previsto na introdugao deste

capitulo, temos:

A J - A
— ~‘ !

Figura 3.3: Perimetro do retangulo ABCD

N
J

Ja que o lado AB esté sobreposto ao eixo de revolugao (0Z), ele deve ser desconside-

rado, uma vez que sua revolucao nada formaré.

3.2.1. Construgcao geométrica da superficie da base do cilindro

Para a construcao geométrica da superficie da base de um cilindro, considera-se a revolu-
¢ao completa dos lados AD e BC' em torno do eixo de revolucdo (0Z). Note que a reunido
dos infinitos segmentos congruentes a AD e BC, ap6s a revolugao completa em torno do
eixo (0Z), gera a area da superficie das bases do cilindro (A,;) e (Apz), conforme ilustrado

abaixo.
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Figura 3.4: Revolucao dos segmentos AD e BC' em torno do eixo (0Z)

3.2.2. Obtencao das 2(duas) medidas da (A)

1* medida: distancia dos centros de gravidade dos segmentos AD e BC' ao eixo

de revolugao (0Z)

Inicialmente, devemos recordar que o centros de gravidade dos segmentos de reta AD e
BC, ambos de densidade uniforme, sao os seus respectivos pontos médios G e H.
Denotando AG = BH por d, concluimos que as distancias dos centros de gravidade

dos segmentos AD e BC' ao eixo de revolugao (0Z) sdo:

AD AD BC

2% medida: obtencao das geratrizes - comprimentos dos segmentos AD e BC

Para calcularmos o comprimento da geratrizes (segmentos AD e BC'), nada temos a fazer,

pois AD = BC sao as bases do retangulo ABCD. Logo,

I = (AD) = (BC).

3.2.3. Area da base do cilindro pelo 2° MODO

Note que as areas das superficies geradas pela revolucao de AD e BC' sao congruentes,
por isso, vamos apresentar a demonstracao da area da superficie gerada pela revolucao de
AD e, uma vez obtida, dobramos a expressao encontrada para obtermos a area da base
do cilindro.

Em vista do 2° teorema de Pappus - Guldin, temos:
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Ap = 2m(l)(d) = 2w(AD) (ATD) = 7(AD).

Considerando Ay = Ay, segue:
Ay = Ap + Ay = 1(AD)?* + 1(AD)? = 21(AD)? = 27 R?, sendo R o raio das bases do
cilindro.

Portanto, temos:

a2

3.2.4. Construgao geométrica da superficie lateral do cilindro

Obtemos a construcao geométrica da superficie lateral de um cilindro por intermédio da
revolucao completa do lado C'D em torno do eixo de revolugao (0Z). Note que a reunido
dos infinitos segmentos congruentes a C'D, apds a revolucao completa em torno do eixo

(0Z), gera a superficie lateral do cilindro (A4;), conforme as figuras a seguir.

1
al

Figura 3.5: Revolucdo do segmento C'D em torno do eixo (07)

3.2.5. Obtencao das 2(duas) medidas da (A4;)
1* medida: distancia do centro de gravidade do segmento C'D ao eixo de
revolugao (0Z)

Determinamos o centro de gravidade de C'D, através do seu ponto médio (I). Tracemos,
partindo de I, a reta perpendicular ao eixo de revolugao (0Z), conforme mostra as figuras

a seguir.
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d=AD=BC

Para determinarmos a distancia do ponto médio (I) ao eixo de revolugdo (0Z), nada
temos a fazer, pois IJ = AD = BC|, conforme ilustra a figura acima.
Portanto,

d = (AD).

2% medida: obtencao da geratriz - comprimento do segmento C'D

Nada temos a fazer para obtermos o comprimento do segmento C'D, uma vez que é facil
ver que AB = CD. Assim,
l=(AB) = (CD).

3.2.6. Area lateral do cilindro pelo 2° MODO

Tomando o 2° teorema de Pappus - Guldin, temos

A =2n(l)(d) = 2n(AD)(CD), como AD = R e AB = h, segue:
29

3.2.7. Area total da superficie do cilindro pelo 2° MODO

Demonstragao. Tendo determinado as formulas da (A,) e da (A;), podemos concluir a
demonstracdo, pois temos, por defini¢do, que A = A, + A;, substituindo (3.2) e (3.3) em

A, temos:
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+

Figura 3.6: Area total do cilindro

A=27R(R+ h) (3.4)

3.3 Volume do Cone

Para demonstrarmos a formula do volume de um cone através do 2° MODO, sem perda

de generalidade, seguimos a padronizacao estabelecida na introducao deste capitulo.

3.3.1. Construcao geométrica do volume do cone

Apresentamos uma visao da construcao geométrica espacial do volume do cone por meio
da revolucao completa de um triangulo retangulo ABC em torno do eixo de revolugao
(07Z).

Tomemos a area de um tridngulo ABC qualquer, retangulo em A, de forma que seus

catetos AB e AC fiquem sobrepostos, respectivamente, aos eixos coordenados (0Z) e (0X).

Figura 3.7: Area da superficie do triangulo retangulo ABC
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Mantendo o cateto AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolu¢do completa da
area do triangulo retangulo ABC em torno do eixo (0Z). Note que a reunido das infinitas
areas dos tridangulos retangulos congruentes ao triangulo retangulo ABC, ap6s a revolucao

completa em torno do eixo (0Z), gera o volume do cone ilustrado a seguir.

Figura 3.8: Revolucdo da area do triangulo retangulo ABC em torno do eixo (0Z)

3.3.2. Obtencao das 2(duas) medidas do (V.)

1° medida: distancia do centro de gravidade do tridngulo retangulo ABC ao

eixo (0Z)

Vamos assumir, por um momento, que o centro de gravidade de qualquer triangulo é o
seu baricentro (encontro de suas medianas). Em seguida determinemos a distancia (d)
do baricentro (G) do triangulo ABC ao eixo de rotagao (0Z). Para isso, partindo dele,

tracemos uma perpendicular ao eixo de revolucao (0Z), conforme ilustra a figura abaixo.

Figura 3.9: Distancia de G ao eixo (0Z)

Seja BC' = g e note que a hipotenusa BC' do triangulo retangulo ABC é igual ao
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diametro do circulo que o circunscreve. Como E é ponto médio de BC', concluimos que
AFE é mediana e raio desse circulo, logo AFE = g
Além disso, AE divide o triangulo retangulo (ABC) em dois triangulos isosceles (ABE)
e (ACE).
v'A mediana relativa a hipotenusa em um triangulo retangulo mede metade da hipo-
tenusa 7], conforme mostra a figura abaixo.

v'Sabemos que o baricentro (G) divide as medianas de um tridngulo na razao de 2 :

1, conforme mostra a figura abaixo.

Figura 3.10: Semelhanca entre os triangulos AGH e ABC

Logo, podemos afirmar que

AG = g (AE), substituindo AE = g, temos AG = %

Agora, tracando uma perpendicular partindo de (G) ao eixo (0Z), determinamos o
segmento GH e, consequentemente, o triangulo retangulo AGH, como os angulos GAH e

ABE séo congruentes, temos: sen (GAH) = sen (ABE) Logo,

GH_Ac:> d _AO:d_ AC
AG  BC (9)_9 U3 )

2% medida: obtencao da geratriz - area do triangulo retangulo ABC

Para calcularmos a geratriz do volume do cone (area do triangulo retangulo Sapc), cal-

culamos o semiproduto de seus catetos, temos:

(AC)(AB)

Sapc = 5
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3.3.3. Volume do cone pelo 2° MODO

Demonstracao. Em vista do 1° teorema de Pappus - Guldin, temos:

Ve = 2m(S)(d)

(AC X AB) <AC)
=27

2 3

1

= §7TR2}L.

onde AC e AB sao, respectivamente, o raio da base e a altura do cone.

1
‘/; = gﬂ‘RQh

3.4 Area da Superficie do Cone

35

(3.5)

Para a formula da area da superficie de um cone pelo 2° MODO, tomemos, sem perda de

generalidade, um triangulo retangulo ABC qualquer, de forma que seus catetos AB e AC

fiquem sobrepostos, respectivamente, aos eixos coordenados (0Z) e (0X).

Figura 3.11: Perimetro do triangulo retangulo ABC

Vamos realizar a revolucao completa dos lados AC e BC' do triangulo retangulo ABC,

separadamente, em torno do eixo (0Z), para obtermos, respectivamente, a sua area da

base (Ay.) e a sua area lateral (A;.).
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3.4.1. Construcao geométrica da superficie da base do cone

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo (0Z), realizamos a revolu¢ao completa do lado
AC em torno do eixo (0Z), conforme as figuras abaixo. Note que a reunido dos infinitos
segmentos congruentes & AC, apos a revolugdo completa em torno do eixo (0Z), gera a

area da base do cone (A,.), conforme figura abaixo.

Figura 3.12: Revolucdo do segmento AC em torno do eixo (0Z)

3.4.2. Obtencao das 2(duas) medidas da (A.)

1°® medida: distancia do centro de gravidade do cateto AC' ao eixo de revolugao

(0Z)

Determinamos o centro de gravidade de AC, através do seu ponto médio (D), conforme

mostra a figura a seguir:

Ald=Acr2

Podemos afirmar que AD = ER como AD = d, podemos concluir que:

(%)
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2% medida: obtencao da geratriz - comprimento do segmento AC

Para calcularmos o comprimento do segmento AC', nada temos a fazer, pois AC é o cateto

do triangulo retangulo ABC. Podemos afirmar, sem perda de generalidade, que:
= (AC).

3.4.3. Area da base do cone pelo 2° MODO

Em vista do 2° teorema de Pappus - Guldin, temos:

Ay = 21(1)(d) = 27(AC) <A7C) = (AC)2n

Note que AC' = R (raio da base do cone), logo

Abc = 7'('P{2 (36)

3.4.4. Construgao geométrica da superficie lateral do cone

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolu¢ao completa do lado
BC' em torno do eixo (0Z). Perceba que a reuniao dos infinitos segmentos congruentes a
BC', apo6s a revolugao completa em torno do mesmo eixo, gera a superficie lateral do cone

(A;.), conforme ilustrado abaixo.

Figura 3.13: Revolucao do segmento BC' em torno do eixo (0Z)
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3.4.5. Obtencao das 2(duas) medidas da (A;.)

1* medida: distancia do centro de gravidade do segmento BC ao eixo de

revolugao (0Z)

Determinamos o centro de gravidade de BC', através do seu ponto médio (E), tracamos,

partindo de E uma a reta perpendicular ao eixo de revolucao (0Z).

AC
Note que o segmento E'F é a base média do triangulo retangulo ABC. Logo, EFF = =

(%)

2% medida: obtencao da geratriz - comprimento do segmento BC

como d = E'F. Assim, temos:

Para calcularmos o comprimento da geratriz da area lateral do cone (segmento BC'), basta
observarmos que BC' é a hipotenusa de um triangulo retangulo ABC, aplicando Pitagoras,
temos:

(hipotenusa)® = (cateto)? + (catetd)? (3.7)

Logo, BC? = AC? + AB* = BC = \/(AB)? + (AC)Z.

Para fins de aplicagdo, consideremos BC' = /(AB)? + (AC)? = g, simplesmente para

facilitar os calculos. Denotemos ¢ a geratriz do cone.

Figura 3.14: Geratriz do cone

I= (9)-

3.4.6. Area lateral do cone pelo 2° MODO

A
Em vista do 2° teorema de Pappus - Guldin, temos: A;. = 27({)(d) = 27(g) (TC)
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Note que AC' = R, logo

39

3.4.7. Area total da superficie do cone pelo 2° MODO

Demonstragao. Tendo determinado as formulas da (A,.) e da (A;.), podemos concluir a
demonstracdo, pois temos, por defini¢do, que A, = Ap. + A, substituindo (3.6) e (3.8)
em A.. Assim, segue: A, = 27 R? + 27 Rh.

Figura 3.15: Area total da superficie do cone

Portanto, temos:

A.=7R(R+g) (3.9)

3.5 Volume da Esfera

De maneira analoga ao que foi realizado na obtencao do volume do cilindro e do cone,
para a formula do volume de uma esfera através do 2° MODO, sem perda de generalidade,

seguimos a padronizagao estabelecida na introducao deste capitulo.

3.5.1. Construcao geométrica do volume da esfera

Apresentamos uma construcao do volume de uma esfera por meio da revolucdo completa
de um semicirculo em torno do eixo (0Z).
Tomemos a area de um semicirculo qualquer, de forma que seu diametro AB fique

sobreposto ao eixo coordenado (0Z).
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Figura 3.16: Area da superficie do semicirculo de diametro AB
Mantendo o diametro AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolugdo completa

da area do semicirculo em torno do eixo (0Z). Note que a reunido das infinitas areas dos
semicirculos congruentes ao referido semicirculo, apos a revolucao completa em torno do

eixo (0Z), gera o volume da esfera, conforme as figuras abaixo.

Figura 3.17: Revolugao da area do semicirculo de didmetro AB em torno do eixo (0Z)

3.5.2. Obtencao das 2(duas) medidas do (V)

1* medida: distancia do centro de gravidade do semicirculo ao eixo de revo-

lucao (0Z).

Aqui assumiremos que a distancia do centro de gravidade do semicirculo ao eixo de revolu-
4R

¢ao (0Z) vale d = (3—), onde 2R = AB(diametro). Deixamos a dedugao desta constante
7r

no apéndice.

2% medida: obtencao da geratriz - drea do semicirculo de didAmetro AB

AB

Sabemos que a geratriz do volume de uma esfera é a drea do semicirculo, como R = TR

segue:
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AB\?
"\ 72 7(AB)?
Ssemz'circulo = 9 = 3 .

3.5.3. Volume da esfera pelo 2° MODO

Demonstracao. Pelo 1° Teorema de Pappus - Guldin o volume da esfera é dado por

V. = 27(S)(d) = 27 (““183)2) « (é—f) _ %AB)Z.

Note que AB = 2R (diametro do semicirculo), segue
AB)? 2R)?
V, = TR(AB)* | v, = mRE2R)”

4
Ve = ~nR?
3 5 — 37TR

4
‘/e = §7TR3 (310)

3.6 Area da Superficie da Esfera

Para demonstrarmos a formula da area da superficie de uma esfera através do 2° MODO,
sem perda de generalidade, seguimos a padronizacao estabelecida na introdugao deste

capitulo.

3.6.1. Construgao geométrica da superficie da esfera

Vejamos uma construcao geométrica espacial da superficie de uma esfera, por intermédio
da revolugao completa de uma semicircunferéncia em torno do eixo de revolugao (0Z).
Tomemos, sem perda de generalidade, o comprimento de uma semicircunferéncia qual-

quer, de forma que seu diametro AB fique sobreposto ao eixo de revolugao (0Z).

L
’
’

\

7

Figura 3.18: Comprimento da semicircunferéncia de diametro AB
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Mantendo o diametro AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolugao completa do
comprimento da semicircunferéncia em torno do eixo (0Z). Note que a reuniao dos infinitos
comprimentos das semicircunferéncias congruentes a semicircunferéncia de didmetro AB,

apo6s a revolugao completa em torno do eixo (0Z). gera a area da superficie da esfera.

Figura 3.19: Revolucao da semicircunferéncia de diametro AB em torno do eixo (0Z)

3.6.2. Obtencao das 2(duas) medidas da (A.)

1° medida: distancia do centro de gravidade da semicircunferéncia ao eixo de

revolugao (0Z).

A distancia do centro de gravidade da semicircunferéncia ao eixo de revolugao (0Z), cuja

deducao é deixada para o apéndice, corresponde a:

- ()

em que AB = 2R (diametro).

2% medida: obtencao da geratriz - comprimento da semicircunferéncia de di-

ametro AB

Sabemos que o comprimento da semicircunferéncia é 7R, logo, temos:

- ()
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3.6.3. Area da superficie da esfera pelo 2° MODO

Demonstracao. Pelo 2° Teorema de Pappus - Guldin a area da superficie da esfera é dada

A, = 20(1)(d) = 2 (”(1;13 )) « (E> — 9wR(AB).

™

por

Note que AB = 2R (didmetro da semicircunferéncia), segue

A, = 2rR(AB) = A, = 2rR(2R) = A, = 47 R?

A, = 4T R? (3.11)

3.7 Volume do Tronco de Cone

Para demonstrarmos a féormula do volume de um tronco de cone através do 2° MODO,
sem perda de generalidade, seguimos a padronizacao estabelecida na introducao deste

capitulo.

3.7.1. Construcao geométrica do volume do tronco de cone

Apresentamos uma visao da construcao geométrica do volume tronco de cone por meio da
revolucao completa de um trapézio retangulo ABCD qualquer em torno do eixo de rotacao
(0Z), de forma que o lado AB e sua base maior AD fiquem sobrepostos, respectivamente

aos eixos coordenado (0Z) e (0X).

Figura 3.20: Area da superficie do trapézio retangulo ABCD

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolu¢ao completa da

area do referido trapézio em torno do eixo (0Z). Note que a reunido das infinitas areas dos
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trapézios retangulos congruentes ao trapézio retangular ABCD, apo6s a revolugao completa

em torno do eixo (0Z), gera o volume do tronco de cone, conforme figura abaixo.

f

Figura 3.21: Revolucao da area do trapézio retangulo ABCD em torno do eixo (0Z)

3.7.2. Obtencao das 2(duas) medidas do (V})

1® medida: distancia do centro de gravidade do trapézio retangulo ABCD ao

eixo de revolugao (0Z)

Para determinarmos d do trapézio retangular ABCD, inicialmente, vamos dividir o trapé-
zio ABCD em um retangulo ABCE e um triangulo retangulo CDE. Em seguida, locamos
os centros de gravidade do retangulo ABCE (G4) e do triangulo retangulo CDE (Gs)
e suas respectivas distancias ao eixo de revolucao (0Z), aqui denotadas por (dy) e (da),

conforme ilustra a figura abaixo.

B C B c
\
\ / ) \ 2 A
3\ / \ ; I
\ / \ \ 7 \
N/ ...‘ c M d1 vy A \
L] N < O— > b '\
/N VL N /4, N
/ \ L 18 ) $.G
7 \ /N - \ NG
/ \ Lo / N AN
A /E "1 N\D . kA E 1 N\ D
° s S

Figura 3.22: Distancias dos centros de gravidade do retangulo ABCE e do triangulo
retangulo CDE

Consideramos, sem perda de generalidade, AD a base maior do trapézio ABCD e BC
a sua base menor.

De maneira analoga a demonstracao do cilindro e do cone, temos:
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dlz(BTO) e d3:w’

Em que dj é a distancia do centro de gravidade (G2) do triangulo CDE ao eixo (EC).

4

Figura 3.23: Distancia do centro de gravidade do triangulo retangulo CDE ao eixo (CE)

Logo,

AD — BC)
e

dQZ(dg)HBC):( AD +2BC)

5y - (AD+25)

&y = (M)

Agora expressamos a area S7 do retangulo ABCE e a area Sy do triangulo CDE, em
fungao das medidas AD, BC e AB da seguinte maneira, respectivamente:
(AD)(AB) — (BC)(AB)

Para calcularmos a distancia do centro gravitacional do trapézio retangulo ABCD ao
eixo (0Z), devemos calcular a média ponderada tomando as distancias d; e dy como valores

e as respectivas areas como pesos. Assim temos:

d1)(S1) + (d2)(S2)
(S1) + (S2)

Substituindo as expressoes literais encontradas anteriormente, nesta subse¢ao, obtemos:

L
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[(BTC) (BC)(AB)} 4 |:(AD-|;)QBC) (AD—BQC)(AB):|

(BC)(AB) + [ARMBI BN |

((AD)?> + (AD)(BC) — 2(BC)?%)
3
(AD + BC)

(BC)? +

_ 1((AD)* + (AD)(BC) + (BC)?)

3 (AD + BC)

2% medida: obtencao da geratriz - area do trapézio retangulo ABCD

Sabemos que area do trapézio retangular ABCD (STapcp) é dada por:

STupep = ([(AD + BO)(AB)]> |

2

3.7.3. Volume do tronco de cone pelo 2° MODO

Demonstracao. Em vista do 1° teorema de Pappus - Guldin, temos

Vi = 2m(5)(d)

, ([(AD+B(J)(AB)]) (1((AD)2+ (AD)(BC) + (BO)2)>
- 2 3 (AD + BC)
1

= Sm(AB)((AD)* + (AD)(BC) + (BC)?).

Note que AD, BC e AB sao, respectivamente, o raio da base maior R, o raio da base

menor r e a altura h do trapézio retangulo ABCD. Substituindo os valores, temos:

1
Vi = gwh(RQ + Rr +1r?) (3.12)

]

3.8 Superficie do Tronco de Cone

Tomamos um trapézio retangulo ABCD qualquer, de forma que seus lados AB e AD

fiquem sobrepostos, respectivamente, aos eixos coordenados (0Z) e (0X).
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[

Figura 3.24: Perimetro do trapézio retangulo ABCD
3.8.1. Construcao geométrica da superficie da base do tronco de

cone

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolugao completa das bases
AD e BC em torno do eixo (0Z). Note que a reunido dos infinitos segmentos congruentes
a AD e BC, apés a revolucao completa em torno do eixo (0Z), gera, respectivamente, a
area da base maior (Ap)s)e a area da base menor (Ay,,) do tronco cone. Note que a area

da base do tronco de cone (Ay) € igual a soma das areas de suas bases, conforme figura

abaixo.
- e 2 s -~
Pt B 2 agd Ban " w
&—p-C ~ = e [ > o )
1l g N V" o7 JLaNgTe
D [ J ‘ 5"/ 3: = _ e 4 LN n/ -
e ey Ay - . —i, Ay D)
& ¢ e o = 4 Py
7D s ON T~ D10 LS . S
* 78 4 1 .-g ad . . 7 o »
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Figura 3.25: Revolugao das bases AD e BC do trapézio retangulo ABCD em torno do
eixo (0Z)

3.8.2. Obtencao das 4(quatro) medidas da (Ay)

1% e 2° medidas: distancia dos centros de gravidade dos lados AD e BC ao

eixo de revolugao (0Z)

Perceba que neste caso, em particular, nada temos a fazer, pois G4 e G5 sao, respectiva-

mente, os pontos médios de BC' e AD, conforme mostra a figura a seguir:
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Assumimos d4 e ds como as distancias dos centros de gravidades de BC' e AD, respec-

tivamente, ao eixo de revolugao (07Z), temos:

BC AD
dy = — e ds=|—1|.
2 2
3% e 4® medidas: obtencao das geratrizes - comprimento dos segmentos BC e

AD

Para calcularmos o comprimento dos segmentos BC' e AD, nada temos a fazer, segue:

3.8.3. Area da base do tronco de cone pelo 2° MODO

Invocando 2° teorema de Pappus - Guldin para determinar (Ap,,) , temos:

B
Apm = 27(14)(dy) = 27(BO) <TC) = 7(BC)?, substituindo BC por r, temos:

Ay = 712

Analogamente, invocando 2° teorema de Pappus - Guldin para determinar (Agy) ,

obtemos:

AD
Apy = 2m(l5)(ds) = 2m(AD) (T) = 7(AD)?, substituindo AD por R, temos:

ABJW = 7TR2.

Sabemos que Ay = Ay, + Appr, substituindo (3.8.3.) e (3.8.3.), temos:

Ay = m(R* +r?) (3.13)
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3.8.4. Construcao geométrica da superficie lateral do tronco de
cone

Mantendo o lado AB sobreposto ao eixo (0Z), realizemos a revolu¢ao completa do lado
CD em torno do eixo (0Z).

Perceba que a reunidao dos infinitos segmentos congruentes a C'D, ap6s a revolucao
completa em torno do mesmo eixo, gera a superficie lateral do tronco de cone (Ay),

conforme ilustrado abaixo.

Figura 3.26: Revolucao do lado C'D do trapézio retangulo ABCD em torno do eixo (0Z)

3.8.5. Obtencao das 2(duas) medidas da (Ay)

1° medida: distancia do centro de gravidade do segmento C'D ao eixo de

revolugao (0Z)

Determinamos o centro de gravidade de C'D, através do seu ponto médio (Gg), tragamos,

partindo de G, a reta perpendicular ao eixo de revolugao (0Z). Note que o segmento de
. L1 L. . (AD) + (BC)
reta GgFE é a base média do trapézio retangulo ABCD. Logo, GgFE = — s )

conforme mostra as figuras abaixo:

B - B c
Ps " ‘e .
3 £ dg
K | B < P ——
A \ D A D
— e+ L Py

Assumimos dg = GgFE, podemos concluir que:
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AD + BC
d6: T .

2% medida: obtencao da geratriz - comprimento do segmento C'D

Para calcularmos o comprimento do segmento C'D, basta observarmos que C'D ¢ a hipo-

tenusa de um triangulo retangulo CDE, aplicando Pitdgoras, assim temos:

CD = +/(AB)2+ (AD — BC)2.
Para facilitar os calculos algébricos, denotemos g a geratriz do tronco de cone. Isto é:

3.8.6. Area lateral do cone pelo 2° MODO

Invocando 2° teorema de Pappus - Guldin para determinar (A;), segue:

Ay = 27(l6)(de) = 27(C'D) (%) — 7(CD)(AD + BC), substituindo BC por
r, AD por R e CD por g, temos:
Ay =7(g9)(R+T) (3.14)

3.8.7. Area total da superficie do tronco de cone

Demonstragao. Tendo determinado as formulas da (Ay) e da (Ay), sabemos que A; =

Ap + Ay, substituindo (3.13) e (3.14) em Ay, segue:

148 \
/ " -
== C

— Q | .
//' ' + ¥ = T n

Figura 3.27: Area total da superficie do tronco de cone

A= |R(g+ R) + (g + )] (3.15)




Capitulo 4
Algumas Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos trés exemplos sobre os solidos de revolucao estudados neste
trabalho. O primeiro traz a revolugao de um triangulo isosceles; o segundo, a revolucao de
um retangulo e; o terceiro, a revolugao de um circulo, todos em torno de um determinado
eixo de revolucao. Para cada exercicio, serao apresentadas duas solucoes: na primeira,
utilizamos o 1° MODO (método normalmente ensinado pelos professores do ensino médio)
e, na segunda, aplicamos o 2° MODO (método que se utiliza o 1° e 2° teoremas de Pappus
- Guldin, ambos definidos no primeiro capitulo deste trabalho).

A inten¢do é compararmos a eficiéncia entre os dois métodos apresentados (1° MODO
e 2° MODO), ou seja, refletirmos sobre a eficiéncia desses na resolugao de exercicios en-
volvendo solidos e superficies de revolucao. Tudo com a finalidade de levar aos professores
do ensino médio mais uma opg¢ao, no tocante a construcao do conhecimento geométrico

espacial posicional e métrico dos alunos.

Exemplo 1 (ITA - 2014). Considere o sélido de revolugao obtido pela rota¢ao de um
tridngulo isdsceles ABC em torno de uma reta paralela o base que dista 0,25 c¢cm do

vértice A e 0,75 ¢cm da base BC. Se o lado mede AB = ”;“ cm, o volume desse sdlido,

em cm?®, € iqual a:

W% W& @a @ (e) &

o1
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Solucao 1 (1° MODO). No triagngulo AMC, aplicando o teorema de Pitdgoras, temos
que X = 3. Logo, h = 2X = 2(iw) = L. Por um lado, o volume V, do cilindro gerado
pelo segmento BC' € igual a:

9m 9 4
%—SXh—EXh—ECH}.

Por outro lado, o volume de cada tronco de cone é:
1 2 2
Vi = g.H.ﬂ'(R + Ror+1r9)

onde a altura e os raios das bases sao, respectivamente:
H=X=2X:R=23:er=2>% Dai substituindo em V,,. temos:
2m 4’ 1 ,

13
Vi = —cm?.

96

Portanto, o volume do solido gerado é:

7
V=V.-2V, = ﬂcmg.

Solucao 2 (2° MODO). Considerando G o centro de gravidade da geratriz (tridngulo
ABC), podemos concluir que G € o baricentro de ABC, segue:

2 1 1 1

d:

Logo,

1 n 7

43 12

Denote por S a drea do triangulo ABC, entao S = ﬁ. Portanto, pelo 1° Teorema de

Pappus-Guldin, o volume do sélido de revolugao gerado pelo triangulo ABC, é:

B B 7 1Ly 7 4
V =27Sd =27 (12) (4%) = 24cm .
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Exemplo 2 (autor). Considere o sdlido de revolug¢ao obtido pela revolugdo de um retdn-
gulo (ABCD) em torno de um eizo r. Sabendo que o lado BC mede 6 c¢cm; que a diagonal
BD, paralela & r, mede 12 cm e; que o vértice A pertence a esse eixo, conforme ilustra a
figura abaizo. Podemos afirmar, com base nos dados fornecidos, que o volume e a drea

da superficie desse solido, respectivamente, sao iquais a:

(a) 632cm® e 727(v/3 + 3)cm?.
(b) 632 cm? e 367(v/3 + 3)em?.
(¢) 648 cm?® e 367 (/3 + 3)cm?. 30
(d) 632 cm? e 1087(v/3 + 3)cm?.
(e) 648 cm? e 727 (/3 + 3)em?.

12cm

(e]

Antes de apresentarmos as duas solugoes, considere a seguinte nomenclatura, tanto

para o calculo do volume, quanto para o da area da superficie:
e Volume do Solido de Revolugao (Vi );
e Area da Superficie de Revolucdo (A, );
e Tronco de Cone amarelo (T'C,);
e Volume do Tronco de Cone amarelo (VTC,);
e Area Lateral do Tronco de Cone amarelo (ALTC,);
e Tronco de Cone verde = (TC,);
e Volume do Tronco de Cone verde (VT'C,);
e Area Lateral do Tronco de Cone verde (ALTC,);
e Cone vermelho (C,,);
e Volume do cone vermelho (VC,,,);
e Area Lateral do Cone vermelho (ALC,,,);

e Cone azul (C,,);
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Volume do Cone azul (VC,,);

e Area Lateral do Cone azul (ALC,,);

e Altura do Tronco de Cone verde (HT'C,) = H,

e Altura do Cone vermelho (HC,,,) = H;

o Altura do Tronco de Cone amarelo (HT'C,) = h;

e Altura do Cone azul (HC,,) = h;

e Raio Maior do Tronco de Cone amarelo (RTC,) = R;
e Raio Maior do Tronco de Cone verde (RTC,) = R;

e Raio menor do Tronco de Cone amarelo (r7'Ca) = r;
e Raio menor do Tronco de Cone verde (r7'C,) =1 ;

e Raio do Cone azul (RC,,) =1 ;

e Raio do Cone vermelho (RC,,,) = 7.

O volume do sélido de revolucao pelo 1° MODO

Para que possamos tracar a estratégia, precisamos visualizar o sélido gerado pela revolu-

¢ao.

Projetando o solido gerado no plano vertical, realizamos distribuigoes angulares e
métricas em virtude do fato de AB ser paralelo ao eixo r e haver uma simetria entre os

retangulos ABCD e AB’C’D’, chegando as seguintes conclusoes:
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1. Os angulos BDC, ABD e BAE sao congruentes e medem 30°, pois o cateto BC do
triangulo retangulo BCD mede a metade da hipotenusa BD. Logo, o angulos CBD,

BDA e DAG, também sao congruentes e medem 60°.

2. Pela simetria gerada pela revolucao, podemos afirmar que os triangulos ABB’, CDF
e FC’D’ sdao congruentes e equilateros, assim como os tridngulos ADD’, BCF e FB’C’
sao congruentes e isosceles. Com base nesses triangulos, conseguimos determinar
todas as medidas necessarias para solucionar a questao, além de justificar o emprego

de letras iguais para representar dimensoes denominadas de maneira diferente, como

por exemplo, (r7C,) = (rTC,) = (RC,,) = (RC,y,) = r. Para célculo do Vj,, temos:

Voo = (VTC,) + (VTC,) — (VCyn) — (V)

_ {(%)(W)(HTCG)(RQ + Rr + 7"2)} + {(é)(w)(HTC’U)(RQ + Rr + 7‘2)]

- |@uenc.)] - [umrc.)

=7 [(hR* + Rrh + hr?) + (HR?> + RrH + Hr?) — (Hr?) — (hr2>]
- 3

=7 [(H +h)(R*+ Rr +1%) — (H + h)(rz)]
L 3

= _<H+h)(Rz+RT+T2—T2>]

= - '

_ _<H+h)(Rz+Rr)}

= : |

Vamos determinar as medidas de R; r; H e h. Note que AE = H é a altura do
triangulo equilatero ABB’; segue: AB = (12) <*/7§> = 61/3; entdo

AE = H = (AB) (?) = (6V/3) (?) =9 cm.

Temos que BC = AD = 6 cm; AG = h = (AD)(sen (30°)) = (6) (3) = 3 cmy;

CF = R = DC = AB = (9) (%5) = 6v3 cm; e DG = r = (AD)(cos(30°)) =

(6) (%?:) = 3+/3 cm. Substituindo os valores encontrados, obtemos:

V. = 648mcm?.
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O volume do sé6lido de revolugao pelo 2° MODO

1. Pelo 1° Teorema de Pappus - Guldin, temos:

V =27S5d

Realizando distribuicoes angulares e métricas em virtude do fato de AB ser paralelo
ao eixo r e haver uma simetria entre os retangulos ABCD e AB’C’D’, chegamos a

seguinte conclusao:

30

2. Os angulos BbC’, ABD e BAE sdo congruentes, medindo 30°, pois o cateto BC
do triangulo retangulo BCD mede a metade da hipotenusa BD. Logo, o angulos

CBD, BDA e DAG, também séo congruentes e medem 60°.

3. Considere a area do retangulo S apcp) como a geratriz do sélido de revolugao, segue:

Stpep) = (BO)(CD) = (6)(12)(cos (30°)) = 36v/3cm? e

1
d = EB = (AB)(sen (30°)) = (6\/§)(§) = 3v3cm.
Portanto, o volume procurado vale:

V., = 648mem?.



CAPITULO 4. ALGUMAS APLICACOES 57

Area da superficie do sé6lido de revolucao pelo 1° MODO

Consideramos todas as conclusoes obtidas para o célculo do volume, para calcularmos a

area da superficie do sélido gerado pela revolugao do retangulo ABCD em torno do eixo 7.

1. Pelo 1° Teorema de Pappus-Guldin,

Asr = (ALCvm) + (ALCCLZ) + (ALTCUL) + (ALTCU>

2. Note que BC' = AB ¢é a geratriz do Tronco de Cone verde e do Cone vermelho ,
assim como, C'D = AD ¢é a geratriz do Tronco de Cone amarelo e do Cone azul,

segue:

™

Com)(AB) + 7(RC,.)(AD) + n(AD)(RTC, + (rTC,) + n(AB)(RTC, + rTC,)

7(r)(AB) + n(r)(AD) + 71(AD)(R+r) + m(AB)(R + )

(R
(
w(r)(AB+ AD) +mn(R+r)(AD + AB)
T(AB+ AD)(r + (R+7))

(

7(AB + AD)(R + 2r).

3. Vamos determinar as medidas de AB; AD; R e r e em seguida substituir em A,,.

Temos:
(i) AB = 12(‘/_) = 6v/3cm;
(ii) AD = 6em;
(iii) CF = DC = AB =R = (9 )(2;/_) = 6v/3cm;
V3

(iv) DG =r = (AD)(cos (30°)) = (6)(7) = 3v/3cm;
substituindo os valores, obtemos:

A, 721(3 4+ V3)em?

Area da superficie do sélido de revolucao pelo 2° MODO
1. Pelo 2° Teorema de Pappus - Guldin, temos:

A, = 2mld
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2. Considere 2P 4pcp) 0 perimetro do retangulo ABCD o comprimento da geratriz da
superficie de revolucao, segue:

(i) 2Papcpy = AB + BC + CD + DA =6v3+ 6+ 6v3 46 = 12(1 + v3)em; e
(i) d = EB = (AB)(sen (30°)) = (6\/3)(%) — 3v3em,

substituindo os valores, obtemos:

Ay = 7273 + V3)em?.

Exemplo 3 (autor). Considere o circulo A de centro O(3, 0, 0) contido no plano XZ,
sabendo que sua drea € 4w w.a., conforme a ilustragao abaizo. Determine a drea da
superficie do solido gerado pela revolucao de X em torno do eixo Z.

a) 247% u.a. b) 2272 u.a. ¢) 20m? u.a. d) 187% u.a. e)167% u.a.

Figura 4.1: Torodide

Area da superficie do sé6lido de revolucao pelo 1° MODO

Neste exemplo nao ¢ de nosso conhecimento uma solugao através do 1° MODO no ambito
da matematica bésica, que possa ser transmitida aos alunos do ensino médio. Entretanto,

a solucao pelo 2° MODO ¢é simploria.
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Area da superficie do sé6lido de revolucao pelo 2° MODO

1. Pelo 2° Teorema de Pappus - Guldin, temos:

Ag =27ld

2. Considerando G o centro de gravidade da geratriz (circunferéncia que limita o circulo

(M) da superficie de revolucao, podemos concluir que G ~ O que é centro de (\).
3. Sabemos que S =TR?> =4 17 = R = 2u.c.
4. O perimetro do circulo 2Py é dado por

(i) 2P =27R = 27(2) = 4mu.c.; e

i) d=1+R=1+4+2=3u.c,
substituindo os valores encontrados, obtemos:

A, = 247° u.a.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

A motivacao deste trabalho reside no fato de que os resultados de Pappus - Guldin sao
desconhecidos pela maioria dos docentes e discentes do ensino médio, apesar de serem
de inquestionével valia e comprovagao cientifica mateméatica. Para divulgar tais resulta-
dos, propomos neste trabalho, o uso de uma linguagem mais apropriada a realidade dos
professores e alunos do ensino médio. E de um ponto de vista mais objetivo, escolhemos
alguns exemplos que possibilitem o entendimento destes resultados.

Acreditamos que estas poucas aplicagoes dos 1° e 2° Teoremas de Pappus-Guldin,
apresentadas neste material, tenham o efeito de colaborar com a transmissao e amadure-
cimento deste assunto. Além disso, esperamos que por intermédio do estudo desta obra,
os professores do ensino médio, em particular, aqueles que lecionam geometria espacial
posicional e métrica, possam difundir entre seus alunos o 2° MODO de abordar problemas
relativos a solidos e superficies de revolucgao.

Salientamos que a finalidade deste trabalho nao é desconsiderar, abolir ou substituir
o denotado 1° MODO pelo 2° aqui apresentado, muito pelo contrario, acreditamos que
os dois devem ser lecionados paralelamente, sempre que possivel aos alunos, uma vez que

ambos possuem sua relevancia no processo de ensino aprendizagem.

60



Capitulo 6
Apéndice

Nesta parte do trabalho, apresentamos as demonstragoes das distancias do centro de
gravidade do semicirculo e da semicircunferéncia, respectivamente, aos seus eixos de re-
volucao que sobrepoem os seus diametros, visando fundamentar as aplicagoes realizadas

. . . 4R, C .
no terceiro capitulo, quando assumimos que — ¢é a distancia do centro de gravidade

do semicirculo ao eixo de revolucao e que 2? ¢ a distancia do centro de gravidade da
semicircunferéncia ao eixo de revolucao. Tal deducao, justifica-se pelo fato de nao ser
possivel determinar os centros de gravidade do semicirculo e da semicircunferéncia por
meio dos conhecimentos da matematica basica (geometria/geometria analitica), como foi

apresentado nos casos do cilindro, do cone e do trono de cone.

6.1 Obtencao da distancia do centro de gravidade do
semicirculo ao eixo de revolucgao

Vamos igualar a féormula do volume de uma esfera demonstrada no segundo capitulo, por
intermédio do Principio de Cavalieri 1° MODO, com a expressao do mesmo volume obtida
pelo 1° teorema de Pappus - Guldin 2° MODO. Assim, determinarmos uma expressao

de d em funcao de R.

Demonstracao. Conforme demonstracao apresentada no segundo capitulo deste trabalho,

temos:
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Pela aplicagao do 2° MODO, apresentada no primeiro capitulo, podemos afirmar que

o volume de uma esfera é obtido pela seguinte equacao:
2

Ve =27(5)(d) = 27T7TR7d
V, = dr*R>. (6.2)

Igualando as expressoes (6.1) e (6.2), obtemos:

4 4R
R = -7 = d = —,
3 3

6.2 Obtencao da distancia do centro de gravidade da
semicircunferéncia ao eixo de revolucao

Vamos igualar a formula da area da superficie de uma esfera demonstrada no segundo
capitulo por intermédio de uma noc¢ao intuitiva, com a mesma area obtida pelo 2° teorema
de Pappus - Guldin 2° MODO. Assim, determinamos uma expressao de d em funcao de

R.

Demonstracao. Conforme demonstracao apresentada no segundo capitulo deste trabalho,

podemos afirmar que a area da superficie da esfera é obtida pela equacao:

A, = 4TR%. (6.4)

Pela aplicacao do 2° MODO, apresentada no primeiro capitulo, podemos afirmar que

a area da superficie de uma esfera é obtido pela seguinte equacao:

A, =2n(l)(d) = 2n(7R)d

A, = 2d7*R. (6.5)

Igualando as expressoes (6.4) e (6.5), obtemos:

2
ArR? = 2dn’R — d = —R
T
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