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RESUMO

Esta pesquisa foi desenvolvida no Programa de Pos-Graduacdo em Educagdo Matematica
(PPGEduMat), no curso de Mestrado da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul vinculada
ao Grupo HEMEP — Historia da Educacdo Matematica em Pesquisa e tem como objetivo
descrever os jogos de linguagem de dois titulos de Geometria Euclidiana Plana, contetdo das
grades curriculares dos cursos de Licenciatura em Matemaética da Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul (UFMS). Optamos por estudar as obras: Geometria Euclidiana Plana de Jodo
Lucas Barbosa (2006) e Geometria Euclidiana Plana e Construcfes Geométrica de Eliane
Quelho Frota Rezende e Maria Lucia Bontorim de Queiroz (2000). Na perspectiva dos jogos
de linguagem de Ludwig Wittgenstein, de modo a procurar semelhangas e diferengas entre 0s
jogos usados pelos autores em suas obras. Contudo, diante do processo de desenvolvimento de
nossa pesquisa, entendemos que os manuais didaticos que foram colocados por nés em um
movimento Terapéutico Bibliografico, sdo partes integrantes de uma determinada forma de vida
que é o curso de Licenciatura em Matematica e estdo em uso de variadas formas, conforme
professor, turma etc. Buscamos realizar a leitura deles vislumbrando sempre um licenciando do
curso de Matematica, conflitos e aproximacdes que poderiam ser notadas com o uso conjunto
destes dois manuais. No corpo da pesquisa, trouxemos alguns quadros que sugerem um
distanciamento entre os jogos praticados em ambos os manuais didaticos, para um, certas
afirmacdes sdo tomadas como axiomas/postulados, ja para o outro, como definicdes — em
alguns momentos o contrario. A ordenacao dessas afirmacdes e a distribuicdo nos capitulos e
dos capitulos também se apresenta diferente, sugerindo uma outra ordem axiomatica. Por fim
observamos que ao olhar ambos os manuais por uma perspectiva wittgensteiniana, entendemos
gue esses apresentam jogos de linguagem diferentes, em certo sentido, Geometrias Euclidianas
Planas também diferentes.

Palavras-chave: jogos de linguagem; manuais didaticos; Geometria Euclidiana Plana.



ABSTRACT

This research was developed in the Program Master of Sciences in Mathematical Education
(PPGEduMat), in the Master's course of the Federal University of Mato Grosso do Sul linked
to the HEMEP Group - History of Mathematical Education in Research and aims to describe
the language games of two titles of Euclidean Flat Geometry, content of the curricular curricula
of the Mathematics Degree courses of the Federal University of Mato Grosso do Sul (UFMS).
We chose to study the works: Flat Euclidean Geometry by Jodo Lucas Barbosa (2006) and Flat
Euclidean Geometry and Geometric Constructions by Eliane Quelho Frota Rezende and Maria
Ldcia Bontorim de Queiroz (2000). From the perspective of the language games of Ludwig
Wittgenstein, in order to look for similarities and differences between the games used by the
authors in their works. However, in the process of developing our research, we understand that
the textbooks that were placed by us in a Therapeutic Movement Bibliography, are integral
parts of a certain way of life that is the degree course in Mathematics and are in use of varied
shapes, according to teacher, class etc. We seek to read them always envisaging a licenciando
of the course of Mathematics, conflicts and approximations that could be noticed with the joint
use of these two manuals. In the body of the research, we have brought some pictures that
suggest a gap between the games practiced in both textbooks, for one, certain statements are
taken as axioms / postulates, already for the other, as definitions - at times the opposite. The
ordering of these statements and the distribution in the chapters and chapters also presents
different, suggesting another axiomatic order. Finally we observe that when looking at both
manuals from a Wittgensteinian perspective, we understand that they present different language
games, in a sense, also different Euclidean Geometries.

Keywords: Language Games; textbooks; Flat Euclidean Geometry.
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INTRODUCAO

Geometria dos ventos

Eis que temos aqui a Poesia,

a grande Poesia.

Que néo oferece signos

nem linguagem especifica, ndo respeita

sequer os limites do idioma. Ela flui, como um rio.
COMO 0 Sangue nas artérias,

tdo espontanea que nem se sabe como foi escrita.
E ao mesmo tempo tdo elaborada -

feito uma flor na sua perfei¢cdo minuciosa,

um cristal que se arranca da terra

ja dentro da geometria impecavel

da sua lapidacao.

Onde se conta uma historia,

onde se vive um delirio; onde a condi¢cdo humana exacerba,

até a fronteira da loucura,
junto com Vincent e 0s seus girassois de fogo,

a sombra de Eva Braun, envolta no mistério ao mesmo tempo

facil e insolGvel da sua tragédia.
Sim, é o encontro com a Poesia.

(Poesia feita em homenagem ao poema Geometria dos Ventos de Alvaro Pacheco)

Rachel de Queiroz

Existe um ditado popular que diz: “ha males que vem para bem”, para que possamos

explicar como surgiu esta pesquisa, precisamos nos referenciar a esse ditado. Quando fui
aprovado no processo seletivo para ingressar no mestrado do Programa de Pos-Graduacdo em
Educagdo Matematica da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, me convidaram para
participar do grupo HEMEP (Histéria da Educacdo Matematica em Pesquisa). Este grupo é
coordenado pelos professores Thiago Pedro Pinto e Luzia Aparecida de Souza, e tem por
projeto central produzir uma historiografia a respeito da formacéo de professores que ensinam
e ensinaram matematica no estado. Para tanto usam como referencial metodolégico a Histéria

Oral, que é uma metodologia que visa a producdo de fontes historicas a partir da oralidade, ndo
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descartando outros tipos de fonte historicas como material impresso, audiovisual e registros,

em um movimento historiogréfico.

No HEMEP, os projetos maiores (também chamados de projetos guarda-chuva) estdo
voltados para a Historiografia, Narrativas e produc6es de fontes historicas, contudo, ha no grupo
espaco para pesquisas em outros ramos como a filosofia, assim, o grupo ja vem caminhado em
um movimento voltado para esse direcionamento, o que culminou na abertura de uma nova

linha de pesquisa em meados de 2017: Filosofia, Histdria e Educagdo Matematica.

Nossa pesquisa ndo faz uso da Historia Oral, mas se insere no grupo como esta constante
interface com a Filosofia, particularmente em nosso caso, com a filosofia de linguagem de
Wittgenstein, mas ha no grupo aqueles que usam outros pensadores: Michael Foucault, Jacques

Derrida, Paul Thompson entre outros.

Iniciando meus estudos no programa, tinhamos a intencdo de pesquisar sobre a
Matemaética em turmas do 3° ano do Ensino Fundamental. Ao ser admitido como orientando do
Prof. Thiago, fui convidado a conhecer um pouco sobre os jogos de linguagem e desenvolver
leituras nesta tematica, particularmente o livro “Investigagdes Filosoficas”, obra de Ludwig

Wittgenstein publicada em 1953, ap6s sua morte.

A partir dai, passei a ler autores que usavam os jogos de linguagem e as semelhancas de
familia em seus trabalhos, até chegar a leitura da tese de Denise Vilela (2007), encontrei na
pesquisa dela uma grande semelhanca a minha intencéo de estudo. Apesar de ndo se tratar da
mesma pesquisa, senti-me desanimado, pois de forma inocente imaginei que estaria trabalhando
em uma pesquisa inédita, inovadora, inocéncia essa que se dissolve na pratica de pesquisa. Na
ocasido senti-me muito incomodado, ao passo que expondo para meu orientador o
descontentamento, me sugeriu que direcionassemos nossa pesquisa para um manual didatico de
Geometria Euclidiana Plana, com a intencdo de observar o jogo de linguagem

estabelecido/proposto pelo autor no manual.

A ideia parecia interessante, porém o tempo néo estava a nosso favor, tinhamos apenas
20 dias para escrever um artigo e submeter ao EBRAPEM de 2016, que foi sediado em Curitiba-
PR. Nao foi uma tarefa facil, pois estivamos comecando uma nova pesquisa, sera que
conseguiriamos produzir um material suficiente para o evento? Depois de muito trabalho,

leitura e producdes, conseguimos concluir o texto para submisséo.

13



Nesse momento, ja haviamos selecionado os manuais didaticos para o estudo:
Geometria Euclidiana Plana de Jodo Lucas Barbosa (2006) e Geometria Euclidiana Plana e
Construcdes Geométrica de Eliane Quelho Frota Rezende e Maria Lucia Bontorim de Queiroz
(2000), a escolha foi motivada pelo fato do meu orientador ser professor no curso de
Licenciatura Plena em Matemética na modalidade EAD da Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul e teve como experiéncia trabalhar com estes dois livros nestas turmas,
percebendo diferencas em suas abordagens que poderiam (ou ndo) se mostrar significativas, a

partir de um trabalho cientifico.

Passamos entdo a olhar os manuais, tendo como inspiracao os jogos de linguagem de
Ludwig Wittgenstein, dessa forma, nossa pesquisa visa descrever os jogos de linguagem usados
nestes manuais didaticos, com a intencdo de pontuar semelhangas e dessemelhancgas nessa nossa
leitura. Algumas perguntas ocorriam neste momento inicial: seriam 0s dois
constituintes/participantes de um mesmo jogo de linguagem? Seriam jogos diferentes? Um
aluno que estudasse por um dos livros, como se sairia ao fazer uma prova elaborada a partir do

outro livro?!

Na tentativa de olhar para minicias e ndo para um panorama dos dois livros —
acreditavamos que, se houvesse mesmo diferenca entre os livros ela estaria nas minucias, visto
que ha um “consenso” de que a Geometria Euclidiana é uma “coisa s6” — delimitamos que
irlamos até o equivalente ao Quinto Postulado de Euclides, observando os jogos de linguagem
que cada autor estabeleceu/propds em seu manual didatico. Pautamo-nos em possiveis efeitos

dessas minucias em um estudante que se norteasse por um ou outro manual.
Dessa forma, essa dissertacdo € dividida em quatro capitulos:

No primeiro capitulo, apresentamos a pesquisa, seus objetivos e um breve apanhado das
leituras realizadas para entender e detalhar os objetos de estudo. Trazemos uma revisao
bibliografica e uma breve discussdo a respeito das pesquisas desenvolvidas na educacédo

matematica e em nossa linha de pesquisa.

! Esta Gltima pergunta tem particular importancia no trabalho, visto que a problematica surge ao mudarem (por
questdes logisticas) o livro que era adotado no curso de licenciatura em Matematica EAD da UFMS, até o ano de
2012 usava-se o livro de Jodo Lucas Barbosa, aps este ano, os polos de apoio presencial adotaram o livro de
Rezende & Queiroz. Nesta situacdo, os professores se viram na necessidade de repensar os videos e aulas que
haviam sido produzidas para a disciplina nos anos anteriores. Surgia entdo a questao: seriam estes materiais ainda
adequados para auxiliar os alunos no estudo desta disciplina, agora com outro livro?
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No segundo capitulo, dialogamos com as teorias que nortearam nossa pesquisa, trazendo
0 embasamento tedrico usado na composicao da pesquisa. Também apresentamos nosso objeto
de estudo, ou seja, os livros didaticos. Quais sdo eles, quem sdo seus autores, como chegamos

a seus titulos, entre outros detalhamentos necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

Ja no terceiro capitulo, apresentamos o estudo que fizemos dos manuais didaticos. Este
capitulo foi subdividido em dois tépicos nos quais verificamos os cinco postulados, e suas
possiveis ocorréncias nos dois manuais estudados, também o aparecimento de termos comuns
entre os dois manuais e a semelhancas e dessemelhancas: postulado, axiomas, corolarios e suas
aplicacdes na Geometria Euclidiana Plana. Essa leitura (como toda leitura) é situada e
enviesada, partimos sempre de pensar que estes livros sdo efetivamente usados em cursos de
Licenciatura em Matematica, ou seja, para a formacéao de professores, e tomamos sempre como
uma linguagem completa? e ndo referencial, um jogo completo, no qual as regras sdo, em geral,

tacitas aos usuarios.

Assim, ndo pretendemos estudar o “livro pelo livro”, como um texto ideal sem que haja
alguém para Ié-lo. Pensamos neles como um elemento de uma pratica cultural de formacao de
professores de matematica, um processo vivo e dindmico. Chegamos a pensar na possibilidade
de acompanhar aulas nas quais se utilizam esses materiais, mas, estrategicamente, em funcéo

do pouco tempo de um mestrado, optamos por focar na leitura dos manuais.

2“Pode-se dizer que o conceito “jogo” é um conceito com contornos imprecisos. — “Mas, um conceito impreciso ¢
realmente um conceito?” — Uma fotografia pouco nitida é realmente a imagem de uma pessoa? Sim, pode-se
substituir com vantagem uma imagem pouco nitida por uma nitida? Nao é a imagem pouco nitida justamente
aquela de que, com frequéncia, precisamos? (WITTEGENSTEIN, 1984, p. 40, § 71).
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1. NOSSA PESQUISA: UMA TERAPIA

Quando nos propomos a realizar uma determinada pesquisa, duas perguntas nos surgem
dentre tantas: quais os trabalhos ja realizados sobre o tema que pretendemos pesquisar? E como

pretendemos conduzir nossa pesquisa?

Para respondermos a primeira questao buscamos inicialmente as dissertacdes defendidas
no programa de pos-graduacdo no qual estamos inseridos. N&o tinhamos uma metodologia
consolidada, mas no desenrolar da pesquisa caminhdvamos para 0 que chamamos de uma
‘Terapia Bibliografica’ com um olhar wittgensteiniano, dessa forma respondendo nossa
segunda pergunta. Assim, lemos diversos trabalhos ja defendidos em nosso Programa, mas
direcionamos nosso foco em trabalhos que contribuissem com nossa pesquisa, sendo assim
delimitamos quatro tdépicos em nossa busca: Geometria, Livro Didatico, jogos de linguagem e
Educacdo Matematica. Era de nossa preferéncia trabalhos que tratassem de pelo menos dois
topicos simultaneamente. Em seguida, ampliamos nossas buscas a nivel nacional, focando
trabalhos que usaram os jogos de linguagem no campo da Educacdo Matematica. Ao final da
apresentacdo de cada um desses trabalhos tecemos alguns comentarios que pensamos auxiliar
nosso leitor na compreensao de nossa pesquisa, no modo como estamos pensando o referencial

aqui adotado, tracando aproximacdes e distanciamentos com estes trabalhos.

Como é de nosso interesse descrever os jogos de linguagem nos manuais didaticos de
uso no ensino superior, tomando que sdo parte de um movimento para o ensino/aprendizagem
de alunos que sairam do Ensino Médio, nos pareceu necessario conhecer um pouco da
Geometria que aquele aluno usuario dos manuais descrito em nossa pesquisa conhece.
Iniciamos entdo, com aquelas que versam diretamente sobre Geometria em sala de aula, esses
trabalhos se aproximam do modelo na forma de demonstracdo de (BALACHEFF, 1986 apud
PICELLI, 2010), em sua tipologia, diferencia as provas matematicas em dois grupos, as quais
intervém na aprendizagem da demonstracdo: segundo Balacheff (1986) as Provas Pragmaticas
e as Provas Intelectuais. As provas pragmaticas sdo provas baseada no uso de exemplos nas

quais sdo diferenciadas em trés niveis:

O Empirismo Ingénuo: Néao aparecem indicios de processo de validagéo, geralmente a
afirmacéo € obtida no uso de alguns casos em especifico. A Experiéncia Crucial: Esse nivel

se caracteriza pela verificacdo de uma proposicdo por meio de um caso, no qual se diz que se
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ela funciona em uma determinada situagdo, funcionard sempre. O Exemplo Genérico: Nesse
caso ha uma explicagdo das razBes da validade da afirmacéo por meio de um objeto seguida de

uma generalizacao.

Ja as Provas Intelectuais, se caracterizam pelo distanciamento em relacdo a acdo. Nesse
nivel podemos destacar o Experimento Mental: Que propde a acdo, interiorizando-a e
afastando-se da sua realizagdo sobre um representante particular, e 0 Exemplo Genérico que,
segundo (BALACHEFF, 1986 apud PICELLI, 2010), € dada uma afirmagdo com 0 uso em uma
proposicdo. Dado que apds a manipulacdo de algum caso particular de uma forma que esse caso

fique com uma caracteristica que possa ser representante de um conjunto de objetos.

Uma das primeiras dissertacdes estudadas por nds foi a de Paulo Picelli (2010),
que propds investigar a elaboracéo e validacdo de Conjecturas em Geometria Plana por alunos
do Ensino Médio, usando como instrumento de pesquisa a Engenharia Didatica. Ele elaborou
uma sequéncia didatica que tinha por objetivo estudar as dificuldades dos alunos em propor
validac@es de algumas conjecturas e também contribuir com a aprendizagem desse aluno, como
por exemplo, o Teorema de Tales. A sequéncia formada por ele era dividida em 6 (seis) sessoes,
subdivididas em 17 (dezessete) atividades. Nessas atividades era utilizado o software Cabri-
Géomeétre, partindo da hipo6tese que o referido programa pode auxiliar a elaboracdo das

conjecturas em estudos.

Na organizacdo da pesquisa, Picelli (2010), baseando-se no referencial teérico de
Balacheff (1986), estrutura uma tabela expondo os niveis de prova para a validacao, tomando
como principio a Teoria das Situacdes Didatica (TSD) de Brousseau (1986), aplicando em
especifico a parte que trata das situagdes adidaticas. Ao fim, observou que os alunos de seu
estudo nédo estavam habituados com atividades de validagdes, sendo necessario sua intervencao,

abrindo com a turma uma discusséo sobre o que significava validar uma afirmacao.

Picelli (2010) em sua experimentac&o, registrou uma notavel evolucéo no nivel de prova
por alguns alunos, levando-o a crer que é possivel encaminhar o aluno a uma argumentacdo
sistematica com uma linguagem cientifica de conjecturas, assim ele conclui:

Apesar da maioria dos grupos terem permanecido no Empirismo Ingénuo, alguns
grupos conseguiram alcancar o Experimento Crucial e o Exemplo Genérico. 1sso

mostra que durante o processo, houve evolugdo no nivel de prova utilizado por alguns
alunos. Logo, a investigacao realizada mostra que é possivel fazer com que os alunos
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evoluam nos tipos de argumentac@es, podendo até mesmo, num prazo mais longo,
fazer uma demonstragdo. (PICELLI, 2010, p. 91-92).

Em suas consideragdes, Picelli (2010) diz que ndo foram todos os alunos que alcangaram
0 Experimento Mental da pesquisa, e muitos deles atingiram o Experimento Crucial apos a
intervengdo do pesquisador, notando que esses alunos ndo estavam familiarizados com a
linguagem aplicada para o uso das demonstracdes, assim, através de questionamentos o

pesquisador direcionou os alunos a provarem as conjecturas elaboradas.

Picelli (2010) fala sobre seu anseio de que o aluno pare de repetir as explicacdes dadas
pelo professor e passe a pensar e “fazer Matematica”. e acredita que ¢ de grande importancia

que esse aluno se familiarize com a linguagem matematica.

Acreditamos que o professor é peca fundamental nesse processo, pois ele deve
incentivar o aluno criando situagdes para que esse passe de espectador a pesquisador.
Com isso surge o seguinte questionamento: Como elaborar situagdes em que o aluno
seja um pequeno pesquisador e que o professor se torne um orientador, de forma que
0 primeiro adquira conhecimento com sua prépria pesquisa? Como propor situacoes
desse tipo para os niveis Fundamental e Médio? (PICELLI, 2010, p.16)

Também, entendemos enquanto usuarios da filosofia de Wittgensteins que levar o aluno
a fazer matemética é mais produtivo do que apenas apresentar a matematica a ele:
“...aprendemos o jogo, observando outros jogando, mas s6 pode compreender a regra do jogo

pela préaxis, ou seja, aprendemos a jogar jogando.” (WITTGENSTEIN, 1984, p. 32).

De forma semelhante, outro trabalho que estudamos foi de Anete Lima (2009), que se
prop0s a tratar das validac6es algébricas por alunos do 3° ano do Ensino Médio no conjunto dos
nameros inteiros, nele ela relata um pouco de sua experiéncia como coordenadora pedagogica
em uma unidade escolar publica, na qual constatou, com sua equipe de professores, que seus
alunos apresentavam grande dificuldade na resolucdo de problemas, e se agravava quando
envolvia a validacdo algébrica. Segundo a fala de seus professores, tornava-se “impossivel
ensinar” resolu¢do de problemas. Lima (2009) aplicou uma sequéncia didatica para analisar
validagdes algébricas em uma turma de 3° Ano do Ensino Médio de uma escola publica na
cidade de Campo Grande em Mato Grosso do Sul. Seguindo a Tipologia de Balacheff (1988)
para categorizar a evolugcdo dos alunos o autor diz ndo ter obtido uma evolucéo significante,
mas pdde observar uma timida evolugdo que, para Balacheff (1988), é um progresso que

caminha para a demonstracdo matematica.

Ao analisarmos o desempenho dos alunos nessas sessfes, consideramos que houve
alguma evolucéo entre os tipos de provas categorizados por Balacheff (1988), assim
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como as provas categorizadas por Freitas (1993). Muitas vezes, no decorrer de suas
atividades, os alunos evoluiam na elaboracdo de uma prova, mas ndo chegavam a
atingir um nivel mais elevado. No entanto, para Balacheff (1988), esta producédo
mostra indicios de uma demonstracdo matematica. (LIMA, 2009, p. 107)

Lima (2009) comenta que em alguns momentos era necessario auxilio do pesquisador
para garantir a execucdo da tarefa, pois muitos alunos ndo possuiam habilidade com a
linguagem algébrica. A esse respeito, Lima (2009) buscou identificar os tipos e 0s niveis de
provas produzidos, bem como investigar possibilidades de ampliacdo da aprendizagem, tanto
no que concerne ao uso da linguagem matematica, quanto ao nivel de generalidade envolvido

na producdo de provas.

Isso ndo quer dizer que, familiarizando o aluno com a linguagem matematica tera
resolvido o problema da deficiéncia na aprendizagem de Matematica. O autor acrescenta que o
uso de atividades exploratério/investigativas no ensino de algebra contribui de forma expressiva

no desenvolvimento do pensamento algébrico e da linguagem algébrica dos alunos.

Lima (2009) acredita que através de um processo de validacdo algébrica pode ser
potencializada a aprendizagem matematica do aluno e um trabalho voltado para a linguagem
matematica pode ser um elemento facilitador desse processo. Concordamos com Lima (2009),
pois acreditamos que quanto mais aluno compreender as regras estabelecidas para os jogos da
Matematica, maior sera suas chances de aprender, isso 0 motivara a continuar jogando e, quanto
mais se joga, mais se aprende a jogar.

A compreensdo das linguagens matematicas pode ser um dos elementos possiveis para
promover uma aprendizagem, em nossa pesquisa descrevemos 0s jogos de linguagem em dois
manuais didaticos de Geometria Euclidiana Plana de uso nos campi da Universidade Federal
de Mato Grosso do Sul, ndo buscamos uma qualificacdo entre eles, mas sim descrevemos 0s

usos de suas linguagens para o académico/usuario desse material didatico.

Outro trabalho que nos embasamos para suster nossa pesquisa foi o de Susilene Oliveira
(2009), que se propde acompanhar a evolugéo das argumentagdes nas validagdes de atividades
envolvendo Construcdes Geométricas. A pesquisadora elabora uma sequéncia didatica com o
tema de “Construgdes Geométricas” envolvendo pontos notaveis do triangulo, onde os alunos
deveriam justificar essas construgdes. Tais argumentacdes foram também analisadas com o uso
da Tipologia de Balacheff (1988). No decorrer da pesquisa Oliveira (2009) observa que
atividades de ConstrucGes Geométricas sdo topicos pouco explorados pelos livros didaticos e
os alunos apresentam muitas dificuldades em produzirem argumentacdes de provas.

19



E o outro fator a considerar é a falta de subsidio didatico, ou seja, o livro didatico
adotado ou qualquer outro material de apoio utilizado em sala ndo privilegiam essa
pratica. O resultado foi que mesmo quando ficava explicita, na atividade, a
necessidade de justificar muitos alunos ndo o faziam, ou quando isso acontecia as
justificativas ndo passavam inicialmente de um empirismo ingénuo. (OLIVEIRA,
2009, p. 166).

Hé& aproximadamente duas décadas, o Governo Federal vem buscando aumentar o0s
indices de resultados de nossos alunos através de medidas, avaliacdes e programas
educacionais, € o que aponta Oliveira (2009). Uma dessas mudancas pretendidas para o ensino
da matematica é a valorizacdo da Geometria. Segundo a autora, 0 ensino da Geometria na
educacdo basica ndo vem apresentando resultados satisfatorios, também é notorio que tanto seu
ensino como também a sua aprendizagem apresentam dificuldades. Apesar de ser uma das areas
da Matematica mais antiga, superando até mesmo a aritmética, hoje tem ficado um pouco de

lado no contexto escolar:

A Geometria, comparada com o ensino de outras areas da Matematica, ainda é muito
ausente nas salas de aula no Brasil, ndo apenas na escola elementar, mas também ao
longo de todo o Ensino Fundamental e Médio. Na pratica, seu ensino foi
consideravelmente reduzido. Isso ocorreu por muitos motivos; dentre eles, Miguel &
Miorim (1986) ressaltam que os topicos geométricos acabam por aparecer em menor
nimero em relacdo aos demais assuntos em alguns livros didaticos. (OLIVEIRA,
2009, p.13)

Oliveira (2009) observa também que a geometria, mesmo com o direcionamento dado
pelos Parametros Curriculares Nacionais, ndo esta integralizada a qualquer outra disciplina, e
nas escolas municipais da cidade de Aquidauana, em Mato Grosso do Sul, ndo estdo

relacionadas nem aos outros contelidos de Matematica.

Seguindo 0 mesmo agrupamento de trabalhos, temos os que desenvolveram suas
pesquisas segundo os parametros da Engenharia Didatica de Artigue (1996), e na maioria dos
casos embasavam-se nos Registros de Representacdo Semiotica de Duval (1988, 2003 e 2008),
como é o caso da pesquisa de Pablo Queiroz (2014), que se prop06s investigar o processo de
aprendizagem de funcdes por alunos do 9° ano do ensino fundamental com o uso de situac6es
didaticas que permitem a articulacdo entre a algebra e a geometria analitica. Assim, elaboraram
uma sequéncia didatica nos moldes da Engenharia Didatica, e fundamentaram sua pesquisa nos
Registros de Representacdo Semiotica de Duval (1988, 2003 e 2008).

20



Buscando fundamentagdo em pesquisas que investigavam ensino e a aprendizagem do
conceito de fungdes e geometria, Queiroz (2014) encontra em alguns trabalhos o auxilia no

direcionamento de sua pesquisa:

Essas pesquisas relatam que abordagens realizadas em sala de aula pautada na
repeticdo, memorizagdo e defini¢do tém se mostrado ineficientes na construcdo do
saber matematico em questdo. Na busca de compreender o processo de construcéo
desse conhecimento, autores como Ardengui (2008) e Markovits, Eylon e
Bruckheimer (1995) dedicam-se ao estudo das dificuldades de aprendizagem do
conceito de funcéo e buscam propor possibilidades de superacgéo dessas. (QUEIROZ,
2014, p. 17)

O autor observa também que, em outros casos, os professores reduzem o ensino de

determinado conteddo a pequenas exemplificacdes, tratando o topico de forma superficial.

N&o € de nosso interesse discutir metodologias de ensino, tdo pouco estender a pesquisa
para funcbes algébricas, mas a pesquisa de Queiroz (2014) nos chamou a atencdo pela
articulacdo das linguagens algébricas e geométricas. Em nossa pesquisa, olhamos diretamente
para linguagens, pontuando como os autores Barbosa (2006), Rezende & Queiroz (2000)
usam/estabelecem estas linguagens, na intencdo de converter um raciocinio de uma prova

geométrica em um texto l6gico para o entendimento do leitor/usuério.

A pesquisa de Queiroz (2014) mostrou também que apensar da dificuldade usual em
contextualizar as funcGes algébricas, o problema se agrava quando € preciso converter a ideia
de funcdo em dados estatisticos, em um grafico cartesiano, o aluno apresenta grande dificuldade
em fazer uma relagdo biunivoca entre os valores algébricos e os pontos no plano cartesiano. A

esse respeito ele comenta:

A construgdo da representagdo grafica, em um sistema de coordenadas cartesianas, da
relagdo entre varidveis se mostrou fonte de dificuldades em algumas atividades
analisadas. A presenca dessa dificuldade nos fez reestruturar a sequéncia didatica
incluindo atividades de construcdo de plano cartesiano, localizacdo de pontos nesse
plano e anélise de representac@es graficas produzidas pelos alunos. (QUEIROZ, 2014,
p. 133)

Queiroz (2014) observa que grande parte dos alunos envolvidos em sua pesquisa, alem
da dificuldade de contextualizacdo das funcGes algébricas, ainda ndo conseguia trabalhar com
um sistema de coordenadas cartesianas, fazendo com que ele viesse a reorganizar sua estrutura
didatica.

Olhando agora para o trabalho de Adnilson De Paula (2011), que faz uma relagéo dos
conceitos de Geometria Euclidiana Plana e Algebra para o estudo da Geometria Analitica. Ele
se utiliza dos Registros de Representacbes Semidtica (DUVAL, 1988, 2003 e 2008) e da
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Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996). O autor aplica a sequéncia didatica com quatro
académicos do primeiro ano de Licenciatura em Matematica e observa que eles tiveram
dificuldade em converter os registros geomeétricos e algébricos para os analiticos. Pois, mesmo
no ensino superior € notada a dificuldade do aluno com as propriedades de conversdo da

linguagem algébricas para o plano cartesiano:

Em outras palavras, essa dificuldade pode ser traduzida como uma dificuldade de
conversdo do registro algébrico para o grafico. Além disso, mais especificamente
sobre a atividade 15, os alunos ndo conseguiram representar de forma adequada, por
meio do registro discursivo, os procedimentos utilizados para a construgdo da
atividade quando solicitamos que justificassem suas estratégias de construgcdo do
problema. (DE PAULA, 2011, p. 20).

Diante dos apontamentos de De Paula (2011), transpomos essa dificuldade para nossa
pesquisa, uma vez que descrevemos manuais didaticos de geometria para uso em sala de aula,
é importante que possamos partir da possibilidade que alunos podem apresentar dificuldades na
conversdo de registros geométricos para algébricos. De outra forma, poderiam os alunos da
licenciatura que utilizam os manuais didaticos (objeto de nossa pesquisa) apresentarem
dificuldades em converter seus esbocos, desenhos, em uma linguagem ldgica, minimamente

formal, a fim de construir suas demonstraces?

O autor também apresenta algumas dificuldades identificadas no decorrer de sua
pesquisa e observa que o conhecimento dos alunos esta resumido a memorizagdo de equacdes
prontas, remetendo mais uma vez a inversdo da importancia do ensino da matematica escolar,

colocando novamente o aluno como um individuo incapaz de aprender matematica.

Podemos perceber uma contradi¢do entre o que esta sendo ensinado e o que deveria
ser ensinado. Por um lado, temos a Geometria que possibilita a constru¢cdo do
conhecimento e por outro, um ensino que se limita, muitas vezes, a deducdo de
formulas. Nesse sentido € importante buscar e/ou pensar possiveis contribuicdes, para
0 estudo da Geometria, que valorizem a compreensdo dos conceitos. (DE PAULA,
2011, p. 17).

De Paula (2011) reforca o uso inadequado por parte do professor, dos livros de ensino
médio que focam o ensino na memorizacgdo de técnicas e férmulas, deixando de lado a préatica
do raciocinio l6gico/matematico. Em nossa pesquisa, trabalhamos com livros de uso didatico

no nivel superior.

Mas existe a possibilidade de que os académicos na graduacdo em Licenciatura
Matematica que usam estes manuais didaticos hoje, tenham sido habituados a outros jogos de

linguagem como os descritos por De Paula (2011) e isso pode causar dificuldade de
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aprendizagem por parte desses académicos. Mudar de jogo pode ser muitas vezes uma tarefa

dificil, especialmente se as diferencas ndo forem explicitadas, como muitas vezes néo séo.

Seguindo 0 mesmo eixo que séo os livros didaticos que tratam de Geometria, o trabalho
de Maxlei Freitas (2015) realiza um estudo sobre volume de sélidos geométricos em quatro
coleces de livros didaticos do Ensino Médio. Tomando a 6tica da organizacdo praxeoldgica e
tendo como metodologia a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) de Chevallard (1992,
1998, 1999, 2002) observou em sua pesquisa que todas as cole¢des analisadas priorizavam o
ensino através de técnica de solucdo de exercicios, de forma indireta, ele atribui aos livros
didaticos certa responsabilidade pela mecanizacdo da Matematica, pois no desenvolvimento de
sua pesquisa sobre sélidos geométricos deparou-se com essa resisténcia de seus alunos em

desenvolver o raciocinio l6gico/matematico:

Os livros didaticos ao darem énfase as atividades que envolvem basicamente a
memorizacdo e aplicacdo de formulas, podem néo possibilitar o desenvolvimento de
determinadas habilidades, como visualizagdo e argumentacéo logica. Esse fato vem
ao encontro do pensamento de Pais (2001), ao afirmar que no ensino de matematica o
que se valoriza é o excesso de memorizacao de formulas, regras e defini¢des, em vez
de conceitos significativos para o aluno. (FREITAS, 2015, p. 20)

Freitas (2015) critica a desvalorizacdo dos manuais didaticos no tocante a promocao do
raciocinio l6gico/matematico, os autores de livros de educacdo basica investem seus recursos
na elaboracédo de atalhos para o aluno resolver exercicios com maior facilidade, trazendo assim
uma ilusdo de aprendizagem, pois, segundo ao autor, decorar uma técnica ndo garantira que ele
saberd como utiliza-la na solucdo de outras situacdes problemas. Dessa forma, o aluno fica
condicionado a resolver problemas apenas pela aplicacdo de técnica ou férmula, qualquer
mudanca nas condi¢des do problema inviabiliza sua solucdo, tornando o problema insoluvel

para esse aluno.

Dentre tantas possibilidades que nos vem a cabeca ao lermos estas pesquisas, chegamos
a pensar na possibilidade de produzir uma situacéo hipotética onde um aluno do ensino medio,
habituado a usar livros didaticos cheios de modelos e técnicas, sai do nivel médio partindo para
0 ensino superior, e se depara com os livros de nossa pesquisa, repletos de postulados, teoremas
e defini¢cbes. Como se daria tal interagéo? Que efeitos ela causaria? Por outro lado, vale sempre
lembrar que estes livros constam da bibliografia oficial de algumas disciplinas para formar
professores que, futuramente, entrardo em contato com materiais como os descritos por Freitas
(2015).
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A Geometria possui grande importancia ndo somente na Matematica, mas também em
outras areas como as Engenharias, Agricultura e Astronomia, e essa importancia nao esta
apenas nos dias atuais, como relata Pablo Queiroz (2014) em sua pesquisa, ndo somente a
Geometria ja era aplicada na antiga Babil6nia, como também a noc¢éo de funcéo ja demonstra
tracos de existéncia de uso e aplicacbes matematicas da época, conforme descreve Queiroz
(2014 apud VAZQUEZ, REY e BOUBEE (2008)).

Segundo esses autores ja na Epoca Antiga podem ser encontradas manifestacdes que
implicitamente contém a nocdo de funcédo. Essas manifestages podem ser observadas
nas tabelas babildnicas (2000 a. C — 500 a. C) nas quais estdo presentes, entre outros,
resultados de multiplicacdes e de divisbes caracterizadas como fungdes de duas
variaveis além de formulas para o calculo da soma de n termos de uma progressao
geométrica (QUEIROZ, 2014, p. 15).

De forma geral, ao que escreve Queiroz (2014) as origens da Matemaética coincidem
com as necessidades humanas de evolucédo da civilizacdo: dividir terras férteis as margens dos
rios, na construcao de casas e observar/estudar os movimentos dos astros, sao essas algumas
das muitas atividades que dependem da geometria e suas ferramentas. Este trecho se afasta um
pouco do entendimento filoso6fico de Wittgenstein, pois o uso da palavra ‘evolugdo’ naquele
jogo contradiz aquilo que entendemos das Investigacfes Filosoficas, uma vez que pressupbe
jogos mais evoluidos que outros, ou seja, tomando um como referéncia do outro e ndo findos

em si mesmos, completos.

Houve trabalhos que fizeram uso das tecnologias para o ensino/aprendizagem da
geometria, como ja citamos Picelli (2010) que prop6s uma sequéncia formada por 6 (seis)
sessOes, subdivididas em 17 (dezessete) atividades, dado que estas eram realizadas utilizando o
software Cabri-Géomeétre, tendo como hipotese que o referido programa auxiliaria a elaboracéo
das conjecturas em estudos. Também, Adamo Oliveira (2012) se propds a analisar como ocorre
a reconstrucdo do conceito de paralelogramo com alunos do 6° ao 9° ano do Ensino
Fundamental em uma escola publica estadual na cidade de Terenos, em Mato Grosso do Sul,
com o auxilio de um software chamado Klogo, disponivel nos laptops distribuidos nas escolas
contempladas pelo Projeto Um Computador por Aluno (UCA). Oliveira (2012, p. 57) elabora
uma tabela segundo seu estudo do Referencial Curricular de Matematica da Rede Estadual de
Ensino de Mato Grosso do Sul, apontando os contetdos de geometria os quais devem ser

estudados nas respectivas séries e que estdo ligados a uma figura simples, o paralelogramo:
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Ano de Escolaridade Conteuado que pode se

relacionar ao tema

Paralelogramo

6° Ano -Figuras Planas
- Poligonos
- Angulos

7° Ano - Figuras Planas

- Perimetro e Area dos
Quadrilateros

-Angulos

8° Ano - Angulos opostos pelo
Veértice

- Angulos formados por
duas retas paralelas e
uma transversal
-Poligonos (Quadrilateros)

9° Ano - Teorema de Tales

Figura 1:Quadro 2
Fonte: OLIVEIRA, 2012, p. 57.

Em nossa pesquisa, assim como Oliveira (2012), observamos livros de uso em sala de
aula, porém, ao contrario do que a autora parece defender, nossa perspectiva ndo aponta para a
obrigatoriedade de uma sequéncia pré-estabelecida de contetdos no ensino de Matematica (ou
de Geometria). Acreditamos que é possivel um aluno apreende a jogar um determinado jogo
em contato com este, ndo ha necessariamente jogos que sdo pré-requisitos a outros — ainda que
isso possa facilitar. A Figura 1 nos mostra que o ensino da Geometria tem sido dado de forma

sequencial, a partir de critérios pré-estabelecidos.

Entendemos também que nossa pesquisa, apesar de ndo tratar diretamente do
ensino/aprendizagem, estuda manuais didaticos usados para o ensino/aprendizagem em sala de
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aula, logo, acreditamos que é necessario que tenhamos esse olhar voltado para o académico no

ambiente da sala de aula.

H& também outra preocupacdo, em tese, os livros didaticos sdo suporte para a
metodologia do professor, mas, na prética, pesquisas como a de Thiago Siqueira
(2013), afirmam que tais livros acabam sendo utilizados como manuais de instrucdes, ou seja,
a didatica utilizada pelo professor é exatamente 0 que sugerem os autores do livro. O autor
realizou um levantamento com 4 livros de Matematica do Ensino Fundamental, separando
aspectos importantes que um professor deveria tratar no momento do ensino da trigonometria

para alunos do 9° ano do ensino fundamental.

A pesquisa de Siqueira (2013) se desenvolveu através de investigacdo qualitativa,
realizada em uma universidade publica com formandos de Licenciatura em Matematica,
buscando investigar o potencial de mobilizagdo de conhecimentos dos futuros professores para

ressignificar os conhecimentos cientificos em conhecimentos para o ensino.

O motivo pelo qual elencamos essa pesquisa em nossa analise bibliografica é para
ressaltar a importancia do manual didatico hoje para a escolarizacdo, por conseguinte, a
linguagem usada pelo autor pode diminuir ou aumentar a dificuldade do aluno em determinada
aprendizagem. Destacaremos de forma breve o titulo dos livros analisados por Siqueira (2013)
e em seguida a tabela com os aspectos no qual é viavel que se esteja no manual didatico no

momento do ensino, segue:

Livro 1 - Matemaética e Realidade (lezzi, Dolce e Machado)

Livro 2 - Matematica (Imenes e Lellis)

Livro 3 - A Conquista da Matematica (Giovanni Jr. e Castrucci)

Livro 4 - Matemaética (Bianchini)

Siqueira (2013) faz um resumo das especificacdes de cada um dos livros, porém para
nossa pesquisa essas particularidades ndo séo téo relevantes, importa-nos, para a discusséo que
propomos, o direcionamento que cada autor faz ao apresentar o conteido de trigonometria no

triangulo retangulo.
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Livro 1 Livro 2 Livro 3 Livro 4
Significado da Ausente Presente Presente Presente
palavra
“Trigonometria”
Como surgiu Ausente Ausente Presente Ausente
Importancia que | Ausente Presente Presente Ausente
teve na
antiguidade
Construcao das | Ausente Presente Presente Presente
tabuas
trigonometricas
Problemas Ausente | Apresentacomo | Apresentacomo | Presente
historicos eram, mas nao eram, mas nao
especifica especifica
nenhum nenhum
Onde se originou | Ausente Presente Presente Presente

Figura 2: Quadro 4 Elementos Histéricos e Epistemolédgicos
Fonte: SIQUEIRA, 2012, p.21.

Conteudos Presentes

trigonometricas
em um triangulo
qualquer (lei dos
senos e
cossenos)

Livro 1 Livro 2 Livro 3 Livro 4
Razoes Presente Presente | Presente Presente
trigonométricas
seno, cosseno e
tangente
Relacoes entre Presente Ausente Ausente Ausente
razées
trigonomeétricas
Seno, cosseno e Presente E pedido Presente Presente
tangente dos que se
angulos calcule na
principais (30, 45, secao de
60) exercicios
Demonstracoes | Demonstrou as | E pedido | Somente | Demonstrou as
relagoes que se ada lei relagoes
trigonomeétricas fagana | dossenos | trigonomeétricas
€ 0 seno, secao de e dos € 0 seno,
cosseno e exercicios. | cossenos. cosseno e
tangente dos tangente dos
principais principais
angulos angulos.
Aplicacoes do Presente So vai Aparecem | Pouco aparece
conteudo aparecer alguns
contextualizadas nos exemplos.
exercicios.
Relagoes Ausente Ausente Presente Ausente

Figura 3: Quadro 5 Contetidos Presentes

Fonte: SIQUEIRA, 2013, p.21.

27



Siqueira (2013) mostra através das tabelas acima que os livros ndo sdo padronizados,
apesar de apresentarem um tema semelhante (semelhanca de tridngulos), diferem em alguns
topicos. Um de nossos atravessamentos nas quais nos motivou a realizar nossa pesquisa, foi
observar de forma empirica no cotidiano em sala de aula, que dois livros de Geometria
Euclidiana Plana ndo tinham os mesmos jogos de linguagens, e isso nos motivou a pesquisar

sobre suas semelhangas e dessemelhancas.

Os trabalhos que vém a seguir tratardo especificamente da filosofia de Wittgenstein e
estdo inseridos no campo da Educacdo Matematica, abordando principalmente os jogos de
linguagem, e seus usos nas referidas pesquisas. De alguma forma estes trabalhos poderiam ser
citados no tépico seguinte, pois ja trazem apontamentos sobre 0 nosso entendimento dos jogos
de linguagem, contudo, como ja viemos inserindo a filosofia wittgensteiniana de forma diluida
em topicos anteriores entendemos ser estratégica essa abordagem, pensando em um

leitor/usuério pouco avido a filosofia de Wittgenstein.

No campo da Educacdo Matematica voltado para a filosofia dos jogos de linguagem
de Wittgenstein, encontrando autores como Thiago Pedro Pinto (2009) que se utiliza dos jogos
de linguagem de Wittgenstein e do Modelos dos Campos Semanticos de R6mulo Lins (1999),
para olhar a sala de aula de Matematica nos niveis de Ensino Fundamental e Médio, procurando
mapear os jogos de linguagem existentes ali. De forma mais precisa, como os professores fazem

uso da linguagem para comunicar-se com seus alunos no processo de ensino/aprendizagem.

A partir de suas observacdes, Pinto (2009) destacou nos videos por ele gravados na sala
de aula de Matematica em variadas turmas, “eventos” que destacou pela constancia: Conflitos
de significados e uso de termos em outros contextos - Termos matematicos em situaces
diferentes das usuais na matematica formal; Diferentes enunciacGes — evento onde o professor
“re-enuncia” a mesma proposta por diversas vezes, alterando nela uma palavra ou outra;
Repeticdes sistematicas — consiste na repeticdo sistemética de enunciados, ocorrida muitas
vezes para fixar determinada regra ou conceito; Definicdes dadas no/pelo uso — alguns
conceitos sdo postos nao pelo esclarecimento “do que €, mas sim no entendimento de “como
se usa”; Preocupacgdo com registro de representacgdes graficas — consiste na preocupacao da
professora com os desenhos que utiliza na resolucdo do exercicio; Coisificacdo dos objetos
matematicos — neste evento os objetos matematico séo tratados como objetos fisicos na fala
dos professores; Foco na execucdo de procedimentos - neste evento, nota-se que o professor
parte de questbes abrangentes para indicar a solucdo de problemas; Representacdo — a
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utilizacdo de diferentes formas de escrita para representacdo do mesmo valor; “ELE” o autor
— evento onde o professor usa 0 ELE referindo-se ao exercicio ou material didatico usado; O
“NOS” — nesse evento, os professores acabam colocando objetivo no exercicio de forma
conjunta, como se o aluno estivesse 0 interesse em resolvé-lo; Referéncia a objetos
“concretos”, “cotidiano” — neste evento os professores fazem referéncia a objetos concretos
do cotidiano para falar de Matematica; Linguagem gestual — neste evento os professores se

utilizam de movimentos e gestos corporais para promover uma linguagem matematica.

Elencamos de forma breve uma pequena parte do mapeamento realizado por Pinto
(2009) com o intuito de situar o leitor no tocante aos eventos linguisticos observado pelo autor,
contudo, optamos por trazer mais demoradamente apenas os dois que julgamos mais relevantes

para nossa discussao.

Quando Pinto (2009) elenca o evento “Conflitos de significados e uso de termos em
outros contextos”, esta referindo-se a palavras que podem trazer um sentido para o aluno,
diferente do desejado pelo professor, caso ele ndo compreenda seu uso no jogo estabelecido
pelo professor para a aprendizagem, pois para Wittgenstein (1984), as palavras ndo carregam
significados, o que define uma palavra é seu uso e este pode variar de acordo com a forma de
vida, conforme escreve no 8 40:

Permita-nos falar primeiramente sobre o ponto desta argumentacéo: a palavra
n&o tem significacdo quando nada lhe corresponde. — E importante constatar
que a palavra “significagdo” ¢ usada incorretamente, quando se designa com
ela a coisa que ‘corresponde’ a palavra. Isso é, confunde-se a significacdo de
um nome com o portador do nome. (WITTGENSTEIN, 1984, p.27)

Pinto (2009) exemplifica, fazendo referéncia a palavra “reta” que, fora do uso da
linguagem matematica, pode possuir outro significado, assim, quando ele estabelece este
evento, esta fazendo apontamentos para situa¢fes onde o aluno pode ndo compreender 0 que a

palavra “reta” pode significar naquele jogo.

Podemos pensar, entdo, que a palavra “reta” pode ser usada de diferentes
formas em diferentes jogos de linguagem, possuindo assim, segundo
Wittgenstein, diferentes significados. Se consultarmos, por exemplo, um
dicionario (um registro de jogos de linguagem e, ele préprio, um jogo de
linguagem particular), encontraremos algumas formas diferentes de se usar a
palavra “reta”, ou seja, alguns significados diferentes para diferentes jogos de
linguagem. Isto significa que “Reta” pode ser usada (a) para falar de um objeto
matematico; (b) como adjetivo para coisas ou pessoas; (c) é possivel (é licito)
tanto falar que “uma pessoa € reta com seus deveres” quanto, como na frase
de Voltaire: (d) “Um genealogista prova a um principe que este descende em
linha reta de um conde...” etc. (PINTO, 2009, p. 73)
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Este evento nos remete a nossa pesquisa, porém em uma situagdo oposta, pois em nossos
apontamentos temos duas palavras distintas que possuem o mesmo significado em jogos
diferentes, Barbosa (2006) e Rezende; Queiroz (2000), fazem uso de termos diferentes que
possuem O mesmo uso em seus respectivos manuais didaticos, a saber: ‘“Postulados” e
“Axiomas” nos manuais descritos, ganham 0 mesmo uso, apresentam o mesmo significado.
Acreditamos que se um aluno faz uso de um livro e por algum motivo resolve usar o outro,

podera sentir certa estranheza.

Outro evento apontado por Pinto (2009) ¢ “Defini¢des dadas no/pelo uso”, o autor cita
um determinado trecho de suas gravacfes onde a professora pergunta para turma o que era
“mediana” e ja atrelada a pergunta indaga: “O que a gente tem que fazer?”. Ou seja, para propor
um entendimento da palavra mediana a professora prop8e o seu uso, uma acao “o que fazer”.
Pinto (2009) aponta também para outras palavras como por exemplo, mesa, vassoura e talher,
onde ele faz uma pesquisa em um dicionario popular na internet escrito por pessoas comuns
chamado Wikipédia, e neste, procurou o significado popular dos objetos citados acima, ao que
constatou que as respostas mais comuns a sua busca, estavam voltadas ao uso do objeto
pesquisado.

Note que a “defini¢d0” dos dois objetos, logo de inicio, vem atrelada ao uso,
0 mesmo acontece com o termo “Talher” e outros tantos. Podemos perceber
que, exceto a vassoura, 0s outros dois objetos ndo apresentam caracteristicas
fisicas obrigatérias para que objetos “sejam” mesa ou talher, ¢ mesmo ao
termo vassoura, teriamos uma série de objetos que chamamos atualmente de
vassoura e que vao além das caracteristicas descritas neste “verbete”. (PINTO,

2009, p. 80)

Algumas terminologias usadas nos manuais que nos propomos a descrever como:
teorema, corolario, proposi¢do entre outros, sdo de pouco uso em outras aplicagdes, fora do
contexto da Matemaética, e mesmo na graduacao, apenas algumas disciplinas as utilizam. Pode-
se inicialmente encontrar certa dificuldade para usa-las, pela pouca familiaridade, visto ter este
uso restrito, no entanto, aos poucos, mesmo sem uma explicitagdo fortemente delineada, vai se

aprendendo seu uso naquele ou em outro jogo (conforme se joga).

Em outra pesquisa usando os jogos de linguagem de Wittgenstein Denise Vilela (2007)
faz um estudo sobre as adjetivacdes da matematica na literatura da Educagdo Matematica, tais
como: matematica escolar, matematica da rua, matematica académica, matematica popular e
matematica do cotidiano, cada uma delas oriundas de uma determinada forma de vida. Vilela

(2007) analisou um dossié de 60 (sessenta) documentos/textos buscando observar os jogos de
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linguagem neles contidos e a medida do possivel identificar as relagces de familias existentes
nas diversas matematicas. A autora apresenta algumas diferencas e ligacbes entre as
matematicas, destacamos entdo algumas peculiaridades entre a matematica escolar e a

matematica da rua.

Vilela (2007) nos apresenta a visdo de Lins & Gimenes (1997), na qual existem
conceitos de aritmética exclusivo da rua, como cita, nimero de coisas reais, e existem outros
tipicos e exclusivos da escola, como 0s nameros irracionais, nimeros complexos e numeros
muito grandes, a autora atribui a essa distin¢cdo a nomenclatura de: Diferenca entre os polos da
expressao. Ou seja, um dos atravessamentos apresentados pelos autores, segundo Vilela (2007),
é de ndo haver integracdo entre o que se aprende na escola com o que se usa ha rua, aparentando
ai uma grande separacdo entre a matematica escolar e da rua, evidenciando diferentes
significados entre elas.

Os significados para o filésofo austriaco estdo nos usos, eles podem variar,
ndo estdo definitivamente fixados. Em oposi¢do a uma esséncia que garantiria
um significado Unico, a perspectiva wittgensteiniana assume o ponto de vista
de que os significados se constituem e se transformam em seus usos em
diferentes contextos, e, neste sentido, podem variar conforme o jogo de
linguagem de que participam. Desse modo, os significados ndo estdo fora da
linguagem, no mundo externo ou numa estrutura mental universal e
necessaria, mas no uso da linguagem. (VILELA, 2007, p.12)

Assim como a autora, nos indagamos também se os significados dos termos usados na
Geometria Euclidiana Plana, os modos de uso, sdo 0s mesmos ou se assemelham aos usos fora
deste ramo da matematica e fora do proprio ambiente académico. Pensando particularmente na
formacdo de professores de Matematica, estes usos aprendidos na universidade serdo o0s
mesmos a serem levados para a sala de aula da Educacdo Basica, ou la serdo outros usos? O
qudo igual ou diferente serdo essas geometrias? Nesta pesquisa ndo tentaremos responder a tais
guestionamentos, mas esses atravessamentos se colocam como significativos em nossa
formacéo.

Outro trabalho que atende as especificaces que estabelecemos para nossas revisoes é a
pesquisa de Julio Corréa (2015) que faz uso da filosofia de Wittgenstein para revisar textos de
Paul Ernest, de como a matematica se constitui a partir das guerras, visando investigar as
condicGes de emergéncia da Educacdo Matemaética, partindo do enunciado de Ernest que sugere
gue esta emergéncia esta ligada a Guerra Fria. Além dos textos, Corréa (2015) rastreou também
pesquisas realizadas sobre a historia da pesquisa em Educacdo Matematica e sobre a historia da

New Math. Constataram que no periodo da Guerra Fria houve um aumento do nimero de
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periodicos, grupos, conferéncias e instituicbes relativas a Educagdo Matematica e
principalmente as préaticas de pesquisa em Educacdo Matematica.

Apesar de todos esses indicadores, Corréa (2015) afirmou ndo ser suficiente para
esclarecer as condicdes de emergéncia da Educacao Matematica enquanto campo autdnomo de
investigacdo académica, pois observou que os jogos linguagem apresentados nos textos néo
remetiam aos jogos de linguagem situados no contexto da Guerra Fria.

Acontecia que os textos destes indicadores nos remetiam, frequentemente, a
outros jogos de linguagem que ndo estavam situados no contexto da Guerra
Fria. E, mesmo que concordassemos que tal emergéncia teria ocorrido em
meio ao debate internacional de reforma curricular da matematica escolar em
nome de uma nova matematica, a questdo “Afinal de contas, por que veio a
matematica moderna?” continuava a nos inquietar. (CORREA, 2015, p. 141,
142)

Né&o acreditavam que era suficiente supor uma modificacéo no curriculo da matematica
escolar que afetasse diversos paises do ocidente, pautados na separacdo de uso entre a
matematica académica e a matematica escolar, mesmo que esse “abismo” fosse repetidamente
citado nos textos de seu dossié que ele chama de “warquivo”, ndo pareciam aceitar que
modifica¢des “internas” no campo da matematica teriam levado a modifica¢cdes no campo da

Educagdo Matematica.

Corréa (2015), atravessado por esse descontentamento no uso dos jogos de linguagem
de seus “warquivos” que apresentavam dessemelhancas aos jogos de linguagem em uso no
contexto da Guerra Fria, saiu da observacdo interna dos jogos de linguagem nos textos relativos
a matematica e a Educacdo Matematica, e passou a buscar significados em estruturas de
diferentes campos da atividade humana. Nessa nova busca, acabou percebendo certo “embate”
entre estruturas de atividade humanas muito proximas, ao que ele nomeou de “guerra fria” entre

seus respectivos jogos de linguagem.

Nesse rastreamento, fomos percebendo que esses jogos estruturalistas de linguagem
demonstravam seus efeitos performaticos na guerra fria que travaram contra outros
jogos de linguagem: os jogos de linguagem da pintura cubista travaram uma guerra
fria contra jogos de linguagem centrados em uma representacdo especular da
realidade; os jogos de linguagem da literatura oulipiana travavam uma guerra fria
contra jogos de linguagem centrados em canones literarios; os jogos de linguagem da
musica dodecafonica travavam uma guerra fria contra 0s jogos de linguagem
centrados na hierarquia da escala tonal; e os jogos de linguagem estruturalmente
descentraveis da matematica bourbakista travavam uma guerra fria contra os jogos de
linguagem de estrutura fixa do formalismo euclidiano cléassico. (CORREA, 2015,
p.142)
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Nossa pesquisa se deu em uma outra forma de vida, meu orientador enquanto professor
no Instituto de Matematica (INMA) da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, estava
habituado a usar o livro de Barbosa (2006), até que, por questdes logisticas, Ihe € apresentado
o0 livro de Rezende & Queiroz (2000) para ser usado com as novas turmas na disciplina de
Elementos de Geometria no curso de Licenciatura em Matematica na Modalidade EAD. A partir
do uso daquele novo material, ele passou a observar dessemelhangas — em meio a muitas
semelhancas - entre os jogos de linguagem dos manuais de Barbosa (2006) e de Rezende &
Queiroz (2000). Nao tivemos aqui um “embate”, como o sugerido por Corréa (2015), mas
tratamos de jogos aparentemente semelhantes que quanto mais aprofunddvamos nossa pesquisa,
mais percebiamos dessemelhancas. Dali em diante, fomentou-se a intencdo de aprofundar neste
estudo, e assim, de forma bastante sucinta, resultou nossa pesquisa.

Voltando ao texto de Corréa (2015), essa dicotomia observada por ele aliada a um
movimento terapéutico dessa nova abordagem na pesquisa, 0 levou a perceber o uso constante
dos termos: moderno, modernista e modernismo. Passaram entfo a rastrear estilhagos® de
significado das palavras moderno, modernista e modernismo, procurando conectar jogos
modernista de linguagem com jogos estruturalistas de linguagem. Essa distincdo ajudou-os a
compreender 0s jogos modernos de linguagem como jogos que promoveram a concepcao de
estrutura centrada, criando assim a ideia comparativa de uma maquina mecanica. Ja os jogos
modernistas de linguagem entendidos como jogos estruturalmente descentrados de linguagem,
como tais que promoveram a concepcao de estrutura descentrada e a ideia comparativa de uma
maquina algoritmica ou estrutural combinatéria. E nessa chamada guerra fria da linguagem,
perde a estrutura mecanicista centrada na linguagem em um confronto com a visao
arquiteténico linguistico, que é descentralizado da linguagem.

Na guerra fria entre jogos modernos de linguagem e jogos modernistas de linguagem,
perde forca a visdo arquitetdnico mecanicista do mundo, promovida pelos jogos
estruturalmente centrados de linguagem, e emerge a visdo arquitetonico-linguistico-

estrutural do mundo, promovida por jogos estruturalmente descentrados de
linguagem. (CORREA, 2015, p. 143)

Assim, ao que afirma Corréa (2015), sendo possivel dizer que as condi¢Bes nas quais
teriam proposto a emergéncia da educagdo matematica como campo autbnomo de pesquisa

académica foram se estabelecendo em paralelo a emergéncia do poder performético de jogos

3 Terminologia usada por Corréa (2015) para referir-se a linha investigativa, objeto/ideia/conceito.
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de linguagem estruturalmente descentrados em diferentes campos de atividade humana.
Contudo, ao que Paul Ernest afirmou dizendo que Educacdo Matematica é filha da Guerra Fria,
Corréa (2015) conclui que além de realmente ser filha da Guerra Fria, também é neta das duas
Grandes Guerras mundiais, e bisneta da guerra fria que 0s jogos estruturalmente descentrados
travaram com jogos estruturalmente centrados de linguagem desde a segunda metade do século

XIX e no decorrer do século XX.
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2. JOGOS DE LINGUAGEM

A linguagem esta no cerne de nossas a¢oes, daquilo que chamamos de conhecimento,
desta forma, esta também no centro de nossas atencdes neste trabalho. Mas o que € a linguagem?

O que podemos falar dela?

Se procurarmos essa definicdo em um dicionario ou em algum site de pesquisa na
internet, encontraremos algo como “Expressdo do pensamento pela palavra, pela escrita ou por
meio de sinais”*. Acreditamos que seja entdo importante discutir um pouco de nossa visio sobre
a linguagem, que diverge desta e estj, em grande medida, apoiada em nossas leituras de
Wittgenstein em sua segunda fase e de trabalhos que o utilizam. Daremos especial destaque a

ideia de jogos de linguagem.
2.1 APONTAMENTOS TEORICOS E METODOLOGICOS

Ludwig Wittgenstein (1889-1951) é considerado por muitos estudiosos como um dos
filésofos mais importantes do século XX, foi ele o principal responsavel pela chamada virada
linguistica da filosofia, movimento este que colocou a linguagem no cerne da reflexdo
filoséfica, deixando de ser apenas um catdlogo para nomear as coisas ou transmitir
pensamentos. Com Wittgenstein a linguagem passa a ser usada no cerne dos questionamentos
filosofico, expandindo a indagacdes filosoficas, pois para Wittgenstein ndo ha problemas

filoséficos e sim de linguagens.

Wittgenstein era determinado, rigoroso e totalmente focado naquilo que se propunha
a fazer, era também descrito como excéntrico e pouco sociavel, muitas vezes até arrogante, pois
achava desnecessario explicar aquilo que para ele era 6bvio. No ano 1914, com a eclosdo da
Primeira Guerra Mundial, alistou-se no exército austriaco, sendo enviado as trincheiras para
lutar na linha de frente do exército contra a Italia. Durante os momentos de descanso, em meio
a guerra, escreveu o que seria um esbo¢o de sua primeira obra filosofica, intitulada “Tratado
Logico Filosofico”, este esbogo foi resultado de longos debates com seu mentor Bertrand

Russell, antes de ir para a guerra.

Em 1918 é ferido e preso pelos italianos e s6 é libertado em 1919. Segundo Jodo da

Penha (2013), Wittgenstein aproveita o carcere para concluir seu livro. O Tractatus € um livro

4“Expressdo do pensamento pela palavra, pela escrita ou por meio de sinais ”, ver Diciondrio do Aurélio on-line:
<https://dicionariodoaurelio.com/linguagem> acesso: 05/05/2018
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escrito em aforismos, Wittgenstein sofria de uma dislexia e era incapaz de produzir um texto
longo, assim, encontrou uma solugdo Idgica compondo seu livro em aforismos. Dessa forma,
ndo existe uma sequéncia a ser seguida na leitura de seus livros, o leitor pode fazer a leitura por

diversos pontos de partida, independente da estrutura impressa.

Ao que escreveu Penha (2013), Wittgenstein realizou uma profunda revisdo de sua
propria teoria, mesmo enquanto filésofos e pensadores da época admiravam sua obra, ele a
questionava, e a modificou a tal ponto que muitos estudiosos a dividem em dois periodos: o
“primeiro Wittgenstein”, com seu livro “Tractatus Logico-Philosophicus”, publicado em 1921,
e o “segundo Wittgenstein”, cuja obra é a modificacdo e o questionamento de pontos cruciais
da primeira obra, e esta é intitulada “Investigagdes Filosoficas”, organizada e publicada
postumamente — desta vez organizada em um texto linear. Sua atuacdo era no estudo da filosofia
da linguagem, filosofia da matematica e ldgica, com ele expande a ideia da filosofia analitica
tomando lugar da filosofia tradicional presente na época. Embora se tratem de “dois
Wittgensteins”, que influenciaram escolas filosoficas diferentes, a linguagem ¢ o tema

fundamental de sua reflexdo e o que estabelece unidade a sua obra.

A linguagem vai muito além da interpretacao de cddigos linguisticos e esta muito além
de silabas, palavras e frases, ela esta nos gestos, na entonacdo da fonética, nas expressdes faciais
e corporais, no sentimento expresso muitas vezes sem proferir uma palavra sequer. A lingua é

apenas uma parte do que podemos entender como linguagem.

Antes de Wittgenstein, era comum pensar que o significado de uma palavra estava
ligado ao objeto denominado por ela (ainda hoje encontramos este modo de pensar). Com a
virada linguistica, abandona-se a ideia de universalidade da linguagem. A palavra ou frase passa
a ser compreendida sempre em certo contexto, ou seja, sendo respeitada a particularidade de
cada situacdo, valendo sempre perguntar: como estd sendo usada aquela palavra ou expressao

naquela forma de vida?

O saudoso poeta pantaneiro Manoel de Barros® certa vez escreveu: “Poesia ndo é para
entender e sim para incorporar, entender € parede: procure ser uma arvore”. O uso da linguagem

na poesia de Barros (2011) nesse trecho nos remete a uma compreensao vivida, saimos da visao

SBARROS, M. Poesia Completa. Sdo Paulo: Leya, 2011.
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cartesiana e euclidiana de elencar e definir as coisas mais basicas para construir nosso edificio

de conhecimento e partimos para o uso liberto/vivo da linguagem.

O paréagrafo anterior parece contradizer tudo que se diz sobre linguagem matematica,
que tenta, cada vez mais, ser “parede”’, tomada como envolta por regras e defini¢des rigidas,
longe de ambiguidades e independente do “ser humano™ que a 1€ ou escreve. A linguagem nao
pode e nunca poderé ser limitada por uma regra Unica e geral que estabeleca seus critérios e
suas aplicacdes, muito pelo contrario, Wittgenstein apresentou os jogos de linguagem que
podem ser infinitos e serem usados paralelamente em um mesmo contexto.

Podemos também imaginar que todo o processo do uso das palavras em (2) é um
daqueles jogos por meio dos quais a criangas aprendem sua lingua materna. Chamarei
esses jogos de “jogos de linguagem”, e falarei muitas vezes de uma linguagem
primitiva como de um jogo de linguagem. (...). Chamarei também de “jogos de

linguagem” o conjunto da linguagem e das atividades com as quais esta interligada.
(WITTGENSTEIN, 1984, p.12)

Os jogos de linguagem se estabelecem imbricados com o0 meio em que ele é jogado, com
regras que ndo sdo definidas em um momento especifico (prévio ao jogo), onde os participantes
param de jogar e comecam a estabelecer definicdes para os termos utilizados em uma
determinada conversa. Segundo Wittgenstein, essas regras ndo estdo definidas em um
diciondrio ou manual, “aprende-se o jogo assistindo como os outros jogam.” (§ 54). Dizemos
que as regras foram compreendidas a partir do momento em que se joga “corretamente” o jogo
em questdo, ndo faz sentido definir uma palavra fora de seu uso, € o seu uso que define seu

significado: aprender uma lingua € aprender uma forma de vida.

Como podemos exemplificar, um grupo social bastante heterogéneo € o grupo da
construcdo civil, neste, podemos encontrar membros de diversas classes sociais, religides,
localizagdo geografica, racas e formacOes académicas. Nele ha também subgrupos
hierarquizados, como 0s grupos dos engenheiros, dos arquitetos, dos mestres de obras, dos
pedreiros e dos serventes. Cada um desses subgrupos usa algumas palavras que ndo fazem
sentido para outros subgrupos — ou melhor, que produz efeitos diversos nestes outros grupos
que ndo aqueles esperados - , mas em um contexto geral ha muitas outras palavras que sao
compreendidas por todos destes grupos, ha semelhancas como as de familia, assim o usuario

reconhece essas diferencas e semelhancas e age de forma diferente em cada contexto.

Podemos apresentar algumas palavras que sdo comuns a todos os subgrupos citados

acima, como por exemplo: prumo, nivel e alinhamento. Nos jogos de linguagem da construgéo
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civil tais palavras apresentam usos proximos por todos os subgrupos, ha pequenas variaces
quanto a seu uso, mas todos os subgrupos encontram semelhangas de uso desta palavra em seu
jogo de linguagem. Ha outros grupos fora da forma de vida da construcao civil que também
usam estas palavras, como em uma borracharia, o termo alinhamento ¢ bastante usado, mas nao

da mesma forma que nas construcdes civis.

E importante ressaltar que o uso da palavra alinhamento ocorre em muitos outros jogos
de linguagem, variando de acordo com a forma de vida que a usa, por esse motivo € impossivel
conseguir estabelecer uma definicdo para palavras sem que se apresente o contexto/forma de

vida que a usa.

Fazendo uma relacdo comparativa entre o futebol e 0 handebol, ambos os jogos possuem
regras semelhantes e objetivos idénticos (fazer gols), mas ndo se trata em nenhum momento do
mesmo jogo. Assim, é possivel um jogador de futebol encontrar certas caracteristicas de seu

esporte no handebol e vice-versa, estes jogos formam uma familia:

N&o posso caracterizar melhor essas semelhangas do que por meio das palavras
‘semelhancas familiares’; pois assim se sobrepdem e se entrecruzam as varias
semelhangas que existem entre os membros de uma familia: estatura, tragos
fisiondbmicos, cor dos olhos, andar, temperamento, etc. — E eu direi: os ‘jogos’ formam
uma familia. (WITTGENSTEIN, 2009, §67).

Observando o aluno no contexto da aprendizagem da matematica, serd que este
reconhece semelhancas a algumas regras, estruturas e até mesmos cddigos que sdo ou foram
utilizados em outros jogos de linguagem para o ensino da Matematica? Como podemos
exemplificar, no estudo da &area de figuras planas o aluno compreende que a area de um
retdngulo é dada pelo produto da base com a altura. Em outro momento, estudando area de
triangulos, é apresentada a ele a area do triangulo como o produto da base pela altura, dividindo
o resultado por dois. O aluno pode reconhecer ali, a relacdo do retdngulo que ele estudou

anteriormente?

Outro exemplo pratico que podemos apresentar parte de minha forma de vida no
convivio familiar, sou casado e tenho dois filhos, 0 Murilo de 4 (quatro) anos e a Luisa de 2
(dois) anos. Assim, depois que passei a ler e usar a filosofia dos jogos de linguagem, isso ficou

impregnado em mim, e passei a ver “eventos”® nas a¢des cotidianas e entre meus filhos também.

® Ao escrever Evento, estou remetendo ao uso que Pinto (2009) faz em sua dissertacéo, no qual ja foi apresentado
anteriormente.
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Estando eu em casa, brincando com as criangas, em certo momento Luisa vem até mim
chorando e reclamando que o Murilo havia batido nela, ao que o Murilo replicou dizendo. —

Papai, ela comegou primeiro, eu apenas descontei.

Destacamos a palavra ‘descontei’ colocando-a em negrito para trazer ao leitor a
importancia do contexto do uso da palavra, pois consultando um dicionario’, encontramos trés
defini¢cdes neste jogo de linguagem do dicionario, que sdo: 1) Deduzir, Abater; 2) Trocar com
desconto; 3) Ndo meter em conta, Prescindir (Passar sem, Renunciar, Dispensar e Por de parte).
Logo, nenhuma das defini¢bes dadas pelo dicionario pode me explicar/justificar a resposta dada
pelo meu filho, no entanto, o0 contexto no que o uso se deu e eu ter participado em minha vida
de jogos semelhantes, me propiciou participar/compreender o uso que era dado por ele. Poderia,
certamente, ter usado a palavra revidar caso fosse um outro jogo. Isso ndo significa afirmar que
“o que ele queria realmente dizer era revidar”, isso iria contra nosso entendimento do uso da
linguagem, para Murilo, talvez a palavra revidar ndo faga nenhum sentido, bem como as

defini¢cdes do dicionario para descontar também podem nao fazer.

Voltando para a consulta ao dicionério, acreditamos que as defini¢cdes apresentadas por
ele ndo sdo capazes de representar com precisdo uma palavra, pois ela em si ndo carrega
significado algum, qualquer significado de uma palavra esta no seu uso, no seu modo de uso
em um determinado jogo. Também, de forma alguma refutamos a importancia do dicionario,
apenas cremos que ele apresenta mais limitagdes do que normalmente se supde.

Santo Agostinho descreve, podemos dizer, um sistema de comunicacao; sé que esse
sistema néo é tudo aquilo que chamamos de linguagem. E isso deve ser dito em muitos
casos em que se levanta a questdo: “Essa apresentacdo ¢ ttil ou ndo?”. A resposta ¢,

entdo: “sim, é util; mas apenas para esse dominio estritamente delimitado, ndo para o
todo que vocé pretendia apresentar”. (WITTGENSTEIN, 2009, §3).

Dessa forma, acreditamos que mais importante do que estabelecer uma definicéo para a
palavra (que segundo Wittgenstein é insuficiente), deve-se observar o contexto (jogo de

linguagem) no qual ela foi empregada.

N&o somente palavras, mas simbolos e abrevia¢des, que sdo elementos da linguagem
também dependem do uso e da forma de vida em que ela esta sendo empregada. Como podemos

citar o simbolo ‘P.A.’, esta ¢ uma abreviacdo que varia muito de acordo com a forma de vida

7 Disponivel em: <https://dicionariodoaurelio.com/descontei>. Acesso em: 13 Jan. 2018
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que a usa, por exemplo: na matematica escolar ela é entendida como progressdo aritmética; nas
engenharias € nomeada como ponto de apoio; na fisica é entendido com unidade de medida
para pressdo dada como a razdo entre forca sobre a area, unidade de medida Pascal; na area
médica esta simbologia é entendida como pressao arterial. Note que a relevancia deste simbolo

varia muito de uma forma de vida para a outra.

Assim, as pessoas podem participar de mais de uma forma de vida, de inimeros jogos

de linguagem, e entre esses jogos é possivel que encontremos semelhancas como de familia e

também dessemelhancas entre eles. Ndo existe uma universalidade linguistica que atenda a
todas as formas de vida e jogos de linguagem.

Pode-se, para uma grande classe de casos de utilizagdo da palavra “significagdo” — se

ndo para todos os casos de sua utilizagdo -, explica-la assim: a significacdo de uma
palavra é seu uso na linguagem. (WITTGENSTEIN, 2009, §43).

A0 que nos espera em nossa pesquisa, descrevemos jogos de linguagem em dois
manuais didaticos distintos que apresentam semelhancas e dessemelhancas, dessa forma néo é
nossa intencdo direta realizar uma comparacdo entre eles— no sentido de tomar um como
referéncia para andlise do outro -, mas de forma natural os jogos de linguagem tendem a essa
equivaléncia, e isso ressaltard nossos apontamentos, como Wittgenstein escreve.

Nossos claros e simples jogos de linguagem ndo sdo estudos preparat6rios para uma
futura regulamentacdo da linguagem, - como que primeiras aproximacfes, sem
considerar o atrito e a resisténcia do ar. Os jogos de linguagem figuram muito mais

como objetos de comparacao, que, através de semelhancas e dessemelhancas, devem
langar luz sobre as relagGes de nossa linguagem. (WITTGENSTEIN, 2009, §130).

Dessa forma, o0 que pretendemos é descrever, em um movimento terapéutico, sempre
pensando em um possivel aluno usuario destes manuais, estas nuances, minucias da linguagem
“empregada” (constituinte) destes manuais. Por mais que em um movimento bibliografico,
poderiamos chamar aqui de uma Terapia Bibliografica, sempre temos nesta leitura um horizonte
pautado em alguma forma de vida, seja a nossa, enquanto leitores, seja na dos alunos — mesmo
que de forma imaginativa — ndo se trata, portanto, de um processo hermenéutico. N&o
pretendemos nesse exercicio buscar validar ou fundamentar estes jogos, como discorre
Wittgenstein,

A filosofia ndo deve, de modo algum, tocar no uso efetivo da linguagem; em Gltimo

caso, pode apenas descrevé-lo. Pois também ndo pode fundamenta-lo. A filosofia
deixa tudo como esté. Deixa também a matematica como estd, e nenhuma descoberta
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matematica pode fazé-la progredir. Um “problema central da légica matematica” ¢é
para n6s um problema de matematica como um outro qualquer. (WITTGENSTEIN,
2009, §124).

Outra aplicacdo da filosofia de Wittgenstein é o uso da Terapia como um processo
metodoldgico de investigacdo. Em nossa pesquisa, tendemos para um movimento terapéutico
bibliogréafico, na intengdo de nos afastar de um conceito metafisico, como descreve Miguel
(2015):

(...) Associei esta imagem aquela que Wittgenstein faz da filosofia, porque ela me
parece representar bem a batalha incansével travada por esse fildsofo contra os modos
metafisicos de pensar. Se as passagens mencionadas parecem sugerir que Wittgenstein
estaria reduzindo, até quase ao esvaziamento, a importancia e o propdsito da Filosofia,

as gque se seguem parecem sugerir que ele estaria, na verdade, redefinindo o seu papel.
(MIGUEL, 2015, p. 03).

Levar ao diva essas duas literaturas embasadas em um modelo axiomatico ndo é uma
tarefa simples, descrever os jogos a partir de seus usos olhando para as semelhancas e
dessemelhancas entre eles é que trara luz aos apontamentos que pretendemos realizar. Nesse
movimento terapéutico, colocamos os livros como um componente de um jogo de linguagem,
praticando em uma sala de aula de formacdo de professores de matematica, assim,
consideremos que este objeto estara em uso por outras pessoas, que por sua vez agregam outros

jogos de linguagem a este.
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3. PRODUCAO E ANALISE DE DADOS

Lemos os dois manuais buscando observar semelhancgas e diferencas nesta leitura. Este
movimento foi sempre pensado numa pratica de estudo e/ou ensino deste contetido para uma
turma de Licenciatura em Matemaética, ou seja, futuros professores. Sendo este um conteido
“axiomatico”, onde se deve respeitar o trajeto, como na constru¢do de um edificio, onde cada
postulado/axioma, teorema funcionaria como um “tijolo” deste edificio, buscamos
primeiramente uma leitura sequencial, ponto a ponto, olhando para os dois manuais. Optamos
entdo por restringir nossa leitura até o equivalente ao quinto postulado de Euclides. Esta escolha
se deu muito em fungéo da exequibilidade da pesquisa.

3.1 0S MANUAIS DIDATICOS E SEUS USOS

A Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (UFMS) é dividida em 11 campi, destes,
6 (seis) ofertam cursos de Licenciatura em Matematica na modalidade presencial e um deles
oferta também na modalidade a distancia. Realizamos um levantamento bibliografico para
descobrir a relevancia dos manuais escolhidos para o estudo. Nesta busca, o livro: Geometria
Euclidiana Plana de Jodo Lucas Barbosa (2006) apareceu de forma majoritaria como
bibliografia basica, e o livro: Geometria Euclidiana Plana: Constru¢cdo Geométrica de Elaine
Quelho Rezende e Maria Lucia Queiroz (2000) segue, tanto na bibliografia basica como na
bibliografia complementar com relevancia. Ambos os livros sdo propostos como referenciais

nas disciplinas de Geometria no curso da maioria dos campi da Universidade.

E importante ressaltar que o livro de Barbosa (2006) se trata de um exemplar da décima
edicdo que teve sua primeira tiragem em 1985 — com grande circulagdo em todo pais -, ja 0
livro de Rezende & Queiroz (2000), teve sua primeira edi¢do no ano 2000 e se encontra
atualmente na segunda edicdo, sexta reimpressdo, no ano de 2016. Acreditamos que é
importante frisar o espaco temporal entre as duas publicagfes, situar nosso leitor quanto as
possiveis influéncias culturais, sociais e politicas no entorno das duas publicacGes, e também
nos atermos ao fato de que, quando o livro de Rezende & Queiroz (2000) foi escrito, o livro de
Barbosa (2006) ja existia e, muito possivelmente, as autoras ja tiveram algum tipo de contato

com ele, visto que é utilizado na grande maioria dos cursos de graduagéo pelo pais.

O livro de Rezende & Queiroz (2000) possui um formato retangular de dimensdes
(21x28) cm, € composto por 253 paginas, encadernado como brochura, sendo impressas frente
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e verso em preto e branco. Sua impressao foi realizada pela Editora Unicamp/Imprensa Oficial.
Traz em sua capa um titulo em destaque para Geometria Euclidiana Plana e, mais abaixo,
como subtitulo: construcdes geométricas, ela € colorida em verde e cinza contendo uma
gravura helicoidal bidimensional no centro com detalhes triangulares organizados de forma a

representar losangos formado pela unido das bases desses triangulos.

" Gsamenis

€ construgoes geométricas

Figura 4: Capa Rezende; Queiroz (2000)
Fonte: Site Shop Fécil

Ja o livro de Barbosa (2006) possui um formato retangular de dimensées (21x15) cm,
composto por 222 paginas, encadernado em brochuras, sendo impressas frente e verso em preto
e branco. Sua impressdo foi realizada pela SBM (Sociedade Brasileira de Matematica). Traz
em sua capa um titulo em destaque para Geometria Euclidiana Plana e mais abaixo 0 nome

do autor do livro:

Geometria
Euclidiana Plana

Joao Lucas Marques Barbosa

&% sem
ka0 RoEssoR o WATEWATCA

Figura 5: Capa Barbosa (2006)
Fonte: Site Estante Virtual
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Apresentamos a seguir um quadro resultante de nossa pequena pesquisa bibliografica
realizada junto as coordenagdes dos cursos de Matematica — Licenciatura Plena da Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul. Neste, apresentamos os nucleos que ofertam o curso, e a

presenca destes dois titulos na bibliografia.

Levantamento Bibliografico - Campi UFMS

Campus Curso de Bibliografia Bibliografia
P Matematica Bésica Complementar
Licenciatura Plena Barbosa (2006) Rezend(eZO%O)Quelroz
Aquidauana Proling® - -
Licenciatura Indigena
Bonito - - -
L|cenC|atura} Plena Barbosa (2006) Rezende & Queiroz
(presencial) (2000)
Campo Grande - .
Licenciatura Plena Rezende & Barbosa (2006)
(EAD) Queiroz (2000)
Chapadéo do Sul - - -
Corumbé Licenciatura Plena Barbosa (2006) Rezen(zgé%o(?uelroz
Coxim - - -
Navirai - - -
Nova Andradina - - -
Paranaiba Licenciatura Plena Barbosa (2006) Rezenczg(;%o?uelroz
Ponta Pord Licenciatura Plena Barbosa (2006) Rezenczg(;%o?uelroz
Trés Lagoas Licenciatura Plena Barbosa (2006) Rezen(zg(;%o(?uelroz

Quadro 01: Licenciaturas Campi UFMS
Fonte: Elaborado no desenvolvimento da pesquisa.

Na sessdo seguinte, apresentamos 0s apontamentos de nossas observacoes a respeito
dos jogos de linguagem nos manuais didaticos que nos propomos a estudar, como ja citamos,
ndo iremos abordar os livros na integra, entdo, limitamos nossa leitura até o equivalente ao
quinto Postulado de Euclides. Nesta anéalise, dividimos o texto em duas partes: na primeira
tratamos dos quatro primeiros postulados, e seus usos nos manuais, e na segunda tratamos
especificamente do quinto postulado e quais foram as regras que 0s autores usaram para jogar

com outras geometrias em seus respectivos manuais.

8PROLIND é um programa do Governo Federal que tem como objetivo ofertar graduacéo de licenciatura para a
comunidade indigena nas diversas areas do conhecimento incluindo a Matematica, porém a grade curricular do
curso de Matematica Licenciatura ndo faz uso dos manuais didaticos de nossa pesquisa.
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3.2 PRIMEIROS POSTULADOS

Iniciando o primeiro capitulo, em ambos os manuais, observamos que 0s autores ndo se
prendem muito a uma introducdo mais demorada a Geometria Euclidiana Plana. De forma
semelhante, falam sucintamente sobre ponto, reta e plano e, logo em seguida, apresentam seus

postulados e axiomas.

Verificamos que cada autor ao apresentar seus postulados/teoremas, evidenciam
peculiaridades nas quais podemos encontrar semelhanca a outros jogos de linguagens, como
podemos citar as autoras Rezende & Queiroz (2000), mesmo trazendo no titulo de seu manual
a expressdo: “Construgdes Geométricas”, optam por uma linguagem que mais se aproxima da
Teoria dos Conjuntos®, optando por termos como: contém, contido, pertence, conjunto e

subconjunto.

58 Eliane Q). F. Rezende e Maria Licia B. Queiroz

da reta paralela a uma reta dada, passando por um ponto fora dela, cuja existéncia ja
foi demonstrada no Teorema 4.2 e afirma que por um ponto nao pertencente a uma
reta dada, passa mno mdzrimo uma reta paralela a essa reta. A partir daqui usaremos
livremente o Postulado das Paralelas de Euclides, embora boa parte dos resultados
possa ser demonstrada em outras “geometrias”também. Embora seja um postulado
apenas de unicidade da reta paralela, vamos enuncia-lo a seguir, da maneira como é
usualmente conhecido.

Figura 6: Teorema 4.2
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 58.

O Postulado das Paralelas

Postulado 13. (Postulado das Paralelas) Por um ponto n3o pertencente a uma
reta dada, passa uma Unica reta paralela a essa reta.

Figura 7: Postulado das Paralelas
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 58.

% A Teoria dos Conjuntos esta “atrelada a um ramo da matematica dedicado ao estudo dos conjuntos e de suas
propriedades. Durante muito tempo a Teoria dos Conjuntos — ou a nocdo intuitiva da Teoria dos Conjuntos aparece
em meados dos século XIX, com os edutos do matematico Georg Cantor (1845 -1918) que, juntamente com
Rivhard Dedekind, pesquisava a respeito da continuidade e o infinito - conceitos rodeados de controvérsia — e
correspondéncias biunivocas entre conjuntos numéricos e representagdes de fungdes variaveis real através de séries
trigonométricas, tentando mostrar uma unicidade da representagdo para fungdes com infinitos pontos singulares,
chegando a ideia de conjunto derivado.” (CAMPOS, 2014, p. 18)
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Ja Barbosa (2006), quando olhamos para a linguagem proposta em seu manual,

observamos que para apresentar o Axiomas das Paralelas faz uso de uma linguagem que muito

se aproxima das construcdes geomeétricas, 0 uso de termos comuns ao jogo de linguagem no

estudo das construgdes geomeétricas: corta, constroem-se, formam, passa, € possivel construir

etc.

Quando duas retas sio cortadas por uma transversal formam
se oito dngulos como indicado na figura abaixo. Quatro deles sio
correspondentes aos outros quatro, a saber

Figura 8: Construcfes Geométricas
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 87.

86 GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA

Corolario 6.2 Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo
corta também a outra.

Prova: Sejam n; e n, retas paralelas. Se uma reta m cortasse n
€ Do cortasse ny, entdo m e ny seriam paralelas. Assim 7o seria
paralela a m e a n;. Como m e n; ndo sdo paralelas entre si nem
coincidentes, temos uma contradicdo com a proposicao anterior.
Logo m corta também n,.

A nossa definicdo de retas paralelas ndo é tao simples de usar
como aparenta. Desde que retas sio infinitas em comprimento,
como poderemos provar que duas retas nio se intersectam? Por
exemplo, as retas m e n da figura abaixo parecem ser paralelas.
Como decidir se elas ndo se encontram em algum ponto do plano
muito distante de A e B?

Figura 9: Corolario 6.2
Fonte: BARBOSA, 20086, p.86.

Ainda nas observacfes quanto a linguagem usada pelos autores em seus respectivos

manuais, apontamos outra peculiaridade no que diz respeito a nomenclatura das afirmativas que

devem ser tomadas como verdade “sem demonstracdes”, as autoras Rezende & Queiroz (2000)

chamam de POSTULADQOS, ja Barbosa (2006) opta pela palavra AXIOMA. Em nossa leitura,
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nos parece que 0s autores buscam sentidos semelhantes para estas duas palavras
(postulado/axioma), elas parecem designar uma sentenca que ndo deve ser questionada,

tampouco provada.

Cabe salientar que se nossa referéncia fosse a obra de Euclides, ambos apresentariam
divergéncias, visto que para Euclides ha as duas nomenclaturas, tratando entdo de coisas
diferentes. N&o buscamos a obra de Euclides como referéncia para a leitura destes manuais, no
entanto, ter tido contato com ela nas leituras assessorias de uma pesquisa nos fez perceber tais
diferencas, que optamos aqui por explicitar, como um leitor/aluno que pudesse tentar encontrar
na obra de Euclides um suporte para o entendimento da disciplina cursada e percebesse tal
impossibilidade. Entendemos cada manual como completo, uma “proposta de jogo de

linguagem” assim, cada mindcia pode nos indicar uma pega diferente nestes jogos.

Percebemos que Rezende & Queiroz (2000) apresentam um didlogo sobre como
surgiram as primeiras ideias geométricas, mas ja em seguida falam de termos indefinidos,
classificando o plano como um grupo de retas e pontos e a reta como sendo um subgrupo desse
plano.

Barbosa (2006) faz uma classificacdo semelhante, estabelecendo o plano como um
grupo, a reta como um subgrupo e o ponto como elemento desse subgrupo. O autor afirma que
esses termos indefinidos: ponto, reta e plano, satisfardo cinco grupos de axiomas que ele
apresentard em seguida. Dessa forma, Barbosa (2006), faz uma classificacdo estabelecendo

cinco grupos de axiomas, 0s quais apresentaremos neste capitulo.

Notamos que 0s autores ndo usam efetivamente os postulados de Euclides que pode
ser encontrado numa recente traducdo do grego antigo (EUCLIDES, 2009). Nos parece que a
forma como Euclides os escreveu ja estd bastante “divergente” do que encontramos nestes
manuais. Com o passar dos anos, seculos e milénios, muitas modificagdes foram feitas nesta

geometria, e dariamos especial destaque ao tratamento axiomatico feito por David Hilbert'°,

10 Em 1898-99, 0 matematico alemdo David Hilbert (1862 a 1943) apresentou um sistema de axiomas completo
para a Geometria Euclidiana plana e espacial numa série de conferéncias na Universidade de Géttingen. Isto
significa que todos os resultados dos Elementos permaneciam validos assumindo seus postulados. Seu sistema
axiomatico é um dos marcos na Histdria da Matematica pois organiza os fundamentos da Geometria e Analise. A
comparagdo mais proxima que pode ser feita € com a organizacdo ocorrida na Algebra ao ser introduzido o
conceito de grupo. (MOREIRA, 2006, p. 6)
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que estabeleceu um conjunto de 20 (originalmente 21) premissas propondo um tratamento

moderno a geometria euclidiana.

As autoras Rezende & Queiroz (2000), iniciam a apresentacdo de seus postulados
abrindo um subtitulo “Retas”, indicando que os primeiros postulados fazem mencao a elas.

Assim separam os trés primeiros postulados e os classificam como “Postulados de Incidéncia”.

Retas

Os primeiros trés postulados sao conhecidos como postulados de incidéncia.
Postulado 1. Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que os contém.
Postulado 2. Em qualquer reta estdo no minimo dois pontos distintos.

Pontos de uma mesma reta sao chamados pontos colineares.

Postulado 3. Existem pelo menos trés pontos distintos ndo colineares.

Figura 10: Postulados de Incidéncia
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 15.

As autoras mostram que com os postulados 2 e 3 garante-se que uma reta se estabelece

pela “definicao” de dois pontos distintos e que nem todos os pontos de um plano sdo colineares.

Acreditamos ser importante ressaltar que Barbosa (2006) estabelece como regra de seu
jogo de linguagem uma classificagdo para os axiomas usando os algarismos romanos para
classificar 5 grupos de axiomas, com uma subclassificacdo, na qual esses algarismos romanos

sdo precedidos por numeros hindus ardbicos subscrito, podendo variar de 1 (hum) até 6 (seis).

Barbosa (2006) também usa a mesma classificagcdo apresentada pelas autoras Rezende
& Queiroz (2000), porém tal termo € chamado de “Axiomas de Incidéncia”. Outra peculiaridade
referente aos manuais é que Barbosa usa dois axiomas para compor o grupo dos “Axiomas de

Incidéncia”, e ndo trés como Rezende & Queiroz (2000).
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CAPITULO 1

AXIOMAS DE INCIDENCIA E ORDEM

As figuras geométrica elementares, no plano, sdo os pontos e as
retas. O plano é constituido de pontos e as retas sdo subconjuntos
distinguidos de pontos do plano. Pontos e retas do plano satisfazem
a cinco grupos de axiomas que serdo apresentados ao longo deste e
dos préximos capitulos.

O primeiro grupo de axiomas é constituido pelos aziomas de
incidéncia. '

Axioma I; Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem
e pontos que ndo pertencem a reta.

Axioma I; Dados dois pontos distintos existe uma 0nica reta que
0s contém.

Quando duas retas tém um ponto em comum diz-se que elas se

intersectam ou que elas se cortam naquele ponto.
Figura 11: Axiomas de Incidéncia
Fonte: BARBOSA, 2006, p.01.

Seguindo, Barbosa (2006, p. 01) apresenta: “Proposi¢do 1.1 Duas retas distintas ou

ponto.

nao se intersectam ou se intersectam em um unico ponto”. O autor, fazendo uso dos dois
axiomas ja apresentados, propGe a prova dessa proposi¢do, garantindo assim duas

possibilidades entre duas retas distintas, ou sdo paralelas, ou interseccionam em um Unico

Rezende & Queiroz (2000) percorrem um caminho mais alongado para garantir a

mesma afirmac&o. Inicialmente apresentam:

1.1 Defini¢do. Duas retas sdo paralelas se ndo se interseccionam, isto é, Se nenhum
ponto pertence a ambas as retas. Duas retas distintas que se se interseccionam séo

chamadas retas concorrentes. (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.16)
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As autoras primeiramente estabelecem uma definigdo para retas paralelas e retas

concorrentes, colocando o ponto como a referéncia dessa distingao.

Ja em seguida na mesma pagina as autoras Rezende & Queiroz (2000) propoe: “1.2
Teorema. Duas retas concorrentes interseccionam-se em um unico ponto”. A partir da

afirmacéo desse Teorema 1.2, as autoras propdem o Teorema 1.3 descrito na figura 6:

1.3 Teorema.
a) Dada uma reta, existe pelo menos um ponto n3o pertencente a ela.
b) Dado um ponto qualquer, existe pelo menos uma reta ndo passando por ele

c) Dado um ponto qualquer, existem pelo menos duas retas que passam por ele.

Seguindo a axiomética escolhida para esse texto, nos préximos trés postulados
fazemos uso de propriedades dos niimeros reais. Para uma referéncia, consulte
Andlise Real, de Elon Lages Lima, que consta em [17

Figura 12: Teorema 1.3
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 16.

Notem no item (a) do Teorema 1.3: “Dado uma reta, existe pelo menos um ponto que
ndo pertence a ela”, descrito na figura 6. Tal afirmagdo apresenta bastante semelhanca com o
Axioma I1 de Barbosa (2006, p.01): “Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem e
pontos que ndo pertencem a reta”. Também no item (c) do Teorema 1.3: “Dado um ponto
qualquer, existem, pelo menos, duas retas que passam por ele” conforme descrito também na
figura 6, tal afirmacdo ndo aparece no jogo proposto por Barbosa (2006), a maior aproximacgao
a essa afirmacgdo ¢ vista na Proposi¢do 1.1 de Barbosa (2006, p.01): “Duas retas distintas ou
ndo se intersectam ou se intersectam em um unico ponto”. Rezende & Queiroz (2000), como
jarelatamos, estende um pouco mais suas consideracdes e ja faz uma conexdo com os proximos

trés postulados, que fazem uso de propriedade de nimeros reais.

Antes de seguirmos, consideramos importante apresentar a seguinte nota de Barbosa
(2006):
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Ao estudarmos geometria é comum fazer-se uso de desenhos
Nés mesmos faremos uso extensivo de desenhos ao longo destas
notas. O leitor, no entanto, deve ser advertido, desde logo, que os
desenhos devem ser considerados apenas como um instrumento de
ajuda & nossa intui¢éo e linguagem.

Utilizaremos letras maitsculas A, B, C, ... para designar pontos,
e letras mintsculas a, b, ¢, ... para designar retas. Por exemplo, na

Figura 13: Nota de Barbosa
Fonte: BARBOSA, 2006, p. 02.

Barbosa (2006) preocupa-se em advertir seu leitor quanto ao uso de desenhos em suas
notas, pois como ele afirma, os desenhos sdo usados apenas como recurso de compreensdo da
linguagem, para ele composta dos axiomas, teoremas proposi¢des, demonstracoes etc. Neste
sentido, 0 autor nos parece advogar que tais desenhos nao fazem parte da geometria em si, mas
sdo acessorios a ela, defendendo uma geometria que se faz escrita em linguagem e simbologia

propria da matematica.

Dando continuidade no manual de Rezende & Queiroz (2000), no Postulado 4 intitulado
como: “Postulado da Distancia”. As autoras fazem uso de algumas propriedades dos NUmeros
Reais. O que pode ser verificado também nos Postulados 5 e 6.

No postulado da “distancia”, as autoras estabelecem um numero maior ou igual a zero

entre um par de pontos, e esse valor s6 pode ser zero se 0s pontos forem coincidentes.

Vi 1

1.3 Teorema.

a) Dada uma reta, existe pelo menos um ponto nio pertencente a ¢

b) Dado um ponto qualquer, existe pelo menos uma reta n3o passa

¢) Dado um pont alquer, existem pelo menos duas ret e passam por ele

oSeguindo a axiomatica escolhida para csse texto, nos préxin ido

)s nmimeros reais. Para w f A msulte

Andlise Real, de Elc es Lima. que consta em [17
Postulado 4. Postulado da Distancia) A cada par de pontos corresponde um
unicCo numerc alor 1al sendo que ¢ te er S e zer € 0S pontos forernr
coincidentes

Este nir t traveés do postulado acimna distancia entre os
dois pontos, ¢ 0s os sdo ditos coincidentes se for

Figura 14: Postulado 4
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.16.
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Barbosa (2006), ndo avanca para distancia entre pontos como faz as autoras Rezende &
Queiroz (2000), ele explora um pouco o uso de pontos e reta, Barbosa (2006) falara sobre

distancia entre pontos e axioma da régua no capitulo 2 (dois) de seu manual didatico.
1. AXIOMAS DE INCIDENCIA E ORDEM 3

A figura abaixo apresenta uma reta e trés pontos A, B e C desta
reta. O ponto C localiza-se entre A e B ou, equivalentemente, os
pontos A e B estao separados pelo ponto C.

A C B

Figura 1.3

A nogao de que um ponto localiza-se entre dois outros é uma
relacdo, entre pontos de uma mesma reta, que satisfaz aos axiomas
I1;, II; e II3 apresentados a seguir. Estes sdo referidos como aziomas
de ordem.

Figura 15: Axiomas de Incidéncia e Ordem
Fonte: BARBOSA, 20086, p. 03.

E nessa relagdo entre pontos Barbosa (2006) traz os Axiomas I, 112 e 113, esse subgrupo
de Axiomas posto por Barbosa (2006), devera explorar algumas propriedades de pontos e retas,
a este subgrupo ele nomeia de “Axiomas de Ordem”.

Logo em seguida ele ja apresenta Axioma Il1: “Dados trés pontos distintos de uma reta,
um e apenas um deles localiza-se entre os outros dois.” (BARBOSA, 2000, p.03). A partir desse
axioma, o autor apresenta uma definicdo que tem o objetivo de dar nome ao segmento de reta
a partir de dois pontos, tornando aquele segmento originario pelos pontos dados.

Definic¢do 1.2 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos 0s pontos que

encontram se entre A e B é chamado de segmento AB. Os pontos A e B sao
denominados extremos ou extremidades do segmento. (BARBOSA, 2006, p.03)

Note que Barbosa (2006) preocupa-se em estabelecer a existéncia de pontos entre pares
de pontos, para que, ao referir-se a determinado segmento de reta construido a partir de um par
de pontos, todos 0s pontos que estdo entre o referido par de pontos estariam inclusos nesse
segmento de reta.

Na sua axiomatica, no subgrupo dos “Axiomas de Ordem”, Barbosa (2006) traz logo
em seguida o segundo axioma do subgrupo Axioma ll2: “Dado dois pontos distintos A ¢ B
sempre existem: um ponto C entre A e B e um ponto D tal que B estaentre Ae D.” (BARBOSA,

2006, p.05). A partir desse axioma, Barbosa (2006) acrescenta como propriedade do segmento
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de reta uma caracteristica de continuidade, ou seja, uma vez que se estabelecam quaisquer dois

pontos X e Y, sempre havera um ponto Z entre X e Y, e sempre teremos um ponto W além de

Y, com isso, coloca-se

ainda sugere a ideia de

0 segmento de reta como sendo parte limitada de uma reta infinita, e

semiplano a partir da Definicéo 1.5.

Sejam m uma reta e A um ponto que ndo pertence a m. O conjunto constituido pelos
pontos de m e por todos os pontos B tais que A e B estdo em um mesmo lado da reta
m é chamado de semiplano determinado por m contendo A, e serd representado por
Pma. (BARBOSA, 2006, p.05).

A partir da Definicdo 1.5, Barbosa (2006) segue com o terceiro axioma desse subgrupo

no qual ele sugere a existéncia de dois semiplanos a partir de uma reta m qualquer.

Axioma II;
distintos cuja

Uma reta m determina exatamente dois semi-planos
intersecao € a reta m.

Figura 16: Axioma Il3
Fonte: BARBOSA, 2006, p. 05.

Dessa forma, Barbosa (2006) finaliza o Capitulo 1, porém antes faz um comentario

sobre relacdo da Geometria com as regras de um jogo de tabuleiro, como o jogo de damas, por

exemplo. Ele inicia o comentario ressaltando a importancia de se conhecer as regras do jogo

para que se possa joga-lo e de como algumas sistematizacGes sdo extremamente importantes

para poder jogar.

Para se aprender a jogar algum jogo, tal como damas, firo, xadrez, etc., temos que,
inicialmente, aprender as suas regras. Um pai tentando ensinar seu filho a jogar
damas dira algo como: “Este é o tabuleiro de damas e estas sdo as pedras com que se
joga”, “Séo 12 para cada jogador”, “As pedras sdo arrumadas no tabuleiro assim”, e
arrumara as pedras para o filho. Af ja tera recebido uma enxurrada de perguntas do
tipo: “Por que as pedras s6 ficam nas casas pretas?”, “Por que so sdo doze pedras?”,
Eu acho mais bonitas as pedras brancas nas casas pretas e as pretas nas casas brancas,
por que ndo ¢ assim?”, etc. Todas essas perguntas tém uma Unica resposta; Porque
esta € uma regra do jogo. Se alguma delas for alterada, o jogo resultante, embora possa
ser também muito interessante, ndo serd mais um jogo de damas. Observe que, ao
ensinar tal jogo, vocé dificilmente deter-se ia em descrever o que sdo pedras. O
importante sdo as regras do jogo, isto é, a maneira de arrumar as pedras no tabuleiro,
a forma de mové-las, a forma de “comer” uma pedra do adversario, e etc. Qualquer
crianga, apdés dominar o jogo, improvisara tabuleiros com riscos no chdo e utilizara

53



tampinhas de garrafa, botdes, cartdes e etc., como pedras. (BARBOSA, 2006 p. 11,
grifo nosso).

Nesta analogia que Barbosa (2006) faz dos jogos de tabuleiro com a Geometria,

observamos uma semelhanca com a argumentacdo de Wittgenstein para explicar os jogos de

linguagem.

Quando se mostra a alguém a figura do rei no jogo de xadrez e se diz: “Este é o rei do
xadrez”, ndo se elucida por meio disso o uso dessa figura, a menos que esse alguém
ja conheca a regra do jogo, até esta Ultima determinacdo: a forma de uma figura de
rei. Pode-se pensar que ja aprendera a regra do jogo, sem que Ihe tenha mostrado uma
figura real. A forma da figura correspondente aqui ao tom, ou a configuracéo de uma
palavra. Pode-se também imaginar que alguém aprendeu os jogo sem aprender todas
as regras nem sua formulacdo. Aprendeu primeiramente talvez, por observar jogos de
tabuleiro bem simples e progrediu sempre para os mais complicados. Também essa
elucidacdo ensina-lhe o uso da figura apenas porque, como poderiamos dizer, ja estava
preparado o lugar no qual foi colocada. (WITTGENSTEIN, 2009, §31).

Vimos que tanto para Barbosa (2006) quanto para Wittgenstein (2009) a linguagem é

tomada como (ou aproximada a) um jogo e o entendimento de suas regras vai além (mais para

Wittgenstein do que para Barbosa neste ponto) da explicitacdo de suas pegas, tabuleiros etc.

Geometria, como qualquer sistema dedutivo, € muito parecido com um jogo: partimos
com certos conjuntos de elementos (ponto, retas, planos) e é necessario aceitar
algumas regras basicas que sdo chamadas de axiomas. O objetivo final deste jogo é o
de determinar as propriedades das figuras planas e dos s6lidos no espaco. Tais
propriedades, chamadas Teoremas ou ProposicGes, devem ser deduzidas somente
através do raciocinio légico a partir dos axiomas fixados ou a partir de outras
propriedades estabelecidas. De fato, existem varias geometrias distintas
dependendo do conjunto de axiomas fixado. A geometria que iremos estudar nestas
notas é chamada de Geometria Euclidiana, em homenagem a Euclides que a descreveu
no seu livro, denominado “Elementos”. (BARBOSA, 2006 p. 12, grifo nosso).

Retomando a axiomatica do jogo de Rezende & Queiroz (2000), as autoras estabelecem

o Postulado 5 como o “Postulado da Régua”. Neste postulado as autoras fazem uma relacio

direta entre os pontos de uma reta e 0s nimeros reais, seguindo os parametros: (1) cada ponto

da reta corresponde exatamente a um NUmero Real; (2) cada Numero Real corresponde

exatamente a um ponto da reta; (3) a distancia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenga

entre 0s nUmeros correspondentes.

Este postulado em especifico, traz uma ideia de continuidade da reta, ou seja, de forma

intuitiva podemos descrever uma régua infinita e para cada ponto dessa régua corresponde um

Numero Real. Outra correspondéncia muito importante entre a ideia intuitiva de régua e os

pontos de um segmento de reta ¢ o chamado “sistema de coordenadas da reta”, o nimero

54



correspondente ao ponto na reta € chamado de coordenada do ponto. Logo, se temos dois pontos
A e B, a distancia entre os pontos A e B é dado por AB=|a-b |.

Ja no Postulado 6, proposto pelas autoras Rezende; Queiroz (2000), elas titularam
como: “Postulado da Colocagdo da Régua”, conforme segue: “Dado dois pontos P ¢ Q numa
reta, pode ser escolhido um sistema de coordenadas de modo que a coordenada de P seja zero
e a coordenada de Q seja positiva”, (REZENDE; QUEIROZ, 2000 p.17).

P Q
/\HIHHHIIHHIIHH[IHHHHHH|HIIHII]H!HIHIIIHHHI[HHHHI|HHHIH]HHHHI[IHIlHH|I]HHHHIHHH1|I2/

2 - 0 1 2 3 4 56 7 "8 9 A0

1.4 Definicao. Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos dois a dois. Se
AB + BC = AC, dizemos que B esta entre A e C, o que denotamos por A — B — C.

A B C

Observe que se temos A — B — C entao temos também C' — B — A.

Figura 17: Definigéo 1.4
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.17.

Com a Definicdo 1.4, as autoras estabelecem uma relacéo direta entre os pontos de um

segmento de reta e as coordenadas associadas a ela, como apresentam no Teorema 1.5.

1.5 Teorema. Sejam dados uma reta r e trés pontos A, B e C pertencentes a ela, com

coordenadas z,y e z, respectivamente. Se z —y — z, entdo A — B — C.
Demonstracao. Sez <y < z,entdio AB=|y—z|=y—z; BC=|z—y|l=2—y; e
AC = |z—1z| = z—z. Logo temos AB+ BC = (y—z)+ (2 —y) =2—x = AC. Logo

temos A — B — C. Se z < y < z, procedendo analogamente obtemos C — B — A.

Figura 18: Teorema 1.5
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 17.

Rezende & Queiroz (2000), ap6s apresentar os Postulados 4, 5 e 6, explora as
propriedades de pontos e retas, assim como Barbosa (2006) usou nos Axiomas Ily, 1l e lls.
Pontuamos também uma dessemelhanca entre os jogos estabelecido pelos autores, pois em uma
mesma afirmacdo é dada relevancia diferente, como podemos notar no Teorema 1.6 das autoras
Rezende & Queiroz (2000) que diz: “1.6 Teorema. Dados trés pontos distintos pertencentes a
mesma reta, um e apenas um deles estd entre os outros dois” (REZENDE; QUEIROZ, 2000,

p.18). Voltando um pouco ao texto de Barbosa (2006), em seu Axioma Il1 escreve: “Axioma
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I1; Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles localiza-se entre os outros
dois” (BARBOSA, 2006, p.03). Entendemos que os textos ndo sdo iguais, mas dado em um
determinado jogo acreditamos que tratar-se da mesma regra, o que torna confuso a equivaléncia
em ambos 0s jogos, pois para um jogo esta afirmacdo € um uma verdade absoluta que néo se
questiona, e para o outro jogo, é uma afirmacdo que pode ser provada, e as autoras Rezende &

Queiroz (2000) demonstram, como podemos notar na figura 19.
18 Eliane Q. F. Rezende e Maria Liicia B. Queiroz

1.6 Teorema. Dados trés pontos distintos pertencentes a mesma reta, um e apenas um
deles esta entre os outros dois.

Demonstracao. Sejam A, B e C trés pontos colineares distintos. Vamos mostrar
inicialmente que um deles estéd entre os outros dois.

Sejam z, y e z as coordenadas dos pontos A, B e C, respectivamente. Por propri-
edades de nimeros reais, apenas um, entre os niimeros z, y e z, estd entre os outros
dois. Pelo teorema anterior obtemos que o correspondente ponto A, B ou C esté entre
os outros dois.

Agora vamos mostrar a unicidade, isto é, considerando que um dos pontos, por
exemplo B, estd entre os pontos A e C, vamos mostrar que nao podemos ter que A estd
entre B e C e nem que C estd entre A e B.

De fato, se A estivesse entre B e C, terfamos BA + AC = BC. Como por hipétese
B estd entre A e C, temos AB + BC = AC. De ambos resulta 2AB = 0, o que é
impossivel, visto que A e B sao pontos distintos. Analogamente, demonstramos que C
nao pode estar entre A e B.

Figura 19: Teorema 1.6
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 18.

Note que as autoras demonstram inclusive a unicidade, ou seja, se 0 ponto B esta entre
os pontos A e C, logo o ponto A ndo pode estar entre os pontos B e C, e nem o ponto C estar

entre os pontos A e B.

Rezende & Queiroz (2000), segue apresentando a Definicdo 1.8 contendo 3 (trés)

subitens, conforme as figuras 20 a seguir:

1.8 Definicoes. Sejam A e B pontos distintos.

a) Oiegmento de reta AB, ou simplesmente segmento AB, o qual é denotado
por AB, é definido como sendo o conjunto dos pontos A e B, e dos pontos X tais que
A— X — B. Os pontos A e B sdodenominados eztremidades do segmento AB.

A B

b) A medida ou comprimento de um segmento AB é definida como a distancia
entre os pontos A e B e, como tal, é denotada por AB.

c) A semi-reta de origem A contendo o ponto B, a qual é denotada por AB, é
definida como a uniao dos pontos do segmento AB com o conjunto dos pontos X tais

Figura 20: Defini¢do 1.8
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 18.
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Geometria Euclidiana Plana e Construcoes Geométricas

que A— B — X. O ponto A é denominado origem da semi-reta.

A B X X B A

- - — — -— — — —- — e ——e

I

Se A esta entre B e C., «'1.7"\‘:.'1:’;;) e \(”' sao chamad
Figura 21: Defini¢do 1.8 item C
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.19.

las semi-retas opostas.

As DefinicGes 1.8 apresentadas por Rezende & Queiroz (2000), possuem semelhancas

com: “Defini¢do 1.2 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos 0s pontos que se
encontram entre A e B é chamado de segmento AB. Os pontos A e B sdo denominados extremos
ou extremidades do segmento” (BARBOSA, 2006, p.03) e também, “Defini¢cao 1.3 Se A ¢ B

s&0 pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do segmento ABe por todos os pontos
C tais que B encontra-se entre A e C, é chamado de semirreta de origem A contendo o ponto B,
e e representado por Sas. O ponto A é entdo denominado origem da semirreta Sag”
(BARBOSA, 2006, p.04).

As autoras Rezende & Queiroz (2000) seguem em seu manual o Postulado 7 titulado

“Postulado da Separagao de Planos”, cuja defini¢do esta na figura 22.

Postulado 7. (Postulado da Separagaodo Plano) Dada uma reta, os pontos que
nao pertencem a ela formam dois conjuntos disjuntos tais que
(1) cada um dos conjuntos é convexo,
(2) se P pertence a um dos conjuntos e (Q ao outro, entdoo segmento P() intersecciona
a reta.
Figura 22: Postulado 7
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 20.

Trazemos com relevancia a defini¢ao seguinte ao Postulado 7:

1.14 DefinicBes. Dada uma reta r, os conjuntos determinados pelos postulados
anteriores sdo chamados semiplanos, e r é chamado origem de cada um deles.
Dizemos que r separa o plano em dois semiplanos. Se dois pontos P e Q estdo no
mesmo semiplano, dizemos que P e Q estdo no mesmo lado de r; se P estd num dos
semiplanos e Q no outro, dizemos que P e Q estdo em lados opostos de r. (REZENDE;
QUEIROZ, 2000, p.20-21, grifo nosso).

O texto referente a Definigdo 1.14 no manual didatico de Rezende & Queiroz (2000),
é semelhante ao texto do Axioma Ilz de Barbosa (2006) onde diz: “Uma reta m determina

exatamente dois semiplanos distintos cuja intersec¢do ¢ a reta m.” (BARBOSA, 2006, p.05).
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Apesar do Axioma de Barbosa (2006) ser bastante sucinto, ambos definem semiplanos e dizem

gue uma reta os determina.

Apds apresentar o Postulado 7, como vimos na figura 22, Rezende & Queiroz (2000)

trazem uma definicdo em seu jogo sobre angulo para usarem a seguir no Postulado 8.

Um angulo é a unido de suas semirretas que tém a mesma origem, mas nao estdo
contidas numa mesma reta. Se um angulo é formado pelas semirretas AB e AC entdo
essas semirretas sao chamadas lados do angulo, e o ponto A é chamado vértice do
angulo. Tal angulo é denominado angulo BAC ou angulo CAB e representado por
BACouCAB, respectivamente. Algumas vezes, quando estd claro no texto, é
simplesmente denominado angulo A representado por A. (REZENDE; QUEIROZ,
2000, p. 21)

Rezende & Queiroz (2000), apresentam o Postulado 8, ainda no Capitulo 1 com o

titulo: “Postulado da Medida de Angulos”, seguido da afirmacio: “A cada angulo BAC
corresponde um numero real entre 0 e 180.” (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.22). A partir

desse postulado, as autoras apresentam a Definicdo 1.18 conforme as figuras 23 e 24.

1.18 Definigoes. (a) O nimero correspondente ao postulado anterior é chamado
medida do angulo, o que € denotado por mBAC.

(b) Angulos que tém a mesma medida s3o chamados aAngulos
congruentes.

Se BAC e PQR sao congruentes, isto é denotado por BAC = PQR.

Observacao. A notagao mBAC representa a medida em graus do angulo BAC, isto é,
o nimero de graus do angulo. Nao usaremos o simbolo ara expressar essa medida,
a menos que isso provoque duvida.

Figura 23: Definicéo 1.18
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.22.

Na pratica, para medirmos um angulo em graus, usamos o transferidor.
%0 2
120 60
150 30
E|
E 0 El A

Na figura, AOB mede 45.

Figura 24: Transferidor
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.23.
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A partir do Postulado 8 as autoras definem algumas regras comuns a outros contextos,
que entendemos como outros jogos de linguagem, de certa forma, a inclusdo de novas regras
aos jogos proposto por elas como: o uso da nomenclatura “grau” como unidade de medida para
0 angulo, também o simbolo (°), como referéncia ao angulo; A denotacdo BAC para referenciar
0 angulo formado pelos segmentos de reta AB e AC, com o angulo no ponto A, conforme visto

nas figuras 23 e 24.

Barbosa (2006) abre o segundo capitulo com o titulo: “Axiomas Sobre Medigao de
Segmentos”, na introdugdo o autor cita a importancia da colocacdo da régua, e como esta ¢

relevante em uma Construcdo Geomeétrica.

AXIOMAS SOBRE MEDIGAO DE SEGMENTOS

O instrumento utilizado para medir comprimento de segmentos é
a régua graduada. Na figura abaixo o segmento AB mede 3cm, o
segmento AC' mede 8cm, e 0 segmento BC mede 5Scm.

A B C

;11 ‘]iniHH]HH‘h L iHMHH‘HH[!;A'( w‘|-‘w“l:[;4hﬂ | |
0 =y 2 3 4 5 6 7 8 9

| . ‘\
Figura 2.1

Observe que ao ponto B, corresponde (na régua) o niimero 3 e
ao ponto C, o nimero 8. A medida do segmento BC é obtida pela
diferenca 8 — 3 = 5. E claro que a régua poderia ter sido colocada
em muitas outras posigoes e nimeros diferentes corresponderiam
aos pontos B e C. No entanto, em cada caso, a diferenca entre eles
seria sempre 5 que é a medida do segmento BC.

Estes fatos sao introduzidos em nossa geometria através de axio-
mas.

Figura 25: Axioma sobre Medi¢do
Fonte: BARBOSA, 2006, p.13.

Barbosa (2006) segue com seu proximo Axioma Ill1: “A todo par de pontos do plano
corresponde um nimero maior ou igual a zero. Este nimero é zero se, e somente se, 0S pontos
sdo coincidentes” (BARBOSA, 2006, p.13). Este Axioma possui grande semelhanga ao
Postulado 4 de Rezende & Queiroz (2000), Postulado 4 (Postulado da Distancia): “A cada par
de pontos corresponde um Unico numero maior ou igual a zero, sendo que este nimero so €
zero se os pontos forem coincidentes.” (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.16). Nao somente os
textos apresentam notavel semelhanga, como podemos citar também as figuras: 17 e 18 que
apresentam semelhancas com a figura 25 e tratam do mesmo topico, mas sdo usados em jogos

diferentes.
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De forma anéloga o Axioma Il1> possui certa semelhanca ao Postulado 5 de Rezende;
Queiroz (2000):
Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em correspondéncia biunivoca

com os nimeros reais, de modo que a diferenca entre estes nimeros meca a distancia
entre os pontos correspondentes. (BARBOSA, 2006, p.14)

Postulado 5. (Postulado da Régua) Podemos estabelecer uma correspondéncia entre
0s pontos de uma reta e os nimeros reais de modo que (1) cada ponto da reta
corresponde a exatamente um ndmero real, (2) cada ndmero real corresponde a
exatamente um ponto da reta, e (3) a distancia entre dois pontos é o valor absoluto da
diferenca entre os nimeros correspondentes. (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.16)

O texto de Barbosa (2006), apesar de ser mais sucinto, exprime ideias semelhantes ao
do Postulado 5 de Rezende & Queiroz (2000). Barbosa (2006) escreve sobre correspondéncia
biunivoca, o que se assemelha a unido dos pontos (1) e (2) — ida e volta da relagéo entre pontos
da reta e Numeros Reais - de Rezende & Queiroz (2000) e ambos falam em distancia entre 0s
pontos, Barbosa (2006) diretamente no corpo do axioma e Rezende & Queiroz (2000) no ponto
@).

Outro apontamento que acreditamos ser relevante para nossa descricdo € o Axioma
I113, proposto por Barbosa (2006), Axioma Illz: “Se o ponto C encontra-se entre A e B entdo
AC + CB = AB” (BARBOSA, 2006, p.14). Este axioma possui semelhanga com a Definicao
1.4 de Rezende & Queiroz (2000) que diz: “Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos
dois a dois. Se AB + BC = AC, dizemos que B esta entre A e C, o que denotamos por A-B-C”
(REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.17). Acreditamos ser importante trazer a luz que para Barbosa
(2006) essa afirmacdo é posta como uma verdade inquestionavel recebendo a rotulacdo de
Axioma, mas para as autoras Rezende & Queiroz (2000), é categorizada em uma definicdo. Se
pensarmos na forma de proposicfes da logica classica (se... entdo...) teriamos para Barbosa
(2006): Se (entre) entdo (AC + CB = AB) e para Rezende & Queiroz (2000): Se (AC + CB =

AB) entdo (entre), ou seja, hd uma inversao no processo l6gico nos dois manuais.

Barbosa (2006) segue em seu jogo com a seguinte Defini¢do 2.3: “Chamamos de ponto
médio do segmento AB a um ponto C deste segmento tal que AC = CB” (BARBOSA, 2006,
p.16). Este texto também possui certa semelhanga com uma definicdo de Rezende & Queiroz
(2000): ““1.11 Definigao. Um ponto B é o ponto médio de um segmento AC se B estd entre A e
C, e AB=BC.” (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.19). Novamente o texto de Barbosa (2006)
na Definicdo 2.3 € bastante sucinto mas apresenta bastante semelhanca a Defini¢do 1.11

apresentada por Rezende & Queiroz (2000).
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Fazemos estas idas e vindas na tentativa de explicitar semelhangas e dessemelhancas
nos jogos estabelecidos por nossos autores. N&o se trata de tomar um como referéncia, mas de
entender quais regras de seus jogos sdo semelhantes e quais ndo sdo, pensando sempre na
possibilidade de um aluno de licenciatura em Matematica se utilizando destes jogos, tentando
jogé-los simultaneamente e percebendo tais semelhancas e diferencas. Também optamos por
evidenciar topicos dos manuais sem que estejamos seguindo uma determinada sequéncia,
aplicamos os apontamentos pelo uso, ou seja, conforme nosso texto estd desenvolvendo,
apresentamos trechos dos jogos de linguagem usados pelos autores em seus respectivos

manuais didaticos.

Seguindo com nossos apontamentos, evidenciamos agora 0 Teorema 2.4 de Barbosa
(2006), que diz: “Um segmento tem exatamente um ponto médio” (BARBOSA, 2006, p.16).
Olhando agora para o manual de Rezende; Queiroz (2000), podemos encontrar uma
semelhanca com o Teorema 1.12: “Todo segmento tem um tnico ponto médio” (REZENDE;
QUEIROZ, 2000, p.19). Os dois manuais optam por provar a existéncia do ponto médio de

forma algébrica, se valendo das propriedades e opera¢fes dos Numeros Reais:

Teorema 2.4 Um segmento tem ezatamente um ponto médio.

Prova (Ezisténcia) Sejam a e b as coordenadas das extremidades
do segmento. Considere o nimero ¢ = (a + b)/2. De acordo com o
axioma Ill; existe um ponto C da reta que tem ¢ por coordenada.

Como

— b !
AC=|la—c| = |a—- o )‘ o b
2 | |2 2
Yalo] a+b | la bl
(/ 13 — |(.' — ])l = ’ 2 —_ ])% == E} —_ }

conclufmos que AC = CB. Como o ntimero (a+ b)/2 esté entre os
nimeros a e b, segue-se da proposicao anterior que C esta entre A
e B. Logo C é o ponto médio de AB.
Figura 26: Teorema 2.4
Fonte: BARBOSA, 2006, p.16.
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1.12 Teorema. Todo segmento tem um unico ponto médio

Demonstragao. Vamos i

Figura 27: Teorema 1.12
Fonte: REZENDE,; QUEIROZ, 2000, p. 19.

Outro item que nos prendeu a atencdo, foi que, apesar dos manuais didaticos que
usamos em nossa pesquisa trazerem em seus titulos “Geometria Euclidiana Plana”, ndo ha uma
relacdo direta entre os cinco Postulados propostos por Euclides em sua obra, “Os Elementos” -
disponivel na traducdo de Bicudo (2009) -, com os Postulados/Axiomas apresentados nos
manuais que pesquisamos. Com excecdo do Primeiro e do Quinto Postulado de Euclides, 0s
outros nao aparecem nessa nova axiomatica proposta nesses manuais, com uma ressalva para o
Terceiro Postulado de Euclides: “E, com todo centro e distancia, descreve um circulo”
(EUCLIDES, 2009, p. 98). Tanto Barbosa (2006) quanto Rezende & Queiroz (2000) fazem
mencdo ao circulo, mas de outra forma e em outra sequéncia. Como podemos perceber no texto
de Barbosa (2006) “Defini¢do 2.5 Seja A um ponto do plano e r um ntimero real positivo. O
circulo de centro A e raio r é o conjunto constituido por todos os pontos B do plano tais que AB
=r1.” (BARBOSA, 2006, p.17). E também podemos ver no texto de Rezende; Queiroz a respeito
do circulo e da circunferéncia:

1.27 Definicdo. Sejam A um ponto e r um ndmero real positivo. Definimos a
circunferéncia de centro A e raio r, a qual denotamos por C(A,r), como sendo o
conjunto de todos os pontos do plano que estdo & mesma distancia r do ponto A. O
interior de C(A,r) é o conjunto de todos 0s pontos X tais que AX <r. um ponto desse
tipo é chamado ponto interior da circunferéncia. o exterior de C(A,r) é o conjunto de
todos os ponto X tais que AX >r. Um ponto desse tipo é chamado ponto exterior da

circunferéncia. A unido de uma circunferéncia com seu interior € chamada de regido
circular fechada ou circulo. (REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 25)

Nenhum dos autores trataram essa afirmacdo como um Postulado/Axioma, de forma
semelhante, em seus jogos de linguagem esta foi colocada como uma defini¢do, embasada nos

Postulados e Axiomas que vieram antes.
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Barbosa (2006) finaliza o capitulo 2 com a Definicéo 2.5 e faz algumas consideragdes

a respeito do surgimento das primeiras no¢des geométricas e seu uso por civilizagBes antigas,

como os Egipcios, Assirios e Babilénios que ja conheciam algumas figuras geométricas e
possuiam uma nocao de angulo.

As primeiras nogdes geométricas surgiram quando o homem viu-se compelido a

efetuar medidas, isto €, a comparar distancias e determinar dimensGes dos corpos que

o rodeavam. Egipcios, Assirios e Babildnios ja conheciam as principais figuras

geométricas e a nogdo de angulo que usavam nas medidas de area e na Astronomia.
(BARBOSA, 2006, p.28)

Em seguida, abre o capitulo 3 intitulado “Axiomas sobre Medigdo de Angulos” com a
Definicdo 3.1 conforme a figura 28:

Definicdo 3.1 Chamamos de angulo a figura formada por duas
semi-retas com a mesma oTigem.

As semi-retas sao chamadas de lados do angulo e a origem comum,
de vértice do Angulo. Um angulo formado por duas semi-retas dis-
tintas de uma mesma reta é chamado de dngulo raso.

A

Figura 28: Definicdo 3.1
Fonte: BARBOSA, 2006, p. 29.

De forma andloga, as autoras Rezende & Queiroz (2000) também definem o angulo:

1.16 Defini¢des. Um angulo é a unido de duas semirretas que tém a mesma origem,
mas ndo estdo contidas numa mesma reta. Se um angulo é formado pelas semirretas
AB e AC entdo essas semirretas sdo chamadas lados do angulo, e o ponto A é chamado
vértice do angulo. Tal angulo é denominado angulo BAC ou angulo CAB e
representado por BAC ou CAB, respectivamente. Algumas vezes, quando esta claro
no texto, é simplesmente denominado angulo A e representado por A. (REZENDE;
QUEIROZ, 2000, p.21)

Enquanto Barbosa (2006) trata deste tema no capitulo 3, as autoras Rezende & Queiroz

(2000) tratam desse topico ainda no capitulo 1. Olhando por uma perspectiva axiomatica, tal
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ordem é de grande relevancia, visto que muda a ordem do jogo, a partir de um momento, 0 que
vale para um jogo ndo vale para o outro. E relevante também notar que Barbosa (2006) discute
sobre angulos no Axioma Ill, enquanto Rezende & Queiroz (2000) discutem o Postulado 8.
Barbosa (2006) separa seus axiomas em subgrupos, como ja apresentamos, e essa dindmica nos
leva a crer que ele, mesmo sabendo que cinco Axiomas ndo seriam suficientes para compor sua
ideia de Geometria Euclidiana Plana, traga essa estratégia de subdivisdo para garantir que, em
sintese, o Postulado das Paralelas, também conhecido como Quinto Postulado de Euclides,

coincida com seu Quinto Axioma.

Dali em diante, Barbosa (2006) passa a tratar dos angulos e suas medidas apresentando
seu proximo axioma: “Axioma IIls Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A
medida de um angulo € zero se e somente se ele ¢ constituido por duas semirretas coincidentes.”
(BARBOSA, 2006, p. 31). Rezende & Queiroz (2000) afirmam com o Postulado 8 que a medida
de um angulo esta compreendida em um numero real podendo variar de 0 a 180. Para a medida
do angulo esta é a maior aproximacdo que encontramos entre as regras nos dois manuais

didaticos.

Logo em seguida, Barbosa (2006) propde outra definicao: “Defini¢do 3.2 Diremos que
uma semirreta divide um semiplano se ela estiver contida no semiplano e sua origem for um
ponto da reta que o determina.” (BARBOSA, 2006, p.31). Logo em seguida o autor segue para
0 Axioma Ills.

E possivel colocar, em correspondéncia biunivoca os nimeros reais entre zero e 180
e as semirretas da mesma origem que dividem um dado semiplano, de modo que a

diferenga entre estes nimeros seja a medida do angulo formado pelas semirretas
correspondentes. (BARBOSA, 2006, p. 32)

Este axioma de Barbosa (2006) possui grande semelhanca ao Postulado 9 descrito na
figura 29.

Postulado 9. (Postulado da Construgaodo Angulo) Seja AB uma semi-reta
contida na reta origem de um semiplano H. Para cada nimero r entre 0 e 180 existe
exatamente uma semi-reta AP com P em H, tal que mPAB =r.

A B

Figura 29: Postulado 9
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 23.
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Ja no Postulado 10, Rezende & Queiroz (2000) intitulam como “Postulado da Adigao

de Angulos” conforme a figura 30:

Postulado 10. (Postulado da Adicaode Angulos) Se D é um ponto interior do
BAC, entdio mBAC = mBAD +mDAC.

r+s
A C

Na figura acima, r denota a medida do angulo BAD, s denota a medida do angulo
DAC e r+ s denota a medida do angulo BAC.

Figura 30: Postulado 10
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 23.
A apresentacdo deste postulado faz uma abertura para as autoras tratarem dos angulos

complementares e suplementares, conforme elas apresentam nas definicdes 1.19 e 1.20 nas

figuras 31 e 32.

1.19 Definicao. Se a soma das medidas de dois dngulos é 180, entdo dizemos que os
angulos sdo suplementares e que cada um é o suplemento do outro.

1.20 Definigao. Se a soma das medidas de dois angulos é 90, entdoos angulos
sao chamados complementares, e cada um é o complemento do outro.

Figura 31: Defini¢do 1.19 e 1.20
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.23.
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e 90 é chamado angulo agudo, e um angulo c

o angulo obtuso

1.21 Definicao. 1B e Al
DA um par linear

D,
C A B

Figura 32: Definigdo 1.21
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 24.

O ultimo postulado apresentado pelas autoras Rezende; Queiroz (2000) no capitulo 1
¢ Postulado 11, intitulado “Postulado do Suplemento”; “Se dois angulos formam um par linear,
entdo sdo suplementares.” (REZENDE; QUEIROZ 2000, p.24). Barbosa (2006), em seu
manual didatico propbe o Axioma Ills, seguindo a Definigdo 3.4 conforme a figura 33.

Axioma III Se uma semi-reta Spe divide um angulo AOB, entio
AOB = AOC + COB .
Definigao 3.4 Dois dngulos sio ditos suplementares se a soma

de suas medidas € 18(°. O suplemento de um éngulo é o dngulo

adjacente ao angulo dado obtido pelo prolongamento de um de seus

lados

Figura 33: Axioma Illg
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 33.

Podemos notar grande semelhanca entre o Postulado 10 (Figura 30) e o Axioma llls

(acima), temos também modos semelhantes de abordar os angulos suplementares (Postulado 11

e Definigéo 3.4).
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A partir dai as autoras Rezende; Queiroz (2000) fecham o Capitulo 1 encerrando os
estudos de angulos e suas propriedades ¢ abrem o Capitulo 2 com o titulo “Congruéncia de

Triangulo”. Definem o termo “congruéncia de tridngulo” como segue:

2.1 Definigao. Dois triangulos sdo congruentes se for possivel definir uma cor-
respondéncia entre seus vértices de modo que sejam congruentes os pares de lados cor-
respondentes e também sejam congruentes os pares de angulos correspondentes. Assim,
definida a correspondéncia A <= D, B « E e C « F entre os tridngulos ABC e DEF,
se AxD B~FE C=x~F, AB~DE, BC ~EF e CA = FD, dizemos que os dois
triangulos sdo congruentes, o que denotamos por AABC = ADEF.

~NF

|

|
%
B Cc D E

Para verificarmos a congruéncia entre dois triangulos pela defini¢ao, seria preciso
verificarmos essas seis congruéncias entre seus elementos.
Alguns resultados, entretanto, os chamados “casos de congruéncia entre triangulos”,
vém contribuir para facilitar o nosso trabalho. ¥
Figura 34: Definicéo 2.8
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 32.

Apos essa definigdo, Rezende & Queiroz (2000) trazem os “Trés Primeiros Casos de
Congruéncia de Triangulos e Consequéncias”, € o primeiro caso as autoras tomam como
postulado, conforme a figura 35.

Dados dois tridngulos ABC e DEF, se AB = DE. =

Postulado 12. (12 Caso de Congruéncia de Tridngulos ou Caso L.A.L.)
B = E e BC & EF entio
AABC = ADEF.

5 o < -
Figura 35: Postulado 12
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.33.
Barbosa (2006) inicia o Capitulo 4 intitulado “Congruéncia”, com a “Defini¢ao 4.1
Diremos que dois segmentos AB e CD sdo congruentes quando AB = CD; diremos que dois
angulos A e B sdo congruentes se eles tém a mesma medida” (BARBOSA, 2006, p.45). A partir
dai, o autor passa a congruéncia de triangulos pela Defini¢do 4.2 :
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Dois triangulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam
congruentes. (BARBOSA, 2006 p.45)

Apds estabelecer este parametro para congruéncia, propde o Axioma IV afirmando
que este axioma ¢ conhecido como o primeiro caso de congruéncia de tridngulos. “Axioma IV
Dados dois tridngulos ABC e EFA, se AB = EF, AC = EG ¢ A = E entdo ABC = EFG.”
(BARBOSA, 2006, p.46). Como vimos, Rezende & Queiroz (2000), usa o Postulado 12 para

introduzir o primeiro caso de congruéncia de triangulos.

Logo em seguida, Barbosa (2006) apresenta o segundo caso de congruéncia de
triangulos pelo Teorema 4.3, e o terceiro caso de congruéncia pelo Teorema 4.9 conforma as
figuras 36 e 37.

Teorema 4.3 (2° caso de congruéncia de tridngulos) Dados
dois tridngulos ABC e EFG, se AB = EF A =Fé¢h = F
entdo ABC = EFG.

Prova: Sejam ABC' e EFG dois triAngulos tais que AB = EF,

A=FEé¢B="F Seja D um ponto da semi-reta Sac tal que
Alr=F0

B E F

Figura 36: Teorema 4.3
Fonte: BARBOSA, 2006, p.47.

leorema 4.9 (3° caso de congruéncia de tridngulos) Se dois
triangulos tém trés lados correspondentes congmentes entao o8 tri-
angulos sao congruentes.
Figura 37: Teorema 4.9
Fonte: BARBOSA, 20086, p.50.

68



Ap0s abordarem os casos de congruéncias de triangulo, partem, no capitulo seguinte,
para o0 axioma/postulado das Paralelas. Barbosa (2006) fala entdo do Axioma V (Axioma das
Paralelas) no seu Capitulo 6, e Rezende & Queiroz (2000), fala do Postulado 13 (Postulado da
Paralelas) no capitulo 4 de seu manual didatico.

Tomando como eixo de nossa leitura estes Postulados/Axiomas, elaboramos um
quadro que coloca a ordem em que esses termos aparecem nos dois livros, sem que haja,
necessariamente, uma relagdo entre os postulados que aparecem na mesma linha, isso diz

apenas que estariam na mesma sequéncia de cada livro:

Quadro 02: Apresentagdo dos Postulados/Axiomas

REZENDE & QUEIROZ (2000) BARBOSA (2006)
-
=4 - =} -
2 Descrigao 3 Descricao
=) QD
17;) w
Dados dois pontos distintos, existe uma Qualquer que seja a reta existem pontos que
1 Gnica reta que os contém. (Primeiro I1 | pertencem e pontos que ndo pertencem a
Postulado de Euclides) reta.
x L . Dados dois pontos distintos existe uma
Em qualquer reta estdo no minimo dois e ] S
2 ontos distintos I | Gnica reta que os contém. (Primeiro
P Postulado de Euclides)
. R Dados trés pontos distintos de uma reta, um
Existem, pelo menos, trés pontos .
3 - x . Il; | e apenas um deles localiza-se entre os
distintos ndo colineares .
outros dois.
(Postulado da Distancia) A cada par de
pontos corresponde um Unico ndmero Dados dois pontos distintos A e B sempre
4 | maior ou igual a zero, sendo que esse Il | existem: um ponto C entre A e B, e um
nimero s6 é zero se 0s pontos forem ponto D tal que B esta entre A e D.
coincidentes.
(Postulado da Régua) Podemos Uma reta m determina exatamente dois
5 | estabelecer uma correspondéncia entre 0s I3 | semiplanos distintos cuja interseccdo € a
pontos de uma reta e 0s nUMeros reais. reta m.
(Postuladp da Colocagio da Regua) A todo par de pontos de plano corresponde
Dados dois pontos P e Q numa reta, pode , . .
: . um namero maior ou igual a zero. Este
6 | serescolhido um sistema de coordenadas 1 E , ~
: nlmero zero se e sO se 0S pontos S&o
de modo que a coordenada de P seja zero L
. " coincidentes
e a coordenada de Q seja positiva.
(Postulado da Separacéo de Planos) Dada
N Os pontos de uma reta podem ser sempre
uma reta, 0s pontos que ndo pertencem a PO
7 . ! - . Il | colocados em correspondéncia biunivoca
ela formam dois conjuntos disjuntos tais , .
) - ) com 0s numeros reais, de modo que a
que: (1) cada um dos conjuntos é
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convexo. (2) se P pertence a um dos diferenca entre estes nimeros meca a
conjuntos e Q ao outro, entdo 0 segmento distancia entre os pontos correspondentes.
PQ intersecciona a reta.

(Postulado da medida do Angulo) A cada
8 | angulo BAC corresponde um nimero 113
real entre 0 e 180.

Se 0 ponto C encontra-se entre A e B entdo
AC +CB =AB

(Postulado da Construgdo de Angulo)

—_—
Seja AB uma semirreta contida na reta Todo &ngulo tem uma medida maior ou
9 origem de um semiplano ». Para cada m igual a zero. A medida de um angulo é zero
namero r entre 0 e 180 existe exatamente se e somente se ele é constituido por duas
uma semirreta AP com P em %, tal que semirretas coincidentes.
mPAB =r.

E possivel colocar, em correspondéncia
biunivoca, os nimeros reais entre zero e

(Postulado da Adigéo de Angulos) se D ¢ 180 e as semirretas da mesma origem que
10 | um ponto no interior de, entdo mBAC= 115 | dividem um dado semiplano, de modo que
mBAD+mDAC. a diferenca entre estes ndmeros seja a
medida do angulo formado pelas semirretas

correspondentes.

(Postulado do Suplemento) Se dois
11 angulos forma um par linear, entéo séo Ilg
suplementares.

Se uma semirreta Soc divide um angulo
AOB, entdo AOB = AOC + COB.

(1° Caso de congruéncia de Tridngulos o
ou Caso L.A.L.) Dados dois triangulos Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB

ABC e DEF. s AB=DE B = IV | = EF, AC = EG e A = E entdo ABC =
L I EFG.
EeBC = EFentaoAABC = A% ©

(Postulado das Paralelas) Por um ponto
ndo pertencente a uma reta dada, passa
uma Unica paralela a essa reta. (5°
Postulado de Euclides)
Quadro 2: Apresentacdo dos Postulados/Axiomas
Fonte: elaborado para a pesquisa

12

Por um ponto fora de uma reta m pode-se
V | tracar uma Unica reta paralela a reta m. (5°
Postulado de Euclides)

13

3.3 AXIOMA V OU POSTULADO 13 (PARALELAS)

Para a apresentacdo deste axioma/postulado observamos que os autores adotam
também abordagens diferentes entre eles, ndo somente no modo de escrita do postulado, como
na organizagdo do capitulo que o traz. Além disso, observamos diferengas no que é trazido

sobre outras geometrias, as ndo-euclidianas.

Assim como ja apontamos no topico 3.2: “Primeiros Postulados”, os autores trazem as
palavras: Axiomas e Postulados, tendo 0 mesmo uso nos manuais. Também se perpetua uma
abordagem distinta na colocacdo dos Axiomas/Postulados pois, Barbosa (2006) inicia o
capitulo 6 (seis) com a apresentacdo do Postulado das Paralelas e segue dizendo das
consequéncias dele. J& Rezende & Queiroz (2000), apresentam o Postulado das Paralelas no
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capitulo 4 (quatro), mas diferente de Barbosa (2006), as autoras ndo trazem o Postulado das
Paralelas de imediato, elas iniciam construindo a necessidade de postular tal afirmativa para a
“volta” de determinados teoremas que apresenta, ou seja, vai construindo a necessidade da

existéncia do quinto postulado.

Para melhor organizar nossas anota¢des dividimos esses apontamentos em torno do
quinto postulado em trés topicos: Visdo Geral, Ordenacdo e Outras Geometrias. No primeiro
topico, Visdo Geral, apontaremos nossa leitura sobre a estratégia dos autores para inserir o
postulado em seu manual didatico, cada autor opta por uma apresentacdo usando estratégias
bastante peculiares, ora trazendo algumas definicGes prévias, ora apresentando resultados para
justificar a insercdo dos postulados, nos propomos entéo, a apresentar essa relacdo dos dois

manuais.

Na Ordenacdo trazemos as estratégias que 0s autores usam para apresentar o quinto
postulado, bem como as diversas condi¢es de paralelismo. Apontamos a relacdo de familia
entre 0s jogos e 0 método para fundamentar as provas propostas pelos autores. Uma vez que
ambos 0s manuais tratam de Geometria Euclidiana, tendem a fazé-lo pelo método axiomatico,
através de teoremas, demonstracfes e provas, assim, em uma primeira observacao sem realizar
apontamentos nos dois manuais, podemos cometer o equivoco de rotula-los como manuais que
usam as mesmas linguagens. Porém, focando nossos “Oculos” tedricos para cada um dos livros,
fica latente 0 qudo podem serem distintos falando do mesmao tdpico, e € neste direcionamento

gue seguiremos nNossos apontamentos objetivando a argumentacao dos autores.

Por fim, o Postulado das Paralelas traz uma abertura para outras geometrias, traremos
alguns apontamentos sobre o modo que os autores abordam essa nova forma de se pensar a

geometria.

3.3.1 O Postulado Das Paralelas: Visao Geral

Observamos que as autoras Rezende; Queiroz (2000) apresentam o quinto postulado
como ‘Postulado das Paralelas’, e para o jogo de seu manual didatico, ele acaba sendo
enumerado como Postulado 13. E no Capitulo 4: “O Postulado das Paralelas”, na pagina 55,
que elas estabelecem as primeiras condi¢des de paralelismo apresentando o Teorema 4.1: “Duas

retas distintas perpendiculares a uma mesma reta sdo paralelas” (REZENDE; QUEIROZ, p.
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55). Em seguida elas apresentam o Teorema 4.2 e as Defini¢bes 4.3 e 4.4 reforcando as
condicGes de paralelismo entre duas retas e retomando a ideia de &ngulos alternos internos:
4.4 Definicdo. Seja r uma transversal as retas s e t, interseccionando-se nos pontos P
e Q, respectivamente. Seja A um ponto de s e B um ponto de t, tais que A e B estejam

em lados opostos de r. Os angulos APQ e BQP sdo chamados de angulos alternos
internos formados por s, t e a transversal r (REZENDE; QUEIROZ, p. 56).

Esta definigdo fornece recurso para o Teorema 4.5: “Se duas retas cortadas por uma
transversal formam dois dngulos alternos internos congruentes, entdo as retas sdo paralelas”.
Assim, as autoras apresentam o Postulado das Paralelas e justificam seu uso, fundamentando o
Teorema 4.8: “Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal, entdo os angulos

alternos internos sdo congruentes”. Apresentamos assim a seguinte demonstragao:

Postulado 13. (Postulado das Paralelas) Por um ponto n3o pertencente a uma
reta dada, passa uma Unica reta paralela a essa reta
4.8 Teorema. Se duas retas paralelas sio cortadas por uma transversal, entdo os angulos
alternos internos sao congruentes
Demonstracao. Consideremos as retas paralelas r e s, e uma trar I Jue
corta nos pontos P e @ respectivamente

t

Q / s’

vas paralelas a reta r.

Isto contradiz o Postulado das Paralelas. Logo a e b sao congruentes

Figura 38: Teorema 4.8
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 58.
Quando observamos a figura acima, percebemos que as autoras Rezende & Queiroz
(2000), sugerem que o leitor/usuério deva supor que os angulos alternos internos a e b nao
sejam congruentes. Logo, se " € uma reta que passa por Q formando com r e t os angulos
alternos internos a e b” congruentes. As autoras recorrem entdo ao Teorema 4.5, ja citado no
paragrafo anterior que valida a afirmacgéo de que a reta s” é paralela a r, e que passando por Q,
duas retas s e 5", ambas sdo paralelas a reta r. Assim elas explicam que tal afirmacé&o contradiz

0 Postulado das Paralelas. Logo sdo congruentes.

J& Barbosa, inicia suas ponderacgdes a respeito do axioma das paralelas no Capitulo 6:

“O Axioma das Paralelas” (2006, p. 87). O uso desse axioma vem com a finalidade de embasar
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a prética da construcdo de paralelas, ele reforca a unicidade da reta paralela a partir dele, j& que
a existéncia de uma reta paralela a m, passando por um ponto dado, j& havia sido provado
anteriormente no Coroléario 5.5 (p. 63). O autor aborda diretamente o uso do axioma cinco nas
construcdes geométricas e aplicacdes praticas. Assim ele referencia a existéncia da condicédo de

paralelismos, e j& apresenta 0 Axioma V, como podemos observar na figura 39.

CAPITULO 6

Figura 39: Axioma das Paralelas
Fonte: BARBOSA, 2006, p. 85.

Ele traz por consequéncia imediata a Proposi¢do 6.1: “Se a reta m ¢ paralela a reta nl

e n2, entdo nl e n2 sdo paralelas ou coincidentes”.

E mesmo apresentando 0 mesmo Postulado, podemos observar umas dessemelhancas
entre os jogos de linguagem usados por Rezende & Queiroz (2000) e os jogos usados por
Barbosa (2006).

Barbosa (2006) afirma: “Axioma V: Por um ponto fora de uma reta m pode-se tragar

uma Unica reta paralela a reta m”.

As autoras Rezende & Queiroz (2000): “Postulado 13: Por pontos nao pertencentes a

uma reta dada, passa uma Unica reta paralela a essa reta”.
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Quando apontamos para as seguintes oragdes: “Por um ponto fora” (BARBOSA, 2006)
e “Por pontos ndo pertencentes” (REZENDE; QUEIROZ, 2000). Vemos que 0s autores
explicitam uma regra de seus jogos de linguagem, pois nelas é possivel encontrar uma
semelhanca de familia em outras estruturas da matematica, como ja citamos: Construcdes

Geométricas e Teoria dos Conjuntos.

Pensando este livro como uma ferramenta em sala de aula, as formas de vida que estdo
em contanto com ele, fazendo uso de sua linguagem, podem estar mais habituados ao uso da
linguagem das Construcdes Geométricas e outros com a Teoria dos Conjuntos, e isso pode estar

ligado com a forma que este individuo entende a geometria.

Nos parece relevante também apontar para a diferenca temporal dos dois livros, um
produzido na década de 1980 e outro nos anos 2000. Ndo podemos ignorar as circunstancias
nas quais foram escritos como situac@es politicas, econdmica, culturais, cientifica entre outras.
O livro de Barbosa (2006) por exemplo, foi escrito em 1980, periodo onde a Matemaética
Moderna ainda era muito presente e incentivava amplamente o estudo das Teorias de Conjuntos,
tendo insercdo até mesmo nas primeiras séries. Com o tempo, tal aproximacao foi sendo deixada
de lado.

Assim, ao olhar para esses manuais observamos que, diferente das autoras Rezende;

Queiroz (2006), Barbosa (2000) trata diretamente com a necessidade da aplicabilidade do

Axioma. De certa forma ele prefere fazer insercdo do postulado baseado em uma necessidade
de uso na pratica, assim ele comenta:

A existéncia de retas paralelas é uma consequéncia dos postulados ja apresentados. O

Corolério (5.5), além de garantir tal existéncia, fornece um método de desenhar-se

retas paralelas. O axioma que apresentamos a seguir diz, essencialmente, que duas

retas paralelas a uma terceira e com pontos em comum sao coincidentes. (BARBOSA,
2000, p. 85)

E possivel observar no capitulo 6, intitulado “Axioma das Paralelas” do livro de
(Barbosa, 2006) e no capitulo 4 do livro de (Rezende; Queiroz, 2000), que os autores exploram
a condicéo de paralelismo entre duas retas. Para trabalhar tal condi¢ao, muitas vezes se utilizam
de a hipotese dessas retas ndo serem paralelas e mostram que tal afirmacdo é um absurdo,
portanto, obrigando assim a condigdo de paralelismo entre as retas estudadas. 1sso decorre na
definicdo dos tipos de retas que os autores trazem, dizendo que dados duas retas, ou serdo

concorrente ou serdo paralelas, logo ndo sendo concorrentes, serdo paralelas. A partir disso,
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outras definigdes e provas sdo apresentadas para aplicagdes tais como: triangulos, quadriléteros,

relagOes proporcionais, entre outros.

3.3.2 Da Ordenacdo Dos Argumentos

Barbosa, de uma forma direta expde o Axioma V, trazendo relevancia para a
Proposicao 6.1, e ja segue com o Corolario 6.2 que afirma: “Se uma reta corta uma de duas
paralelas, entdo também corta a outra”. Assim, o autor apresenta uma prova com a intencao de
garantir uma determinada condicdo de paralelismo:

Prova: Sejam ny e n, retas paralelas. Se uma reta m cortasse n; e ndo cortasse ny, entdo
m e ny seriam paralelas. Assim n, seria paralela a m e a n;. como m e n; ndo séo

paralelas entre si nem coincidentes, temos uma contradi¢cdo com a proposi¢éo anterior.
Logo m corta também n, (BARBOSA, 2000, p. 86).

Acreditamos também que o autor, ao propor a Definicdo 5.6 (p. 63), tenta fundamentar
a Proposicdo 6.3 (p.86), que afirma: “Sejam m, n,£e2 e como na figura (6.1) Se, entéo as retas
m e n sdo paralelas.” Logo segue sua argumentac¢do com a construgdo de duas retas m e n ditas
paralelas, nas quais sdo cortadas por uma transversal, formando assim dois angulos nas
interseccdes, angulo 1 e dngulo 2. Através da Proposicdo 6.3, se 1 = 2 entfo as retas m e n sdo
paralelas, garantindo assim a condicdo de paralelismo na construcdo geométrica, conforme ele

representa na figura 40:

/< m

N

Figura 40: Condices de Paralelismo
Fonte: BARBOSA, 2006, p.86.

O autor segue fazendo uma outra suposigédo, apresentando a possibilidade dessas duas
retas m e n se encontrarem em algum ponto, formando assim um tridngulo, conforme cita a
prova: “De fato, se m interceptasse n em algum ponto P, como representado na figura seguinte,

formar-se-ia o tridngulo ABP”.
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Figura 41: Triangulo ABP
Fonte: BARBOSA, 2006, p.87.

Como o autor partiu de uma condicdo de paralelismo tendo, essa demonstracdo parece
ser uma contradicdo da Proposicdo 6.3, assim ele faz uma afirmacdo partindo de uma em

provocacdo absurda, que € um ponto de intersecdo P entre as retas m e n. Assim ele comenta:

Neste tridngulo 1 é angulo externo e 2 é um angulo interno ndo adjacente ao angulo
% ou vice-versa. Assim, pelo teorema do angulo externo teriamos f # 2 o que
contradiz nossa hip6tese. Portanto m e n sdo se intersectam. (Barbosa, 2000, p. 87)

Ja as autoras Rezende & Queiroz (2000), para introduzir o Postulado das Paralelas,
primeiro apresentam os Teoremas 4.5- “Se duas retas cortadas por uma transversal formam dois
angulos alternos internos congruentes, entao as retas sdo paralelas” Rezende & Queiroz (2000,
p.57) e 0 Teorema 4.7 — “Se duas retas sdo cortadas por uma transversal, e se dois angulos
correspondentes sdo congruentes, entdo as retas sao paralelas” (REZENDE; QUEIROZ, 2000,
p.57).

chamando a atenc¢do para as reciprocas destes teoremas, que SO serdo possiveis a partir
do uso do “quinto postulado” (Postulado 13), antecipando uma das aplicagdes deste. Assim

elas comentam:

As reciprocas dos Teoremas 4.5 e 4.7 sdo verdadeiras, mas para demonstré-las
precisamos utilizar o Postulado das Paralelas. Este Postulado vai nos dar a unicidade
da reta paralela a uma reta dada, passando por um ponto fora dela, cuja existéncia ja
foi demonstrada no Teorema 4.2 e afirma que por um ponto ndo pertence uma reta
dada, passa no maximo uma reta paralela a essa reta. A partir daqui usaremos
livremente o postulado das Paralelas de Euclides, embora boa parte dos
resultados possa ser demonstrada em outras “geometrias” também. Embora seja
um postulado apenas de unicidade da reta paralela, vamos enuncia-lo a seguir, da
maneira como é usualmente conhecido. (REZENDE; QUEIROZ, 2006, p. 58, grifo
N0sso)
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Em nossa leitura, fica forte a importancia deste postulado para demonstrar as
reciprocas dos teoremas, o que chamamos usualmente em sala de aula de “a volta”. Ainda

assim ele é livremente chamado de Postulado das Paralelas.

Dessa forma novamente as autoras estabelecem uma nova condicdo de paralelismo por

contradicdo de hipotese, conforme a figura 42:

A b

.
|
=

Figura 42: Condicdes de Paralelismo 11
Fonte: REZENDE; QUEIROZ, 2000, p.57.

A figura 42 remete ao Teorema 4.5, seguindo a Demonstracao:
Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal nos pontos P e Q
respectivamente. Sejam @eb angulos alternos internos congruentes. Ser e s
interseccionam em algum ponto R, como na figura 2, elas formam um
triangulo RQP no qual & é um angulo externo sendo 5 um angulo externo ndo
adjacente a ele. Pelo Teorema do Angulo Externo temos & > b, 0 que

contradiz nossa hipétese. Logo r e s sdo paralelas. (REZENDE; QUEIROZ,
2000 p. 57)

Assim, elaboramos um quadro para que o leitor possa compreender com maior
facilidade a conducédo adotada por cada autor no capitulo em que abordam o postulado/axioma

das paralelas.

Quadro 03: Relacéo Posicional da Insercdo dos Argumentos no Capitulo que Aborda o
Postulado das Paralelas

REZENDE & QUEIROZ (2000) - Capitulo 4 BARBOSA (2006) - Capitulo 6

41 Teorema - Duas retas distintas | AxiomaV —Por um ponto forade uma
perpendiculares a uma mesma reta s&o | reta m pode-se tracar uma Unica reta

paralelas. paralela a reta m.

4.2 Teorema — Por um ponto ndo pertencente | Proposicdo 6.1 — Se a reta m é paralela as
a uma reta passa, N0 minimo, uma reta | retas ni e nz, entdo ni1 e ny séo paralelas

paralela a reta dada. ou coincidentes.
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4.3 Definigdo — Uma transversal a duas retas
€ uma reta que intersecciona essas duas retas
em dois pontos distintos. Nesse caso
dizemos que as duas retas sdo cortadas pela

transversal.

Corolério 6.2 — Se uma reta corta uma de
duas paralelas, entdo corta também a

outra.

4.4 Definicdo - Seja r uma transversal as
retas s e t, interseccionando-as no ponto P e
Q, respectivamente. Seja A um ponto de s e
B um ponto de t, tais que A e B estejam em
lados opostos de r. Os angulos APQ e BQP
sdo chamados de angulos alternos internos

formados por s e t e a transversal r.

Proposigéo 6.3 — Sejam m, n,1 e 2 como
na figura (6.1) Se 1=2, entdo as retas m e

n sdo paralelas.

4.5 Teorema — Se duas retas cortadas por
uma transversal formam dois angulos
alternos internos congruentes, entéo as retas

séo paralelas

Proposicdo 6.3.A — Se, ao cortarmos

duas retas com uma transversal,

obtivermos 3+2 =180°. entdo as retas sao
paralelas.

4.6 Definicdo - Sejam x e y angulos alternos
internos formados por duas retas cortadas
por uma transversal. Se z é tal que y e z sdo
angulos opostos pelo vértice, entdo X e z sdo

ditos angulos correspondentes.

Proposicdo 6.3.B — Se, ao cortarmos
duas retas com uma transversal, o0s
forem

angulos correspondentes

congruentes, entdo as retas sao paralelas.

4.7 Teorema — Se duas retas séo cortadas por

uma transversal,e se dois angulos

correspondentes sdo congruentes, entdo as

retas séo paralelas.

Proposicdo 6.4 — Se duas retas paralelas
sdo cortadas por uma transversal, entdo
séo

0os angulos  correspondentes

congruentes.

Postulado 13 (Postulado das Paralelas) -
Por um ponto ndo pertencente a uma reta
dada, passa uma Unica reta paralela a essa

reta.

Teorema 6.5 — A soma das medidas dos

angulos internos de um triangulo é 180°.
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4.8 Teorema — Se duas retas paralelas séo
cortadas por uma transversal, entdo os

angulos alternos internos sdo congruentes.

Corolario 6.6 — a) A soma das medidas
dos angulos agudos de um tridngulo
retangulo é 90°.

b) Cada éangulo de um triangulo
equilatero mede 60°.

c) A medida de um angulo externo de um
triangulo é igual a soma das medidas dos
angulos internos que ndo lhe sao
adjacentes.

d) A soma dos angulos internos de um

quadrilatero é 360°.

4.9 Teorema a — Duas retas paralelas
cortadas por uma transversal formam pares
de &ngulos correspondentes congruentes.

b- Duas retas distintas paralelas a uma
mesma reta sao paralelas entre si.

c- Se uma reta € perpendicular a uma de duas

retas paralelas, entdo é perpendicular a outra.

Teorema 6.7 — Se m e n s@o retas
paralelas, entdo todos os pontos de m

estdo a mesma distancia de n.

410 Teorema — A soma das medidas dos
angulos de um triangulo é 180°.

Definicdo 6.8 — Um paralelogramo é um
quadrilatero cujos lados opostos sdo

paralelos.

411 Corolario a - Seja dada uma
correspondéncia entre dois triangulos. Se
dois pares de angulos correspondentes sao
congruentes, entdo o terceiro par € tambem
de angulos correspondentes congruentes.

b -

retangulo sdo complementares.

Angulos agudos de um triangulo

Proposicdo 6.9 — Em um paralelogramo

lados e angulos opostos sdo congruentes.
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¢ — Em todo triangulo, a medida de um
angulo externo é a soma das medidas dos

dois angulos internos nao adjacentes.

4.12 Definicdo — Um quadrilatero € um | Proposicdo 6.10 — As diagonais de um
poligono de quatro lados. paralelogramo se intersectam em um
ponto que é ponto médio das duas
diagonais.

Quadro 03: Relagdo Posicional Postulado/Axioma.
Fonte: elaborado para a pesquisa.

Como o quadro pode explicitar, os jogos usados pelos autores ndo sdo 0s mesmos,
ambos falam de Geometria Euclidiana Plana, mas isso ndo torna o jogo uno. Como em um jogo
de cartas, um grupo joga truco, outro grupo joga poker, ha uma semelhanca de familia que
podemos identificar em ambos 0s jogos, como: a sequéncia das cartas, 0 nome das cartas, 0 uso
fundamental do baralho e até mesmo o objetivo, mas isso ndo torna 0s jogos iguais.
Apontaremos aqui algumas semelhancas de familia nos jogos de linguagens usado pelos autores

em seus respectivos manuais didaticos.

Iniciaremos com uma clara evidenciacdo dada pelos autores, ao propor uma certa
relevancia a uma proposicao ou definicdo, os autores nomeiam esse destaque de Corolario. E
evidente que eles ndo falam das mesmas coisas e tdo pouco estdo colocados nas mesmas
posi¢cdes, mas ambos usam essa regra em seus jogos. Assim, quando buscamos no livro de
Barbosa (2006), observamos que seu primeiro uso do coroléario, ele faz no capitulo 5 na pag.
63, Corolario 5.4 “Todo tridngulo possui pelo menos dois angulos internos agudos”. Ja as
autoras Rezende & Queiroz (2000), usam seu primeiro corolario no capitulo 2 na pag. 33:

Corolario 2.3 “Todo triangulo equildtero possui seus trés angulos com a mesma medida”.

No tocante ao uso dos teoremas, apesar de ndo seguirem a mesma sequéncia, e nem
usarem 0s mesmos textos, muitos teoremas sao idénticos, assim, procuramos relaciona-los no
quadro a seguir, como ndo estamos visando uma comparagéo entre 0s jogos, logo o quadro ndo
estd ordenado de forma a seguir a sequéncia, apenas expressos na forma em que se apresentam

NOS manuais.
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Quadro 04: Semelhancas de proposi¢des nos dois Manuais Didaticos

REZENDE & QUEIROZ (2000)

BARBOSA (2006)

Postulado das Paralelas -

Por um ponto ndo

Por um ponto fora de uma reta

m pode-se tracar uma Unica

Postulado 13 | pertencente a uma reta dada, | Axioma 'V | reta paralela a reta m.
passa uma Uunica reta
paralela a essa reta.

Teorema 4.10 | Asomados angulosinternos | Teorema 6.5 | A soma das medidas dos
de um tridngulo é 180° angulos internos de um

triangulo é 180°.

Corolario 4.11 | a) Seja dada uma | Corolario a) A soma das medidas
correspondéncia entre dois | 6.6 dos éangulos agudos de um
triangulos. Se dois pares de triangulo retangulo é 90°.
angulos correspondentes sdo b) Cada éangulo de um
congruentes, entio o tridngulo equilatero mede 60°.
terceiro par é também de C) A medida de um
angulos  correspondentes angulo externo é igual a soma
congruentes. das medidas dos angulos
b) Os angulos agudos internos que ndo lhe sdo
de um tridngulo sdo adjacentes.
complementares. d) A soma dos angulos
C) Em todo triangulo, a internos de um quadrilatero é
medida de um angulo 360°.
externo € a soma das
medidas dos dois angulos
internos ndo adjacentes.

Definicdo 4.3 | Uma transversal a duas retas | Corolario Se uma reta corta uma de duas
€ umareta que intersecciona | 6.2 paralelas, entdo corta também

essas duas retas em dois
pontos distintos. Neste caso

dizemos que as duas retas

a outra.
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séo cortadas pela

transversal, entdo os angulos
alternos internos  sdo

congruentes.

transversal.

Teorema 4.5 | Se duas retas cortadas por | Proposicdo | Se, ao cortarmos duas retas
uma transversal formam | 6.3 A com uma transversal,
dois  angulos  alternos obtivermos 3 +2 = 180°
internos congruentes, entao entdo as retas sdo paralelas.
as retas sdo paralelas

Teorema 4.8 | Se duas retas paralelas s&o | Proposicdo | Se duas retas paralelas sé&o
cortadas por uma | 6.4 cortadas por uma transversal,

entdo 0S angulos
correspondentes sdo
congruentes

Quadro 4: Semelhanca de Proposices
Fonte: elaborado para a pesquisa

Entre as semelhancas e dessemelhancas entre o0s dois jogos, nos parece que ha muitas

coisas em comum, como jogos de baralho muito semelhantes, talvez os mesmos, mas jogados

em diferentes regiGes do pais onde, por exemplo, a ordenacdo entre valete, dama e reis pode

mudar. Ndo nos parece ser uma diferenga como que jogada em baralhos diferentes, como

baralhos de 52 ou 56 cartas, ou no jogo de truco, em que se retira as cartas 8, 9 e 10 e o coringa

—visto que hd uma equivaléncia no numero de postulados e teoremas, mas sua ordena¢ao, como

vimos € diferente. Se observarmos o préprio truco, a ordem das cartas com relacdo ao seu

“peso” no jogo ¢ outro (da maior para a menor: 3; 2; A; K; J; Q; 7; 6; 5 e 4), por mais que

tenhamos aqui as mesmas cartas, a relacéo entre o 3 e 0 4 é diferente da usual de jogos como a

caxeta, por exemplo.
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3.2.3 As Geometrias Nao-Euclidianas

“Para aprender geometria

todos tem que seguir 0 mesmo

caminho. N&o ha estrada real para o

saber.”

Euclides

N&o é o foco principal de nosso trabalho discorrer sobre as geometrias ndo-euclidianas,

mas quando estudamos o Quinto Postulado de Euclides como apresentado nos manuais e nosso
conhecimento de outras versdes dele e das polémicas ao longo da historia sobre sua validade
enquanto postulado, nos parece necessério tocar, minimamente, tal discussdo. Além disso, o0s

proprios manuais fazem referéncia — de diferentes formas — a estas geometrias.

Apresentaremos uma introducéo bastante resumida com a intencéo de alcancar o leitor
gue ndo conhece esse ramo especifico da Geometria, ja para o leitor praticante dos diversos
ramos da Geometria, esse trecho pode ser entediante. Mas convidamos a todos, do especialista

ao leigo, para acompanhar nosso modesto resumo das geometrias ndo-euclidianas.

Como ja haviamos dito, para falarmos das geometrias ndo-euclidianas temos que
discutir a existéncia do Postulado das Paralelas (quinto postulado de Euclides), e para isso,

devemos trazer a luz os outros quatro postulados, no qual apresentaremos a seguir:

1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto; 2. Também
prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta; 3. E, com todo centro e
distancia, descrever um circulo; 4. E serem iguais entre si todos os angulos retos; 5.
E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo lado
menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos. (EUCLIDES,
2009, p. 98)

Ao que se sabe sobre as Geometrias ndo Euclidianas, € que Euclides construiu um
modelo axiomatico tendo esses 5 (cinco) postulados, e a partir deles demonstra varios teoremas
e provas estabelecendo assim a conhecida Geometria Euclidiana. Em particular o quinto
postulado, conhecido como o postulado das paralelas, sempre foi muito investigado por
matematicos que vieram posteriormente a Euclides. Segundo Barbosa (2006) alguns
matematicos como Lobacho e Gauss chegaram a supor que este quinto postulado fosse, na

verdade, um teorema, e pudesse ser demonstrado a partir de outros postulados. Para Ribeiro
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(2012), os primeiros avancos significativos nessa direcdo se devem a Saccheri'!, que apresentou
uma forma diferente de investigar o quinto postulado. Enquanto outros matematicos tentaram
demonstrar que o quinto postulado ndo era um postulado, Saccheri parte de uma afirmacao
“absurda” na qual analisando um ponto fora de uma reta dada, teria mais de uma reta paralela

a esta reta.

Segundo Renato Ribeiro (2012), Saccheri esperava encontrar uma contradi¢cdo em seus
resultados, ndo a obtendo, obrigou-se a considerar que sua afirmacéo inicial ndo era absurda.
Este resultado foi um avanco para os estudos da geometria axiomatica. Matematicos posteriores
a Saccheri como Gauss, Lobatckevsky, fazendo uso da mesma proposicao e observando que
ndo obtinham resultados contraditorios propuseram outras afirmacgdes para o quinto postulado,
surgindo assim as Geometrias Nao-Euclidianas, dentre as quais podemos destacar: Geometria

Hiperbdlica, Geometria Eliptica e Geometria do Taxista.

Todas elas apresentam afirmacgdes e posicionamentos diferentes quanto ao quinto
postulado proposto por Euclides. A Geometria Hiperbdlica, por exemplo, defende que por um
ponto fora de uma reta dada podem passar infinitas retas paralelas a reta dada:

Por sua vez, a Geometria Hiperbolica Plana se desenvolve sobre uma superficie com
curvatura negativa. Nesta superficie, por um ponto ndo pertencente a uma geodésica

passam pelo menos duas geodésicas que ndo intersectam a primeira e que sdo,
portanto, paralelas a ela. (CARLOS PEREZ, 2015, p. 26)

Ja a Geometria Eliptica defende que dado um ponto fora de uma reta dada, ndo ha
nenhuma reta que seja paralela a reta dada.

A Geometria Eliptica Plana tem como cenério uma superficie com curvatura positiva,

o0 que implica em uma superficie finita, fechada em si mesma, como a superficie de

uma esfera (no caso de a curvatura ser constante), ou de um elipsoide. Sobre essa

superficie, a menor distancia entre dois pontos é chamada de geodésica, que
corresponderia a reta na Geometria Euclidiana. (PEREZ, 2015, p. 25)

A Geometria do Taxista ou Geometria Pombalina é capaz de descrever inimeras
situagdes reais que a Geometria Euclidiana ndo consegue prever. Por exemplo: Qual é a menor
distancia entre sua casa e a farméacia? Na visdo Euclidiana, a menor distancia entre dois pontos

é uma reta. Mas, provavelmente, a distancia entre sua casa e a farmécia, se ndo estiverem na

11 Giovanni Girolamo Saccheri (1667 - 1733) foi um padre jesuita e matematico italiano autor da obra: Euclides
Liberto de Cada Falha publicado inicialmente 1733.
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mesma rua, ndo descreve uma trajetoria retilinea. Na geometria do taxista, a menor distancia
entre dois pontos de um plano nem sempre é a linha reta.
Na Métrica Euclidiana a distancia entre dois pontos € um segmento de reta que une
esses dois pontos, ja na Métrica do Taxi a distancia entre dois pontos é determinada
de forma distinta, por intermédio de linhas quebradas que vao unir esses dois pontos.
A Meétrica do Taxi induzird uma nova geometria onde retas e pontos sdo 0S mesmos
da Geometria Euclidiana e os angulos sdo medidos na mesma forma, entretanto os

objetos que dependem do conceito de distancia se apresentam de forma distinta.
(CARLOS LOIOLA, 2014 p. 44)

Examinando o livro escrito por Rezende & Queiroz (2000), podemos observar que as
autoras escrevem brevemente sobre a importancia desse quinto postulado ao dar possibilidades
para a construgé@o de outras geometrias. Ao olharmos para o que as autoras Rezende & Queiroz
(2000) escrevem sobre esse tdpico, notamos que iniciam o capitulo 4 com um breve predmbulo
ressaltando a existéncias de outras geometrias, tais como: Geometria Hiperbolica ou de
Lobacho e Geometria Riemanniana, e a partir da possibilidade do quinto postulado ser
questionavel, assim elas comentam:

Nos trés primeiros capitulos apresentamos resultados que independem da Geometria
Euclidiana. S&o verdadeiros tanto para ela como para alguma das chamadas
Geometrias N&o-Euclidianas. Por Geometria N&o-Euclidiana, entendemos um
sistema geométrico construido sem a ajuda da hipétese euclidiana das paralelas e

contendo uma suposi¢do sobre as paralelas, que é incompativel com a de Euclides.
(REZENDE; QUEIROZ, 2000, p. 55)

Em seguida, as autoras explicitam as outras geometrias apontando de qual forma essas
geometrias diferem da Geometria Euclidiana, para ser mais especifico, no que se refere ao

postulado das paralelas.

Na leitura do livro de Barbosa (2006), vemos que opta por colocar essa peculiaridade
do Postulado das Paralelas ao final do capitulo, assim, o leitor/usuario que seguir
criteriosamente seu jogo de linguagem, ficara alheio as novas geometrias até chegar a pagina
105, onde finaliza o capitulo. O autor faz algumas consideracdes a respeito dos Postulados de
Euclides, dos Axiomas de Euclides e da existéncia de outras geometrias, ditas Geometrias Nao-
Euclidianas, a esse respeito ele escreve:

Foi somente na primeira metade do século dezenove que os matematicos chegaram a
conclusdo de que o quinto postulado ndo era demonstravel a partir dos outros quatro.
Isso ocorreu com a descoberta das chamadas geometrias ndo-euclidianas em que o
quinto postulado de Euclides é substituido por uma afirmagdo que é contraditoria.
Esta descoberta esta associada com o nome de dois matematicos que a obtiveram

independentemente: Johann Bolyai (1802-1860) e Nikolai Lobachewsky (1793-
1856). (BARBOSA, 2006, p. 107-108, grifo nosso)
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Apesar de fazer tal apontamento apenas ao final do capitulo, Barbosa (2006) traz uma
nota histérica pontuando a relevancia dessa peculiaridade do quinto postulado, enfatizando a

existéncia de outras geometrias.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho descrevemos os jogos de linguagem nos manuais didaticos de Barbosa
(2006), Geometria Euclidiana Plana, e das autoras Rezende & Queiroz (2000), intitulado
“Geometria Euclidiana Plana: Construcdo Geométrica”. Estudando esses manuais, nos
propomos a descrever as semelhancas e dessemelhancas existentes entre 0os dois manuais, em
um movimento terapéutico bibliografico que nos levou a um estudo, ndo estatico, fazendo
apontamentos do livro pelo livro, mas em um olhar dindmico tendo estes manuais como sendo

parte de um outro jogo de linguagem em um processo de ensino/aprendizagem em sala de aula.

Inspirados em uma perspectiva wittgensteiniana, nos propomos a descrever os livros
até o quinto Postulado de Euclides, conhecido como “Postulado das Paralelas”. Nosso estudo
ndo se estendeu muito pelos livros, pois como ja mencionamos nas andlises o “Postulado das
Paralelas”, foi descrito no capitulo 4 (quatro) do livro de Rezende & Queiroz (2000) e no
Capitulo 6 (seis) do livro de Barbosa (2006).

Usando uma metodologia que chamamos aqui livremente de “terapéutico
bibliografica” descrevemos os jogos de linguagem que entendemos terem sido estabelecidos
pelos autores para seus manuais didaticos em nosso movimento de leitura. Neste processo
separamos nossos apontamentos em duas partes: a primeira, do inicio dos livros até o que
precede 0 equivalente ao quinto postulado de Euclides, e na segunda abordamos
especificamente do Quinto Postulado de Euclides, da atencdo que os autores ddo para esse
topico em ambos manuais didaticos e como esses autores direcionam seus jogos para tratarem

das Geometrias Nao-Euclidianas.

Em uma primeira leitura ndo detalhada dos dois manuais, o leitor poderia classifica-
los como semelhantes, pois ambos falam de Geometria Euclidiana Planas e ambos usam um
método axiomatico, mas ao passo que vamos nos atendo a detalhes desses manuais, focando
nossa leitura em pontos especificos, percebemos que, apesar se haver semelhancgas entre os
manuais, as regras de seus jogos tendem a serem dessemelhantes, quanto mais olhamos para

especificidades, mais 0s jogos desses manuais divergem.

Apesar de fazermos descri¢Bes pontuais, elaboramos alguns quadros para que nosso
leitor possa também produzir visbes mais panoramicas sobre os dois manuais. Uma vez que 0s
autores se prop6em a falar sobre Geometria Euclidiana Plana, em senso comum, podemos até

dizer que apesar de serem autores diferentes, formas de escrita diferentes, o contetido
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apresentado nos livros € o mesmo, e isso pode nos levantar trés perguntas: A Geometria
apresentada em ambos 0s manuais € a mesma? Poderia um aluno estudar se utilizando dos dois
livros a0 mesmo tempo? Poderia estudar os postulados/axiomas, teoremas por um e realizar um
exercicio ou uma prova elaborada a partir do outro? Se a resposta a esta pergunta for negativa,
como acreditamos ao final destas analises, podemos seguramente falar em diferentes jogos de
linguagem. Para além de trocas simples como “axioma” por “postulado”, temos algumas pegas
diferentes nestes “jogos de xadrez” (parafraseando Barbosa e também Wittgenstein), um tem

mais pedes que o outro, e o outro, talvez, trés ou mais cavalos ou casas.

Poderiamos ainda nos perguntar, mesmo sob o risco de sermos anacrbnicos, a
Geometria Euclidiana Plana apresentada nos manuais didaticos estudados é a mesma Geometria
apresentada no livro “Os Elementos” de Euclides, como na tradu¢do do Grego antigo por
Bicudo, Euclides (2009)? Guarda com eles quais semelhancas? (nos furtaremos a responder

estas perguntas neste trabalho).

Para iniciar essa nossa discussao — sobre 0s dois manuais em voga -, vimos que ambos
dao nomenclaturas diferentes para aquilo que entendemos com verdade absoluta livre de
guestionamentos ou de necessidade de demonstracdes. As autoras Rezende & Queiroz (2000),
chamam de Postulado, ja Barbosa (2006), em seu jogo de linguagem — segundo nossa leitura -
, prefere chamar de Axioma. Também, quando olhamos para os postulados apresentados pelas
autoras Rezende & Queiroz (2000), entendemos como um jogo diferente daquele estabelecido
por Barbosa (2006). Uma semelhanca de familia que encontramos entre os Postulados e
Axiomas, € que ha a mesma quantidade de Postulados e de Axiomas nos dois manuais didaticos,
no entanto, eles ndo sdo 0s mesmos, e poucos tépicos coincidem. Os autores usam a mesma
quantidade de Postulados/Axiomas para apresentar seus jogos, 0 Quando 2 na pagina 61 os
apresentamos, um total 13 (treze) e cada manual faz uso de uma estratégia para distribui-los,
Rezende; Queiroz (2000), apenas os enumeram de 1 (hum) a 13 (treze), ja Barbosa (2006) opta
por uma classificacdo em grupos e subgrupo, ou seja, 0os grupos sdo classificados com
algarismos romanos, nos quais variam de | a V, e entre eles Barbosa (2006) estabelece alguns
subgrupos que sdo identificados por algarismos hindu arabicos subscrito variando de 1 (hum) a

6 (seis), de acordo com os agrupamentos que Barbosa (2006) propds em seu jogo.

Outro apontamento relevante € quanto a linguagem usada pelos autores em seus
respectivos manuais didaticos, pois quando lemos o manual de Barbosa (2006) notamos uma
grande aproximacdo aos textos de Construgdes Geomeétricas, fazendo uso de termos como:
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constroem, formam, é possivel construir, passa. Termos esses que nos remetem & Construgo

Geomeétrica, conforme apresentamos nas figuras 08 e 09.

Ja Rezende & Queiroz (2000), apesar de rotularem na capa de seu livro “Geometria
Euclidiana Plana construgdes Geométricas”, ao desenrolar seu texto observamos que a
linguagem usada pelas autoras se aproxima bastante da Teoria dos Conjuntos, usando de forma
abundante termos como: contido, contendo, pertence, conjunto e subconjuntos, conforme as
figuras 06 e 07.

Seguindo em nossa Terapia, ambos autores iniciam o primeiro capitulo de seus
respectivos manuais trazendo uma defini¢cdo bastante sucinta de Ponto, Reta e Plano, fazem
uma répida classificacdo entre eles e ja seguem para as apresentacdes do Postulado/Axiomas
de seus manuais. Rezende & Queiroz (2000) separam 0s trés primeiros postulados de seu
manual e os nomeiam de “Postulados de Incidéncia”, e o primeiro postulado de seu manual
coincide com o primeiro postulado de Euclides. Ja Barbosa (2006), introduzindo os axiomas
em seu manual, separa os dois primeiros: Axiomas l1 e I2 e os nomeiam “Axioma de
Incidéncia”, mas para Barbosa (2006), o Axioma I2, € quem coincide com o primeiro postulado

de Euclides.

Seguindo, damos destaque para a Proposicéo 1.1 de Barbosa (2006), e para a Definigéo
1.1 de Rezende & Queiroz (2000), onde se estabelece duas possibilidades para um par de retas:
ou possuem 1(ponto) em comum e sdo chamadas retas concorrentes, ou ndo possua nenhum
ponto em comum e sdo chamadas paralelas. Os textos da proposicdo e da definicdo ndo séo

iguais, mas apresentam semelhanca entre eles.

As autoras Rezende & Queiroz (2000), trazem o Postulado 4 com o titulo “Postulado
da Distancia”, nele, elas estabelecem que entre um par de pontos existe um niimero maior que
zero para referir-se a distancia entre os pontos. Barbosa (2006) trata desse tépico no Axioma
I111 intitulado “Axioma da Medi¢ao de Segmento”, antes disso ele trata de especificagdes do
ponto e da reta, com proposic¢des e provas as quais as autoras Rezende & Queiroz (2000), trata

apenas apods o Postulado 7.

Logo em seguida, o Axioma 11 de Barbosa (2006) apresenta semelhanca ao Postulado
5 das autoras Rezende & Queiroz (2000), este Postulado/Axioma trata da relacdo direta entre
0s pontos de uma reta e 0s numeros reais. O texto de Barbosa (2006) no Axioma Ill2 € mais

sucinto, mas exprime a mesma ideia que as autoras Rezende & Queiroz (2000) propdem no
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Postulado 5. Como j& trouxemos em nossa Terapia, ambos autores trazem afirmacgdes bastante
semelhantes em momentos diferentes de seus jogos, 0 Quadro 2 na pagina 61, nos mostra

também como os autores tratam desses assuntos semelhantes em ordens diferentes.

Outro apontamento interessante vemos no Axioma Ill3, em sintese o axioma afirma:
AB + BC = AC, ou seja, tendo trés pontos colineares A, B e C, consecutivamente, a distancia
entre os pontos A e C é dado pela soma dos pontos A e B com B e C. Uma ideia semelhante é
exprimida por Rezende & Queiroz (2000), porém para elas, segundo nossa leitura, tal afirmacéo
ndo é um postulado, mas sim uma definicdo (1.4). Chamou-nos a atencéo gque, para um autor a
afirmacédo ndo tenha a mesma relevancia do que para 0s outros, o que Barbosa (2006) entende
como Axioma, Rezende & Queiroz (2000) classificam como uma definigéo.

Os jogos de linguagem nos manuais que estudamos mesmo que tentando se utilizar da
mesma gramatica apresentam a mesma sequéncia e organizacdo, ora 0s textos se aproximam,
ora se afastam. Assim, quando olhamos para tais manuais observamos essas sutis relacdes,
como podemos citar a Definicdo 2.3 de Barbosa (2006), que se aproxima muito da Definigcdo
1.11 de Rezende & Queiroz (2000). Ambas defini¢cdes tratam da existéncia do ponto médio,
tais defini¢Bes sdo usadas em situacdes e momentos distintos, mas no texto em si, percebemos

grande semelhanga.

Logo em seguida, na Definicdo 2.4, Barbosa (2006) afirma que um determinado
segmento possui um Unico ponto médio. As autoras Rezende & Queiroz (2000), também
seguem a mesma ideia, logo apds, na Definicdo 1.12. Os autores ndo tratam dos mesmos
assuntos nos mesmos momentos, e quanto mais procuramos um padrdo que os relacione, menos

acreditamos que ele exista.

Outro apontamento que fizemos — mesmo ndo sendo o foco de nossas analises - € que
ambos manuais tratam de Geometria Euclidiana Plana, mas ha grande divergéncia entre 0s
cinco postulados “originais” de Euclides, como apresentados no livro “Os Elementos”
(disponivel na traducdo de Bicudo (2009)), e aqueles que séo apresentados nos manuais em

voga, bem como a presenca de nogdes comuns entre outros tantos aspectos'?. Neste sentido,

12 percebemos textos diferentes, mas de certo ponto de vista equivalentes ao primeiro e quinto postulado de
Euclides. Os outros trés postulados praticamente ndo aparecem na axiomatica proposta pelos autores, com excecao
do terceiro postulado, que é citado com relevancia menor do que a dada por Euclides em sua obra. O Postulado 3
da obra de Euclides, define a circunferéncia na geometria euclidiana plana, mas para Barbosa (2006), tal
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euclidiana passa a ser muito mais uma nomenclatura deste ramo da matemética e da geometria,
que foi sendo modificado ao longo do tempo, do que uma referéncia direta a uma autoria

propriamente dita.

Tudo o que ja apresentamos até o0 momento sobre do manual Barbosa (2006), nos leva
ao Axioma Ills4, que é apresentado no Capitulo 3. J& Rezende & Queiroz (2000), trata até o
Postulado 11 ainda no Capitulo 1, no inicio do Capitulo 2 elas trazem o Postulado 12, e ficam
todo o resto do Capitulo 2 e 3 sem apresentar nenhum postulado, e somente no Capitulo 4 as

autoras apresentam o Postulado 13.

Voltando ao Axioma Ill4 de Barbosa (2006), que trata da medida do angulo, segundo
o0 que afirma Barbosa (2006), a medida do angulo esta compreendido com um valor maior ou
igual a zero. Rezende & Queiroz fazem uma afirmacdo semelhante no Postulado 8, mas elas

definem o angulo com um valor dado entre 0 e 180.

Outro apontamento importante toca o Postulado 9 de Rezende & Queiroz (2000), que
refere-se & semirreta contida na origem do semiplano, notamos que este foi o primeiro momento
que as autoras usam o semiplano desde sua defini¢do no inicio do Capitulo 1. Uma referéncia
semelhante foi dada por Barbosa (2006) na Definicdo 3.2, neste o autor afirma que uma
determinada semirreta divide um determinado semiplano, se ela (a reta) pertencer ao semiplano
e sua origem for um ponto da reta que o determina, também este € o primeiro momento que
Barbosa (2006) fala sobre o plano apds defini-lo no inicio do Capitulol. Pontuamos também
que, enquanto Rezende & Queiroz (2000), entende tal afirmacdo como um postulado, Barbosa

(2006), em seu jogo de linguagem traz tal afirmacdo como uma Definicéo.

Outra semelhanca, é dada pelo Postulado 11 das autoras Rezende & Queiroz (2000),
que aborda angulos suplementares, ja Barbosa (2006) o faz enquanto uma defini¢éo (3.4), com
um texto muito préximo ao texto de Rezende & Queiroz (2000). Novamente uma mesma
afirmacdo é tomada de formas diferentes, Barbosa (2006) entende como uma definicéo,

enguanto as autoras Rezende & Queiroz (2000) trata como um postulado.

Outra relacdo de convergéncia entre 0s jogos de linguagem nos manuais que

estudamos, esta na apresentacdo do Postulado 12 das autoras Rezende & Queiroz (2000) e no

proposicao é dada pela Definicdo 2.5, Rezende & Queiroz (2000), também seguem a mesma linha légica de
Barbosa (2006), e para elas a circunferéncia é compreendida pela Definigdo 1.27.
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Axioma IV de Barbosa (2006). Ambos falam da semelhanca entre triangulo pelo caso L.A.L
(Lado, Angulo, Lado), como o primeiro caso se congruéncia de tridngulos, e a partir deste, os

dois jogos apresentam os outros dois casos de congruéncia entre triangulos.

Como ja haviamos mencionado neste texto, as autoras Rezende & Queiroz (2000),
apresentam no Capitulo 4 de seu manual o Postulado 13, “O Postulado das Paralelas”, mas elas
ndo o trazem de inicio do capitulo. Primeiro elas fazem uma breve introdugdo citando de forma
sucinta as Geometrias Nao-Euclidianas, e partem para defini¢fes das condicdes de paralelismos
com o Teorema 4.1. Barbosa (2006), garante a condicdo de paralelismo com o Coroléario 5.5 no
capitulo anterior, faz um pequeno preambulo no inicio do Capitulo 6, e nele o autor nédo cita a
existéncia de outras geometrias com fazem Rezende & Queiroz (2000) e segue sequencialmente

apresentando o Axioma V.

Notamos que Rezende & Queiroz (2000), primeiramente prople condicdes que
necessitem do Postulado 13, como a reciproca do Teorema 4.7. Barbosa (2006) inicia o Capitulo
6 de seu manual apresentando o Axioma V e a partir dele aplica seu uso na axiomética da

Geometria Euclidiana Plana.

O Quadro 3 na pagina 69 nos mostra que apesar de estarmos olhando para dois manuais
de Geometria Euclidiana Plana com metodologias axiomaticas de apresentagdo muito
proximas, ha inimeras divergéncias e modos diferentes de abordagem de determinados
conceitos/objetos. Os autores, de certo modo, caminham para uma mesma diregdo, mas por
caminhos diferentes. Observamos que nao existem uma equidade/equivaléncia nem no método

axiomatico, nem na linguagem.

N&o ousamos dizer quais termos (de um ou de outro manual) é mais adequado,
buscamos apenas descrever as semelhancas e dessemelhancas entre eles. Nossa “terapia
bibliografica” apenas olha para os manuais vislumbrando um aluno de graduagao que precisasse
estudar simultaneamente os dois livros, ou vivenciasse uma troca de livros durante o curso, ou
ainda que, por algum motivo, tivesse que realizar as atividades de um livro tendo estudado as
axiomaticas do outro manual. De fato, tal situagéo ocorreu quando a mudanca de livros do curso
de Matematica da EaD, alguns alunos que foram reprovados, quando da reoferta da disciplina,

se depararam com um outro livro sendo adotado.

No Quadro 4 mostramos para o leitor algumas semelhancas entre os postulados,

axiomas, teoremas e defini¢Ges usados pelos autores em seus jogos de linguagem. Neste quadro
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o leitor poderé visualizar certas semelhancas entre 0s jogos bem como terminologias diferentes

tendo 0 mesmo uso nos manuais usados em nossa terapia.

Por fim, para tratar das outras geometrias, vemos que 0s autores estabelecem regras
bem diferentes, Barbosa (2006) deixa para falar das Geometrias Nao-Euclidianas no final do
Capitulo 6, no decorrer deste, o autor ndo faz mengdo alguma sobre a existéncia dessas
geometrias nem sequer fala sobre o topico quando apresenta o “Axioma das Paralelas”. De
forma diferente, as autoras Rezende & Queiroz (2000), ao iniciar o Capitulo 4 de seu manual,
fazem um predmbulo falando da existéncia dessas “novas geometrias” desenvolvidas sem a

hip6tese euclidiana das paralelas.

Rezende & Queiroz (2000) também afirmam que, os resultados apresentados nos trés
primeiros capitulos de seu manual independem da Geometria Euclidiana, ou seja, sdo resultados
validos tanto para ela (Geometria Euclidiana), quanto para as Geometrias Nao-Euclidianas.
Assim, elas citam algumas Geometrias ditas N&o-Euclidianas e a diferenca que elas apresentam

com relagdo a Geometria Euclidiana.

Em nossas descricdes fizemos um ligeiro resumo das Geometrias Nao-Euclidianas,
apenas para que nosso leitor caso desconheca, possa inteirar-se sem precisar recorrer a outras
fontes. Mas como nossa intencéo é descrever 0os manuais didaticos proposto em nossa pesquisa,
néo nos ¢ interessante abrir uma discussdo sobre essas “novas geometrias”, apenas descrevemos
0 que 0s autores trazem sobre o assunto em seus manuais e como estabelecem os jogos de

linguagem nessa abordagem.

Em nossa pesquisa, praticamos o que chamamos de uma terapia bibliografica em uma
perspectiva wittgensteiniana, em alusdo ao termo “terapia filosofica™ utilizado pelo autor.
Buscamos, neste sentido, trazer a Geometria Euclidiana Plana destes dois manuais ao diva.
Possibilitando, ou ‘caminhando no sentido de’, uma visdao panoramica sobre a mesma.
Entendemos esta visdo panoramica como olhar para diversos usos de palavras e expressdes
(axiomas, teoremas, postulados, defini¢Ges, etc.) em diversos jogos e com isso caminhar no

sentido de descristalizar imagens fixas que possam nos aprisionar.

Correndo os olhos pelos sumarios, ja podemos perceber uma abordagem linguistica
ligeiramente dessemelhante, nos indicando uma tendéncia de crenca diferente daquela que
estabelecemos no senso comum por entender que se ambos tratam de Geometria Euclidiana

Plana, tendem a ser o mesmo jogo de linguagem. Quando focamos em pontos especificos
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usando nosso referencial tedrico que sdo os jogos de linguagem de Wittgenstein, percebemos

que as dessemelhancas aumentam.

Diferencas mais fortes podem ser percebidas olhando, por exemplo, para o0 Quadro 02
e referenciamos as relagdes diretas entre cada elemento da coluna dos Postulados de Rezende
& Queiroz (2000) e verificamos a mesma relagdo com a coluna dos Axiomas de Barbosa (2006),
percebemos uma nitida mudancga no encadeamento das proposicdes o que, justamente, define
uma axiomatica. Caminhamos aqui na direcdo de afirmar que, se por um lado temos uma
Geometria Euclidiana Plana, segundo nosso olhar elas sdo multiplas, ndo havendo uma

definicdo (rigida) ou traco essencial que as uma.

Evidenciamos também que a linguagem usada por cada autor para a apresentacdo dos
postulados se difere, o que aparentemente é normal, visto que sdo autores e épocas diferentes.
A medida que tais dessemelhancas se ampliam, aquilo que vemos e chamamos de Geometria
Euclidiana Plana, pode, entdo, sob uma perspectiva wittgensteiniana, ser tomada como

“geometrias euclidianas distintas”.

Quando iniciamos nossa pesquisa, fomos movidos pela busca de semelhancas e
dessemelhanca entre os manuais didaticos de Barbosa (2006) e Rezende & Queiroz (2000).
Chegamos a conclusdo que dentro de uma perspectiva wittgensteiniana, estamos diante de jogos
de linguagem diferentes, portanto, de geometrias diferentes. Tivemos o interesse em tentar olhar
pelo viés ‘dos gedmetras’ e seus jogos de linguagem axiomaticos € tracar compreensoes sobre
como eles veriam tais distanciamentos entre os manuais, seriam para eles “mera questdo de
estilo”, ‘adaptagdes didaticas para o ensino’, ou seriam também ‘axiomaticas — portanto
geometrias — diferentes’? Mesmo ndo tendo subsidios para discutir estas respostas com mais
propriedade, destacamos que a quantidade de axiomas usados por Euclides, Hilbert e nossos

autores sao diferentes, o que j& nos da algum indicio para pensarmos nesta direcao.

Ao final da pesquisa tracamos esfor¢os em responder tal questdo, mas tivemos que no
contentar em abri-la para a comunidade, ja tendo, por certo, respondido tantas outras. Ja era

tarde e o mestrado se findava.

Saimos dessa pesquisa satisfeitos e sedentos. Por um lado, pudemos olhar para uma
nova forma de geometrar que dantes nem faziamos ideia da possibilidade e tdo pouco

ousariamos tentar, por outro, ficamos ainda mais incomodados com os resultados obtidos, pois
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a partir destes, cremos na possibilidade de outras pesquisas, de outras investidas: de outras

geometrias e de outras matematicas, tantas quantas forem as formas de vida.
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