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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal a identificacdo, analise e
diagnostico de procedimentos e invariantes operatorios utilizados por alunos do
quarto Ciclo do Ensino Fundamental, quando colocados diante de situagOes-
problema diversificadas envolvendo simetria axial. Esses procedimentos e
invariantes operatorios foram identificados e analisados, através de situacdes
didaticas vivenciadas por alunos de uma escola municipal da periferia da cidade de
Campo Grande —MS. Essa pesquisa tem como referencial tedrico-metodoldgico: a
Engenharia Didéatica, a Teoria das Situacdes Didaticas e a Teoria dos Campos
Conceituais. Esse referencial foi adotado por entendermos que a analise das situagdes
didaticas, vivenciadas pelos alunos, possibilita investigarmos dificuldades,
procedimentos e invariantes operatérios. A coleta de dados foi realizada através da
andlise das producdes dos alunos nas atividades propostas na sequéncia didatica com
a utilizacdo de papel e lapis e computador. Centramos nossa atencdo sobre 0s
procedimentos e invariantes operatérios utilizados pelos alunos em problemas
relativos a simetria axial. A utilizacdo de dobradura e decalque, e as ferramentas
segmento e distancia do Cabri foram as preferidas dos alunos. Os procedimentos
referéncia horizontal, vertical e diagonal, apareceram com maior freqléncia,
confirmando resultados apontados por pesquisas anteriores. lIdentificamos o0s
invariantes associados a estes: “o simétrico de uma figura em rela¢do a um eixo de
simetria € wuma figura deslocada horizontalmente (ou verticalmente, ou
diagonalmente)”. Foram identificados outros invariantes como, por exemplo, “o eixo
de simetria divide a figura em duas partes congruentes” e “o simétrico de uma figura

é uma figura que mantém a forma e as dimensoes da inicial”.

Palavras-chave: TransformacGes Geométricas; Teoria dos Campos Conceituais;

Simetria Axial; Invariantes Operatorios.



ABSTRACT

The present work has as main objective the identification, analysis and diagnosis of
procedures and operational invariants used by students of the penultimate year of
fundamental teaching, when faced up to different problem-situations containing axial
symmetry. These procedures and operational invariants had been identified and
analyzed, through didactic situations experienced by students of a municipal school
of the periphery of the city of Campo Grande - MS. This research has as theoretical
and methodological referential: Didactic Engineering, the Theory of the Didactic
Situations and the Theory of Conceptual Fields. This referential was adopted because
the analysis of the didactic situations, experienced by the students, makes possible to
investigate hardness, procedures and operational invariants. The data collect was
carried through the analysis of the work done by the students in the activities
proposed in the didactics sequence with the use of paper and pencil and computer.
We concentrate our attention on the procedures and operational invariants used by
the students in axial symmetry problems. The use of folding and decal, and the
segment and distance tools of the Cabri had been the preferred ones of the students.
The procedures horizontal, vertical and diagonal reference had turned up more often,
confirming resulted indicated by previous researches. We identify the invariants
associated to these procedures: "the symmetrical of a figure in respect to a symmetry
axis is a horizontally (or vertically, or diagonally) dislocated figure™. Other invariants
had been identified as, for example, "the symmetry axis divides the figure in two
congruent parts" and "the symmetrical of a figure is a figure that keeps the form and
the dimensions of the original one".

Key words: geometrical transformations; Theory of Conceptual Fields; axial
symmetry; operational invariants.
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INTRODUCAO

A presente pesquisa estuda o conceito de simetria axial, parte da geometria
plana. Essa escolha se deve ao fato desse conceito possibilitar o aparecimento de
procedimentos “corretos” e “incorretos” e pela existéncia de idéias contraditérias e
duraveis, conforme pesquisas de Grenier (1985), Webber (2001) e outros. A escolha
do tema, do objeto da pesquisa e de algumas acbGes necessarias para O Seu
desenvolvimento, originou-se das experiéncias da pesquisadora com questfes
referentes a area de educacdo, em particular, ao ensino de Matematica. Assim,
delimitamos nosso objeto de estudo: “Um estudo sobre procedimentos e a
identificacdo de invariantes operatorios suscetiveis de alunos do quarto ciclo do
Ensino Fundamental utilizarem quando colocados em contato com situagdes-
problema diversificadas, envolvendo simetria axial”. Por invariantes operatdrios
(teoremas-em-acdo e conceitos-em-acdo)! estamos entendendo que é o que estd
subjacente a acdo do aluno. S&o eles que conduzem o reconhecimento, por parte do
aluno, dos elementos pertinentes a situacdo. Para que a identificacdo destes provaveis
invariantes operatdrios seja possivel, precisamos identificar, analisar e diagnosticar
procedimentos utilizados por eles, e somente a partir do estudo destes € que
poderemos identificar 0s provaveis invariantes operatorios suscetiveis de serem
utilizados na resolucdo de situacOes-problema de simetria axial. Para isso,
elaboramos e aplicamos uma sequiéncia didatica utilizando lapis e papel, e também o
computador, a um grupo de alunos do quarto ciclo do Ensino Fundamental de uma
escola estadual da periferia da cidade de Campo Grande — MS.

Esta pesquisa tem como referencial tedrico-metodolégico a Engenharia
Didatica, a Teoria das SituacBes e a Teoria dos Campos Conceituais. Utilizamos as
quatro fases da Engenharia Didatica: analises preliminares; analise a priori;
experimentacao e analise a posteriori. De maneira geral, a Teoria das Situaces e a

Teoria dos Campos Conceituais foram adotadas por entendermos que a analise das

1 'Um conceito-em-acdo é um objeto, um predicado ou uma categoria de pensamento tida como
relevante, e um teorema-em-acao é uma proposi¢ao que se supde verdadeira (Vergnaud, 1995, p.178).
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situacOes didaticas, vivenciadas pelos alunos, possibilita investigarmos dificuldades,
procedimentos e conceitos mobilizados por eles. Na Teoria das Situacdes, no modelo
de Brousseau (1986), sdo evidenciadas as diferentes fases de uma situacdo didatica:
contextualizacdo (12 fase), situacdo a-didatica (22 fase) e institucionalizacdo (32 fase),
que sdo interligadas uma as outras. Nesta teoria, procuramos privilegiar a sua
segunda fase (a situacdo a-didatica). A situacdo a-didatica se caracteriza
principalmente por retratar determinados momentos do processo de aprendizagem
nos quais o aluno trabalha independentemente, ndo sofrendo nenhum tipo de controle
direto por parte do professor.

A Teoria dos Campos Conceituais permite modelizar conhecimentos de
alunos a cerca de um conceito, no nosso caso, 0 conceito de simetria axial.
Centramos nossa aten¢do, nessa teoria, sobre 0s invariantes operatérios (teoremas em
acdo e conceitos em acao) suscetiveis dos alunos utilizarem em problemas relativos a
simetria axial. Essa teoria foi utilizada na analise de dados sobre procedimentos e
conceitos mobilizados pelos alunos diante de situacdes diversificadas, envolvendo
problemas de simetria axial. A coleta de dados foi realizada através dos registros
feitos pela pesquisadora e pelo observador no desenrolar da aplicacdo e da analise
das fichas de atividades, com a utilizacdo de papel e lapis, ou dos disquetes, no caso
da utilizacdo do computador. Através da analise das produgdes dos alunos nessas
situagdes, investigamos os invariantes operatdrios que eles podem ter utilizado.

Nas respostas dos alunos, percebemos alguns invariantes operatérios comuns,
como, por exemplo: “o reflexo fica do outro lado do eixo”; “0 eixo de simetria divide
a figura em duas partes”; “o resultado de uma reflexdo é uma figura fechada”; “o
reflexo € uma figura deslocada horizontalmente” e procedimentos utilizados por
alguns alunos, como: utilizacdo de dobradura e decalque na busca pela solucéo
correta da situacdo-problema; utilizacdo da contagem de quadradinhos da malha
quadriculada; utilizacdo da ferramenta simetria axial do Cabri e outros.

O trabalho apresenta-se organizado como se segue. No primeiro capitulo, na
Secdo 1.1, descrevemos a trajetdria de construcdo da pesquisa, bem como as razGes
pelas quais o tema chamou a nossa atencdo, delimitando-se assim o objeto de estudo
neste trabalho. Analisamos algumas propostas curriculares como os Parametros
Curriculares Nacionais de Matematica (PCN’s-1998), alguns livros didaticos de
Matematica do Ensino Fundamental, algumas pesquisas desenvolvidas sobre o tema

e relatos de experiéncias desenvolvidas com o uso do computador, envolvendo
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simetria axial, focando os objetivos, as variaveis didaticas consideradas e seus
principais resultados.

No segundo capitulo, temos o referencial tedrico e metodoldgico da pesquisa:
Teoria dos Campos Conceituais, a Teoria das Situacdes e a Engenharia Didatica. A
definicdo de uma metodologia para a pesquisa constitui os fundamentos e as bases a
partir das quais o objeto desta pesquisa sera analisado e discutido.

No terceiro capitulo, descrevemos a construcao da seqiiéncia didatica.

No quarto capitulo, para melhor organizacdo do texto e pelo fato das
experimentacdes terem ocorrido em momentos distintos, optamos por apresentar 0S
resultados experimentais em quatro partes de acordo com o tipo de recurso utilizado,
lapis e papel ou computador. Em cada uma destas partes, apresentamos a analise a
priori das situacOGes-problema da categoria correspondente; os detalhes do
procedimento experimental; a analise a posteriori da referida categoria; e a sintese
do momento coletivo.

Nos anexos, temos a sequéncia-didatica; quadros, contendo as respostas dos

alunos em cada atividade sugerida neste trabalho e algumas producdes dos alunos.



CAPITULO |

ESTUDOS PRELIMINARES

1.1 Introducéo

Os Parametros Curriculares Nacionais (1998) de Matematica valorizam o

ensino de geometria.

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
Matematica no Ensino Fundamental, porque, por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, 0 mundo
em que vive (Brasil, 1998, p. 51).

A geometria € uma area de conhecimento relevante que, além do
conhecimento espacial, deve proporcionar ao aluno a possibilidade de raciocinar
com hipdteses, de argumentar de maneira l0gica, de estabelecer premissas, de tirar
conclusoes e de generalizar. Essa valorizacao do ensino de geometria culminou na
incorporacdo dos avangos propostos pelos PCN’s (1998) na maioria dos livros
didaticos. Desta forma, a geometria passou a receber uma atencéo especial nos
livros didaticos e, conseqiientemente, esta sendo cada vez mais trabalhada em sala
de aula. Assim, a simetria vem ocupando maior espaco, tanto nos PCN’s (1998),
como nos livros didaticos.

No livro didatico de Matematica, colecdo Novo Caminho, de Imenes,

Jakubovic e Lellis (1998), eles procuram justificar a importancia do seu estudo:

NocOes de simetria propiciam o desenvolvimento do senso estético
dos alunos, motivando a confecgdo de bonitos desenhos e recortes. E
um tema que se integra a educacéo artistica.

Além disso, as no¢Oes de simetria levam a uma compreenséo mais rica
das figuras geométricas e suas propriedades.

Simetria € um conceito usado por marceneiros, engenheiros
aeronauticos e outros profissionais. Um bidlogo leva em conta a
simetria para classificar plantas e animais (Imenes et al., 1998, p. 36).



Fica claro, nessa citacdo, a valorizacdo do conceito de simetria na
formacéo dos alunos e que seu estudo se tornou significativo para eles.

Em vérios livros didéticos’, a simetria no 3° e 4° ciclos (5% a 82 séries) é
vista através dos conceitos de transformacdes de figuras no plano (reflexao,
rotacdo e translacdo). De modo geral, estes contelidos sdo propostos para serem
trabalhados inicialmente de forma experimental, ampliando as dificuldades
gradativamente e sendo retomados nos anos subseqiientes.

Milani também tenta justificar a importancia do estudo da simetria.

O estudo de simetria em Matematica justifica-se pela possibilidade de
tratar as propriedades geométricas de figuras sob o ponto de vista do
movimento com relacdo a um eixo ou ponto. As figuras simétricas
mantém entre si forma e medidas de comprimento e de angulos, ou
seja, sdo iguais ou, mais precisamente, sdo congruentes apesar de
ocuparem diferentes posicoes no espa¢o (Milani, 2001, p. 186-187).

Nosso interesse pelo estudo da simetria estd ligado ao fato dela estar
incluida nos livros didaticos atuais sem que os professores tenham sido
preparados para ministrarem-na. Muitas vezes, este conceito tem sido explorado
pelos professores somente pelo seu aspecto belo, estético, como é o caso dos
borrdes de tintas® ou dobraduras. Estas atividades nem sempre s&o exploradas de
forma bem mais abrangente, relacionando o resultado final da atividade com a
simetria e com propriedades geométricas presentes.

Mabuchi (2000) trabalhou com um grupo de professores, que
complementavam a sua formacdo em Matematica, com o propdsito de mostrar a
necessidade e a importancia da incorporacdo do tema: Transformacdes
geométricas em cursos de formacdo de professores, que, assim, poderiam
encontrar alicerce teérico para as praticas escolares. “E necessario, portanto, que o
futuro professor, durante seu processo de formagéo, tenha oportunidade de por em
pratica sua atitude, procedimentos metodoldgicos e organizacdes de trabalho, que
depois lhes servirdo de modelo didatico” (Mabuchi, 2000, p.196).

A simetria se articulam varios conceitos importantes da geometria, tais
como: ponto, reta, paralelismo e perpendicularismo entre retas, e esta relacionada

com movimentos de translacdo, rotacdo e reflexdo. Estes movimentos, também

! Por exemplo, os livros didéticos citados nesta pesquisas (p. 25-39), tratam a simetria através do
conceito de transformacfes geométricas.

2 Borréo de tinta: ato de dobrar o papel em duas partes iguais, abrir, pingar tinta em uma das
metades, fechar e abrir novamente para ver o resultado.

14



denominados transformacfes geométricas, podem ser estudados, utilizando-se
simetria, como podemos observar em (Lima, 1995, p. 2-41). Os conceitos
fundamentais de ponto, reta, perpendicularismo e paralelismo podem ser
utilizados como ferramentas no desenvolvimento de atividades de simetria com
papel e lapis, e também com softwares, como o Cabri-Géométre I1°, um dos
recursos desta pesquisa.

Com a introducdo do computador nas escolas e 0 nimero crescente de
programas educativos e de softwares, como meio motivador e facilitador da
aprendizagem, parece que 0 uso dessas novas tecnologias em Educacao
Matematica vem dar a geometria euclidiana um sentido mais dinamico na
exploracdo desse universo e, em particular, no trabalho investigativo com as
chamadas transformaces geométricas. O Cabri-Géometre 1l é um software
adequado para a exploracéo da geometria dinamica’ no ensino e aprendizagem da
geometria e da simetria. Em nossa pesquisa, analisamos e selecionamos o
software Cabri-Géométre II° para trabalharmos a seqiiéncia didatica com a
utilizagcdo do computador, pois este permite a construgéo e explora¢do dos objetos
da geometria elementar de forma interativa e muito proxima do que é feito,
utilizando-se lapis e papel.

Em nossa sequéncia didatica, além do computador, utilizamos outros
recursos didaticos®, como: dobradura e decalque, papel transparente, papel
quadriculado ou ndo. O uso destes tem sido sugerido no Ensino Fundamental, por
terem um papel importante no processo de ensino e aprendizagem e podem ser de
grande importancia para os alunos na aquisicdo do conceito de simetria.
“Contudo, eles precisam estar integrados a situagdes que levem ao exercicio da
analise e da reflexdo, em Gltima instancia a base da atividade matematica” (Brasil,
1998, p.19).

® Cabri-Géométre 11 é um software desenvolvido por J. M. Laborde e F. Bellemain, da Université
Joseph Fourier-Grenoble-Franca. Maiores informagdes podem ser encontradas no site: http//www-
cabri.imag.fr

* A geometria dindmica “(...), baseia-se na idéia de movimentar elementos de figuras para ilustrar
propriedades geométricas e demonstrar teoremas. (...) a vantagem dos programas de geometria
dindmica é a possibilidade de poder variar as posi¢des dos objetos primitivos alterando-se, de um
modo consistente, toda a construgdo”. Retirado do site (http://membros.aveio-
digital.net/santosdossantos/PORTOMAT?2003 -SP19/19_4.htm acesso em 10.04.05 as 13:01).

> As razdes e justificativas para a escolha do computador e do software encontram-se no Capitulo
I, p. 81-85.

® As razdes e justificativas para a escolha dos recursos didaticos encontram-se no Capitulo 111, p.
78-85.
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Muitos pesquisadores trabalharam a simetria axial com materiais concretos
e em diferentes contextos, entre eles podemos citar Denise Grenier (1985), que
investigou as concepcdes dos alunos franceses sobre simetria axial e constatou
dificuldades no trato com este conceito. Ela identificou variaveis que afetam as
imagens conceituais dos alunos (concepcdes) e seu desempenho em tarefas sobre
simetria axial; os alunos utilizam diferentes procedimentos, como, por exemplo,
referéncia horizontal, referéncia vertical’. Segundo Grenier (1985) se admitirmos
como hipétese que o aluno em situacdo de aprendizagem re-elabora suas

concepgdes sobre contetdos, entao:

Uma concepcédo pode funcionar para um tipo de problema e ndo para
outro, ocasido em que o erro aparece. O erro é, entdo para nds, um
indicio das concepgdes do aluno que procuraremos explorar.
Observando os alunos em situagdes de resolucdo de problemas,
podemos deduzir seus procedimentos de resolugdo. ESsses
procedimentos nos permitem levantar hipoteses de suas concepcdes
sobre nogdes Matematicas em jogo e seus limites de validade quando
estdo errados (Grenier, 1985, p. 57).

Atraveés das observagdes sobre as acBes dos alunos em situacdes-problema,
podemos levantar os procedimentos e identificar possiveis invariantes operatérios
utilizados por eles nas atividades. “Muitos esquemas® sdo evocados
sucessivamente e mesmo simultaneamente em uma situacdo nova para o sujeito”
(Vergnaud, 1995, p. 176). Um esquema comporta invariantes operatorios,
antecipagOes do objetivo a alcancar, regras de acdo e inferéncias. Os invariantes
operatérios sdo constituintes essenciais dos campos conceituais; as regras de acao
do tipo “se ...entdo”, que permitem gerar a sequéncia de a¢des do aluno e as
inferéncias “que permitem calcular as regras e as antecipacbes a partir das
informacgdes e do sistema de invariantes operatorios de que dispGe o aluno”
(Vergnaud, 1990, p.159).

Com base nessas consideracdes feitas é que foi delimitado o presente
objeto para ser investigado: “Um estudo sobre procedimentos e a identificacdo de
invariantes operatdrios suscetiveis de alunos do quarto ciclo do Ensino

Fundamental utilizarem quando colocados em contato com situagdes-problema

" Referéncia horizontal, Referéncia vertical, ver no capitulo 11, pagina 59.
8 “Esquema ¢ a organizagdo invariante da atividade do sujeito sobre uma classe de situagdes
dadas” (Franchi, 2002 apud Machado, 2002, p. 166).
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diversificadas, envolvendo simetria axial”. Definimos também os objetivos da

pesquisa:

- Identificar, analisar e diagnosticar procedimentos utilizados na resolucéo
de problemas de simetria axial por alunos do quarto ciclo do Ensino

Fundamental.

- Identificar os possiveis invariantes operatorios suscetiveis dos alunos se
utilizarem nas  situacbes—problema propostas sobre  simetria
axial.Observar, nas respostas apresentadas pelos alunos, o aparecimento
dos procedimentos: referéncia horizontal, referéncia vertical e referéncia

diagonal.

- Analisar procedimentos dos alunos, quando da utilizacdo do material

didatico sugerido em determinadas atividades.

SituagOes-problema de simetria axial possibilitam o aparecimento de
procedimentos “corretos” e “incorretos” e de possiveis invariantes operatorios
“falsos” ou “verdadeiros” suscetiveis dos alunos utilizarem nessas situacdes. A
medida que a complexidade e a variedade de problemas explorados aumentam,
pode-se identificar classes de solucdes apresentadas pelos alunos e que séo
mantidas pelas nocbes, “corretas” ou “incorretas”, que eles possuem sobre

simetria axial. Por esses motivos, escolhemos a simetria axial.

1.2 - O Ensino de Simetria no Brasil

O conceito de simetria axial, que estamos pesquisando, vem atrelado ao
conceito de Transformagdes no Plano. As transformacdes do plano no plano que
sdo bijetivas e preservam a distancia entre os pontos sdo chamadas de “lsometrias
do Plano”. No esquema da Figura 1.1, temos representado as principais

isometrias.
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SIMPLES (— SIMETRIAS

o AXIAIS
ISOMETRIAS \ ROTAGOES

COMPOSICOES DE ISOMETRIAS

/ TRANSLAGOES
{CENTRAIS

Figura 1.1. Principais isometrias.

As isometrias, como vemos na Figura 1.1, podem ser simples quando se
tratar de: translagdo, simetria central, simetria axial e rotagdo ou podemos ter
composicdes destas, como, por exemplo, translacdo com deslizamento, reflexéo
com deslizamento. A simetria central pode ser considerada um caso particular da
simetria rotacional.

O conceito de simetria, atrelada as transformagfes geométricas, baseia-se
principalmente nas idéias de Félix Klein (1849-1925). Em seu estudo “Introducéo
ao estudo da Geometria, baseado no conceito de transformacdes”, ja levantava a
importancia de se trabalhar com os movimentos de reflexdo, rotacao e translacéo e
dizia que este desempenha “um vasto papel coordenador e simplificador no estudo
da Geometria” (Klein, 1849, apud Dantas, 1986, p. 27). O conceito de
transformacéo geométrica surgiu, primeiramente, considerando os movimentos de
corpos rigidos e sob o ponto de vista geométrico. Uma caracteristica fundamental
é que nesses movimentos (translacdo, rotagdo e reflexdo) o corpo ndo muda nem
de tamanho, nem de forma.

A partir do final da década de 1960, outros pesquisadores comecam a se
preocupar com o tema. Art Coxford e Zalman Usiskin (1971) escrevem: Geometry
- a Transformation Approach (Geometria — uma abordagem por transformacao),
um texto dedicado a escola secundéria, onde congruéncia e semelhanca sdo
trabalhadas em termos de transformagoes.

A partir de 1969, numerosos apelos tém sido feitos, em reunides
internacionais, por matematicos de reconhecida competéncia tais como Carl
Allendoerfer, Bruce Merseve, Michael F. Atiyah, Paul Rosenbloom e outros, para
que a geometria seja abordada usando transformacdes e vetores. Ocorrem varios

encontros como: o0 1° Congresso Internacional de Educacdo Matematica em Lyon-
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Franca, onde Rosenbloom, afirmava: “O problema natural que sugere a conex&@o
com vetores é o da geometria com a algebra” (Rosenbloom apud Catunda et
al., 1988, p.13); e Allendoerfer, no seu artigo “O dilema em geometria”, colocou
entre os objetivos, para 0 ensino da geometria, “compreensdo de fatos basicos
quanto as transformac0es, tais como reflexdes, rotacOes e translacbes” para a
escola primaria e secundaria (Allendoerfer apud Catunda et al, 1988, p.13); o 2°
Congresso Internacional de Educacdo Matematica, realizado em 1973 na Exeter-

Inglaterra, na apresentacgéo de seu trabalho, Merseve, nos diz:

Nos estamos interessados, numa abordagem intuitiva e informal da
geometria e, por isso, pensamos em transformacdes e vetores.

Nos gostariamos que 0s nossos estudantes fossem capazes de explorar
relagdes entre figuras geométricas usando continuidade e simetria.

NG&s gostariamos, ainda, que 0s nossos estudantes fossem capazes de
usar vetores e transformagdes que deixam invariantes 0s aspectos
essenciais de um problema (Merseve apud Catunda et al., 1988, p. 13-
14).

O 3° Congresso Internacional de Educacdo Matematica, realizado em
1976, em Karlsruhe (Alemanha), Atiyah afirma: “O melhor aspecto da
Matematica Moderna é a énfase dada as idéias bésicas, tais como simetria,
continuidade e linearidade, que tém aplicacGes muito variadas. Isto deveria refletir
no ensino, sempre que possivel” (Atiyah apud Catunda et al., 1988, p.14).

Para sabermos a respeito de como e quando foram introduzidas as
transformacbes geométricas no ensino no Brasil, torna-se imprescindivel
olharmos para o Movimento da Matematica Moderna. Este ocorre nas décadas de
1960 e 1970, quando a énfase maior é em relagdo aos aspectos algébricos,
provocando quase a excluséo da geometria dos nossos programas escolares®. Os
estudos para introduzir os novos programas da Matematica Moderna no ensino de
Matematica, aqui no Brasil, surgem nos Congressos Brasileiros em Salvador
(1955), Porto Alegre (1957), Rio de Janeiro (1959) e Belém (1962).

Nesses congressos, grandes nomes discutiam o tema: “Matematica
Classica ou Matematica Moderna”. Em Sao Paulo, o ensino da geometria, por

meio das transformacdes geométricas, comegou a ser proposto, tendo como apoio,

% “Existem fortes motivos para a inquietagdo dos professores com o abandono da geometria e sua
insisténcia em melhorar seus conhecimentos com relagdo a ela. A auséncia do ensino da geometria
e a énfase no da algebra pode estar prejudicando a formacdo dos alunos por priva-los da
possibilidade do desenvolvimento integral dos processos de pensamento necessarios a resolucéo de
problemas matematicos” (Pavanelo, 1993, p. 22).
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para sua implantacdo, publicacdes e orientacbes de matematicos de varios paises,
como Georges Papy da Bélgica, Lucienne Félix da Franca e outros, e também os
cursos desenvolvidos pelo Grupo de Estudos do Ensino da Matematica (GEEM)™.

Georges Papy (1967), em seu livro “Mathématiqgue Moderne 3”, no
prefacio do capitulo 3, sugere um estudo métrico do plano pela representacao das
simetrias ortogonais e da necessidade de postular a existéncia e a unicidade da
bissetriz de todo par de semi-retas de mesma origem e, no préximo capitulo, as
simetrias ortogonais engendram 0s grupos das isometrias.

Segundo Dantas (2002), comecou na Bahia, em 1964, o movimento para
introducdo da Matematica Moderna, sendo Omar Catunda o principal mentor,
trabalhando no CECIBA (Centro de Ensino das Ciéncias da Bahia), criado pelo
MEC, Secretaria de Educacdo e a Universidade da Bahia, onde contava com uma
equipe que cujos membros elaboraram o projeto intitulado: “Desenvolvimento de
um curriculo para o ensino atualizado da Matematica”. Para torna-lo viavel,
comecaram a produzir livros-texto onde ddo *“destaque ao estudo das
transformacfes geometricas e por uma metodologia que despertasse no aluno o
prazer pela descoberta” (Dantas, 2002, p.7), e perceberam que seria importante
orientar também os professores para essas novas mudancas. Os textos produzidos
foram aplicados no Colégio Aplicacdo da Universidade Federal da Bahia, UFBA,
e em colégios da rede oficial de Salvador, com elogios e critica langados por
professores.

Com a constatacdo da inadequacdo de alguns de seus principios e das
distorcdes ocorridas desde a sua implantacdo, livros didaticos surgiram, com esta
nova roupagem, da noite para o dia, os professores ndo foram capacitados, alunos
comecaram a acha-la complicada, dificil e sem correlagdo com a realidade. O
movimento da Matematica Moderna tem assim seu repudio.

Em 1980, no National Council of Teachers of Mathematics - NCTM - dos

Estados Unidos, elaboram um documento intitulado “Agenda para Ac¢do”, no qual

10 “Em S&o0 Paulo, em 1961, foi criado o Grupo de Estudos do Ensino da Matemética, GEEM,
logo ap6s o término de um curso de aperfeicoamento destinado a professores secundérios de S&o
Paulo, realizado, em convénio, pela Secretaria de Educagdo, Universidade de S&o Paulo,
Universidade Mackenzie e National Science Foundation dos Estados Unidos, que enviou o ilustre
I6gico-matematico George Springer como orientador dos dois meses de curso. Esse grupo,
colaborando com a Secretaria da Educacdo de Sdo Paulo, coordenou e se responsabilizou pela
introducdo da matematica Moderna na escola secundaria” (Geem apud Mabuchi, 2001, p. 66 ).
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propdem sugestdes para o ensino de Matematica, tendo como foco a Resolucgéo de
Problemas. Nas discussdes curriculares, surgem preocupacdes em torno da
aprendizagem da Matemaética, principalmente em termos de aspectos sociais,
antropoldgicos, linguisticos. A etnomatemética tem lugar de destaque, “procura
partir da realidade e chegar a acdo pedagdgica de maneira natural, mediante um
enfoque cognitivo com forte fundamentacéo cultural” (Dantas, 2002, p. 21).

Essas novas tendéncias contagiaram equipes responsaveis pela elaboracao
de Diretrizes Curriculares de muitos paises, iniciando uma nova fase de
experimentacdo que contribuiu decisivamente para a elaboragdo dos PCN’s -
Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1997).

Atualmente, no Brasil, as transformacGes geométricas, em particular a
simetria, fazem parte do curriculo escolar através das sugestdes contidas nos

Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Fundamental, onde destaca:

(...) a importancia das Transformagcbes Geométricas (isometrias,
homotetias), de modo que permita o desenvolvimento de habilidades
de percepcdo espacial e como recurso para introduzir de forma
experimental a descoberta, por exemplo, das condicGes para que duas
figuras sejam congruentes ou semelhantes (Brasil, 1997, p. 51).

Os PCN’s destacam a importancia que deve ser dada ao estudo das
transformacbes geométricas como recurso para a construcdo e consolidacdo de
conceitos e principios. Nosso estudo centra-se no conceito de simetria axial, que
pode ser estudada por meio de transformacgdes geométricas e, particularmente, das
isometrias. Esse conceito tem sido abordado nos livros didaticos, como os citados
em nossa pesquisa, e, intuitivamente, o “conceito de simetria relaciona-se ao
espelhamento, ou seja, pode-se dizer que uma figura é simétrica quando,
colocando-se um espelho sobre ‘metade’ da figura, sua imagem coincide com a
outra metade” (Vaz, 2004, p. 9).

A reflexdo (simetria axial ou ortogonal) pode ser descrita como uma
isometria em que cada ponto da figura original e o seu transformado é tal que o
eixo de simetria € a mediatriz do segmento definido por esses dois pontos, ou seja,
qualquer ponto do eixo é equidistante dos pontos correspondentes da figura
original e da imagem transformada.

Observando a Figura 1.2, podemos extrair as propriedades da reflexao.
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Figura 1.2 Exemplo de reflexdo e suas propriedades.

A imagem de um ponto (D) no eixo de simetria € o prdprio ponto
(D=D"). Os pontos do eixo podem ser considerados invariantes sob

esta transformacéo.

O eixo de reflexdo bissecciona perpendicularmente o segmento que
une um ponto qualquer a sua imagem (n é mediatriz de AA").

A imagem de uma linha reta € outra linha reta, e o eixo de reflexdo
bissecciona o angulo ADA’ no ponto em que a linha e sua imagem se
encontram (n é bissetriz do ZADA").

Uma figura e sua imagem séo congruentes AABC = AA’B’C’.

A reflexdo inverte a orientacdo de pontos ndo-colineares (no AABC a
orientacdo dos pontos ABC (nesta ordem) é horério, no AA’B’C’a
respectiva imagem dos pontos A’B’C’ tem sentido anti-horario)
(Healy, 2002, p. 28).

Sendo assim, as simetrias axiais ndo alteram as medidas das distancias
entre dois pontos quaisquer, nem alteram as amplitudes dos angulos das figuras.

No entanto, invertem o sentido dos angulos orientados.

1.3 A Simetria nos Parametros Curriculares Nacionais - PCN’S - de

Matematica

A seguir, analisamos a simetria axial nas propostas pedagégicas do
Ministério da Educagdo e Cultura —-MEC, ou seja, nos Parametros Curriculares
Nacionais de Matematica (Brasil —1997 e 1998) do Ensino Fundamental.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCNM) das séries
iniciais do Ensino Fundamental, que analisamos, dao-nos indicativos da simetria

no bloco “espaco e forma”, no que concerne as habilidades a desenvolver: “...
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observar formas geometricas presentes em objetos naturais e criados pelo homem
e de suas caracteristicas: arredondadas ou ndo, simétricas ou ndo, etc.” (Brasil,
1998, p. 56). Quando fala de conteudos atitudinais no 2° ciclo, levanta a
importancia de se desenvolver a sensibilidade nos alunos para observar simetrias:
na natureza, nas artes, nas edificaces, bem como outras caracteristicas das formas
geométricas.

Na Revista Nova Escola (1998), que aborda os Parametros Curriculares
Nacionais, é apresentada a proposta do Prof. Ernesto Rosa Neto, na qual, a partir
de desenhos geométricos, usando régua, esquadro, escala da régua, compasso e
transferidor, pode-se introduzir conceitos de simetria, bastando selecionar entre os
tridngulos produzidos pelas criangas “um que apresente um angulo reto ou a
simetria do triangulo isosceles (dois lados iguais). Quando a garotada copia o
exemplo, segue regras de simetria e de congruéncia” (Nova Escola, 1998, p. 56).
Ele nos sugere ainda o trabalho com materiais concretos como o0s soélidos
geométricos e quebra-cabeca (tangram) no ensino de geometria, pois auxiliam na
construcdo de conceitos geométricos. E enfatiza que explorar formas geométricas,
com a utilizagdo de material concreto facilita o entendimento dos conceitos de
montagem, desmontagem (planificacdo do soélido), simetria, semelhanca e
congruéncia de medidas.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (Brasil, 1998), para
0s quatro Ultimos anos do Ensino Fundamental, colocam como objetivos do 3° e
4° ciclos, desenvolvimento do pensamento geométrico, através de situacOes de

aprendizagem que levem o aluno a:

- resolver problemas que englobem figuras geométricas planas, fazendo
uso de decomposicdo e composicdo, transformacdes (reflexdo,
translagéo e rotacdo), ampliacéo e reducéo de figuras;

- produzir e analisar transformacfes de figuras geométricas no plano,
através dos movimentos de reflexdo, rotacdo e translacdo, e
identificacdo das medidas dos lados, angulos que permanecem
inalterados.

O documento em anélise, quando se refere a orientacGes didaticas para o

terceiro e quarto ciclos, sugere-nos que trabalhemos com os alunos:
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- situacdes-problema que englobem reflexdes, translacées e rotagdes;

- alguns softwares no trabalho com reflexdes, translacdes e rotacdes,
pelo seu carater dindmico;

- atividades propondo comparagdes entre duas figuras, sendo uma delas
a reflexdo (ou translacdo ou rotacdo) da outra e buscando variantes ou
invariantes;

- atividades que partam das transformacGes isométricas para a

construcdo das nog¢des de congruéncias.

Em “espaco e forma”, para o terceiro e quarto ciclos, segundo os PCN’s
(1998):

O ponto de partida é a analise das figuras geométricas por meio da
observagdo, do manuseio e da construgdo. Atividades de
transformagdes de figuras sdo fundamentais para adquirir percepcao
espacial. As transformacdes podem ser de varios modos, por reflexdo,
rotacdo, translacdo, ampliacdo e reducdo (Brasil, 1998, p. 55).

Na citagdo é valorizado o uso de diversos materiais didaticos no
desenvolvimento da percepcao espacial. Acreditamos que eles também podem ser
Uteis para a exploracdo do conceito de simetria e aplica-los em diversas situacdes-
problema, observando regularidades ou irregularidades e perceber que, pela
composi¢do de movimentos, é possivel transformar uma figura em outra.

Em relacdo a conceitos e procedimentos para o 4° ciclo, temos:

1- classificagdo de figuras tridimensionais e bidimensionais,
segundo critérios diversos, como: (...) eixos de simetria de um
poligono; composicdo e decomposicao de figuras planas;

2- transformacdo de uma figura no plano por meio de reflexdes,
translacbes e rotacbes e identificacdo de medidas que
permanecem invariantes nessas transformagdes (medidas dos
lados, dos angulos, da superficie) (Brasil, 1998, p. 72-73).

No quarto ciclo do Ensino Fundamental, vemos o conceito de simetria
inserido nas transformacdes de figuras. Os contetdos do bloco “espaco e forma”
devem iniciar com atividades que possibilitem ao aluno perceber que, através da
composicdo de alguns movimentos, é possivel transformar uma figura em outra; a
partir da construcdo de figuras, aplicando os conceitos de reflexdo, translacéo e

rotacdo de uma figura, os alunos véao percebendo que as medidas dos lados e dos
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angulos, da figura dada e da figura transformada, sdo conservadas. Essas
atividades visam que o aluno desenvolva habilidades de percepc¢do espacial e
também a construcdo dos conceitos de congruéncias de figuras planas (isometrias)
e, através de atividades, envolvendo ampliacdo e reducdo de figuras, permitam a
aquisicdo do conceito de semelhanca.

Em sintese, o conceito de simetria presente nos Parametros Curriculares
Nacionais de Matematica (PCN, 1988) de 1% a 4° série, é atrelado a observacéo,
percepgdo e conceituacdo de figuras simétricas, quer seja na natureza ou em
objetos, na arquitetura, entre outros. E proposto que, inicialmente, o conceito seja
trabalhado de forma experimental, ampliando-o gradativamente nas seéries
subsequentes, e que sejam utilizados diferentes materiais didaticos e propostas
situagdes-problema diversificadas.

De 5% & 82 série, as simetrias sdo vistas basicamente como transformacdes
de figuras no plano por meio de movimentos de reflexdo, rotacdo e translacao,
focando conceitos de eixos de simetria; congruéncias e semelhancas; ampliacao e
reducdo de figuras geométricas. Os alunos devem perceber algumas propriedades
de duas figuras simétricas, como, por exemplo, a de que os angulos e as medidas
dos lados de uma figura e da figura simétrica a ele ndo se alteram. O conceito
deve ser trabalhado inicialmente de forma experimental, ampliando as
dificuldades aos poucos, sendo retomada e aprofundada nos ciclos seguintes.

A andlise dos Pardmetros Curriculares Nacionais PCN’s de Matemaética
nos auxiliou a determinar como e quanto do conceito de simetria, 0s nossos alunos
do IV Ciclo (72 série) integrantes da pesquisa, poderiam trazer na sua bagagem de
conhecimentos anteriores e veio a contribuir na elaboracdo das situagdes-
problema que deveriam estar adequadas ao nivel etario dos alunos, e também na
escolha dos materiais concretos.

Na Secdo 1.4, analisamos como este conceito esta sendo apresentado em

alguns livros didaticos de Matematica do Ensino Fundamental.

1.4 A Simetria em Alguns Livros Didaticos de Matematica

Essa andlise se justifica, pois os livros didaticos norteiam o trabalho do
professor e muitos destes se apdiam quase que exclusivamente neles. Esse fato é
observado nos PCN’s (1998):
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N&o tendo oportunidade e condi¢des para aprimorar sua formacéao e
ndo dispondo de outros recursos para desenvolver as praticas da sala
de aula, os professores apoiam-se quase exclusivamente nos livros
didaticos, que, muitas vezes, sdo de qualidade insatisfatoria (Brasil,
1998, p. 21-22).

O Guia de Livros Didaticos de 12 a 42 séries (1998), também menciona:

O livro didatico tem sido um instrumento valioso e fundamental para
o professor — nele estdo organizados e imediatamente disponiveis 0s
contelidos basicos dos programas de ensino; estdo, também, atitudes e
valores que se pretende preservar, procedimentos ja testados,
orientacfes para o estudo, aberturas para 0 mundo. Com a ajuda,
professores e alunos desenvolvem a aprendizagem.

Em muitos casos, porém, a auséncia de materiais que orientem o0s
professores sobre o qué e como ensinar, aliada a freqliente dificuldade
de acesso do aluno a outras fontes de estudo e pesquisa, faz do livro
didatico o principal, quando ndo o Unico referencial para o trabalho
em sala de aula. Num contexto como esse, torna-se fonte de
informacgdes e de capacitacdo do préprio professor. Por isso mesmo,
seleciond-lo é, muitas vezes, escolher ndo s6 uma ferramenta de
trabalho, mas também um companheiro de caminhada (Guia de Livros
Didaticos, 1998, p. 9).

Pode-se observar a grande responsabilidade depositada no livro didatico,
que deve conter sempre inovacGes didaticas, novas metodologias e introducdo de
novos contetdos no programa curricular do Ensino Fundamental. Assim, a analise
torna-se importante, uma vez que do livro didatico se origina um tipo de saber que
formaréd uma cultura particular nos alunos de uma mesma época.

Embora a escolha de livros didaticos seja dificil, dado o grande nimero de
titulos existentes no mercado editorial, adotamos os seguintes critérios para
selecdo dos livros analisados nesta pesquisa. Primeiramente, todos os livros
selecionados deveriam abordar o tema simetria, propor varios materiais e trata-lo

em diversos contextos. Dentre estes, selecionamos as colecbes C, e C, que

fazem parte da relacdo dos livros analisados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico - PNLD, desenvolvido pelo Ministério da Educagdo e Cultura (MEC)
para 0 ano de 1998. Também selecionamos livros adotados pela escola onde
realizamos nossa pesquisa, desta forma as colecdes C, e C, foram escolhidas.
Para o primeiro e segundo ciclo (1% a 42 série), optamos por analisar as
seguintes colegdes: (C,) Descobrindo a Vida, de Adilson Longen (2001) e (C,)

Colecdo Novo Caminho, de Imenes, Jakubovic e Lellis (1998). Para o terceiro e
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quarto Ciclo (5* a 8?2 série), optamos por analisar as seguintes colecdes: (C,)

Construindo Conhecimentos em Matemaética (2000), de Bianchini e Miani e (C,)
Matematica na Medida Certa, de Centurién, Jabuco e Lellis (2003).

Para as cole¢bes C, e C,, analisamos os quatro volumes que as compdem,
respectivamente, correspondentes as séries iniciais (1* a 4% série) do Ensino

Fundamental. Da mesma forma, para as colecdes C, e C,, isto ¢, os volumes de |

a IV correspondentes, respectivamente, as séries finais (5% a 82 serie).

1.4.1 Anélise da Simetria nos Livros Didaticos de Matematica do 1° e 2° Ciclo

(1® a 42 série).

1.4.1.1 (C,) Colegdo Descobrindo a Vida de Adilson Longen (2001)

O conceito de simetria s6 aparece nos volumes Il e 11l desta colecdo. No
volume |1 (2%série), desta colecdo, o conceito € introduzido através de gravuras de
algumas figuras, como a borboleta, com o seguinte comentario: “A beleza da
borboleta esta na simetria de suas asas. O desenho que ela tem de um lado é
igualzinho ao do outro” (Longen, 2001, p. 56). O circulo é utilizado para
introduzir eixo de simetria: “O circulo pode ser dividido em duas partes iguais
pelo eixo de simetria” (ibid, p.56). Na Figura 1.3 reproduzimos a ilustracédo do

livro. Neste sugere-se que seja utilizada dobradura para encontrar este eixo.

Figura 1.3. Reproducéo da ilustragdo do livro Descobrindo a Vida.

A maneira como o0 conceito de simetria € introduzido, através de
observacdes de figuras com simetrias ou ndo, presentes na natureza, em objetos,
entre outros, procurando perceber a simetria como caracteristicas de algumas
figuras, esta condizente com as propostas contidas nos PCN’s de Matematica para
este ciclo, quando diz: “uma das possibilidades mais fascinantes do ensino de
geometria consiste em levar o aluno a perceber e valorizar sua presenca em

elementos da natureza e em criagbes do homem (...)” (Brasil, 1988, p.82-83).
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Entretanto, a utilizacdo do circulo para definir eixo de simetria ndo é adequada,
pois o circulo possui mais de um eixo de simetria. Este tipo de exemplo pode
levar o aluno a generalizar que uma figura tem um Unico eixo de simetria ou que,
particularmente, o circulo tem um Unico eixo de simetria, ou que basta tracar um
unico eixo de simetria.

Ainda neste volume, sdo propostas atividades para observar simetria com o
uso de espelhos; atividades envolvendo dois eixos de simetria, com a figura
desenhada em papel quadriculado; atividades para descobrir qual figura tem mais
de um eixo de simetria. As figuras envolvidas nestas atividades sdo: poligonos,
letras e figuras quaisquer.

Séo importantes as atividades relatadas acima, mas cabe ressaltar aquelas
nas quais procuram mostrar (ao aluno) que, além de figuras, as letras também
podem apresentar simetria.

No volume 111 (3% série), o conceito de simetria e de eixo de simetria é
introduzido através da observacdo de uma figura, reproduzida na Figura 1.4, que

apresenta um eixo de simetria.

Figura 1.4. Figura do livro didatico de Matematica (Longen, 2001, p.76).

Em seguida, sdo apresentados os seguintes comentérios: “a linha tracejada
estd dividindo a figura em duas partes iguais: 0 que aparece em um lado tambem
aparece no outro lado” e “a linha tracejada € um eixo de simetria. Quando uma
figura tem um eixo de simetria, dizemos que € simétrica”. Estas frases divulgadas
neste volume podem se tornar invariantes operatorios para o0s alunos.

Atividades sdo propostas com o objetivo de observar e tragar eixos de
simetria e completar a parte que falta de figuras inseridas no papel quadriculado.
Através de recortes de jornais, é proposto que sejam encontradas figuras com dois
ou mais de dois eixos de simetria, que sejam coladas no caderno e seus eixos de
simetria sejam tracados com o auxilio da régua.

Estas sugestdes de obter figuras que apresentem simetria, em recortes de
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jornais ou de revistas, permitem ao aluno identificar as que sdo simétricas e,
dentre estas, as que possuem um ou mais de um eixo de simetria e, ainda, traca-
los. Ao professor, através de discussdes com os alunos (que podem ser coletivas),
permitira verificar possiveis “falhas” nas figuras recortadas por estes, leva-los a
perceber onde estdo errando, para que o professor possa selecionar novas
atividades, para sanar essas dificuldades.

Neste volume, encontramos trés figuras: um tridngulo iso6sceles, um
trapézio e a letra E, ndo posicionadas convenientemente em relacdo a borda do
papel, o que é muito interessante. Os alunos devem reconhecer um tridngulo
isdsceles ou um trapézio independentemente da posi¢ao que ocupa no plano.

Nesta colecdo analisada, a simetria aparece somente nos volumes Il e Ill

que a compde, de forma isolada e em um unico capitulo do livro.

1.4.1.2 (C,) Colegdo Novo Caminho - Matematica de Imenes, Jakubovic e

Lellis (1998)

A simetria é tratada apenas nos volumes Il e 11l, como em C,. No volume

I, o conceito de simetria € introduzido através de duas figuras: uma borboleta e
um broche e é sugerido que “olhe bem um dos lados, o outro é como num
espelho” (Imenes et. al, 1998, p. 86). Nas figuras tem-se 0 eixo de simetria
tracado, mas em nenhum momento ele ¢ referenciado ou definido.

A simetria reaparece em varios momentos neste volume e sdo sugeridas
atividades diversas como: utilizar o borrdo simétrico; observar simetrias; tragar
eixos de simetria; completar a parte que falta; continuar o desenho, tornando-o
simeétrico. A questdo de que a cor tem que ser preservada € ressaltada, isto é, 0s
autores consideram que para uma figura ser simétrica a outra, além de
preservarem a forma e o tamanho, posicdo oposta, a cor na qual a figura foi
pintada também deve ser considerada; caso contrario, as figuras serdo
consideradas aproximadamente simétricas. Esta questdo de considerar ou ndo a
cor da figura a ser analisada, para concluirmos se € ou ndo uma figura simétrica,
ndo é relevante, mas vai depender se no enunciado do exercicio ou da seqiiéncia
de exercicios, isto estava explicito.

No volume Ill, sdo propostas atividades envolvendo os logotipos de

fabricas de carros e bandeiras, e é sugerida a construcdo de um jogo atraves de
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dobraduras simétricas. Os conceitos de simetria e de eixo de simetria estdo

representados como reproduzido a seguir.

Fixo de simetria
SIMETRIAY

Observe esta figura. B
Ela tem simetria.

Por que dizemos que essa figura tem simetria?
Porque, se vocé dobrar a folha de papel na linha tracejada, que € o eixo de simetria, vocé vai
fazer um lado da figura cair justinho sobre o outro. Por exemplo, o ponto A cai em cima do ponto
B.
Diversos objetos construidos pelo homem tém simetria. Desde casas até avides. A simetria
também esté presente na natureza:

A folha é aproximadamente simétrica.

A linha tracejada é seu eixo de simetria.

O autor utiliza uma Unica figura; no caso, um quadrilatero ndo regular,
para a definicdo de simetria e de eixo de simetria. Esta figura é apropriada e a
idéia passada por esta definicdo é a de superposicdo da figura. A dobradura foi
escolhida pela facilidade de ser utilizada experimentalmente em sala de aula.

No texto reproduzido do livro da terceira série citado anteriormente, as
frases “se a figura for dobrada no eixo de simetria, um lado superpde-se ao outro”
e “se vocé dobrar a folha de papel na linha tracejada, que é o eixo de simetria,
vocé vai fazer um lado da figura cair justinho sobre o outro” norteiam todo o
trabalho dos alunos em situacBes-problema relativas a simetria axial e podem
tornar-se possiveis invariantes operatorios para 0s mesmos, desde que os alunos
apropriem-se destas propriedades e passem a utiliza-las em situacdes-problema.

Um fato novo em relacdo a colecdo anterior é que o conteddo reaparece
varias vezes: procura relacionar a simetria com construcdes e elementos da
natureza; aborda simetria das letras, dos poligonos, de logotipos e de bandeiras.
Os materiais didaticos sugeridos sdo papel quadriculado, tinta, espelho, dobradura

e recortes.

! Texto do Livro de 3? série, Colegdo: Novo Caminho Imenes, JaKubovic e Lellis, 1998, p.229.



1.4.2 Analise da Simetria nos Livros Didaticos de Matematica do 3° e 4° Ciclo
(5% a 82 série)

1421 (C;) Colecdo Construindo Conhecimentos em Matematica de

Bianchini e Miani (2000)

Nesta colecdo, a simetria é tratada apenas nos volumes | e Il. No volume I,
inicia-se com uma atividade de borréo simétrico e a simetria e definida através da
observagéo deste borrdo. Assim temos a seguinte frase; “o borrdo que apareceu no
lado direito da folha tem a mesma forma e o mesmo tamanho do primeiro, porém,
um e outro estdo em posi¢cdes opostas. Dizemos, nesse caso, que os dois borrdes
sdo simétricos em relacdo a dobra de papel” (Bianchini & Miani, 2000, p. 201).
Na sequéncia, sdo apresentadas diversas figuras procurando mostrar que na
natureza, na arquitetura e em diversos objetos encontramos simetria, o que esta de
acordo com o sugerido nos PCN’s.

Os autores comentam que nem tudo é simétrico, que muitas figuras nédo
tém eixo de simetria, e apresentam figuras (uma escultura, uma chave e um
boneco) nas quais os alunos devem descobrir porque as figuras ndo sao simétricas.
Eles apresentam figuras com mais de um eixo de simetria. Com muita freqiiéncia,
sugerem atividades onde os alunos devem observar, desenhar e completar figuras
com simetrias. Também sdo trabalhados letras do alfabeto, numeros,
ambigramas®® e poligonos. A simetria dos poligonos aparece em situagdes de
observacao e tracado. A assimetria de alguns poligonos também é abordada.

Atividades envolvendo o espelho e papel quadriculado s&o sugeridos. S&o
apresentadas atividades de observacdo e marcacgdo de pontos simétricos utilizando
papel quadriculado e, através de um exemplo, explicam como os alunos devem
proceder para construir o simétrico de uma figura em relacdo a uma reta,
utilizando este recurso. O texto do livro didatico de Matematica, volume | - 52
série- (Bianchini & Miani, 2000, p. 206) esta reproduzido a seguir.

12 “Eles sd0 uma palavra ou palavras sutilmente distorcidas que podem ser lidas de mais de uma

maneira, ou de mais de um ponto de vista. Parecidos com palindromos e anagramas, 0S
ambigramas sdo, na mais simples das definices, uma brincadeira com as palavras”.
http://ambigramas.vilabol.uol.com.br/, 26/05/2005, 13:30 ).
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Marcamos um ponto A’ em posi¢ao oposta ao vértice A do triangulo ABC. Observe que 0s pontos

A e A’ estdo a mesma distancia do eixo de simetria. _JA'
Nesse caso dizemos que 0s pontos A e A’ sdo simétricos. %
Fazemos 0 mesmo com os pontos B’ e C’. Os pontos B e B’, /]
assim, como os pontos C e C’, também sdo simétricos. / I
BY ll
Il Ligando os pontos A’, B’ e C’, formamos um novo triangulo,
/1] que é simétrico ao tridngulo inicial. ,
Al - /‘%»JA
c o \
| AN
Al \[ Y |
| B’
[C C’

O exemplo, extraido do livro didatico, € uma atividade extremamente
importante e necessaria, quando trabalhamos com o conceito de simetria axial nas
séries finais do Ensino Fundamental e estd condizente com o nivel etario dos
alunos de 52 série. Os autores mostram que, se 0s pontos A e A’ sdo simétricos,
estdo a mesma distancia do eixo de simetria e em posi¢Ges opostas. O mesmo vale
para os pontosBeB’,eCe C’.

A construcdo do simétrico do triangulo ABC em relacdo a uma reta dada
utilizando papel quadriculado foi bem conduzida pelos autores. Exemplos como
esses devem ser trabalhados no Ensino Fundamental. Os autores poderiam ter
sugerido que os alunos analisassem o resultado final da atividade, e extraissem
algumas propriedades de uma figura simétrica a outra, como, por exemplo, a de
gue os angulos e as medidas dos lados do triangulo ABC e do novo triangulo
A’B’C’ a ele ndo se alteram. O importante é que os alunos percebam as
propriedades que estdo presentes numa figura simétrica a outra em relagdo a um
eixo de simetria. Se o grupo de alunos selecionados, em nossa pesquisa, tivesse
anteriormente trabalhado a determinacdo do simétrico de pontos (segmentos ou
figuras) conforme descrito, acreditamos que muitos “erros”, como, referéncia
horizontal ou reflexdo transladada, talvez ndo surgissem com tanta freqiiéncia em
suas respostas.

No caso do espelho, ainda neste volume, é utilizado um exemplo de

simetria axial no cotidiano, referindo-se a palavra BOMBEIROS escrita nos
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carros, de tras para frente, e é explicado que escrita dessa forma, a palavra pode
ser lida corretamente, quando refletida no espelho retrovisor dos carros que
estiverem a frente da viatura. Outras atividades com este recurso sdo sugeridas e
numa delas comentam que algumas letras vistas no espelho aparecem inalteradas,
enguanto outras ndo, e mostram que as que tiverem um eixo de simetria horizontal
sd0 as que aparecem inalteradas quando vistas num espelho colocado
verticalmente, ao lado da letra, sobre uma mesa; depois disso, concluem que no
alfabeto existem nove letras com essa propriedade e sugerem que os alunos digam
quais séo.

Como vimos, as atividades reservadas para a 52 série s@o ricas e envolvem
diferentes figuras e materiais. Os autores partem do estudo do resultado de uma
atividade “borrdo simétrico”, e mostram aonde podemos observar simetria (na
natureza, na arquitetura,...,) e passam a observar e identificar simetria nas letras,
numeros, poligonos, mostrando uma utilidade para o estudo de simetria. O
exemplo da palavra BOMBEIROS, escrita de forma invertida nos carros de
bombeiros, ilustra o aparecimento de simetria em situagdes do dia-a-dia, servindo
também de motivacdo para o estudo de simetria. Na segunda atividade, utilizando
o0 espelho, os autores deveriam ter apresentado vérias letras no espelho; algumas
com simetria horizontal; outras, ndo, para que os préprios alunos pudessem chegar
a uma concluséo.

No volume II, o capitulo Simetria e Translacdo apresenta a simetria axial,
central e translagdes como um acréscimo ao conteddo da série anterior. Neste
volume, a simetria axial é abordada através de atividades: de observacdo de
figuras, para verificar a imagem refletida no espelho; de determinagédo do
simétrico de um ponto dado, abordando as letras do alfabeto. A seguir,

descrevemos como este apresenta o conceito de simetria (p.165).

Simetria axial®®
Como vocé pode observar, todas as figuras abaixo possuem eixo de simetria, ou seja, podemos
desenhar nelas uma reta que divide a figura em duas partes, cada uma delas com a mesma forma

e 0 mesmo tamanho, porém em posicdes opostas.

3 Reprodugdo do Livro de 22 série integrante da Colecdo Construindo Conhecimentos em
Matematica de Bianchini e Miani, 2000, p. 165.
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Dizemos entéo que essas duas partes sdo simétricas em relacdo a reta desenhada.
Este tipo de simetria é chamado simetria axial e a reta que divide a
figura em duas partes simétricas € o eixo de simetria.

Freqlentemente encontramos esse tipo de simetria em nosso dia-a-
dia.

Um exemplo é a imagem de uma pessoa refletida em um espelho.

O espelho, nesse caso, funciona como um eixo de simetria, entdo

podemos representar a situacao do seguinte modo:

A menina e sua imagem sao figuras simétricas.

No volume 11, os autores, apresentam trés figuras com um eixo de simetria
tracado em cada uma delas. Eles misturam figuras planas com figuras espaciais. A
borboleta e a terceira figura sdo desenhos planos, entretanto, o vaso, como
podemos observar pelo bocal, é uma representacdo plana de uma figura espacial e,
desta forma, os autores ndo poderiam falar em eixo de simetria, mas sim em plano
de simetria do vaso. Através da observacdo das retas tragcadas nestas figuras, €
definido o eixo de simetria: “o eixo de simetria divide a figura em duas partes,
cada uma com a mesma forma e 0 mesmo tamanho, porém, em posi¢des opostas”
(Bianchini & Miani, 2000, p.165). Percebemos trés fatos nesta defini¢cdo: a mesma
forma, 0 mesmo tamanho, porém, em posicfes opostas. Observamos que muitos
livros didaticos ndo deixam claro estas caracteristicas de figura simétrica a outra.

Ao ndo apresentarem de forma clara essas caracteristicas aos alunos, talvez



possam induzir em determinadas situacfes problema, aos procedimentos
referéncia horizontal, vertical, diagonal e correlatos. Isto ndo significa que estes
ndo ocorreriam, caso tivéssemos apresentado este conceito como neste livro, mas
talvez o nimero de respostas “incorretas” fosse menor. Pesquisas (Mabuchi,
2000) tém indicado que, mesmo que o0 assunto seja trabalhado em varias
retomadas e com extensdo deste, esses erros ainda aparecem.

Como exemplo de simetria no cotidiano é apresentado o espelho,
representado pela situacdo de se olhar nesse e ver nele sua imagem produzida. O
exemplo escolhido pelo autor, da menina olhando-se no espelho (primeira figura),
é infeliz, pois ndo se trata de simetria axial. Na segunda figura, o espelho é
representado como uma linha, e na verdade deveriamos ter um plano de simetria.
Isso so serve para confundir o aluno e para induzi-lo ao erro.

Ainda no livro da 62 série, através do fato de que podemos obter imagens
por meio de simetrias, de translacbes ou de rotacbes, procuram introduzir a
congruéncia de figuras: se duas figuras possuem lados e angulos correspondentes
congruentes, entdo podemos concluir que sao figuras congruentes, isto é, a figura
inicial e sua imagem séo congruentes.

Nesta colecédo, o tema Simetria aparece num Unico capitulo com atividades
variadas, com muitas ilustracGes de figuras simétricas e assimétricas. Diversos
materiais sdo sugeridos e envolvem atividades com o eixo de simetria proposto

em varias posicdes.

1.4.2.2 (C,) Colecdo Matematica na Medida Certa de Centurion, Jabuco e
Lellis (2003)

Nesta colecdo, o tema nédo é abordado nos volumes | e IV. No volume I,
no capitulo Simetria Axial, sdo definidos os conceitos de eixo de simetria e de
figura simétrica a outra, através de dobradura, partindo de uma folha retangular.
Sdo abordados conceitos de ponto medio de segmentos, sobreposicao de partes e
de igualdade das medidas de lados coincidentes. A partir da dobradura feita,
mostra-se a existéncia de mais de um eixo de simetria para o retangulo e que a
diagonal ndo €, necessariamente, eixo de simetria.

A seguir, reproduzimos como o livro aborda este conceito (p.225).
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Simetria axial*:

Desenhando o retangulo ABCD no papel. Marcamos os pontos M e N e depois dobramos o papel

—

na reta MN . Veja o que acontece:

O lado E do reténgulo cai justinho sobre o lado E Além disso, AM e W e também

ficam superpostos, assim como DN e NC . E claro que marcamos M no meio do lado AB , isto
é, dividindo o lado em dois segmentos de mesma medida. O mesmo foi feito com o ponto N.
Na situagéo mostrada, dizemos que:

—

e areta MN ¢ eixo de simetria do retangulo;
e 0s Vvértices A e B sdo simétricos, assim como os vértices D e C;

e 0 retangulo tem simetria axial.

O retangulo ABCD tem outro eixo de simetria, determinado pelos pontos médios dos lados AD e

BC.

Se uma reta é eixo de simetria de uma figura, dobrando-se o desenho no eixo, as duas partes

ficam perfeitamente superpostas. Por isso, pode-se notar que a reta BD n&o é eixo de simetria

do retangulo, apesar de dividi-lo em duas partes de mesmo tamanho:

Como visto, a conducdo da atividade de dobradura é interessante, uma vez

que além de explorar o préprio conceito, de que em uma figura pode existir mais

" Reproducdo do Livro de 22 série integrante da Colecfo: Matemética na Medida Certa de

Centuridn, Jabuco e Lellis, 2003, p.225.



de um eixo de simetria, também procura mostrar que nem sempre uma dobra
efetivada ¢ um eixo de simetria. Como na colecdo anterior, percebemos uma
preocupacdo em relacdo a preservacdo da forma e do tamanho da imagem da
figura, mas ndo houve uma preocupacdo em mostrar que no retdngulo BAPQ a
orientagdo dos pontos BAP é horaria e no retangulo CDPQ a orientagdo dos
pontos CDP € anti-horaria. Talvez o problema seja com a figura trabalhada
(retdangulo) que ndo “facilita” mostrar aos alunos a inversdo da posicdo da outra
“metade” da figura. Uma figura que proporcionaria isto poderia ser, por exemplo,
a figura de um coragdo, entretanto, o ideal é trabalhar com figuras variadas.

Através da comparacgdo de um pentagono comum e um pentagono regular,
sugere-se que os alunos observem que as figuras que possuem eixos de simetria
nos passam a impressao de serem mais organizadas, mais regulares.

A simetria € mostrada no que é produzido pelo homem e pela natureza, nas
figuras geométricas e nos numeros. Sao propostas atividades para encontrar eixos
de simetria e para construir figuras com régua, esquadro e compasso e depois
encontrar os eixos de simetria através de dobradura.

O livro propGe que sejam observadas as relagdes entre angulo e simetria
axial: angulos centrais permitem construir poligonos regulares; poligonos
regulares sdo 0s que mais apresentam eixos de simetria.

No volume Il1, uma recordacdo do assunto trabalhado na série anterior é
proposta, fazendo a mesma atividade descrita no volume II, mas partindo a
dobradura de uma folha quadrada, antes era retangular; com uma folha retangular
é mostrado novamente que a diagonal do retangulo nédo é seu eixo de simetria. Em
seguida, é tracado o eixo de simetria de um angulo, e é definido da seguinte forma
“0 eixo de simetria de um angulo é a reta que contém sua bissetriz” (Centurién et

al., 2003, p.161). No tracado do eixo de simetria de um segmento, define-se que o
eixo de simetria de um segmento AB é uma reta perpendicular a AB e que

contém o ponto médio de AB . Essa reta é chamada de mediatriz do segmento.
Como visto, os autores relacionam eixo de simetria com bissetriz e
mediatriz e no livro sdo sugeridas atividades para tracado do eixo de simetria de
alguns angulos e da mediatriz de um segmento.
Os autores procuram dar uma utilidade para o estudo de simetria,

utilizando-o em outros capitulos do livro, como no capitulo: “Propriedades dos
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tridangulos isosceles, equilateros e as primeiras construcdes geométricas”. No
primeiro, € muito mais facil observar as propriedades de triangulos isésceles e
eqlilateros, pensando em simetria em vez de congruéncia de triangulos. No
segundo, é muito mais facil justificar as constru¢bes geométricas, mesmo sem
muito rigor, usando a idéia de simetria.

Séo propostas atividades no papel quadriculado, nas quais se solicitam as
reflexdes de: segmentos que se encontram encostados no eixo ou cortando o eixo;
figuras geométricas posicionadas proximas do eixo, cortando o eixo ou encostadas
no eixo. Os eixos podem ser horizontal, vertical ou inclinado. Algumas figuras

ndo estdo posicionadas convenientemente em relacdo a borda do papel.

1.4.3 Sintese da Simetria nos Livros Didaticos de Matematica

Nas colegdes C, e C, (1°e 2° ciclos) analisadas, somente a colecéo C,, a
partir da segunda série, aborda a simetria em varios momentos, dando um aspecto
inovador no que se refere ao fato de que um mesmo tema € revisto e retomado
com novos enfoques em diferentes niveis e momentos. A primeira colecdo
apresenta a simetria descontextualizada de outros contetidos. A segunda procura
relaciona-la com fatos do dia-a-dia e da importancia para a simetria das letras e
poligonos e sugere atividades com diferentes materiais didaticos. Nenhuma das
colecBes aborda a questdo da assimetria, fato importante, pois nem tudo €
simétrico.

Nessas duas colecOes, as defini¢cbes para simetria e eixo de simetria sdo

muito parecidas e destacamos algumas propriedades como, por exemplo:

- “Abeleza da borboleta estd na simetria de suas asas. O desenho que ela
tem de um lado é igualzinho ao do outro” (C,-Volume II);

- “alinha tracejada esta dividindo a figura em duas partes iguais: 0 que
aparece em um lado também aparece no outro lado” (C,-Volume I1);

- *“alinha tracejada é um eixo de simetria. Quando uma figura tem um

eixo de simetria, dizemos que é simétrica” (C,-Volume III).

As colecbes C, e C, (3°e 4° ciclos) abordam a questéo da assimetria de

algumas figuras. Diversos materiais sdo sugeridos e a segunda colecdo propde
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atividades com régua, esquadro e compasso, que sao fundamentais no estudo de
simetria, pois sdo materiais que garantem precisdo nas respostas das atividades
relacionadas com a simetria. Ambas trabalham os movimentos de reflexdo,
translagdo e rotagéo. Estes livros procuram mostrar a utilidade e a importancia ao
estudo da simetria. Nas atividades, 0 eixo de simetria é sugerido nas posigdes
possiveis: horizontal, vertical ou inclinado.
Algumas propriedades destacadas em cada colecao sdo:

“O borrdo que apareceu no lado direito da folha tem a mesma forma e

0 mesmo tamanho do primeiro, porém um e outro estdo em posicoes

opostas. Dizemos, nesse caso, que o0s dois borrdes sdo simétricos em

relacdo a dobra de papel” (C,- Volume I);

- "0 eixo de simetria divide a figura em duas partes, cada uma com a

mesma forma e o0 mesmo tamanho, porém em posic¢des opostas” (C,-
Volume I1);

- “O lado AD do retangulo cai justinho sobre o lado BC . Além disso,
AMe MB e também ficam superpostos, assim como DNe NC. E

claro que marcamos M no meio do lado AB, isto é, dividindo o lado

em dois segmentos de mesma medida. O mesmo foi feito com o ponto

N. Na situacdo mostrada, dizemos que: a reta MN é eixo de simetria
do retangulo; os vértices A e B sdo simétricos, assim como 0s vertices
D e C;o retangulo tem simetria axial” (C, -Volume. I1);

- "O eixo de simetria de um angulo é a reta que contém sua bissetriz”
(C,-Volume II).

Algumas propriedades que aparecem nessas colecdes nestes ciclos
procuram dar uma idéia do conceito de simetria e de eixo de simetria. A primeira
mostra que numa reflexédo, a figura tem a mesma forma, o mesmo tamanho, mas
posicdes opostas. A segunda, numa atividade de dobradura, mostra que nem toda
dobra efetivada numa figura é eixo de simetria. Estas duas idéias devem ser
passadas aos alunos conjuntamente, ou seja, € necessario mostrar que nem tudo é
simétrico e que nem sempre uma dobra feita € eixo de simetria.

Em todas as colecbes analisadas, as propriedades evidenciadas
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anteriormente, podem vir a se tornar invariantes operatorios para os alunos e as
figuras para a introducéo de eixo de simetria e simetria ndo eram figuras afastadas
do eixo de simetria e nem cortavam 0 eixo de simetria. Estes casos s&o
apresentados aos alunos nos exercicios propostos. Normalmente, fica para o aluno
abstrair como resolver estes casos. No caso da figura afastada do eixo de simetria,
construir 0 seu simétrico talvez nao seja tdo complicado, mas no caso da figura
interceptando o eixo de simetria esta construcdo ndo € tdo ébvia. Acreditamos que
poderiam ser tratadas no inicio do trabalho, ou pelo mesmo apresentar algumas
figuras que se enquadram nestes casos.

O estudo das colegcdes C, e C, adotadas pela escola onde realizaremos

nossa pesquisa sdo importantes para nossa analise a priori para a identificacdo de

conhecimentos previstos.

1.5 A Simetria em algumas Pesquisas

Nos ultimos anos, muitas pesquisas tém sido desenvolvidas em diferentes
paises e sistemas educacionais, com a finalidade de identificar, analisar e
diagnosticar concepcoes, dificuldades e procedimentos mobilizados pelos alunos
em situacOes-problema sobre simetria axial. Faremos uma breve abordagem de
algumas pesquisas, procurando destacar o objetivo, as variaveis didaticas e 0s

materiais concretos que foram propostos, bem como seus principais resultados.

1.5.1 Pesquisa Desenvolvida por Hart (1981)

Hart em 1981 desenvolveu uma pesquisa como parte do Projeto Inglés:
Concepts in Secondary Mathematics and Science, CSMS, que tinha como foco
principal investigar a compreensdo de alunos (13-15 anos) sobre simetria axial.
Suas analises feitas sobre o0s procedimentos e respostas dos alunos serviram como
base para outras pesquisas.

O teste elaborado para essa pesquisa era composto de 6 questdes com 27
itens sobre isometrias. Nas questfes propostas, a reflexdo consistia em determinar
o0 simétrico de uma figura dada (ora a méo livre ora usando régua); em determinar

0 eixo de simetria de algumas figuras dadas (simétricas™ ou ndo) e foram

5 “Quando uma figura F se transforma em si mesma por uma simetria de eixo r, diz-se que F é

uma figura simétrica em relacéo a reta r. A reta r chama-se de eixo de simetria de F.” (Catunda et
al, 1988, p.104)
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propostas atividades, na malha quadriculada, para obtencdo do simétrico de um
ponto dado.

Nas respostas, foram analisadas as influéncias de outras varidveis ndo
consideradas em pesquisas anteriores, como: a complexidade das figuras (ponto,
segmento ou triangulo), a presenca ou ndo de quadriculados, a posi¢édo do eixo de
simetria.

Nos resultados desta experiéncia, quase todos 0s alunos mostraram alguma
compreensdo do conceito de simetria axial, mas alguns procedimentos
dependeram de fatores, como: inclinagdo do eixo, presenca ou ndo da malha

quadriculada, inclinacéo e complexidade da figura.

Inclinacdo do eixo. Nas atividades propostas, em que a posicdo do eixo de
simetria era vertical ou horizontal, as respostas apresentadas tiveram um bom
numero de acertos. Entretanto, no caso do eixo inclinado, houve um erro comum
nas respostas analisadas, os alunos ignoraram a inclinacdo do eixo de simetria e

deslocaram horizontalmente a figura para obter o simétrico.

Presenca ou ndo da malha quadriculada. Duas atividades foram propostas,
numa, a malha era quadriculada; na outra, ndo, procurando analisar se a presenca
ou ndo da malha facilitaria ou dificultaria o éxito da atividade. Essas atividades
tinham duas variaveis importantes, eixo de simetria inclinado e um ponto como
objeto. Os resultados mostraram que os alunos apresentaram indices de 86% e
61% de acertos, respectivamente, indicando que a malha pode ajudar na distancia
e na posicdo, mas também indicaram que os indices dos que erraram, nesses
mesmos itens, eram praticamente 0s mesmos, 6% e 7%, respectivamente,

indicando que a malha ndo contribui (aos alunos) para superar tais erros.

Complexidade da figura. Procurando analisar a complexidade da figura, duas
atividades foram propostas: numa, o0 objeto era um ponto; na outra, uma bandeira.
Os indices de 86% e 50%, respectivamente, mostram a diferenca no desempenho
dos alunos. Portanto, a complexidade da figura pode dificultar o desempenho da

atividade.

Inclinacdo da figura. Algumas atividades foram propostas em papel néo

quadriculado e o objeto proposto era uma bandeira. Procurou-se observar as
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seguintes tendéncias; deslocamento horizontal ou vertical da imagem, conforme a
figura dada estivesse na posicdo horizontal ou vertical. Os autores observaram
também que ha a tendéncia de desenhar a imagem paralela®® a figura dada.

Os mesmos testes foram aplicados em diferentes paises, em outros
sistemas educacionais, mas o0s resultados permaneceram coerentes com 0S
originalmente obtidos, confirmando as mesmas interpretacbes e 0s resultados

obtidos por Hart.

1.5.2 Pesquisa Desenvolvida por Denise Grenier (1985)

Denise Grenier, em 1985, trabalhou com alunos da 32 e 42 séries'’, com o
objetivo de conhecer as concepgdes dos alunos sobre reflexé@o, antes e depois da
aprendizagem em sala de aula. Os alunos foram divididos em seis duplas, trés da
3%, que tiveram contato com a reflexdo no ano anterior e trés da 42 série, que nao
tiveram contato com a simetria.

As atividades consistiam na obtencdo do simétrico de uma figura em
relacdo a uma reta. O conceito de simetria ortogonal foi trabalhado como uma
“dobra sobre uma reta”, onde esta dobra era somente imaginada. A pesquisa
pretendia observar como reagiriam os alunos que nunca tiveram contato com a
simetria axial diante dessa nova nocdo. Aos alunos da terceira série, cabia
verificar se levavam em consideracdo as idéias de reflexdo como imagem no
espelho ou obtida por dobraduras.

Nesta pesquisa, Grenier (1985) analisou as mesmas variaveis didaticas do

6 A nogdo de paralelismo é muito difundida entre os alunos e aparece em problemas onde o
professor pede ao aluno que desenhe o simétrico de um segmento e em seguida justifique a sua
construcdo. “Alguns alunos justificam seu desenho dizendo que 0 novo segmento é simétrico ao
primeiro porque eles sdo paralelos. Da mesma forma, ao se deparar com dois segmentos paralelos,
este aluno podera deduzir que eles sdo simétricos” (Webber e Lima, 2001, sp.). E neste caso, eles
estdo com toda razdo.

Na Figura 1.5 abaixo, temos trés situacGes onde os segmentos AB e A'B' sdo paralelos e em
duas delas (Figuras 1 e 3), eles sdo também simétricos com relacdo a reta d. A nogdo de
paralelismo é estavel e resiste porque ela funciona para alguns problemas.

] ‘o
1 N 5

Figura 1.5. Constru¢des simétricas feitas por alunos com a nogao de paralelismo.

7 Na Franca, a 4% e 32 séries, correspondem no Brasil a 72 e 82 séries do Ensino Fundamental,
respectivamente.
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projeto inglés CSMS, descrito na Se¢do 1.5.1, e acrescentou outras variaveis. As
variaveis também consideradas foram: a natureza do objeto (pontos, segmentos e
figuras simples); as relacbes entre os diferentes elementos do objeto
(comprimento, extremidades do segmento); as relacdes objeto-eixo (objeto
interceptando ou nado o eixo).

Foram levados em consideracdo alguns aspectos externos, como por
exemplo, a rigidez do material (dobradura foi proibida); posicdo em que a figura
se encontra na folha de papel; tipo de papel utilizado (quadriculado ou néo);
instrumentos (régua e compasso ndo foram disponibilizados).

Aos alunos cabia determinar o simétrico de 8 figuras dadas (Anexo I11) As
Figuras 1, 4, 6 e 7 estdo colocadas huma malha quadriculada; as outras, ndo.

Em todas as figuras, o objeto é um segmento, com excecao da Figura 2, no
qual temos um ponto. Somente as Figuras 1, 2 e 8 possuem eixo vertical de
simetria, as outras possuem eixo inclinado. Na Figura 8, o segmento cortava o
eixo de simetria; na Figura 7, o segmento possuia uma extremidade sobre o eixo;
nas outras figuras, os objetos se encontravam afastados do eixo.

Como os alunos da 32 série ja tinham tido contato com a simetria axial no
ano anterior e os alunos da 42 série ndo, Grenier investigou as concepgdes desses a
respeito deste conceito. Segundo Grenier, 0os alunos da 42 série apresentaram as

seguintes concepcdes em relacdo a reflexdo em torno de uma reta:

- um ponto é transformado num ponto e um segmento é
transformado num segmento de mesmo comprimento;

- 0 eixo de simetria estabelece uma divisdo da folha em dois
semiplanos, e o simétrico de uma figura esta no outro semiplano;
a transformacdo reflexdo faz a figura mudar de lado. Tal
concepcéao explica por que é dificil obter o simétrico quando a
figura intercepta o eixo. Essa dificuldade continuou presente nos
alunos da 3? série que ja haviam estudado reflexdo no ano anterior
(na 42 série);

- pela reflexdo a figura se conserva (angulos e forma) (Grenier,
1985, p. 68).

Houve semelhangcas no comportamento das duas séries, quanto aos

procedimentos:

- as direcBes vertical e horizontal sdo privilegiadas. Os procedimentos
referéncia horizontal e referéncia vertical sdo durdveis. As direcdes
vertical e horizontal influiram nas resolucbes apresentadas. (...) A
malha quadriculada parece reforcar esse procedimento, pois as linhas
privilegiam as direcdes verticais e horizontais e estimulam a contagem
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guando se considera a distancia da figura ao eixo;
- 0 paralelismo da figura com seu simétrico foi um procedimento bastante
utilizado e que predominou em casos de conflito nas solucdes;

- 0s alunos ndo determinam com naturalidade a imagem de um segmento
usando os simétricos das suas extremidades; em vez disso escolheram
uma direcdo conveniente e tomaram a segunda extremidade de modo a
obter um segmento de mesmo comprimento que o dado. A estratégia
parece confirmar a hipotese de que nao € suficiente para o aluno saber
determinar o simétrico de um ponto para obter o simétrico de um
segmento (Grenier, 1985, p.68).

No seu trabalho, Grenier valorizou, durante todas as atividades, o trabalho em

grupo, estimulando a troca de idéias e exercicios de argumentacdes.

1.5.3 Pesquisa Desenvolvida por Gutiérrez e Jaime (1987)

Gutiérrez e Jaime (1987) trabalharam com a questdo da reflexdo tendo
como base o ja referido projeto inglés CSMS, onde os testes por eles elaborados
tiveram um acréscimo na quantidade de itens e os objetos se tornaram mais
especificos, aumentando, dessa forma, a confiabilidade e o detalhamento das
conclusoes.

Nos testes, foram envolvidos 280 alunos de magistério de Valéncia,
através de um curso por meio de descobertas das isometrias de um plano, os
alunos receberam noc¢des de simetria, inicialmente; posteriormente, a aplicacdao
deste.

Gutiérrez e Jaime (1987) centraram seus estudos:

- na compreensdo do conceito de reflexdo pelos alunos de
magistério;

- na observacdo da influéncia das variaveis didéaticas como
complexidade da figura, presenca de quadriculado, posicdo do
eixo de simetria e posicao da figura em relacdo ao eixo;

- na influéncia que o ensino pode exercer para corrigir e modificar
as concepcOes imperfeitas dos alunos (Gutiérrez e Jaime, 1987
apud Mabuchi, 2000, p. 55).

Os pesquisadores consideraram a importancia da analise dos erros dos
alunos, sendo para o professor um rico instrumento que o ajudard a conhecer as
dificuldades de apreenséo de uma nogao, bem como a reac¢ao dos alunos e sobre as
varias interpretacdes que faz sobre um determinado conceito matematico. Os erros

foram classificados em:
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- cuja fonte vem de uma interpretacdo mais “visual” da reflexdo:
imagem paralela a figura em questdo, deslocamentos verticais ou
horizontais de extremidades de segmentos, imagem feita no
prolongamento de um segmento dado;

- em relacdo a concepgdo que possuem de reflexdo, ndo utilizam de
forma adequada as propriedades que a caracterizam:
“perpendicularidade ao eixo do segmento com extremidades no
ponto e no seu simétrico; a eqlidistancia ao eixo de pontos
correspondentes (Mabuchi, 2000, p. 57)”.

E importante salientar que esta pesquisa, desenvolvida na Espanha, foi
aplicada a um nimero expressivo de alunos com uma analise mais detalhada das
atividades. Analisou-se, também, a influéncia de outras variaveis, até entdo nao
consideradas, como a complexidade das figuras e como 0 ensino pode

desestabilizar concepcdes equivocadas dos alunos.

1.5.4 Pesquisas Desenvolvidas por Setsuko T. Mabuchi (2000)

Setsuko T. Mabuchi realizou duas experimenta¢cfes: uma com alunos do
Ensino Fundamental em 1988; outra com professores que complementavam a
formacdo matematica na disciplina “Geometria das transformagdes” em 1999.
Essas duas experimentacdes resultaram na sua dissertacdo de mestrado.

A primeira pesquisa foi realizada em S&o Paulo, 1998, em duas escolas. A
escola | (particular), foi escolhida, uma vez que o desenvolvimento do conceito de
simetria ocorre ao longo de varias séries, partindo da experimentacdo até
construcbes do simétrico de uma figura em relacdo a uma reta, utilizando-se de
régua e compasso, propostos na 72 série. Nesta escola, foi aplicado um teste
diagnostico sobre reflexdo em reta, em 72 alunos de 82 séries, que tiveram um
ensino sistematizado sobre simetria axial nas séries anteriores. A escola Il, uma
escola do ensino médio, com 41 alunos da 3? série, em que estes ndo haviam
estudado o assunto e usaram apenas as concepcdes espontaneas.

Os objetivos a que se propunha eram:

- verificar em que medida o uso de uma metodologia adequada,
com o desenvolvimento de um conceito organizado em espiral
durante a vida escolar, pode influir positivamente nos resultados
obtidos pelos alunos, fazendo-os superar o0s obstaculos
decorrentes da escolha de diversas varidveis didaticas;

- verificar se resultados similares aos apresentados em experiéncias
feitas nos paises estudados seriam observados nos alunos
brasileiros (Mabuchi, 2000, p. 59).
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Segundo Mabuchi (2000), os resultados obtidos nas duas escolas, foram:

cerca de 30% dos alunos erraram a imagem da figura dada no
espelho, porém acertaram a imagem no quadriculado. Nao
levaram em consideracdo a equidistancia ao eixo dos pontos
correspondentes ou a “orientacdo contraria” dos elementos
correspondentes, o0 que ndo ocorreu no quadriculado.
Provavelmente, a malha facilitou a contagem dos quadrados para
aplicar a equidistancia ao eixo, pois o eixo era vertical e coincidia
com uma das linhas da malha;

alunos que acertaram (ou erraram) a Questdo 4b'® também
acertaram (ou erraram) a Questdo 5a. As excec¢des foram 16% na
Escola | e 12% na Escola 1. Nos dois exercicios, 0 eixo de
simetria era inclinado, o segmento interceptava o eixo e um deles
estava numa malha quadriculada (4b) e o outro (5a);

desempenho semelhantes relacionaram as questfes 5b e 6a; o
aluno que ndo determina corretamente o simétrico de um
segmento que intercepta o eixo (5b) ndo determina também o eixo
de simetria de figuras formadas por elementos que interceptam o
eixo (6a) (Mabuchi, 2000, p. 63-64).

Algumas constatacdes, baseadas no desempenho desses alunos, foram:

A aprendizagem de um conceito é de fato efetiva quando a
apresentacdo € feita em sucessivas etapas da vida escolar de um
estudante, explorando-se inicialmente manipulacdo de materiais, até
chegar a construgdo exata e aplicagdo em outros contextos;
Procedimentos observados nos alunos de outros paises foram
detectados também nos dois grupos de alunos brasileiros, como, por
exemplo: o paralelismo da imagem e da figura, a “referéncia
horizontal”, a imagem no prolongamento do segmento e a ndo
observacdo da equidistdncia dos pontos correspondentes ao eixo
(Mabuchi, 2000, p. 64).

Em sua segunda pesquisa, Mabuchi (2000) desenvolveu um trabalho com

professores que complementavam a formagdo em Matematica na disciplina

“Geometria das transformacdes” (36 horas/aula).

A aplicacdo de um teste se fez necessaria para analisar os conhecimentos

prévios dos professores sobre transformacgdes geométricas e diagnosticar as

deficiéncias, envolvendo: reflexdes em reta, translagdes, rotacbes e informagdes

gerais sobre os professores. O seu maior foco foi em reflexdes em reta.

As questdes propostas tinham como objetivos:

Introduzir a noc¢do de simétrico de uma figura e eixo de simetria,

usando a imagem da “figura no espelho”.

18 As questdes 4b, 5a e 6a encontram-se no Anexo V.
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Identificar os eixos de simetria de figuras dadas (5 simétricas e 1 ndo
simétrica) e estas poderiam apresentavam um €ixo ou mais de um.
Identificar os diversos tipos de transformagdes geométricas de figuras
dadas: reflexdo, rotacdo e translagdo. Até o momento, os alunos s
tinham trabalhado com a reflexdo. Movimentos de rotacdo e
translacdo, até entdo, ndo tinham sido discutidos. Assim, pretendia-se
detectar os conhecimentos espontaneos dessas nogdes.

Construir a translagédo do vetor v, figura na malha quadriculada e o
vetor numa das linhas horizontais da malha, justamente para facilitar a
contagens das distancias.

Determinar a imagem de uma figura por uma rotacédo de 90°, onde esta

se encontra numa malha quadriculada.

Consideracdes finais da pesquisa realizada por Mabuchi (2000) em1999:

74% nunca tinham estudado transformacdes geométricas e 70%
desconheciam termos, como: vetores, translacdo, rotacdo e até mesmo
a idéia de simetria. 22% haviam estudado reflexdes em reta,
superficialmente.

Nas questdes sobre reflexdes em reta, foi observado que metade do
grupo tinha noc¢des de simetria, com o recurso da imagem no espelho,
12% nao responderam sobre simetria ou ndo das figuras e 0s outros
usam erroneamente essa nogao.

A identificacdo de eixos depende da figura considerada, onde 36% néo

assinalaram o eixo e 7% todos 0s eixos errados.

Depois da etapa de diagndstico, Mabuchi, dando continuidade ao trabalho,

passou para a proxima etapa, com a seguinte proposta de trabalho “apresentar uma
sequéncia didatica que, além de pautar-se nos objetivos, atendesse as necessidades
detectadas no diagnostico” (Mabuchi, 2000, p.121). Tiveram como material de
apoio uma apostila elaborada pelo professor Saddo Ag Almouloud, da Puc de Séo
Paulo, contando com 19 atividades. Os conteddos centrais de algumas dessas

atividades eram:

nocao de figura simétrica a outra e eixo de simetria numa figura;
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- figura simétrica a outra como imagem no espelho;

- definicdo de ponto simétrico a outro em relacdo a uma reta;

- construcdo de simétrico de um segmento em relagdo a uma reta,
identificacdo do simétrico de segmentos em relacdo a uma reta,
simétricos de figuras mais complexas, simétricos de figuras mais
particulares;

- identificacdo e construcdo de eixos de simetria.

Nesta pesquisa, trabalhou-se com materiais concretos, como, por exemplo,

dobraduras e recortes; papel quadriculado e espelho.

1.6 Algumas Consideragdes sobre Relatos de Experiéncias Envolvendo

Simetria Axial com o Uso do Computador

Um dos objetivos de nossa pesquisa € analisar os procedimentos e
invariantes operatorios provavelmente utilizados por alunos em situagdes-
problema, utilizando-se o computador. Varios autores, entre eles: Gerébnimo &
Franco (s/d); Milani (2001); Silva & Souza (2003); Kenney (1994), trabalharam a
simetria dentro de um contexto computacional. O aluno tem acesso a simetria
através do computador, tendo a possibilidade de construir e criar padrdes,
utilizando as simetrias. Convém destacarmos alguns trabalhos, no caso de
Gerdnimo & Franco (s/d, p.110-111), no livro “Simetrias no plano — Uma
abordagem geométrica, algébrica, pedagogica e computacional” com o tema “As
simetrias no Computador” propde a seguinte seqliéncia de atividades para serem
desenvolvidas no computador: conhecendo o programa Simetria, trabalhando os
conceitos, criando logotipos, criando frisos e criando mosaicos, com 0 objetivo de
que os alunos adquiram o conceito de simetria axial, através da criacdo de
logotipos, frisos e mosaicos, com a utilizacdo do computador.

Eles destacam que as atividades seguiam uma certa ordem; inicialmente,
trabalharam com os movimentos de reflexdo, seguidas da de translacdo e de
rotacdo. Num segundo momento, propuseram atividades que envolvessem as trés
simetrias estudadas, principalmente no Ensino Fundamental. Dentro da sequéncia
trabalhada, algumas das atividades estdo diretamente relacionadas com os

contelidos de Ensino Médio.
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Milani (2001) apud Smole & Diniz (2001), no livro “Ler, Escrever e
Resolver Problemas” no seu artigo “A Informatica e a Comunicacdo Matematica”,
trata a importancia da utilizacdo da informéatica no ensino de Matematica,
relatando algumas experiéncias em que o computador desempenhou papel
relevante como instrumento de motivacao, ferramenta na execucdo de tarefas e até
recurso essencial. Milani cita varias atividades que foram desenvolvidas com
alunos para a exploracdo do conceito de simetria. No desenvolvimento do
trabalho, foram utilizados dois softwares, o Paintbrush e o Storybook Weaver™.

Vamos focar como essas atividades foram desenvolvidas:

No projeto, o conceito de simetria foi explorado, inicialmente, através
de atividades com dobradura e, desenhos e jogos, enquanto os alunos
familiarizavam-se com o livro e com a utilizacdo dos softwares nas
primeiras atividades a partir dos desenhos de DaCosta armazenados
no banco de imagens. Depois disso, o professor solicitou que cada um
escolhesse uma ilustragdo para identificar a simetria de reflexdo e
tracar seu eixo usando o PaintBrush para, a seguir, produzir um
pequeno texto sobre o assunto. (...) para facilitar as reflexfes dos
alunos sobre o conceito de simetria, um especialista preparou, no
PaintBrush, uma tela com malha quadriculada na qual era possivel
desenhar livremente, usando os recursos do software. O professor,
utilizando essa tela, preparou varias atividades nas quais os alunos
deveriam desenhar uma figura simétrica a figura dada a partir do eixo
de simetria que foi propositadamente colocado fora da figura e em
diversas posices. Depois, em uma atividade realizada em duplas,
cada aluno deveria desafiar o seu colega a desenhar a figura simétrica
a outra, que ele havia construido sobre a malha a partir do eixo de
simetria j& definido (Milani apud Smole & Diniz, 2001, p. 187-189).

A autora comenta como foi gratificante observar que, desafiados, muitos
alunos esforcavam-se em propor aos colegas figuras complicadas e com eixo
colocado em posicdes que dificultavam a obtencdo de uma figura simétrica a
outra.

Com o tema “Programas em Slogow para a Exploragédo de Simetrias”,
artigo publicado na Revista de Educacdo Matematica, Euripedes Alves da Silva e
Davi de Souza (2003), sugerem o software LOGO no trabalho com alunos para
exploracdo do conceito de simetria. O LOGO é “uma linguagem de programacéo

de notdria eficacia na exploracdo do universo da geometria e, em particular, no

19«0 Paintbrush é um programa de desenho aberto e com o qual é possivel criar figuras, recortar,
colar, girar, apagar, pintar ampliar e produzir textos e o Storybook Weaver é conhecido como
inventor ou contador de histérias, com versdo original em inglés, € um programa com o qual se
pode ler ou escrever uma histéria, incluir sons e ilustra-la com imagens de um banco de imagens”
(Milani apud Smole & Diniz, 2001, p. 184-185).
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trabalho investigativo com as chamadas transformacfes geométricas do plano”
(Silva & Souza, 2003, p. 20). Neste artigo, inicialmente, esses autores descrevem
0s comandos, procedimentos e alguns desenhos iniciais, utilizando-se do LOGO.
Num segundo momento, citam programas para a exploragdo das simetrias axiais
com um eixo, dois eixos perpendiculares entre si e, por Gltimo, com quatro eixos,
tomando-se dois eixos perpendiculares entre si e as bissetrizes dos quadrantes.
Ainda ddo sugestbes de atividades envolvendo rotacGes, translacbes e

semelhancgas e fazem algumas consideracdes finais:

(...) os programas apresentados permitem a consecucdo de objetivos de
natureza educacional e de natureza matematica, com amplas
possibilidades de exploragcdo de conceitos especificos da geometria
elementar, como os de congruéncia e de semelhanga, para citar dois dos
mais importantes (Silva & Souza, 2003, p. 19).

Margaret J. Kenney (1997), no seu artigo “A linguagem LOGO e a nova
dimensdo dos programas de geometria no nivel secundario”, publicado no livro
Aprendendo e Ensinando Geometria, defende o trabalho escolar com esse
software. Ela sugere o LOGO para a constru¢cdo de mosaicos e comenta que na
construcdo de mosaicos, é preciso tempo e paciéncia para se obter éxito na tarefa e

é uma poderosa ferramenta.

(...) Uma alternativa possivel é fazer o aluno ensinar 0 computador a
elaborar mosaicos e deixar a impressora fazer os desenhos. Essa
atividade combina conceitos de geometria do movimento com
estratégias de resolucdo de problemas numa aplicacdo interessante
para o aluno. Durante o processo de elaboracdo de mosaicos,
automaticamente se usa a espinha dorsal da geometria do movimento,
constituida de rotacOes, reflexdes e translages. O procedimento do
LOGO se desenvolve de maneira a ajustar-se idealmente a esse
problema. (...) Assim que se estabelece um plano global para o
desenvolvimento de um determinado mosaico, outros desenhos
interessantes podem ser gerados, com pequenas modificaces no
plano original (Kenney, 1997, p. 118).

Observa-se que o trabalho com simetria estd inserido no estudo de

transformag6es (movimento).

1.7 Sintese da Simetria nas Pesquisas

Em primeiro lugar, a pesquisa bibliografica revelou a existéncia de muitos

estudos sobre o tema, isto é, outros pesquisadores também sentiram necessidade
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de explorar e responder questdes relativas ao conceito de simetria axial
(concepcdes, dificuldades, procedimentos), através da aplicacdo de seqiiéncias
didaticas, utilizando-se de lapis e papel ou computador, ou 0s dois a0 mesmo
tempo, como é o nosso caso. Nas pesquisas analisadas nao foram utilizadas
ferramentas computacionais. Nos relatos de experiéncia analisados neste trabalho
em que o computador foi utilizado, o software Cabri Géomeétre Il ndo foi
trabalhado.

O estudo destas pesquisas, atraves da analise dos seus principais
resultados, dos materiais didaticos sugeridos, bem como das variaveis didaticas
consideradas foram importantes, pois iremos buscar, em seus resultados, respostas
para 0s nossos problemas e procuraremos verificar se os procedimentos referéncia
horizontal, vertical e diagonal como citados nessas pesquisas também aparecerdo
em nossa experimentacdo, tendo em vista que sdo duradouros e persistentes. Para
sana-los, sdo necessarios novos re-investimentos, isto €, novas seqléncias
didaticas elaboradas de tal forma que os alunos consigam transpor estas barreiras.
Tendo a oportunidade de modificar e ampliar seus conhecimentos. Assim,
acreditamos que o conceito de simetria pode ser trabalhado com diversos
materiais (espelho, dobradura, papel transparente, papel quadriculado,
computador); com varios objetos (poligonos, letras, figuras, nimeros, segmentos,
pontos) e em diversos contextos, para que passe a ter significado, importancia e,
principalmente, que a definicdo trabalhada dé uma idéia do todo e ndo apenas de
parte dela.
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CAPITULO II

REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGICO DA PESQUISA

2.1 Teoria dos Campos Conceituais

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’s (1987) — de Matematica
recomendam a abordagem de conceitos, idéias e métodos sob a perspectiva de
resolucdo de problemas, ou seja, de situagcdes-problema, onde os alunos precisem
desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las. Neles, a resolucdo de
problemas é colocada como a atividade basica na aprendizagem da Matematica.
Consideramos que resolver situagGes-problema com a utilizacdo de lapis e papel ou
com a utilizacdo do computador € estar diante de algum desafio, de alguma situacao
conflitante, de uma questdo que interessa ao aluno e que o leve a tracar caminhos,
achar meios e instrumentos para soluciona-los, avaliando suas tentativas,
procedimentos e as supostas solucBes. Resolver situacdes-problema néo €, portanto,
apenas buscar solucdes para metas dadas, mas a possibilidade de reformular e criar
novas metas.

G. Vergnaud (1990) afirma que:

O saber se forma a partir de problemas para resolver, quer dizer de
situacBes para dominar. (...) Por “problema” é preciso entender, no
sentido amplo que lhe atribui o psicdlogo, toda situacdo na qual é preciso
descobrir relagdes, desenvolver atividades de exploracao, de hipdtese e de
verificacdo, para produzir uma solugdo (Vergnaud, 1990, p. 52).

Considerando a importancia de colocarmos os alunos diante de situagoes-
problema diversificadas, relativas a simetria axial, que o conhecimento emerge de
problemas a serem resolvidos, e de situacfes a serem dominadas, elaboramos e
aplicamos uma sequéncia didatica, cujos objetivos estdo centrados em identificar,
analisar e diagnosticar procedimentos e possiveis invariantes operatérios utilizados

por um grupo de alunos do quarto ciclo do Ensino Fundamental, quando colocados
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em contato com diferentes situagcdes-problema sobre simetria axial envolvendo
diversos materiais.

O estudo dos “erros” dos alunos, no decorrer da resolucdo de situacgdes-
problema, envolvendo o conceito de simetria axial, € importante e necessario. Depois
de identificados os procedimentos “errbneos” e suas provaveis causas, torna-se
importante oferecermos aos alunos condi¢fes que favorecam o aparecimento destes,
criando novas seqléncias didaticas com a finalidade de desestabiliza-los,
proporcionando a busca do equilibrio do sistema didatico’.

Vergnaud (1982, p. 2) prople, em sua teoria, que se selecione, analise e
classifiqgue o maior numero de situagdes-problema, de forma que um conceito se
torne funcional e significativo, possibilitando aos alunos buscarem solucdes, relacbes
e questdes além das usuais. A medida que os alunos tomam contato com novos
problemas, novas situagdes, isto €, a partir de uma ampla experiéncia, maturidade e
aprendizagem, um conceito, um modelo e teorias vdo se tornando solidas e
incorporadas pelo aluno. No trabalho em sala de aula, é importante que levemos em

consideracao:

1) que um conceito ndo se forma dentro de um s6 tipo de situacéo;

2) que uma situacdo ndo se analisa com um sé conceito;

3) que a construcdo e apropriacdo de todas as propriedades de um
conceito ou todos os aspectos de uma situacdo é um processo de muito
félego que se estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos,
com analogias e mal-entendidos entre situacBes, entre concepgdes,
entre procedimentos, entre significantes (Moreira, 2002, p. 3).

Para Moreira (2002), os trés argumentos acima Sd0 0S que supostamente

! A relacdo aluno, professor e saber constituem o sistema didatico, que pode ser representado pela
Figura 2.1.

Professor

Epistemologia do professor Relago pedagogica
|-
»

Saber Aluno

f

Relacéo do aluno com o saber

Figura 2.1. Sistema Didatico (Bittar, 2000, p.79)

“A didatica estuda as relagdes entre os trés elementos, aluno, professor e saber, considerando ainda
um quarto e essencial elemento ligado aos trés primeiros que € 0 “meio” em que esta inserido o aluno
(ou professor). Por “meio” pode-se entender os conhecimentos anteriores do aluno, as condi¢des
materiais da sala de aula, (...). E através do meio que o professor age para provocar aprendizagem”
(ibid., p. 79).



54

levaram Vergnaud ao conceito de campo conceitual. Um campo conceitual € um
conjunto de situacdes, cuja apropriacdo requer o dominio de diversos conceitos de
naturezas diferentes, procedimentos e representacdes simbolicas firmemente
entrelacadas (Vergnaud, 1982, p.12).

Os conceitos séo constituidos por trés subconjuntos: o conjunto das situagdes,
0 conjunto de invariantes e o conjunto de significantes. Vamos descrever brevemente
cada um desses trés subconjuntos, mas, para nossa pesquisa, vamos centrar n0ssos
estudos principalmente nos invariantes operatérios, que conduzem o reconhecimento,
por parte do aluno, dos elementos pertinentes a situacdo; formam a articulacdo
essencial entre pratica e teoria.

O primeiro subconjunto é o conjunto de situacdes que dao sentido ao
conceito, isto é, a referéncia do conceito. “Os processos cognitivos e as respostas dos
alunos sdo fungdes das situacdes aos quais eles se defrontam” (Vergnaud, 1993, p.
12).

O segundo subconjunto é 0 conjunto de invariantes operatorios “associados
ao conceito, que permitem ao sujeito analisar e dominar as situagcdes do primeiro
subconjunto” (Moreira, 2002, p. 4), isto é, teoremas-em-a¢do e conceitos-em-acao,
que compdem a parte conceitual dos esquemas. Segundo Vergnaud (1995) “um
conceito-em-acdo € um conceito (objeto ou predicado) implicitamente tido por
pertinente, e teorema-em-acdo é uma proposic¢ao tida por verdadeira” (Vergnaud,
1995, p. 178).

Esquema é uma palavra introduzida por Piaget (1973) para responder como
0S sujeitos organizam tanto as habilidades sensorio-motoras como as habilidades
intelectuais. Um esquema é uma estrutura cognitiva que se refere a uma classe de
seqliéncias de acdo semelhantes. “Um esquema € o conteido comportamental
explicito e organizado que lhe da nome, mas com conotacdes estruturais importantes,
que ndo sdo inerentes ao contetido concreto em si” (Piaget, 1973, p. 53).

Em sua teoria, Vergnaud (1993), nos coloca que “o conhecimento racional é
operatdrio ou ndo” (p.47) e para ele os esquemas se referem a situag@es ou classes de
situacOes e que podemos distinguir duas classes de situacfes, onde o conceito de
esquema interessa a essas duas, que sao:

1) Classes de situagdes em que o sujeito dispde, no seu repertorio em
dado momento de seu desenvolvimento e sob certas circunstancias,

das competéncias necessarias ao tratamento relativamente imediato
da situago.
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2) Classes de situagcBes em que o sujeito ndo dispde de todas as
competéncias necessarias, 0 que o obriga a um tempo de reflexdo e
exploracdo, a hesitacBes, a tentativas frustadas, levando-o
eventualmente ao sucesso ou ao fracasso (Vergnaud, 1993, p. 4).

Para a primeira classe de situagdes, o aluno j& dispde de conhecimentos
anteriores e imediatos, para resolver a situacdo-problema a ele proposto e nesse
processo, na mesma classe de situagGes-problema, ele vai mostrar comportamentos
automatizados e constituidos por um Gnico esquema. Para a segunda classe de
situacOes, nota-se a utilizacdo sucessiva de varios esquemas, que podem entrar em
competicdo e que, para conseguir atingir a sua meta, esses esquemas precisam ser
acomodados, descombinados e recombinados.

Para Vergnaud (1993), “um esquema gera acOes e deve conter regras, mas
ndo é um estere6tipo, porque a seqiéncia de acGes depende dos parametros da
situacdo” (Vergnaud, 1993, p. 7). Dentro de um esquema, € possivel identificar
invariantes operatorios; antecipacfes do objetivo a alcancar; regras em acdo e
possibilidades de inferéncia (ou raciocinios).

Definigdes formais, com maior rigor do ponto de vista matematico, para o
termo simetria, raramente sdo apresentadas nos livros didaticos; normalmente,
tratam-no como pertencente ao senso comum. Na maioria das vezes, apresentam
ilustracGes de figuras simétricas, deixando que os alunos abstraiam o conceito e 0
identifiqguem. Podemos enunciar uma propriedade explicitada nos livros didaticos de
Matematica analisados, no estudo de simetria axial no Ensino Fundamental: “a linha
de dobra é o eixo de simetria de uma figura simétrica e, se dobramos no eixo, as duas
partes coincidem”. Esta propriedade pode tornar-se um possivel invariante operatorio
para os alunos.

A introducéo de simetria e de eixo de simetria feita como na maioria dos livros
didaticos, através de dobraduras, parece que ndo capacita os alunos a terem
realmente o dominio de simetria, mas a partir desta introducéo, para que os alunos
resolvam as situacGes propostas, eles devem buscar conhecimentos anteriores,
exigindo um tempo de reflexdo sobre a situacdo em questdo. Para nos, a anélise dos
procedimentos e de possiveis “falhas” nas respostas dadas as situacdes-problema,
permite compreender o0s raciocinios, procedimentos e identificar possiveis
invariantes operatorios utilizados pelos alunos e observar a utilizacdo de esquemas,

na tentativa de busca por uma solugdo. “Um esquema apOia-se sempre em uma
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conceitualizacdo implicita” (Vergnaud, 1993, p. 5). Considerando os procedimentos
“erréneos” dos alunos, nas atividades de construir o simétrico de uma figura em
relacdo a uma reta, percebe-se que os mais frequentes (referéncia horizontal,
referéncia vertical), como citados nas pesquisas no capitulo | e por nés também
observado nessa pesquisa, se prendem a uma conceitualizacdo insuficiente do
conceito de simetria axial.

Particularmente, com relacdo a simetria, encontramos uma situacdo-problema
nesse campo desenvolvida por Vergnaud (1993, p. 11) no seu texto “A trama dos
campos na construcdo dos conhecimentos”, com criangas na faixa etaria de 8 a 9
anos, utilizando-se do papel quadriculado. A situacdo apresentada aos alunos foi a
seguinte: no papel quadriculado, foi desenhada a metade de uma fortaleza e solicitou-
se que desenhassem a outra metade. Ele comentou que as medidas de comprimentos
e distancias eram facilitadas pelo papel quadriculado e, assim, a tarefa requeria um
pequeno trabalho cognitivo por parte do aluno. O material concreto disponivel era
uma régua.,

No desenrolar da situacdo, os alunos encontraram formas de organizacgdo da
atividade. Essas formas de organizacdo da atividade podem ter varios tipos de
registros. As acles e 0s gestos desenvolvidos pelos alunos sdo importantes, mas
Vergnaud (1993) ressalta que as idéias matematicas (conceito de simetria, a idéia de
orientacdo no espaco: “um, dois passos a direita, um, dois passos a esquerda, ...”),
que estdo implicitas, também sdo importantes. Todos esses aspectos destacados sdo
alguns esquemas que os alunos desenvolvem na hora de realizar uma dada tarefa,
diferindo de aluno para aluno, dependendo de seus conhecimentos e do seu
envolvimento com o problema.

Para Vergnaud (1993), o aluno pode utilizar um esquema ineficaz para uma
certa situacdo, e isto o conduz a mudar o procedimento. Assim, vemos que “0S
esquemas estdo no centro do processo de adaptacdo das estruturas cognitivas:
assimilacdo e acomodacédo” (Vergnaud, 1993, p. 5).

Os alunos nem sempre conseguem explicitar ou formular seus conceitos-em-
acdo e teoremas-em-acdo, mas eles podem ser identificados a partir de suas
producdes, isto é, nos permitem levantar hipdteses do que estava implicito a sua

acdo. Para Vergnaud (1985):
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Conceitos e teoremas explicitos sdo apenas a ponta do iceberg da
conceitualizagdo: sem a parte oculta, formada pelos invariantes
operatdrios, essa parte visivel nada seria. Reciprocamente, s se pode
falar em invariantes operatérios integrados aos esquemas com o auxilio
de categorias do conhecimento explicito: proposicGes, funcGes
proposicionais, objeto-argumento (Vergnaud, 1985, p. 11).

S&o os conjuntos de significantes, desenhos, tabelas, rascunhos, bem como os
algoritmos envolvidos na resolugdo de uma situagéo-problema, que vao permitir a
identificacdo dos referidos invariantes. Em nossa pesquisa, analisamos atividades
desenvolvidas com a utilizacdo de lapis e papel e do computador, por alunos do
quarto ciclo do Ensino Fundamental, procurando observar seus procedimentos
através da forma de utilizacéo e suas justificativas pela escolha do material concreto
utilizado. Os desenhos produzidos pelos alunos nos serviram de base para investigar
procedimentos “corretos” e “incorretos” e 0s motivos que os levaram a realiza-los,
identificando, se possivel, os invariantes operatdrios que estdo por tras desta sua
acao.

(*) Para a categoria I>, com lapis e papel ou computador, estamos
considerando invariantes suscetiveis de serem construidos pelos alunos, quando a
situacdo-problema se tratar da construcdo ou identificacdo de eixos de simetria de

figuras, podem ser:

1. “O eixo que divide a figura em duas partes congruentes € de simetria”.

a) b)

Figura 2.2. Invariante operat6rio 1 — Cl

Este invariante é falso. Ele s6 sera verdadeiro quando acontecerem,
simultaneamente, dois fatos: o eixo dividir a figura em duas partes congruentes e elas
coincidirem, exatamente, por sobreposi¢do, ao se dobrar a figura inicial no eixo de
simetria. Alguns alunos podem achar que toda reta tragada numa figura, desde que a
divida em duas partes congruentes, é de simetria. Desta maneira, nos apresenta a reta

tracada na Figura 2.2a como sendo eixo de simetria do paralelogramo. Entretanto,

2 No capitulo 111, p. 74- 77, definimos as categorias | e II.
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este ndo € um eixo de simetria, pois apenas a primeira condicéo é valida. Na Figura
2.2b, a reta tracada é eixo de simetria do quadrado, uma vez que as duas
consideracgdes ocorrem simultaneamente.

Alguns alunos, no entanto, podem achar que as retas tracadas nas Figuras 2.2a
e 2.2b séo eixos de simetria por fixarem-se apenas na congruéncia das partes em que

a figura ficou subdividida pelo eixo.

2. “O eixo de simetria divide a figura em duas partes que coincidem

exatamente por superposicao”.

Eixo de simetria
/"

Figura 2.3. Invariante operatdrio 2 — ClI

Este invariante é verdadeiro. Pode ser utilizado pelos alunos, quando perceberem
gue o eixo esta dividindo a figura em duas partes congruentes e que estas coincidem

exatamente por superposicéo ao se dobrar neste.

3. “O eixo de simetria divide a figura aproximadamente no ‘meio’ .

a) b)

Figura 2.4. Invariante operat6rio 3 — Cl

Este invariante operatério é falso. Pode ser muito utilizado pelos alunos, uma
vez que, para eles, € suficiente tracar o eixo de simetria passando aproximadamente
pela metade — 0 “meio” — da figura. Algumas vezes, os alunos ndo consideram a nao-
sobreposicao das partes da figura ao se dobrar no eixo de simetria. Na Figura 2.4a,
temos um exemplo deste caso. Outras vezes, como no caso do quadrado representado
na Figura 2.4b, os alunos tragam os eixos passando aproximadamente no meio (quase
no ponto medio) dos lados opostos paralelos, mas utilizando-se unicamente da
visualizacdo, e podem considerar que as duas partes produzidas pelo eixo se
sobrepdem ao se dobrar neste.

Antes de enunciarmos os invariantes da categoria Il definiremos referéncia
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horizontal, referéncia vertical, referéncia diagonal e reflexdo transladada.

A referéncia horizontal (ou vertical ou diagonal) é o ato do aluno construir a
figura-imagem como sendo uma “cépia” da figura dada, deslocada (ou transladada),
horizontalmente (ou verticalmente ou diagonalmente), independente da posicdo do
eixo de simetria.

A reflexdo transladada ou reflexdo seguida de deslocamento da figura é o ato
do aluno construir a figura-imagem refletida e deslocada horizontalmente (ou
verticalmente ou diagonalmente), independente da posigéo do eixo de simetria.

(*) Para a categoria Il, com lapis e papel ou computador, os invariantes
suscetiveis de serem construidos, pelos alunos, quando tratar de atividades sobre o

simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria, podem ser:

1. *“O simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria deve ficar

sempre do outro lado deste”.

a) b) C)

Figura 2.5. Invariante operatério 1 — Cl|I

Este invariante operatorio é falso. Ele pode ser utilizado pelos alunos e parece
ser uma consequéncia da atividade de dobradura, onde o eixo de simetria deixa a
figura em dois semiplanos, onde uma das metades da figura fica de um lado deste e a
outra do outro.

Este invariante é valido, se a figura ndo cortar o eixo de simetria, pois sua
imagem fica sempre do outro lado deste, como representado na Figura 2.5a. Porém,
se 0 eixo de simetria cortar a figura, parte desta fica do outro lado do eixo e a outra
do mesmo lado da figura inicial, conforme podemos observar na Figura 2.5c. Se a
figura possuir um lado, ou um ponto, coincidente com o eixo de simetria, parte da
imagem desta fica do outro lado do eixo de simetria (a parte que ndo € comum) e na

outra (parte comum) fica sobre o eixo de simetria, como representado na Figura 2.5b.
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2. “O segmento e seu simétrico sdo paralelos e possuem a mesma medida”.

AV

B

a) b)
Figura 2.6. Invariante operatério 2 - CII.

Este invariante € falso. Na Figura 2.6.a, temos um procedimento que pode ser
desenvolvido por alguns alunos na construcdo do simétrico de um segmento dado em
relacdo ao eixo de simetria. Para estes alunos, o simétrico de um segmento em
relacdo a um eixo € um segmento paralelo ao inicial. O segmento dado é apenas
deslocado horizontalmente. Segundo Derbre e Mouffak (2004) “o paralelismo do
objeto e seu simétrico € uma concepcao forte entre os alunos (p. 7)”. Sé é verdadeiro
se 0 eixo de simetria e 0 segmento dado forem paralelos e equidistantes do eixo de
simetria, onde, conseqientemente, a imagem serd também paralela ao primeiro,

como representado na Figura 2.6.b.

3. “O simétrico de uma figura é uma figura que conserva a forma, as

dimensdes e inverte a orientacdo de pontos nao-colineares”.

Figura 2.7. Invariante 3.

O invariante € verdadeiro, como podemos observar na representacdo da Figura
2.7. Os alunos podem pensar que ndo ha a inversdo da orientacdo de pontos néo-
colineares, como representado na Figura 2.8.

F

Figura 2.8. Provavel procedimento.
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Neste caso, eles deslocam a figura horizontalmente em relacdo ao eixo de
simetria e preservam a orientacdo dos pontos, por exemplo, na Figura 2.8, no ABAC
a orientacdo dos pontos BAC é horéria, e no A EDF, a respectiva imagem dos pontos
também deve ter sentido horério. Ja na Figura 2.7, no ABAC, a orientagdo dos pontos
BAC é horaria e no A B’A’C’, a respectiva imagem dos pontos B’A’C’ tem

orientacdo anti-horéria.

4. *“O simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria deve ser
posicionado aproximadamente a mesma distancia desta ao eixo de

simetria”.

AN A D

b)
Figura 2.9. Invariante operat6rio 5 — C Il.

Este invariante é falso. Como os alunos ndo se preocupam com a precisdo na
construcdo do simétrico da figura, procuram apenas posicionar a figura-imagem
proxima ao eixo de simetria se esta se encontra desta maneira. Se ela se encontrar
afastada do eixo de simetria, eles procuram posiciona-la também afastada,
aproximadamente, tentando manter a figura-imagem a mesma distancia, que possui a
figura inicial, ao eixo de simetria. Na Figura 2.9 temos dois exemplos que “podem”

ser verdadeiros deste invariante operatorio.

5. “O simétrico de um segmento é obtido por simetria axial”.

Figura 2.10. Invariante operat6rio 6 — C Il
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O invariante é verdadeiro. Os alunos podem construir o simeétrico do

segmento AB em relacdo ao eixo de simetria, tracando a reta (r) que passa pelo
ponto A e é perpendicular ao eixo de simetria (0 lugar geométrico® do ponto A’
simétrico de A); do mesmo modo a reta (s), que passa pelo ponto B e é perpendicular
ao eixo (o lugar geométrico do ponto B’, simétrico de B). Para determinar A’ e B’, é

necessario conservar as distancias dos pontos A e B ao eixo de simetria. Assim, sao

tracadas as circunferéncias de raio OA e PB.O ponto O é o ponto de intersecdo da
reta r com o eixo de simetria. Na interse¢do da circunferéncia com a reta r temos o
lugar de A’. Analogamente, o ponto P € o ponto de intersecdo da reta s com o eixo de

simetria. Na intersecdo da circunferéncia com a reta s, temos o lugar de B’. Na

Figura 2.9, temos o simétrico do segmento AB em relacdo ao eixo de simetria.
Provavelmente, os alunos sé se utilizardo deste invariante depois das correcfes das
atividades da segunda categoria lapis e papel.

Esse é 0 que apresenta maior “rigor” do ponto de vista matematico. Para 0s
proximos invariantes, os alunos, procuram preservar a forma e o tamanho da figura
inicial e constroem as imagens sempre do lado oposto ao eixo de simetria, em relacao

a figura dada.

6. “O simétrico de um ponto (segmento ou figura) em relacdo a um eixo de
simetria € um ponto (segmento ou figura) deslocado (ou transladado)

horizontalmente”. Observe estas representacfes na Figura 2.10.

Figura 2.11: Referéncia Horizontal ou Translagdo Horizontal

Este invariante é falso. E possivel que este invariante seja utilizado pelos

alunos, pois, para eles, o simétrico da figura dada é uma figura que conserva a forma

3 “Lugar geométrico é a linha cujos pontos possuem todos uma mesma propriedade e sdo 0s (nicos a
possuirem tal propriedade. Quando uma linha é considerada lugar geométrico, todos os pontos dessa
linha tém, entre outras, uma propriedade comum, isto é, todos os pontos a tém, e somente eles a tém”
(Fiorano, s/d, p. 8).
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e as dimens0es; e € desenhada do outro lado do eixo, uma vez que a figura inicial
estd afastada deste e refletida. Entretanto, a eqlidistancia de pontos correspondentes
da figura ao eixo ndo é preservada, como podemos observar na Figura 2.11.

O procedimento, dos alunos, associado a este invariante operatorio pode ser a
referéncia horizontal da figura. Acreditamos que a utilizacdo deste invariante pelos
alunos seja porque, para eles, a figura-imagem deve ser uma figura “igual” a original,

no semiplano oposto e deslocada horizontalmente.

7. “O simétrico de um ponto (segmento ou figura) em relacdo a um eixo de
simetria € um ponto (segmento ou figura) deslocado (ou transladado)

verticalmente”. Observe estas representacfes na Figura 2.12.

Figura 2.12: Referéncia Vertical ou Translacdo Vertical

Este invariante é falso. A provavel utilizacdo deste invariante operatorio,
pelos alunos, é justificado como no invariante 6. Podemos observa-lo na Figura 2.12.

O procedimento, dos alunos, associado a este invariante pode ser a referéncia
vertical. Provavelmente, eles procedem desta forma, por desconsiderarem o eixo de
simetria dado, substituindo-o por um eixo horizontal. Para eles, o eixo e a sua
posicdo ndo tém a menor importancia na obtencdo do simétrico de um ponto
(segmento ou figura) em relacdo a um eixo pre-definido. Acreditamos que a
utilizacdo deste invariante pelos alunos seja porque, para eles, a figura-imagem deve

ser uma figura “igual” a original, no semiplano oposto e deslocada verticalmente.

8. “O simétrico de um ponto (segmento ou figura) em relacdo a um eixo de
simetria € um ponto (segmento ou figura) deslocado (ou transladado)

diagonalmente”. Observe estas representacdes na Figura 2.13.
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Figura 2.13. Referéncia Diagonal ou Translacdo Diagonal

Este invariante € falso. A provavel utilizacdo deste invariante operatorio,
pelos alunos, € justificado como no invariante 6. Podemos observa-lo na Figura 2.13.

O procedimento, dos alunos, associado a este invariante pode ser a referéncia
diagonal. Este procedimento pode surgir, quando o eixo da atividade for inclinado. O
eixo de simetria pode influenciar a resposta do aluno, uma vez que também
associado a este, ele pode utilizar o invariante operatorio: “Se o eixo de simetria da
atividade a ser resolvida € inclinado entdo a figura-imagem também devera ser
inclinada em relacdo a este”, 0 que provavelmente ocasiona na resposta, os alunos,

nos apresentarem uma figura-imagem transladada diagonalmente.

De forma geral, qualquer um dos deslocamentos (feitos nos procedimentos 6,
7 e 8) tera validade se o eixo de simetria dado e a direcdo de deslocamento forem
perpendiculares e o segmento for paralelo ao eixo de simetria, como representado na
Figura 2.14 a, b e c). No caso de uma figura, para que o procedimento tenha
validade, ela tem que ser simétrica e possuir um eixo de simetria paralelo ao eixo de
simetria dado. Além disso, o0 eixo de simetria dado e a direcdo de deslocamento

devem ser perpendiculares, como representado na Figura 2.14 d e e).

iy % Tl

a) b) c) d) €)
Figura 2.14. Validade dos procedimentos referéncia horizontal, vertical e diagonal.

7
v

Na Figura 2.14 a, temos o deslocamento horizontal do segmento, ja na Figura

2.14 b, temos o deslocamento vertical do segmento e na Figura 2.14 c, temos o
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deslocamento diagonal. Na Figura 2.14 d, temos o deslocamento diagonal da figura e
na Figura 2.14 e, temos o segmento horizontal da figura. Em ambos os casos, 0s
procedimentos séo corretos.

Ainda para os invariantes, 6, 7 e 8, os alunos podem estar assim procedendo:
por ndo perceberem que o resultado do simétrico de uma figura em relagdo a um eixo
de simetria é uma figura refletida, isto €, a reflexdo inverte a orientacdo de pontos (da
figura) ndo-colineares; por acreditarem que o simétrico de uma figura em relacédo a
um eixo de simetria € uma figura “igual” a inicial. Esta igualdade, para os alunos,
corresponde a preservacdo da forma e do tamanho da figura inicial, e que a
orientagdo de pontos ndo-colineares deve ser mantida. Por esses motivos, eles nos
ddo como resposta a figura transladada horizontalmente, ou verticalmente ou

diagonalmente, conforme lhes convier.

9. “O simétrico de um ponto (segmento ou figura) em relacdo a um eixo de
simetria ¢ um ponto (segmento ou figura) refletido e deslocado (ou
transladado) horizontalmente (verticalmente ou diagonalmente)”.

Observe estas representacGes na Figura 2.15.

;
/!

Figura 2.15: Reflexdo transladada ou Reflexdo séguida de deslocamento.

O invariante é falso. Os alunos percebem que a resposta € uma figura
refletida, mas ndo se preocupam com as propriedades de perpendicularismo e
equidistancia em relacdo ao eixo de simetria. Assim, tal invariante sé tera validade se
a equidistancia e o perpendicularismo forem considerados. Como podemos observar

na figura 2.16.

Figura 2.16: Reflexdo transladada ou Reflexdo seguida de deslocamento.
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O procedimento provavelmente associado a este invariante € reflexdo
transladada da figura. Os alunos preservam a forma e o tamanho; constroem imagens

espelhadas sempre do lado oposto do eixo, em relagéo ao objeto dado.

Vergnaud (1997) apud Fernandes (2004), coloca que, no estudo de simetria,
algumas palavras e expressdes mostram diferentes niveis conceituais, como: “a
mesma forma”, “a mesma distancia”, “a medida é conservada”, “o angulo é o
mesmo, mas invertido” e que significam caracteristicas de teoremas como; “a figura

é simétrica”, “a simetria conserva medidas e angulos”, “a simetria € uma isometria”.

O primeiro teorema pode ser caracterizado pelos termos “a mesma forma”, “a
mesma distancia”, “a medida é conservada”, “pois centram-se nas propriedades
internas das figuras e nas relagbes internas destas com o0 eixo de simetria”
(Fernandes, 2004, p. 71-72). O segundo pode ser denotado pelo termo “o angulo é o
mesmo, mas invertido”, “pois a transformacdo associa a figura sua respectiva
imagem, mas ndo é aplicada a outros pontos do plano” (lbid, p. 71-72). O dltimo
teorema esta relacionado com todos os termos citados anteriormente, uma vez que a
transformacéo € vista como uma fungédo, uma bijecao do plano no plano.

A identificacdo de invariantes operatorios é a parte fundamental do nosso
trabalho e, portanto, sera retomado nos capitulos seguintes.

Finalmente, o terceiro subconjunto é um conjunto de representaces
simbolicas como, por exemplo: linguagem natural, sentencas formais, gréaficos,
diagramas e desenhos de figuras, que compdem seus significantes. O conjunto de
significantes, no nosso caso, linguagem natural e desenhos € que permitem
representar, de forma explicita, os invariantes operatorios.

Os procedimentos mobilizados pelos alunos estdo direcionados na realizacéo
de uma determinada meta (resolver a situacdo-problema proposta), envolvendo
estratégias (verdadeiras ou falsas) como, por exemplo: obtencdo do reflexo de uma
figura, utilizando dobradura e decalque; obtencdo do reflexo de uma figura,
utilizando a ferramenta simetria axial do Cabri; obtencdo do reflexo de uma figura
através de uma referéncia horizontal, vertical ou diagonal e na utilizacdo de conceitos
e processos neles envolvidos.

Nessa abordagem teorica, a Teoria dos Campos Conceituais, desenvolvida
por Vergnaud (1996), mostra-se adequada para a andlise de procedimentos e

invariantes operatorios possivelmente utilizados pelos alunos nas situacdes-
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problema, envolvendo a simetria axial. Nesse processo, 0s alunos agem, refletem,
formulam, fornecendo assim dados para nossa pesquisa. Para a coleta de dados,
torna-se necessario a teoria das situagdes, onde nosso foco central, nessa teoria, sera
nas situacdes a-didaticas que pretendemos que 0s nossos alunos selecionados

vivenciem.

2.2 Teoria das Situagdes

Na década de 1980, a teoria das situacdes de Brousseau (1986) se estabelece
como um modelo tedrico do processo de aprendizagem, envolvendo trés partes:
professor, aluno e saber matematico®. Essas trés partes sdo influenciadas pelo
“meio”. O “meio” pode ser entendido como sendo o universo em que alunos e
professor estdo inseridos, a bagagem de conhecimento do aluno, os conhecimentos
do professor, as condicBes materiais da sala de aula, entre outros. “E através do
‘meio’ que o professor age para provocar aprendizagem” (Bittar, 2000, p. 79).

Brousseau (1986) define uma situacdo didatica como sendo:

(...) um conjunto de relacfes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema
educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes alunos um
saber constituido ou em vias de constituicdo (...) o trabalho do aluno
deveria, pelo menos em parte, reproduzir caracteristicas do trabalho
cientifico propriamente dito, como garantia de uma construcdo efetiva de
conhecimentos pertinentes (Brousseau, 1986, apud Freitas, 2002, p. 67).

Na situacdo de sala de aula, compete ao professor criar um ambiente propicio
e questionador, em que as situacdes didaticas, desenvolvidas por este, devem
envolver varios elementos, e estar relacionadas com diversos contextos, de acordo
com o planejamento feito por ele, visando & constru¢do de um conhecimento e no
nosso caso de simetria axial. Deve-se levar em consideragéo o grau de conhecimento
que acompanha o aluno, conduzindo-o ao conhecimento mais amplo e determinado
na passagem desse saber. “O envolvimento do aluno dependera da estruturacdo das
diferentes atividades de aprendizagem através de uma situacdo didatica” (Freitas,
2002, p. 66). Em nossa pesquisa, vamos propor situacdes-problema e atividades em
diferentes niveis de dificuldades, que favorecam o aparecimento de diferentes

* Na pégina 53, na Segéo 2.1, temos esquematizado a relagdo entre essas trés partes.
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situacOes a-didaticas e através da analise das producdes dos alunos nessas situacoes,
vamos investigar os procedimentos e possiveis invariante operatdrios utilizados pelo
grupo e destacar alguns deles. Segundo Freitas, “através da andlise das situacGes
didaticas, é possivel investigar toda a problematica da aprendizagem matematica e
desvelar aspectos que ocorrem durante a resolucdo de problemas e a elaboracéo de
conceitos pelos alunos” (ibid., p. 67).

Um conhecimento se constréi (pelo aluno) a partir de interacdes entre 0s
elementos propostos nas situa¢es-problema e 0s conhecimentos anteriores de que ja
dispde. Um aluno, diante de uma situacdo-problema a resolver, pode dispor de varias
idéias sobre uma mesma nocdo e mobilizar uma ou outra em funcdo da situagédo-
problema proposta. Estas idéias “podem ser incompletas, errbneas, ou ainda,
localmente ou globalmente verdadeiras, tendo em vista que cada uma tem um certo
dominio de validade” (Lima & Chaachoua, 2003, p. 2).

No decorrer da situacao didatica, isto €, em uma “situacdo de sala de aula que
envolve como atores professor e alunos e que tem como objeto de interesse um certo
saber disciplinar” (Gravina, 2001, p. 47), sdo evidenciadas diferentes fases
(contextualizagdo, situacdo a-didatica e institucionalizacdo) deste processo, e se
destacam os diferentes papeis dos atores envolvidos nessa situacdo de sala de aula.
Gravina (2001) nos apresenta um modelo na Figura 2.11, que descreve muito bem o

desenrolar da situagdo didatica.

1. Contextualizagéo PROFESSOR
+ devolucio @

/ 2. Situacdo a-didatica
Acédo
ALUNOS [—) Formulagio
Validacao
AN ﬂ /

3. Institucionalizagdo <—— EFX)LFLIJES(S)(;R

Figura 2.11. Modelo que descreve o desenrolar da situacdo didatica. (Gravina, 2001, p. 48).

A primeira fase € a contextualizacdo. No processo ensino aprendizagem que
intenta a apropriacdo de um certo saber disciplinar, isto é, no inicio de uma situacéo
problema, o saber (objeto de aprendizagem) ainda se encontra descontextualizado,
mas cabe ao professor a tarefa de contextualizacdo desse saber. “Trata-se da

apresentacdo de um problema de forma a provocar nos alunos um processo de
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investigacdo similar ao que vive o matematico em seu processo de criacdo e que
intenta a apropriacdo de saber matematico” (Gravina, 2001, p. 48). Faz parte desse

processo a situacao de devolugéo, de acordo com Freitas (2002):

A devolucgdo aqui tem o significado de transferéncia de responsabilidade,
uma atividade na qual o professor, além de comunicar o enunciado,
procura agir de tal forma que o aluno aceite o desafio de resolvé-lo como
se 0 problema fosse seu, e ndo somente porque o professor quer. Se o
aluno toma para si a conviccdo de sua necessidade de resolucdo do
problema, ou seja, se ele aceita participar desse desafio intelectual e se ele
consegue sucesso nesse seu empreendimento, entéo se inicia 0 processo
da aprendizagem (Freitas, 2002, p. 68).

A situacdo de devolugdo ocorre quando o professor consegue fazer com que
0s alunos se apropriem ou se responsabilizem pela resolucéo de situagdes-problema,
aceitando como seu. A partir da apropriacdo do problema proposto, comega a
segunda fase do desenrolar da situacdo didatica - a situacdo a-didatica. A definicéo

de Brousseau para situacdo a-didatica é a seguinte:

Quando o aluno se torna capaz de pbr em funcionamento e utilizar por si
mesmo o0 saber que esta construindo, em situacdo ndo prevista em
qualquer contexto de ensino e também na auséncia de qualquer professor,
estd ocorrendo entdo o que pode ser chamado de situacdo a-didatica
(Brousseau, 1986, p. 69).

A nocdo de situacdo a-didatica descrita realga o novo papel do professor, que
antes era o centro de todas as atencdes, e passa a ter uma atuacdo mais discreta.
Neste momento, cabe ao aluno a maior responsabilidade na sua producdo de
conhecimento, no seu aprendizado. Almouloud (2000), quando escreve sobre a
situacdo a-didatica define-a como sendo uma situacdo na qual se oculta a intencdo de
ensinar, mas é especifica do saber. Distingue-se pelos seguintes fatos:

O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno
agir, falar, refletir, evoluir por sua propria iniciativa.

O professor se recusa a intervir como aquele que propde o0s
conhecimentos que ele gostaria de provocar.

O problema é escolhido para que o aluno adquira novos conhecimentos
inteiramente justificados pela l6gica interna da situacdo (Algmouloud,
2000, p. 99-100).

Quando elaboramos nossa sequiéncia didatica, procuramos problemas que
permitissem aos alunos envolverem-se em situa¢fes como as descritas acima, e nesse
processo mobilizassem conceitos relacionados com figuras simétricas e de eixo de

simetria. Brousseau (1986) identifica uma tipologia de situacOes para o desenrolar de
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situacOes a-didaticas em Matematica, que sdo conhecidas como situacdo a-didatica
de acdo, de formulacdo e de validacdo e estas se entrelacam umas em relacdo as
outras.

As situagOes-problema propostas devem possibilitar ao aluno fazer
determinadas escolhas de acgdes e tentativas de encontrar a solucdo, geralmente
baseadas em um modelo implicito, nas quais o conhecimento a ser adquirido comeca
a ser utilizado. Uma situacdo deve permitir que o aluno analise o resultado de sua
acdo, deixe como estd ou melhore alguns modelos para aceitar outros, mas sem a
intervencdo do professor, gracas a sua avaliacdo. A situacdo a-didatica de agdo, no
entanto, ndo exige que o aluno explicite ou valide suas aces.

Numa situacdo a-didatica de formulacdo, “o aluno ja utiliza, na solucdo do
problema estudado, alguns modelos ou esquemas tedricos explicitos, além de mostrar
um evidente trabalho com informag@es tedricas de uma forma bem mais elaborada,
podendo ainda utilizar uma linguagem mais apropriada para viabilizar esse uso da
teoria” (Freitas, 2002, p.79).

Uma dialética de formulagdo consistiria em estabelecer progressivamente
uma linguagem que todos pudessem compreender que levasse em conta
0s objetos e as relagdes relevantes da situacdo, num modo adequado (em
outras palavras, de modo a permitir raciocinios e acfes uteis). (...) A
construcdo de tal linguagem ou de uma linguagem possibilita a explicacdo
das aces e dos modelos de acdo (Brousseau, 1997, p. 12).

Através da linguagem, que inclui os conhecimentos pretendidos, os alunos
passam a explicitar os modelos ou esquemas por eles utilizados e isto pode ser feito
em discussdes conjuntas ou apresentando individualmente suas respostas ou suas
justificativas. As situacGes de formulacdo caracterizam-se pelo fato de ndo haver
exigéncia da explicitacdo dos porqués da validade das estratégias utilizadas e
também por ndo haver uma cobranca em justifica-las. Entretanto, algumas
justificativas podem ocorrer espontaneamente.

As situacOes a-didatica de validacdo sdo aquelas em que:

o0 aluno ja utiliza mecanismo de prova e em que 0 saber é usado com esta
finalidade. (...). O trabalho do aluno néo se refere somente as informagdes
em torno do conhecimento, mas sim a certas afirmacdes, elaboragdes,
declaracGes a propdsito deste conhecimento. Nestas situagdes é preciso
elaborar algum tipo de prova daquilo que ja se afirmou de outra forma
pela a acdo (Freitas, 2002, p. 80).
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Numa situacdo a-didatica de validacéo, o aluno deve dizer porque o modelo
que criou é valido e produzir justificativas com a finalidade de provar a validade de
suas afirmacdes que foram formuladas nas fases de ac¢éo e de formulagdo. O aluno
“tem que justificar a exatiddo e a relevancia de seu modelo e tem que prover
possiveis validagdes, tanto seméanticas como sintatica” (Brousseau, 1997, p.37); por
outro lado, o opositor (que pode ser um colega, ou o professor) solicita explicacfes
adicionais, recusa as que ele ndo entendeu ou as que nao esta de pleno acordo. Nesse
processo, aparecem teorias invalidas ou incompletas. A partir dessas discussoes,
refletindo e revendo suas opinides, o aluno pode querer trocar a teoria falsa por uma
teoria que seja verdadeira.

Analisamos o que acontece, quando ao aluno é proposto a resolver alguns
problemas envolvendo o conceito de simetria axial, utilizando-se, por exemplo, 0
papel quadriculado. S&o dadas as seguintes situagcdes para que resolva: na primeira
atividade proposta, ele deve refletir a figura dada em relacdo a um eixo horizontal de
simetria; na segunda atividade, deve refleti-la em relacdo a um eixo vertical de
simetria. A seguir, sdo propostas atividades onde deve refletir a figura em relacdo a
um eixo obliquo de simetria. Ao aluno ¢é deixada a tarefa de resolver tais situagdes,
criando condicOes e conhecimentos para a resolugédo das situacdes propostas.

Nas duas primeiras atividades (eixo paralelo as bordas superior e inferior da
pagina), baseados na literatura, talvez ndo aparecam grandes problemas; mas, na
terceira, o eixo obliqguo foge um pouco do tradicional, pode se constituir numa
grande dificuldade para o aluno, desestabilizando-o num primeiro momento; mas, se
ele se envolver, podera evoluir a partir de suas acdes e de seus conhecimentos, para a
aprendizagem do saber escolar. No decorrer do trabalho do aluno, deverdo ocorrer
situacdes a-didaticas de acdo, formulacéo e validacao.

Na fase de institucionalizacdo do saber, que deve ser guiada pelo professor, é
importante auxilia-los (os alunos) a fazer uma sintese da atividade, descrevendo 0s
Seus avangos e recuos, 0os objetivos que tinham em mente e as estratégias que
seguiram. As situagdes de institucionalizagdo sdo aquelas em que “o professor fixa
convencionalmente o estatuto cognitivo do saber. Por esta razdo, eles alteram este
estatuto” (Brousseau, 1997, p.37). A necessidade dessas situacdes, segundo Freitas
(2000), “se justifica diante da exigéncia de se fixar, por uma convencéo, 0 estatuto
cognitivo de um conhecimento. Além disso, é preciso também explicitar esse

conhecimento para sua funcionalidade em situacdes posteriores” (Freitas, 2000, p.
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83).

Uma vez construido e validado o conhecimento novo, passa a fazer parte da
“heranga” matemética do grupo e deve ser traduzido numa linguagem formal. As
situacOes de institucionalizagdo, quando propostas, visam a dar “acabamento” ao
conhecimento construido pelo aluno ou “mesmo trabalhar no sentido de descartar
possiveis aspectos ndo valorizados na perspectiva do saber socialmente formalizado”
(Freitas, 1999, p.76). Mas proporcionar uma fase de institucionalizacdo prematura
pode provocar uma quebra na construgdo do conceito de simetria axial pelos alunos e
uma fase de institucionalizagéo atrasada pode reforcar interpretacfes inadequadas.

Na proxima secdo (2.3), apresentamos a metodologia da pesquisa.

2.3 Engenharia Didética

Para 0 nosso trabalho experimental, elaboramos e aplicamos dois tipos de
atividades: uma, com a utilizacdo de lapis e papel; a outra, com a utilizacdo do
computador num universo de alunos do quarto ciclo (72 série) do Ensino
Fundamental.

Esse trabalho apdia-se nos principios da Engenharia didatica, que se
caracteriza por “ser um esquema experimental baseado em realizaces didaticas em
classe, isto é, sobre a concepcdo, a realizacdo, a observacdo e na andlise de
sequéncias de ensino” (Artigue, 1988, p. 285).

Régine Douady (1993), empenhada nas relagdes ensino-aprendizagem em

Matematica, entre professor e aluno, refere-se a engenharia didatica como sendo:

(...) uma sequiéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articuladas(s)
no tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar
um projeto de aprendizagem para uma certa populacdo de alunos. No
decurso das trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob reacbes
dos alunos e em funcdo das escolhas e decisdes do professor (Douady,
1993, apud Machado, 2002, p. 198).

Distinguem-se, na engenharia didatica, quatro etapas (distintas e
complementares) desta metodologia de pesquisa, que sdo: analises preliminares;
concepcdo da sequéncia e analise a priori das situagBes didaticas da engenharia;
aplicacdo da sequiéncia didatica (experimentagdo) e andlise a posteriori e validagao.
Em nossa experimentacdo, ndo realizaremos a Engenharia Didatica como um todo,

apenas uma micro-engenharia. As pesquisas de micro-engenharia “sdo aquelas que
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tém por objeto o estudo de um determinado assunto; elas séo localizadas e levam em
conta principalmente a complexidade dos fendmenos de sala de aula” (Machado,
2002, p. 197). Utilizaremos suas quatro etapas €, a seguir, descrevemos brevemente

cada uma delas nas sec¢des a seguir.

2.3.1 Anélises Preliminares

A analise preliminar é a etapa de busca de aportes para o tratamento do
problema sob investigacdo, os quais sdo fundamentais para esta pesquisa. Ainda
nesta fase, sdo pesquisados 0s quadros tedricos que vao orientar todo o processo.
Uma parte dessa etapa € apresentada neste capitulo e a outra no capitulo I.

2.3.2 Anaélise a Priori

Nessa fase, elaboramos os problemas que fizeram parte da sequéncia de
atividades com a utilizacdo de lapis e papel e com o computador; foram determinadas
as variaveis pertinentes ao problema e feitas algumas previsdes sobre o desempenho
do aluno. Levantamos as possiveis respostas a situacfes exploradas durante as
atividades de experimentacao e justificativas para tais respostas.

Para a realizacdo da engenharia didatica, consideramos que 0 meio € um
ambiente que provoca desestabilidade de conceitos; mudancga de acgdes, de regras e
até mesmo abandono da situacdo proposta. A sequéncia de atividades foi elaborada,
contemplando os diferentes niveis de desenvolvimento dos alunos.

No capitulo I, apresentamos uma sintese de resultados de pesquisas
desenvolvidas, envolvendo o nosso tema, por pesquisadores como Hart (1981),
Grenier (1985), Mabuchi (2000) e outros. Estas pesquisas indicaram como influentes
no desempenho dos alunos, as seguintes variaveis didaticas: complexidade da figura;
posicdo do eixo de simetria: vertical, horizontal ou inclinado; posicao relativa eixo-
objeto; o tipo de papel (quadriculado ou ndo).

Pretendemos validar as seguintes hipoteses:

- Se os materiais didaticos sugeridos em algumas atividades contribuem na

obtencéo do éxito da atividade.

- Se os procedimentos: referéncia vertical, horizontal ou diagonal, como as

pesquisas analisadas neste trabalho vém indicando, ocorrem nas respostas

dadas pelos alunos para as situacfes-problema relativas a simetria axial,
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com a utilizacéo de lapis e papel e computador.

- Se os invariantes 1 a 9, citados neste capitulo, p.57-65, foram
identificados nas respostas dos alunos.

- Se o0 uso do computador é um facilitador na execugdo das atividades,

comparando com as atividades, utilizando lapis e papel.

2.3.3 Experimentacao

E nessa fase que é realizado o trabalho pratico com os alunos escolhidos.
Inicia-se logo que a pesquisadora faz o primeiro contato com o grupo-objeto de
investigacdo, onde explicita os objetivos, estabelece o contrato pedagogico, faz a
aplicacdo das seqiiéncias de atividades e o registro de observacdes feitas durante esta
fase, utilizando-se lapis e papel e computador, de acordo com os objetivos de
pesquisa. Ocorrera também a discussdo em grupo das atividades, no final de cada
categoria e fechamento pela pesquisadora das atividades que foram trabalhadas.
Maiores detalhes da experimentacdo, bem como alunos selecionados, nimero de

sessdes, conhecimentos do grupo encontram-se no Capitulo IV, paginas, 85-88.

2.3.4 Analise a Posteriori

A analise a posteriori se apoia sobre o conjunto de dados coletados na etapa
anterior: fichas de atividades, disquetes, observacdes feitas pela pesquisadora e pelo
observador, conversas individuais ou coletivas realizadas em diversos momentos do
trabalho experimental e tedrico.

Confrontacdo dos resultados obtidos com aqueles levantados na analise a
priori. E aqui que as hipoteses feitas se confirmam ou ndo. Como se trata de uma
micro-engenharia, ndo haverd validacdo externa; desta forma, a validacdo da
pesquisa foi feita internamente, pois “se baseia na confrontacdo entre a analise a
priori, que por sua vez se apdia no quadro tedrico, e a analise a posteriori (Machado,
2002, p.200).

No proximo Capitulo, descrevemos a construcdo da sequiéncia didatica

utilizada na pesquisa.



CAPITULO 111

A SEQUENCIA DIDATICA

3.1 Introducgéo

A sequéncia que desenvolvemos foi idealizada a partir dos pressupostos
tedricos descritos no capitulo anterior. Para tanto, foi estabelecido que a seqliéncia
didatica deveria contemplar situacGes-problema relativas ao conceito de simetria
axial, por proporcionar o aparecimento de diversos procedimentos “corretos” e
“incorretos”. Decidimos incluir, em nossa sequéncia didatica, atividades para serem
desenvolvidas com a utilizacdo de lapis e papel e com o computador, através do
software Cabri-Geometre Il. Escolhemos as situagdes-problema de modo que
permitissem ao aluno agir, expressar-se, refletir, evoluir por iniciativa propria,
mobilizando conhecimentos antigos e novos, e com a minima intervencdo do

pesquisador.

3.2 Composicao da Sequéncia Didatica: Lapis e Papel e Computador

Na sequéncia didatica de nossa pesquisa, as atividades foram divididas em
duas categorias de situacdes—problema relativas a simetria axial, que denominaremos
de Categoria | e de Categoria Il. Na Categoria | tanto utilizando lapis e papel quanto
computador, as atividades visavam a construcdo, ou identificagdo do eixo de simetria
de figuras dadas, com a finalidade de verificar conhecimentos prévios e analisar
procedimentos e teoremas-em-agdo dos alunos sobre o que eles entendiam por eixos
de simetria de figuras. Essas atividades foram elaboradas com o intuito de amenizar

as expectativas dos alunos em relacdo a aplicacdo da pesquisa; para que facam as
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perguntas ao pesquisador e ndo ao professor responsavel pela turma; para que
busquem as solugbes dos problemas, inicialmente, sem muita interferéncia do
pesquisador; para que justifiquem seus procedimentos; para verificarmos
conhecimentos que possuem sobre o conceito de simetria e de eixo de simetria.

Somente para a Categoria I, lapis e papel, ndo se esperava que 0s alunos
aceitassem as situacfes-problema como se fossem suas, pois eram poucas as
informacBes que haviam recebido. Muitas destas (ortogonalidade, equidistancia)
somente foram vistas durante 0 momento de sintese desta categoria, de forma que,
para a proxima categoria, era esperado dos alunos um maior envolvimento nas
situacOes-problema.

Para as atividades 1 e 2, dessa Categoria, a simetria tratada deve ser vista
como a simetria de uma Unica figura, cujo eixo a divide exatamente ao meio,
originando duas partes congruentes. Para as atividades 3 e 4, enfocamos a simetria
como caracteristica de duas figuras distintas, cujos pontos correspondentes distam
igualmente do eixo de simetria.

As atividades da Categoria Il tinham a finalidade de verificar conhecimentos
e analisar procedimentos e invariantes operatorios, utilizados pelos alunos diante da
construcdo do simétrico de uma figura (ponto ou segmento) em relacdo a um eixo
pré-definido. Nas atividades desta categoria, para determinar o simétrico de um
segmento (ou figura) em relagdo a um eixo de simetria, os alunos podem construir 0s

seguintes conceitos:

- Reconhecer que um segmento é um conjunto de pontos e que seu
simétrico é o segmento determinado pelos simétricos dos pontos do
segmento dado;

- Destacar que o simétrico de um segmento em relacdo a um eixo é outro

segmento congruente ao segmento dado.

Portanto, basta determinar o simétrico das extremidades do segmento em
relacdo ao eixo e tracar um segmento, passando por estes dois.

Acreditamos que para as situacdes-problema que fazem parte desta
categoria, os alunos devem perceber que o simétrico de uma figura, ponto ou
segmento, em relacdo a um eixo, € uma figura, ponto ou segmento; situado do lado

oposto ao da figura inicial em relacdo ao eixo de simetria e podem tragar o simétrico
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de uma figura, ponto ou segmento, em relacdo ao eixo de simetria utilizando apenas
a visualizacdo e o tracado sera feito a mao-livre. Estes conceitos sdo suficientes para
os alunos e bastam para a execugéo da tarefa.

Essas categorias foram trabalhadas em dois momentos distintos. No primeiro
momento, os alunos trabalharam com atividades, utilizando lapis e papel; no
segundo, com atividades utilizando o computador. As atividades foram trabalhadas,
tanto individuais quanto coletivamente. Primeiro, em situac@es de acdo, formulacéo e
alguma validacdo, e depois, em situacdes de validagdo e institucionalizagcdo. O
objetivo das discussdes em grupo foi de favorecer a identificacdo de procedimentos e
invariantes operatorios, e o aparecimento de situacfes de validacdo, culminando no
trabalho institucionalizado, realizado no final da aplicacdo das atividades de cada
Categoria.

Quatro atividades fazem parte da Categoria | e oito atividades fazem parte da
Categoria Il da seqliéncia didatica com a utilizacdo de lapis e papel. Para a seqliéncia
didatica com a utilizacdo do computador, duas atividades fazem parte da Categoria |
e cinco atividades fazem parte da Categoria Il. As atividades da sequiéncia didatica
encontram-se nos Anexos.

Na elaboracéo das atividades, consideramos: a posi¢cdo do eixo de simetria, 0
tipo de papel, a natureza do objeto e as ferramentas concretas. A posicdo do eixo de
simetria, que pode ser horizontal, vertical ou inclinado, ou inexistente (somente para
a Categoria I). A importancia de trabalharmos com os alunos o simétrico de uma
figura (ponto, ou segmento), em relacdo a um eixo de simetria, que pode estar nas
posicdes indicadas, é para que percebam o que ocorre com a imagem em cada um
dos trés casos citados. Pesquisas como as de Grenier (1985) e de Mabuchi (2000),
indicam que a posi¢cdo do eixo de simetria na figura interfere nos resultados das
situacBes-problema, principalmente nas atividades onde o eixo de simetria é
inclinado. Em nossa sequéncia, essas posi¢Ges do eixo na figura sdo propostas para
analisarmos se a posicao deste ajudara ou dificultard a execucdo da tarefa proposta.

Outra consideracao foi o tipo de papel: quadriculado (ou n&o) e transparente.
Quando a atividade € proposta no papel quadriculado, pode ser que as linhas da
malha contribuam na execucdo desta, pois a contagem de quadradinhos facilita a
preservacdo do tamanho, forma e distancia da figura ao eixo de simetria. O papel
transparente foi proposto pela facilidade e rapidez, utilizando decalque, na obtencéo

do simetrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria, principalmente quando
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0 eixo ndo for paralelo a uma das bordas do papel ou quando a figura dada
interceptar o eixo de simetria.

Consideramos, ainda, a natureza do objeto: ponto, segmento ou uma figura
qualquer, ndo necessariamente nesta ordem. Na sequéncia didatica, exploramos estes
trés objetos, pois segundo Grenier (1989), ndo e suficiente, para o aluno saber
determinar o simétrico de um ponto em relacdo a um eixo, para que ele saiba
determinar o simétrico de um segmento em relacdo a este.

Os materiais disponiveis para os alunos, nas Categorias | e Il, com a
utilizacdo de lapis e papel, foram os seguintes: lapis, régua graduada, esquadro,
compasso, dobradura, papel transparente, papel quadriculado e com a utilizacdo do
computador, as ferramentas do software Cabri-géomeétre II.

Para ambas as categorias, consideramos que 0s invariantes, suscetiveis de
serem construidos pelos alunos, podem ser os citados e comentados no Capitulo II,
Secdo 2.1, p.57-64.

Para as duas Categorias com lapis e papel ou computador, consideramos que
podem ocorrer 0s seguintes procedimentos de resolugdo das situagdes-problema:
referéncia horizontal, referéncia vertical, referéncia diagonal, bem como seus
correlatos, sendo o objeto uma figura, um ponto ou um segmento,
independentemente da posi¢do do eixo de simetria. Estes procedimentos surgiram em
outras pesquisas por pesquisadores como Hart (1981), Grenier (1985), Gutiérrez &
Jaime (1987), Webber (2000), Mabuchi (2001), e outros. Os invariantes operatérios
possivelmente associados a estes procedimentos também foram identificados na
pesquisa de Derbre e Mouffak (2004).

No Capitulo 1, Se¢do 2.1, p. 62-64, discutimos esses procedimentos e 0s

invariantes associados a estes.

3.3 Consideracdes sobre os Materiais Didaticos que sdo Propostos em nossa

Sequiéncia Didatica

Em algumas das atividades de nossa seqiiéncia, propusemos a utilizacdo de
diversos materiais didaticos. Entre tantos materiais que poderiam ser utilizados,
tivemos que optar por alguns deles e procuramos adequar o objeto (ponto, segmento,
figura) a atividade e ao material. Optamos, assim, pelos seguintes materiais:

dobradura; papel quadriculado; papel transparente; régua, esquadro e compasso;
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computador. Ndo € nosso objetivo ensinar aos alunos como utiliza-los, mas ver como
eles procedem e que estratégias criam para utiliza-los.

Os diversos recursos didaticos, devido a grande potencialidade que oferecem
a exploracdo de conceitos geométricos, devem ser considerados e, dependendo dos
conhecimentos prévios dos alunos, podem auxilid-los na previsao de solugdes sem a
necessidade de manipular o material didatico, pois essas solu¢Ges tém como
referéncias suas experiéncias anteriores.

Faremos algumas consideracGes sobre a escolha destes materiais:

Dobraduras, recortes e decalque: O conceito de simetria pode ser trabalhado com
dobraduras e recortes ou dobraduras e decalque. Ripplinger (1998), no seu artigo
Simetria: “O homem na busca da ordem e da regularidade” publicado na Revista Pro-
Mat Parand, considera a importancia de trabalhar com dobraduras e recortes em sala

de aulas:

Através de atividades simples como dobraduras e recortes, realizadas de
modo prazeroso pela crianca, esta pode experimentar e compreender 0s
movimentos realizados com um certo padrdo, o que ira contribuir para
que, mais tarde ela possa identificar os padrfes ou regularidades em uma
figura ou uma seqiiéncia delas que lhe for apresentada (Ripplinger, 1998,
p. 21-22).

Também podemos encontrar, neste artigo, resultados do trabalho

desenvolvido em sala de aula:

Quanto ao nosso trabalho, com ele pudemos obter resultados positivos e
motivacdo para a aprendizagem, pois nele as criangas puderam colocar
em préatica sua criatividade, inovando, criando e inventando. Pudemos
assim constatar com satisfacdo, ndo a realizacdo de cépias, mas resultados
efetivos produzidos através do trabalho pessoal. Desse modo,
conseguimos realizar o ensino de Matematica que tem sido um desafio
para todos os educadores e consiste em muito mais do que exercicio,
repeticdo e memorizagdo (Ripplinger, 1998, p. 22).

Atividades geométricas desenvolvidas com dobraduras e recortes podem ser
bem sucedidas, desde que se propiciem condi¢fes para que os alunos pensem,
reflitam, resolvam problemas e manipulem diversos recursos disponiveis, fugindo da
maneira antiga de transmitir uma série de informacGes prontas e acabadas, numa

atitude passiva e submissa.
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O recurso de dobrar o papel e fazer o decalque de figuras € um procedimento
conhecido dos alunos e esperado em suas respostas, nas atividades, sugerindo esse

tipo de material.

Papel quadriculado: O papel quadriculado, alem de ser material de baixo custo,
possui varias utilidades, como construcdo de faixas decorativas e mosaicos,
ladrilhamento formado por motivos geométricos, construcdo de figuras simétricas,
permitindo operacGes de rotacao, translacéo e reflexéo.

E um material que pode auxiliar o professor no desenvolvimento de
habilidades essenciais ao aprendizado da geometria, favorecendo o desenvolvimento
de atividades diversificadas. O papel quadriculado facilita a visualizacdo da figura,
fornecendo facilmente informacgdes sobre perimetro e &rea. Especificamente em
relagdo a simetria, este recurso nos permite visualizar como sera a imagem da figura
final e sua distancia em relacdo ao eixo de simetria.

O papel quadriculado pode passar por diversas variaces e deformacGes que
chamaremos de malhas, que podem ser: malha quadriculada, triangular, retangular,
pontilhada e outros. Em nosso trabalho, optamos pela malha quadriculada, uma vez
que ela parece ser familiar a muitos alunos e os auxilia na observacdo das formas
geométricas e da extracdo das propriedades das figuras consideradas. No
desenvolvimento do conceito de simetria, o papel quadriculado permite-nos
desenvolver atividades de observacdo, desenho e completamento das partes que
faltam de uma figura; translacdo, reflexdo e rotagdo de figuras; construcdo de
mosaicos.

As pesquisas citadas neste estudo relatam a influéncia da variacdo do tipo de
papel (quadriculado ou ndo) nas respostas dos alunos. Na pesquisa de Denys e
Grenier (1986), “Um estudo comparativo entre Franca e Japdo”, na analise a priori €
comentado que “o tipo de papel, quadriculado ou ndo, particularmente o primeiro,
poderia trazer dificuldades no caso de eixos obliquos, pois as direces verticais e
horizontais seriam deduzidas pelas linhas da malha” (Denys & Grenier, 1986 apud
Mabuchi, 2001, p. 48).

Papel transparente: Esse material didatico pode ser usado nas atividades que
envolvem o simétrico de figuras em relacdo a um eixo de simetria. Por exemplo,

onde é solicitado que se construa a parte que falta de uma figura dada, o aluno podera
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utilizad-lo para reproduzir a outra parte, completando-a. O papel transparente se
sobressai pelo fato de que: se considerarmos uma figura, juntamente com seu eixo,
desenhada de um lado do papel transparente; virarmos esta figura, espacialmente, em
180°, preservando a posicdo da base da figura e sobrepondo os eixos de simetria; e
decalcarmos a figura sobre o papel de resposta, teremos sua imagem impressa no

semiplano oposto.

Régua, esquadro e compasso: A régua é um instrumento muito comum entre 0s
alunos, um instrumento basico da sala de aula e til para o tracado de retas. O
esquadro é um instrumento empregado para o tracado de perpendiculares e paralelas,
principalmente, quando utilizado com o auxilio da régua; o compasso serve para
descrever circunferéncias, arcos de circunferéncias e outras construcdes, e € um
6timo auxiliar no transporte de medidas.

Segundo os PCN’s (1987), um aspecto que merece atencdo no 3° Ciclo é: “o
ensino de procedimentos de constru¢cdo com régua e compasso e 0 uso de outros
instrumentos (esquadro, transferidor), estabelecendo-se a relagdo entre tais
procedimentos e as propriedades geométricas que neles estdo presentes” (Brasil,
1987, p.68-69). Ainda, quando conceitos e procedimentos séo mencionados, sugerem
que sejam propostas, aos alunos, a resolucéo de situacdes-problema que envolvam a
obtengdo da mediatriz de um segmento, da bissetriz de um angulo, de retas paralelas
e perpendiculares e de alguns angulos notaveis, fazendo uso de instrumentos, como
régua, compasso, esquadro e transferidor. Esses conceitos e a utilizacdo destes
materiais sdo essenciais e fundamentais no estudo da simetria.

Em algumas situaces-problema, sugerimos o uso destes materiais, pois
normalmente atividades geométricas baseiam-se em procedimentos de observacéo,
representacdo e construcdo de figuras com instrumentos de medida principalmente
pela precisdo nas respostas das situacdes problemas. O manuseio destes instrumentos

permite aos alunos fazer conjecturas sobre algumas propriedades dessas figuras.

Computador: O computador é visto “como mais um instrumento de auxilio a um
ensino onde o proprio aluno constroi o seu conhecimento” (Bittar, 2000, p. 93), isto
é, como mais um instrumento didatico a ser utilizado em nossa pesquisa, e que
constitui mais um recurso de acesso do aluno a apropriacdo dos conhecimentos de

forma compreensiva, construtiva e dinamica.
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Muitos softwares, como por exemplo, o Cabri Géomeétre Il, vém sendo
desenvolvidos com o intuito de motivar o ensino e aprendizagem como forma dos
alunos produzirem conhecimento pelas suas possibilidades de experimentar, de criar,
de conjecturar e de comprovar. Com o auxilio deste software, sdo inimeras as
situacOes didaticas que podemaos elaborar, para a construcdo do conceito de simetria,
tendo em vista que essas representacdes dindmicas possuem ferramentas para
rotacionar, refletir ou mesmo transladar, porém, ndo podem sofrer qualquer alteracédo
em suas caracteristicas essenciais.

Por todos os motivos citados acima, acrescentamos 0 computador como
material concreto e atrelado a este o software Cabri-Géométre 1.

O software Cabri-Géomeétre 1l € um programa que:

(...) foi desenvolvido para permitir a exploracdo do universo da geometria
elementar...Coloca a disposicdo do usuario um mundo que o gebmetra
grego imaginou sem jamais pensar que ele poderia estar um dia
disponivel para uma manipulagdo efetiva, uma manipulacdo direta
(Laborde & Caponi, 1994, p. 9).

Neste software, temos a possibilidade de efetuar desenhos, como a construcao
de figuras, onde o processo de comunicagdo com o computador se baseia na
descricdo explicita das figuras (Baldin & Villagra, 2002). Esta explicitacdo é feita
através da utilizacdo de ferramentas disponibilizadas pelo aplicativo, entre elas,
encontramos a simetria axial, ferramenta principal para o nosso estudo. Cabe
ressaltar que o processo de constru¢do no Cabri estd intimamente ligado com a
geometria euclidiana plana.

Entre algumas das possibilidades que o programa Cabri-Géomeétre Il pode
oferecer, destacam-se: experimentacdo grafica; conjunto de construcdes elementares
disponiveis no seu menu; a manipulagdo direta do desenho-Cabri'. Dentre as
justificativas pela escolha deste software, 0 destacamos por:

- apresentar tela interativa que permite construcdes geométricas manipulaveis,
principalmente na elaboracdo do tracado de uma figura geométrica, através de

simples toques no mouse, permite, por exemplo, tragar retas, retas paralelas,

! Desenho-Cabri é uma designacdo dada por Laborde para um desenho solucéo de um problema de
construcéo realizado com o Cabri (Laborde & Caponi, 1994, p. 9).
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retas perpendiculares, segmentos, tracar a bissetriz e a mediatriz, medir
segmentos e angulos, etc.;

- possuir, numa das janelas, a func¢do simetria axial, que realiza automaticamente
a operacdo de associar a cada objeto construido seu reflexo relativo a uma reta
dada;

- apresentar comandos faceis e linguagem apropriada para estimular o
desenvolvimento de raciocinio matematico;

- possibilitar a supresséo de algumas op¢des, em funcgéo dos objetivos definidos e
do nivel etério dos alunos;

- possibilitar a revisdo de construcdes feitas pelos alunos, servindo como meio

complementar das observacdes e dos registos feitos no desenrolar das atividades.

Como trabalhamos com diversos materiais concretos e com o computador,
iSO nos permite uma “comparacdo” na elaboracdo de uma figura simétrica pelo
aluno no programa Cabri Géometre Il e em uma folha de papel e determinado
material didatico. E possivel perceber as facilidades e a rapidez na construgio de
uma figura com a simplicidade do manuseio de comandos oferecidos pelo software.
Encontrar o simétrico de uma figura em relacdo a uma reta tradicionalmente numa
folha de papel, leva muito tempo e, as vezes, torna muito mais complexo por causa
das limitagbes existentes, tais como, do material de desenho: régua, esquadro e
compasso; papel transparente; papel quadriculado; espaco e tempo. Ndo podemos
nos esquecer que, durante sua vida escolar, o aluno nem sempre teve contato com
estes materiais e usa-los, as vezes se torna um grande problema.

Algumas considerac6es sobre as ferramentas do software Cabri Géometre 1.

No Cabri Géometre 11, s6 € possivel utilizar uma ferramenta de construcdo a
cada vez. Seus comandos de criacdo (retas, pontos, poligonos, entre outros) e de
construcdo (retas, paralelas, perpendiculares, ponto médio, bissetrizes, entre outros),
permanecem disponiveis na barra de ferramentas de sua tela.

As ferramentas séo exibidas como grupos de botbes na barra de ferramentas
do Cabri no topo da tela. Os botdes denominados de caixas de ferramentas sao
referenciados da esquerda para a direita. Em nosso texto, muitas vezes estaremos
chamando de caixa n.° 1 (ponteiro), caixa n.° 2 (pontos), sucessivamente, até a Gltima
caixa de n.° 11 (desenhar), como podemos observar na Figura 3.5. Comentaremos

sobre algumas dessas caixas de ferramentas que serdo Uteis na experimentacdo. Na
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Figura 3.5, destacaremos a barra de ferramentas do Cabri, sobre a qual os alunos

poderao seleciona-las, no decorrer das atividades.

BARRA DE FERRAMENTAS DO CABRI

Ponteiro Retas Construir Macro Medir Desenhar

Pontos Curvas Transformar Verificar Exibir
‘ Propriedade

[ EE EEEE [ B

Figura 3.5. Barra de Ferramentas do Cabri.

A caixa transformar contém as ferramentas associadas aos recursos de
transformacdo do Cabri Géometre II. “Estes recursos permitem transladar, refletir,
rotacionar e dilatar objetos de acordo com fatores e valores angulares especificados”
(Texas, 1999, p. 8). As transformacgdes aparecem no Cabri como ferramentas de
construcdo, permitindo a obtencdo das imagens de qualquer objeto geométrico
(ponto, segmento, reta, figura, entre outros). Esta caixa oferece as seguintes
construcdes: simetria axial, simetria central, translacdo, rotacdo, homotetia e
inversdo. A caixa retas contém as ferramentas associadas aos recursos de criagdo de
retas, onde, por exemplo: a ferramenta reta cria uma reta, através de um ponto, com
uma inclinagéo especificada. A inclinacdo pode ser especificada em um espaco livre,
utilizando o movimento do mouse, ou definida por um segundo ponto. Na caixa
curvas encontramos a ferramenta circunferéncia, que cria uma circunferéncia
definida por um centro e um raio. Na caixa construir, a ferramenta ponto médio cria
0 ponto meédio de um segmento ou vetor, em um lado de um poligono ou entre dois
pontos. A mediatriz cria uma reta mediatriz de um segmento, vetor, lado de um
poligono ou entre dois pontos. Na caixa medir, a ferramenta distancia e comprimento
calcula e exibe distancia, comprimento, perimetro, circunferéncia e raio, conforme o
objeto selecionado. Na caixa exibir, a ferramenta comentarios permite criar uma
caixa de edicdo para digitar um texto de comentario.

Na barra de menu, encontramos 0 botdo do arquivo, que é composto de sub-
caixas: novo, abrir, fechar, salvar, salvar como, mostrar pagina, configurar pagina,
imprimir e sair. A caixa arquivo serd extremamente importante em nossa

experimentacdo, uma vez que os alunos devem utilizad-la em varios momentos.
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Discutiremos as ferramentas desta caixa na terceira parte da experimentacédo
(Capitulo VI, p. 166-167). Depois de resolvidas, as atividades devem ser
armazenadas, utilizando a opcédo salvar e, por seguranga, os alunos devem também
salva-las em disquete e, para isto, devem utilizar a opgéo salvar como.

Através da leitura dos disquetes, do recurso de revisar construcdes e das
folhas de atividades entregues, sera possivel analisar os procedimentos e identificar
teoremas-em-acao utilizados pelos alunos.

A andlise de “erros” auxiliard o trabalho de analise das producdes dos alunos.
Em nossas atividades, estaremos procurando analisar esses “erros”, através de
questionamentos feitos aos alunos; da andlise das respostas; da descricdo dos
procedimentos; do recurso de revisar construgcdes. Programas desse tipo constituem
ferramentas poderosas na identificacdo de dificuldades e fontes de erros, inerentes ao

aprendizado.



CAPITULO IV

EXPERIMENTACAO DAS CATEGORIAS I E II
—~ LAPIS E PAPEL E COMPUTADOR -

4.1 Introducéo

Este capitulo trata da parte experimental da pesquisa. Nossa sequéncia
didatica utiliza tanto lapis e papel quanto o computador. Para melhor apresentacéo,
dividiremos este capitulo em quatro partes. As partes | e Il contém, respectivamente,
a experimentacdo das Categorias | e Il com lapis e papel e, as Partes Il e IV contém,
respectivamente, a experimentacdo das Categorias | e Il com o computador. Cada
uma dessas partes, com lapis e papel ou computador, apresentaremos a analise a
priori, a experimentacdo e analise a posteriori das atividades que fazem parte da
respectiva categoria. Apresentamos ainda as sinteses dos momentos coletivos e das
categorias. Optamos, em nosso trabalho, em usar o tempo presente para a analise a

priori e o0 tempo pretérito para a analise a posteriori.

4.2 Informacdes sobre o Local e sobre o Grupo de Alunos Selecionados

a) Caracterizacao do local e sujeitos colaboradores da pesquisa

A escola municipal onde realizamos a parte experimental situa-se na periferia
da Cidade de Campo Grande — MS. Possui salas de aula amplas, arejadas e sala de
laboratério de informatica equipada com 12 microcomputadores. A pesquisa teve a
participacdo de alunos da 72 série do Ensino Fundamental. Este nivel escolar foi
escolhido, pois se pressupde que eles ja tenham conhecimentos basicos de geometria
plana.

Cada categoria foi aplicada em duas sessfes: uma para lapis e papel; outra,

para o computador, que foram desenvolvidas no horéario de aula dos alunos, mas com
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a disponibilidade de trés horas-aula. Cada ficha teve aproximadamente dez minutos
para ser executada. Houve uma fase de familiarizacdo do software, que foi
desenvolvida em uma hora-aula, num dia anterior ao da aplicacdo da seqliéncia
didatica com a utilizagdo do computador.

As atividades de lapis e papel foram trabalhadas com os vinte e sete alunos da
sala de aula escolhida. No computador, optamos por trabalhar com apenas 10 alunos
sorteados do grupo, para que cada um ocupasse uma maquina. Com namero reduzido
de alunos, tornou-se mais facil analisar procedimentos, escolhas e formas de uso das
ferramentas do Cabri e algumas vezes questiona-los sobre seus procedimentos nas
situacBes-problema sugeridas, para assim identificarmos os provaveis invariantes
operatorios por eles utilizados.

Os nomes dos sujeitos colaboradores desta pesquisa serdo identificados por
Aluno x, com x variando de 1 a 27. Os alunos sorteados para trabalharem as
situacBes-problema no computador foram os alunos: 1, 6, 7, 9, 12, 14, 15, 18, 21 e
26.

b) Conhecimentos do grupo de alunos selecionados.

Segundo o professor da sala de aula, os alunos ndo tiveram contato com o
conceito de simetria no ano de realizacdo da pesquisa € nem no ano anterior, uma vez
que também foi o professor deles na 62 série. Isto ndo quer dizer que os alunos nao
trouxeram o conceito de anos anteriores ou que nao tenham estudado fora do
contexto escolar. Por outro lado, o conceito de simetria € sugerido no livro didatico
adotado pela escola, mas ndo vem sendo trabalhado pelo professor desta turma.

O grupo selecionado ja trabalhou com: dobraduras, por exemplo, na
construcdo de um quadrado, utilizando dobraduras e recortes; papel quadriculado no
calculo de areas de figuras planas; régua, esquadro e compasso em atividades que
envolviam a construgdo de retas paralelas, perpendiculares, copias de medidas,
mediatriz de um segmento; papel transparente na copia de mapas, e copia e decalque
de figuras. Eles, freqlientemente, tém aulas no laboratorio de informatica da escola,
estando, portanto, familiarizados com o computador, mas ndo com o software Cabri

Géometre 11, utilizado nesta pesquisa.
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4.3 Informagdes Gerais Apresentadas aos Alunos sobre o Desenrolar das
Atividades

Antes da aplicacdo da seqiiéncia didatica, algumas informacges gerais sobre a
forma de conducdo das atividades e da pesquisa foram fornecidas pela pesquisadora
para o grupo de alunos selecionados.

A pesquisa de campo ocorreu com a presenca em sala do professor
responsavel pela turma, como observador, e nao interferiu nas atividades. Os alunos
foram informados a respeito da realizacdo da pesquisa, com bastante antecedéncia e
que as atividades seriam conduzidas pela pesquisadora e que trabalhariam com
situacBes-problema com varios materiais concretos; entre eles, o computador.

A pesquisadora apresentou-se a classe e explicou os objetivos da pesquisa
(analisar os procedimentos e teoremas-em-agédo, dos alunos, diante de situagdes-
problema com diversos materiais) e a metodologia a ser utilizada. Esclareceu
também que eles trabalhariam com situacdes-problema em forma de fichas de
atividades, fazendo uso de diversos materiais didaticos, sem o intuito de lhes atribuir
um conceito (nota), mas que a participacdo de todos os alunos seria de grande
importancia para o seu desenvolvimento.

Os alunos trabalharam respeitando e aceitando as regras citadas a seguir.

- as atividades serdo distribuidas em fichas, onde colocar o seu nome torna-
se desnecessario, garantindo assim o0 anonimato;

- as atividades s6 poderdo ter inicio ap6s a leitura do enunciado pela
pesquisadora;

- as atividades no computador serdo gravadas em disquete, e ndo lhes seréo
devolvidos;

- 0s arquivos das atividades no computador s6 poderdo ser abertos apos a
autorizacgéo da pesquisadora;

- as atividades com lapis e papel ndo lhes serdo devolvidas;

- na execucdo das atividades, terdo permissao para se comunicar somente
com a pesquisadora;

- as perguntas serdo feitas, particularmente, para a pesquisadora. N&o
poderdo fazer perguntas em voz-alta;

- € proibido olhar e copiar o trabalho do colega;
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- ndo sera permitido o uso de borracha ou corretivo durante as atividades, a
menos que sejam autorizados pela pesquisadora;

- as fichas, depois de entregues a pesquisadora, ndo lhes serdo devolvidas;

- no término da aplicacdo de cada categoria, ocorrerdo momentos de
discussbes coletivas das atividades sugeridas (todos os alunos e a
pesquisadora), que serdo gravadas e correcdo das atividades pela

pesquisadora.

Os alunos podem trazer este o conceito de simetria e eixo de simetria na sua
bagagem de conhecimentos anteriores. Optamos por nao falar nada com eles sobre
este tema, antes da aplicagdo da categoria | com a utilizacdo de lapis e papel, pois
pretendiamos ver qual o conceito de simetria que trazem e como agem diante das
situacGes propostas. Para a primeira categoria, usando lapis e papel, os alunos
trabalhardo com idéias espontaneas e também as advindas da atividade de dobradura
feita no inicio da experimentacdo, que comentaremos na Sec¢do 4.5 (p.101-102). Na
categoria Il, eles trabalharam com os conceitos anteriores a aplicacdo da seqiiéncia e
com aqueles que virdo das correcdes das atividades da categoria | e, assim
sucessivamente, para as categorias subseqlientes, sempre acrescentando as idéias das

categorias anteriormente desenvolvidas.

PARTE |

CATEGORIA | COM LAPIS E PAPEL

4.4 Andlise a Priori das Atividades

a) ATIVIDADE 1

A tarefa a ser executada é tracar o(s) eixo(s) de simetria (de algumas figuras),
caso existam, sem dobra-las ou recorta-las. Essa atividade é composta de seis figuras
(ver Anexo 1), sendo permitido o uso da régua graduada como ferramenta concreta e

as figuras sdo apresentadas em papel ndo quadriculado. Estas figuras podem
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apresentar eixos de simetria nas posi¢Oes: horizontal, vertical, inclinado ou
inexistente. Nesse caso, variamos apenas a posicao do eixo de simetria, fixando o

tipo de papel (ndo quadriculado).

Anélise a priori da atividade 1

O desafio da atividade 1 consiste em tracar o(S) eixo(s) de simetria (se
existirem), sem cortar, vincar ou dobrar o papel. Os alunos devem riscar 0s eixos de
simetria, quando existirem, utilizando-se de caneta e de régua graduada. Acreditamos
que os alunos busquem a solucdo de forma intuitiva, analisando a figura e
imaginando possiveis dobras (eixos de simetria).

Prevé-se que os alunos, quando usarem a régua graduada, somente o facam
como auxiliar no tracado de retas que, aproximadamente, dividem a figura em duas
partes congruentes. Possivelmente, eles podem utilizar o invariante operatério “o
eixo de simetria divide a figura em duas partes ‘iguais’”. Talvez a preocupagdo em
usar a graduacdo da régua ainda ndo apareca.

Em situacdes cujo objetivo é encontrar o eixo de simetria, a posicao inclinada
do eixo de algumas figuras, freqlientemente ndo € percebida pelos alunos. Apoiando-
nos nas pesquisas analisadas, supomos que a posi¢do do(s) eixo(s) de simetria de
algumas figuras, bem como sua complexidade (por exemplo, uma figura com muitos
lados), constituem-se em dificuldades aos alunos, na obtencdo do eixo de simetria.

Os alunos podem mobilizar procedimentos “corretos” ou “incorretos” ao
resolverem a atividade 1. Para cada figura que a compde, é possivel que em suas

respostas para a situagdo-problema proposta, os alunos:

- (a) Néo tracem eixo de simetria para a figura;

- (b) Tracem um Unico eixo de simetria para a figura;

- (c) Tracem mais de um eixo de simetria para a figura;

- (d) Tracem um eixo horizontal de simetria para a figura;

- (e) Tracem um eixo vertical de simetria para a figura;

- (f) Tracem dois eixos de simetria para a figura: um horizontal e um vertical;
- (g) Tracem eixos diagonais (um ou mais de um) de simetria para a figura;

- (h) Tracem todos (ou n&o) os eixos de simetria da figura;
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- (i) Tracem eixos de simetria procurando dividir a figura em duas partes
“iguais”;

- (J) Tracem eixos de simetria procurando dividir a figura ao “meio”.

Alguns ou todos os procedimentos citados podem aparecer em todas as
figuras que fazem parte desta atividade. Analisaremos cada uma das seis figuras que
fazem parte desta atividade.

De modo geral, é provavel que, para figuras que possuam mais de um eixo de
simetria, nas respostas dos alunos, seja representado apenas um eixo de simetria. O
aluno, quando encontra uma solucdo para um problema, se da por satisfeito e ndo se
preocupa em verificar se existem outros eixos de simetria ou ndo. Isto pode ser
atribuido ao fato dos problemas, geralmente, terem e serem apresentados aos alunos,
com uma Unica resposta. Problemas com mais de uma resposta, ou problemas sem
solucéo, dificilmente séo trabalhados em sala de aula (Smole & Diniz, 2001).

Os alunos podem utilizar invariantes operatérios “corretos” ou “incorretos”
ao resolverem a atividade 1, tal como os invariantes 1, 2, e 3 (p. 57-58), e 0s que
vamos citar na analise a priori de cada figura que faz parte desta. Acreditamos que €
possivel que os alunos utilizem alguns destes invariantes por fixarem-se na
congruéncia das partes da figura dividida pelo eixo; ou na sobreposicdo destas ao se

dobrar no eixo; ou nas duas a0 mesmo tempo.

Quadrado:

O quadrado possui 4 eixos de simetria: 1 horizontal (e, ), 1 vertical (e,) e as

duas diagonais (d, e d,). Para facilitar a descricdo, nomearemos as diagonais de

diagonal 1 e diagonal 2, quando nos referirmos especificamente a cada uma delas,
como visto na Figura 4.2,

d,

Figura 4.2. Eixos de simetria do quadrado.
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Os alunos podem resolver esta atividade, tracando o ponto meédio dos lados
horizontais do quadrado, utilizando a régua graduada ou 0 compasso e em seguida,

tracando o eixo e,, passando por esses dois pontos. Do mesmo modo, tragando o
eixo e, passando pelos pontos medios dos lados verticais do quadrado. Para

tracarem os eixos inclinados, basta que tracem as diagonais (d, e d,) da figura.

E provavel que poucos alunos representem os quatro eixos de simetria do
quadrado, como justificado neste texto; assim, a grande maioria dos alunos pode
tracar apenas um eixo de simetria. Embora os eixos diagonais ndo sejam tao
evidentes quanto o vertical ou o horizontal, esses podem aparecer comumente entre
as respostas dos alunos, pois eles podem estar familiarizados com a figura e com
atividades de dobradura desenvolvidas no ambiente escolar. Supomos entéo, que 0s

eixos horizontais e verticais, bem como os eixos diagonais (d, e d,) surjam em suas

respostas, pelo fato da figura ficar subdividida, respectivamente, em dois retangulos,
como na Figura 4.3 ou em dois tridngulos, como na Figura 4.4.

Os possiveis invariantes suscetiveis de serem utilizados pelos alunos, no caso
de termos os procedimentos representados na Figura 4.3, pelos motivos ja citados,
podem ser: “o eixo horizontal (ou vertical) divide o quadrado em duas partes
‘iguais’”; ““o eixo horizontal (ou vertical) divide o quadrado em dois retangulos”; “o
eixo de simetria passa pelo ‘meio’ do quadrado”; “o eixo horizontal (ou vertical)

divide o quadrado em duas partes iguais que coincidem por sobreposicao”.

Figura 4.3. Eixo horizontal e eixo vertical do quadrado.

Os invariantes suscetiveis dos alunos utilizarem, no caso de termos os
procedimentos representados na Figura 4.4, podem ser: “as diagonais do quadrado
sdo eixos de simetria desta figura”; “a diagonal do quadrado o divide em dois
triangulos”; “as diagonais do quadrado dividem-no em duas partes”; “as diagonais do
quadrado dividem-no em duas partes iguais que coincidem por sobreposicdo”.
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Figura 4.4. Eixo diagonal 1 e eixo diagonal 2 do quadrado.

Simbolo de proibido:

O simbolo de proibido possui 2 eixos de simetria, que denominamos eixo e,
(0 eixo que separa os dois semicirculos internos ou eixo entre as faixas) e eixoe, (0

eixo que divide os semicirculos internos no ponto médio do didmetro destes), como

representado na Figura 4.5a.

e, e
TAN
W™
el
a) b)

Figura 4.5. Item a: Eixos de simetria da figura. Item b: Reta horizontal e vertical.

Os alunos podem resolver esta atividade, tracando o ponto médio do
didmetro, com régua ou compasso, de cada semicircunferéncia e tragando o eixo de
simetria por esses dois pontos, no caso 0 eixo e,. No tracado do outro eixo de
simetria desta figura, podem encontrar a mediatriz do didmetro contido no eixo e, .

Esta figura pode ser considerada assimétrica pelos alunos, pois apesar de
poderem usar o recurso de girar o papel, dificilmente encontram os 2 eixos de
simetria, por serem inclinados ou pelas suas posi¢oes em relacdo a figura. O eixo
mais evidenciado pelos alunos pode ser o eixo e, . O eixo e, também pode aparecer.

Além desses, é possivel que nos representem, em suas repostas, as retas
vertical (e,) ou horizontal (e, ), que ndo séo eixos de simetria, como na Figura 4.5b.
Talvez isto ocorra se ele ndo estiver considerando os desenhos internos (as duas
semi-circunferéncias); mas, mesmo assim ndo estara visualizando que possui
infinitos eixos.

Desta forma, os possiveis invariantes que podem ser utilizados pelos alunos,
sdo: “as diagonais do simbolo de proibido séo eixos de simetria”; “o eixo e, (ou e,)

do simbolo de proibido é de simetria”; “o eixo que separa os dois semicirculos
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internos ou eixo entre as faixas do simbolo de proibido € de simetria”; “o eixo que
divide os semicirculos internos no ponto médio do diametro destes do simbolo de

proibido é de simetria”.

Seta:
A seta € considerada uma figura simples e familiar dos alunos e possui apenas

um eixo (inclinado em relagdo a borda do papel), observado na Figura 4.6a.

B B C
A C A
D D
E E
b)

a)

Figura 4.6. Item a - Eixo de simetria da seta e item b -Possivel eixo inclinado para a seta.

Procedimentos “corretos” ou “incorretos” que os alunos podem utilizar na

solucgéo desta atividade:

- a) Tracar a reta que passa pelos vértices C e F, com (ou sem) o auxilio da

régua. Neste caso, a reta tracada € o eixo de simetria da seta (Figura 4.6a);

- b) Tracar a reta que passa pelos vértices E e B (ou A e D), com (ou sem) o

auxilio da regua. Neste caso, a reta tragada nédo € eixo de simetria da seta;

- ¢) Tracar uma reta inclinada passando “aproximadamente” pelo ponto

médio dos lados AB e ED, com (ou sem) o auxilio da régua, como
ilustrado na Figura 4.6b. Neste caso, a reta tracada néo € eixo de simetria
da seta.

Por ser uma figura familiar ao aluno, é provavel que surja um numero
expressivo de respostas corretas. Muitos podem utilizar os seguintes invariantes
operatérios: o possivel invariante associado ao procedimento a acima, pode ser: “o
eixo que divide a figura (seta) em duas partes congruentes € de simetria”; o possivel

invariante associado ao procedimento b acima, pode ser: “o eixo de simetria da seta é
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a reta que passa pelos vértices EB, AD e FC, por suporem que se a figura possui
vértices, entdo deve-se ter eixos de simetria, passando por cada dois vértices ndo
consecutivos.

E provavel que ndo surjam os procedimentos (d), (e) e (f) em suas respostas,
por ser facil de perceber a ndo divisdo em duas partes congruentes da figura e

também a ndo sobreposicao destas ao se dobrar no eixo de simetria.

Reténqulo:
O reténgulo (com lados ndo paralelos em relacdo as bordas do papel), nessa

posicdo, como em qualquer outra, possui dois eixos de simetria. O eixo e, € 0 eixo
que passa pelos pontos médios dos lados menores do retangulo e o eixo e, € 0 que
passa pelo pontos médios dos lados maiores do retangulo, conforme Figura 4.7a.

E provavel que os procedimentos (d) e (f) ndo aparecam em suas respostas,

pois se tais procedimentos forem utilizados, a ndo congruéncia das partes em que a

figura foi subdividida € evidente.

a) b)

Figura 4.7. Item a - Eixo de simetria do retdngulo e item b - Diagonal 1 e diagonal 2.

Os alunos podem resolver esta atividade, tracando o ponto médio dos lados
menores do retangulo, utilizando a régua graduada ou 0 compasso, e tracando 0 eixo
e,, passando por esses dois pontos médios. De modo analogo, o eixo e,, passando
pelo ponto médio dos lados maiores deste, € tracado.

Para esta figura, é provavel que os alunos fornecam como resposta as suas
diagonais. Chamaremos de diagonal 1 (d,) a diagonal vertical e de diagonal 2 (d,) a
outra diagonal, conforme representado na Figura 4.7b.

Quando os alunos nos apresentam os eixos diagonais do retangulo como

resposta, acreditamos que ndo estdo considerando que algumas “figuras podem ser
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decompostas em duas partes ‘iguais’ mas que nao apresentam simetria ortogonal”
(Grenier, 1989, p.10), por exemplo, para qualquer figura, a diagonal vertical pode
aparecer com frequiéncia nas respostas dos alunos, talvez pela sua posicéo facilitada e
de facil visualizagdo, e por esta resposta ter sido observada em outras
experimentacdes.

Apesar de ter apenas dois eixos de simetria e de ser uma figura conhecida, é
possivel que, dentre as respostas dadas, aparecam cinco possiveis eixos de simetria:
as duas diagonais, 0s dois eixos de simetria desta figura e a reta horizontal (que néo é
eixo de simetria da figura). Alguns alunos podem considera-la assimétrica, pois,
como ja comentado anteriormente, sua posicdo inclinada foge das figuras
tradicionalmente trabalhadas em sala de aula e de muitos livros didaticos.

Pelos motivos anteriores, 0s possiveis invariantes utilizados pelos alunos
podem ser: “as diagonais do retangulo sdo eixos de simetria”; “as diagonais do
retangulo dividem-no em dois tridngulos”; “a reta que passa pelo ponto médio dos
lados maiores do retangulo é eixo de simetria da figura”; “a reta que passa pelo ponto
médio dos lados menores do retangulo é eixo de simetria da figura”. Neste caso, 0s
alunos podem estar fixando-se na congruéncia das partes da figura dividida pelo

eixo.

Raio:

O raio é uma figura assimétrica, como se pode observar na Figura 4.8a. E
provavel que muitos alunos tenham éxito nesta atividade. Possivelmente, podem
aparecer algumas respostas dizendo que “a figura possui um eixo inclinado de
simetria: aquele que a divide em duas partes” (invariante operatdrio), como na Figura
4.8b, pois alguns alunos podem ter dificuldade em perceber a ndo sobreposi¢do das

partes pela dobra no eixo de simetria, por eles tragado.

a) b)
Figura 4.8. Raio e possivel eixo inclinado de simetria dividindo o raio em duas partes.

E possivel que os procedimentos () e (f) ndo surjam em suas respostas, pois
as retas em questdo ndo séo eixos de simetria e 0 aluno ainda fixa-se no invariante

operatorio 1 (p. 57) .
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Estrela:
A estrela de cinco pontas tem cinco eixos de simetria, conforme representado

na Figura 4.9.

Figura 4.9. Eixos de simetria da estrela.

Os alunos podem resolver corretamente esta atividade, tracando os eixos de

simetria que passam pelos segmentos AF , BG, CH, DI e EJ.

A estrela de cinco pontas € uma figura familiar dos alunos e apesar de ter
varios eixos de simetria, € provavel que apenas um eixo de simetria — o vertical —
seja representado. Neste caso, o invariante verdadeiro suscetivel dos alunos
utilizarem, pode ser “a reta vertical é eixo de simetria da estrela”. Esta preferéncia
pelo eixo vertical foi observada em experimentacdes anteriores a este trabalho,

provavelmente por causa da posicdo do eixo na figura e também pela posi¢do da

figura no plano: a reta que passa por GE (Figura 4.9) é paralela a borda inferior do
papel. Se a figura recebe uma pequena rotacdo (giro), conforme podemos ver na
Figura 4.10, ela passa a ndo ter o eixo vertical de simetria e talvez possa ser

considerada assimétrica pelos alunos.

Figura 4.10. Estrela inclinada.

Podem surgir respostas considerado-a uma figura assimétrica, por causa de
sua complexidade e é provavel que ndo aparecam respostas mostrando todos 0s eixos
da figura, pelo fato desses outros eixos ndo estarem nas posi¢cdes convencionais, ou
por causa da satisfacdo dos alunos em apenas determinar uma resposta e ndo mais
investigar outras possiveis solu¢Ges, como argumentamos anteriormente para 0 caso

do quadrado.
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b) ATIVIDADE 2

A tarefa dos alunos consiste em observar e decidir, para duas figuras dadas, se
a reta dada é ou ndo um eixo de simetria. No item a, a reta € um eixo de simetria da
figura; no item b, a reta ndo € um eixo de simetria. N&o foi definida a ferramenta a
ser utilizada nesta atividade e o tipo de papel é ndo quadriculado. Além da decisdo,
os alunos devem justificar a resposta dada. A posicdo do eixo de simetria do item (a)

é vertical e do item (b) € inclinado.

Andlise a priori da atividade 2

A figura do item (a) é um trapézio isosceles, os alunos tém que perceber que
“0 eixo nele tracado é perpendicular aos lados paralelos desta figura e passa pelos
pontos médios destes lados e, portanto, é o seu eixo de simetria”. E provavel que
muitos alunos percebam a congruéncia das partes em que a figura foi subdividida e,
por isso, podem estar utilizando os invariantes operatorios 1, 2, ou 3 (p. 57-58). A
dobradura pode ser utilizada. No inicio da aplicacdo da seqléncia, trabalhou-se um
exemplo de dobradura e tal idéia ja pode fazer parte do aluno. Em caso de negacao,
isto €, de que a reta ndo € um eixo de simetria, consideramos esta resposta como falta
de atencdo e de informacbes, de forma que nem a congruéncia das partes
subdivididas e nem a sobreposicéo estdo sendo percebidas.

A figura do item (b) é um retangulo, e “a reta nele tracada é uma de suas
diagonais, 0 que ndo é um eixo de simetria do retdngulo” (invariante operatorio),
conforme pagina 36. Acreditamos que muitos alunos podem afirmar que a reta € um
eixo de simetria por ndo perceberem a ndo sobreposicdo das partes; ou por,
possivelmente, estarem utilizando o invariante operatorio 1 (p. 57). Para alguns, isto
basta para que a reta seja considerada eixo de simetria. Supde-se que alguns alunos
digam que a reta dada ndo é um eixo de simetria. Os que disserem que ndo € um eixo
de simetria podem ter percebido a ndo sobreposicdo das partes ao se dobrar no
referido eixo.

A dobradura pode ser utilizada, e também o recurso de medir os segmentos
para a verificacdo de que possuem a mesma medida, mas € provavel que isto nao
aconteca. Os alunos ndo tém o costume de verificar tamanhos de segmentos, pois

confiam muito na visualizacdo, e ndo foi dito (no enunciado) que poderiam usar.
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Assim, € suposto que os alunos utilizem apenas a visualiza¢do em suas decisdes.
Alguns alunos podem considerar que as duas retas em analise, a do trapézio e
a do retangulo sejam eixos de simetria, pelo mesmo motivo comentado no invariante

operatorio 1 (p. 57).

c) ATIVIDADE 3

A tarefa a ser executada € decidir qual de duas figuras (vermelha e azul) é o
simétrico, em relagdo a uma reta inclinada (eixo de simetria), de uma figura preta. A
figura preta esta afastada do eixo de simetria e os alunos devem justificar a escolha
da figura representando o simétrico. A figura vermelha foi apresentada em uma
referéncia horizontal, pois este € um procedimento comum como indicado em
pesquisas anteriores. A figura azul é a resposta correta da atividade. A ferramenta a
ser utilizada nao foi definida, o tipo de papel € ndo quadriculado, a posicdo do eixo

de simetria é inclinado e as figuras estdo afastadas deste.

Anélise a priori da atividade 3

Em relacdo as questfes anteriores, esta atividade é muito mais dificil, pois nas
atividades 1 e 2, a propriedade de eixo de simetria colocada em evidéncia é aquela da
divisdo da figura em partes iguais, cada uma em um semiplano em relacdo a reta de
dobradura. Até o momento, o0 “eixo cortava a figura em duas partes ‘no meio’”, agora
0 eixo de simetria ndo esta mais cortando a figura e ela estd afastada do eixo. Os
alunos tém que buscar meios de resolver o problema e assim desejamos verificar
como eles reagem diante desta nova posicdo da figura em relagio ao eixo. E possivel
que ocorra uma resisténcia em aceitar esta nova situacdo e em buscar a solugéo, uma
vez que nada foi falado aos alunos acerca desta questdo. A melhor saida para o aluno,
nesta atividade, é dobrar no eixo de simetria e verificar que a resposta correta € a
figura azul.

A régua graduada e o esquadro podem ser utilizados para a verificacdo das
propriedades de equidistancia e perpendicularismo, presentes no conceito de
simetria, como podemos observar na Figura 4.11. Isto é, os alunos podem tracar retas
auxiliares, unindo o vértice da figura dada (preta) ao vértice correspondente da outra
figura (azul ou vermelha); verificar se a equidistancia dos pontos correspondentes ao

eixo de simetria é preservada, utilizando a régua graduada ou 0 compasso; e verificar
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se estas retas sdo perpendiculares ao eixo, chegando a resposta desta atividade (figura
azul). Os alunos ndo devem proceder desta forma, uma vez que as informacdes que
receberam sdo insuficientes, mas essas propriedades estardo disponiveis na categoria
I, uma vez que a pesquisadora fara a discusséo e correcdo desta atividade.

Aos alunos é permitida a utilizacdo da dobradura e pretendemos analisar se
esta ferramenta sera utilizada. Pela dificuldade da tarefa a ser desenvolvida,
acreditamos que alguns alunos a utilizem.

Na Figura 4.11, todas as retas auxiliares, em cor-de-rosa, sédo perpendiculares
ao eixo e e todos os vértices da figura dada, em preto, estdo a mesma distancia dos
vertices da figura azul em relacdo ao eixo e. Pode-se verificar também que a figura
azul tem a mesma forma, o mesmo tamanho e é a imagem da figura preta em relacao
ao eixo de simetria e. Ja as retas auxiliares, em marrom, ndo sdo perpendiculares ao
eixo e o0s vértices da figura preta ndo estdo a mesma distancia dos Vvértices

correspondentes da figura vermelha, em relacéo ao eixo e.

Objetos nio perpendiculares

Figura 4.11. Atividade 3, propriedade de equidistancia e perpendicularismo.

Em suas respostas € possivel surgir a figura transladada horizontalmente, no
caso, a figura vermelha. Os alunos apegam-se na preservacao da forma, do tamanho
e principalmente no deslocamento da figura; por isso, € provavel que estejam
utilizando o invariante operatorio 6, (p. 62). A figura azul, que € a resposta correta da
atividade, aparece quando o aluno utiliza a dobradura na obtencéo do resultado; neste

caso, pode ser que eles estejam utilizando os invariantes operatorios 3 e 5 (p. 60-61).
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d) ATIVIDADE 4

A tarefa a ser executada é tracar o(s) eixo(s) de simetria, caso existam. E
composta por 6 itens: a) sem eixo de simetria; b) com eixo vertical de simetria; c)
com eixo inclinado de simetria; d) com eixo vertical de simetria; item €) com eixo
horizontal de simetria; e item f) com eixos vertical e horizontal de simetria. O tipo de
papel no qual a atividade esta inserida é ndo quadriculado e a ferramenta concreta

néo foi definida, mas o aluno deve justificar a escolha da ferramenta utilizada.

Andlise a priori da atividade 4

Na atividade 3, o aluno teve contato com o simétrico de uma figura em
relacdo a um eixo de simetria, onde este ndo interceptava a figura. Como na atividade
anterior, os eixos de simetria desta atividade podem estar fora da figura.

E provéavel que os alunos ndo considerem as figuras como o original e seu
reflexo, mas cada uma independente da outra e buscando em cada uma,
isoladamente, seu eixo de simetria, pois acreditamos que a posicao figura/eixo € um
fator dificultador desta atividade, apesar do primeiro contato na atividade anterior
com o eixo de simetria ndo interceptando a figura, os alunos ainda ndo incorporaram
a possibilidade da ocorréncia deste caso em outras atividades e, para eles “o eixo de
simetria deve cortar a figura no ‘meio’”, que é o invariante operatério disponivel até
0 momento, fato que pode ser atribuido a atividade de dobradura.

Os alunos podem perceber que no item a uma figura ndo é o simétrico da
outra, tentando dobrar em possiveis eixos e verificar que para nenhum deles as
figuras se sobrepdem.

No item b, os alunos podem proceder da seguinte forma: tracar M o ponto

médio de AA' e, por este ponto, tracar a reta r perpendicular a AA'; da mesma forma
para 0 segmento CC', obtendo assim o ponto N médio de CC' e a reta s
perpendicular a cc' passando por N. O mesmo deve ser feito com BB'. Como
podemos observar na Figura 4.12.

Eles podem concluir que uma figura é simétrica a outra, em relagdo ao eixo
de simetria r (r=s=t), uma vez que, se dobrada neste eixo, as duas figuras vao

coincidir por sobreposicdo. Logo a reta r é seu eixo de simetria, como observado na
Figura 4.12. O mesmo vale paraos itensc, d e f.
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r=s=t
B g
0 M & ponto médio de AA'
N & ponto médio de CC*
0 € ponto médio de BB'
C C' . . . s
A A r & perpendicular a AA' por M
M=N J—
s & perpendicular a CC' por N
t & perpendicular a BB' por 0

Figura 4.12. Atividade 3

Para os itens a, b e ¢, podem surgir respostas que nao sejam corretas como: “a
reta que divide cada triangulo no meio”; “a reta que passa por um dos lados do
triangulo”. Para o item (d), podem aparecer as seguintes respostas: eixos de simetria,
vertical, horizontal e eixo horizontal tracado em cada um dos segmentos inclinado.
No item (e), o eixo horizontal pode ser 0 mais representado, provavelmente por que
os alunos utilizam o invariante 3 (p. 58) e a propria figura parece induzir a este eixo.
No item f, podemos ter o eixo vertical e o horizontal, e em alguns casos podemos ter
como resposta os dois juntos, pelo mesmo motivo justificado anteriormente. E

provavel que nos itens e e f, sejam considerados sem eixo de simetria.

4.5 Desenvolvimento e Analise a Posteriori das Atividades

a) ATIVIDADE 1

Desenvolvimento da atividade 1

Depois de feita a leitura das informacgdes, a pesquisadora esperou que 0S
alunos trabalhassem na primeira atividade da categoria I, com lapis e papel. Passados
alguns minutos, nenhum aluno comecou a desenvolver a atividade, como previsto
que pudesse ocorrer, pois palavras como eixo de simetria, simetria e simétrico de
uma figura em relagéo a um eixo poderiam ainda néo fazer parte dos conhecimentos
disponiveis deste grupo.

Os alunos comecaram a fazer perguntas e essas foram feitas ao professor da
sala e ndo a pesquisadora, apesar dos combinados feitos anteriormente. Ocorreram

perguntas como: “O que é para fazer?”; “Eu ndo sei o que é para fazer, professor”;
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“O que ¢é eixo de simetria?”. A pesquisadora orientou para que relessem o enunciado
e tentassem resolvé-la. Mesmo assim, eles ndo comecaram a execu¢do da atividade.
Isto era perfeitamente esperado, uma vez que a nossa intencao era verificar se alguns
dos alunos haviam estudado este conteldo anteriormente, uma vez que este conteido
era sugerido nos livros didaticos adotados pela escola.
Diante desta situacdo, optamos por dar uma idéia de figura simétrica a outra

em relacdo a um eixo através de uma atividade, envolvendo dobradura e recorte e,
conjuntamente com o grupo, chegarmos a uma definigéo local de figura simétrica e
eixo de simetria. Esta opcdo foi pertinente, tendo em vista que neste tipo de atividade
a idéia a ser transmitida é a de que: uma figura € dita simétrica a outra em relacéo a
uma reta, quando as duas partes da figura se sobrepdem ao se dobrar na reta e esta é
chamada de eixo de simetria. Grenier (1989), na escolha de uma definicéo local de
uma figura, contendo um eixo de simetria, também fez a opcéo em trabalhar com
atividades de dobradura, o que ela chamou de “simetria-dobradura” de uma figura e a
justifica:

A dobradura néo apresenta mecanismos complexos para os alunos, pois a

operacao material € simples. Mas, a interdicdo de dobrar obriga o aluno a

antecipar o resultado da dobradura.

(...) em tal abordagem, a propriedade da reta simétrica colocada em

evidéncia é aquela da divisao da figura em partes iguais, cada uma em um
meio-plano em relacéo a reta de dobradura. (Grenier, 1989, p. 10).

Conjuntamente (pesquisadora e alunos), através da pergunta feita pela
pesquisadora: “O que € preciso fazer para construirmos uma borboleta, utilizando-
nos de dobradura e recorte ?”. Uma borboleta foi construida através das sugestdes do

grupo, como podemos observar na Figura 4.13.

Figura 4.13. Construcdo de uma borboleta com dobradura e recorte.

Através da observacgéo do resultado final, o grupo chegou na definicdo (local)

de figura simétrica e eixo de simetria, onde “a dobra é o eixo de simetria e as duas

! Estamos considerando como definicao local quando ela ndo abrange toda a generalidade do conceito.
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asas da borboleta sdo iguais, tendo entdo uma figura simétrica”. Essa informacao
pode se tornar um invariante operatorio para esse grupo, e temos a simetria como
caracteristica de uma unica figura cujo eixo a divide exatamente ao ‘meio’,
originando duas partes congruentes. Esta mesma idéia, também é passada pela
maioria dos livros didaticos do Ensino Fundamental.

Depois desta atividade de dobradura, os alunos iniciaram a execugdo da

situagdo-problema proposta.

Andlise a posteriori da atividade 1

Nesta atividade, o eixo de simetria inclinado ndo se constituiu um problema
para o aluno, pois os eixos inclinados das seguintes figuras: quadrado, simbolo de
proibido, seta e retangulo foram representados na grande maioria das repostas.

A idéia de “meio” é a que mais sobressaiu, isto é, o invariante de que “a reta
de simetria deve ser tracada, dividindo a figura ao ‘meio’”, utilizando-se unicamente
da visdo, inferindo um possivel lugar, mais ou menos, passando na metade da figura.

Alguns exemplos estéo ilustrados na Figura 4.14.

Figura 4.14. Segmentos tracados a mao-livre e passando no “meio” da figura.

Nessa atividade, percebemos que ndo houve nenhuma preocupagéo em usar 0
graduado da régua para auxilio do tracado do eixo de simetria. Esta afirmacédo esta
sendo baseada apenas na analise das respostas dadas, com exce¢do de uma Unica
aluna que esta claro ter usado da graduacdo da régua, como podemos observar na
Figura 4.15.

0.8

8
Figura 4.15. Foto da atividade 1 do aluno, mostrango 0 uso da graduacéo da régua.
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Podemos dizer que o conjunto, complexidade da figura e a sua posi¢cdo no
papel, dificultaram a visualizacdo de eixos de simetria, por exemplo, para a figura da
estrela somente o eixo vertical foi representado por este grupo; talvez, se tivessem
girado o papel, outros eixos apareceriam em suas solu¢des. Houve figuras em que
foram apresentadas mais de uma resposta, como para o quadrado e para o simbolo de
proibido.

As respostas dadas pelos alunos, para cada figura que compde esta atividade,

encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 1, no Anexo Il, p.263.

Quadrado:

Os possiveis eixos de simetria do quadrado representados pelo grupo foram:
- eixo diagonal 1 foi representado por 11 alunos;

- eixo diagonal 2 foi representado por 4 alunos;

- eixo diagonal 1 e eixo diagonal 2 foi representado por 1 aluno;

- eixo vertical foi representado por 6 alunos;

- eixo horizontal e eixo diagonal foi representado por 1 aluno;

- quatro eixos de simetria foi representado por 4 alunos;

- nenhum aluno o considerou assimétrico.

O eixo diagonal 1 foi representado por 15 alunos; o eixo vertical foi
representado por 10 alunos e o eixo horizontal foi representado por 5 alunos, se
incluirmos os alunos que tracaram 0s quatros eixos de simetria para o quadrado.
Como podemos observar, a diagonal 1 do quadrado foi a mais representada pelo
grupo estudado. A posicdo do eixo horizontal de simetria do quadrado nao foi téo
considerado quanto o eixo vertical; esperava-se que 0s eixos de simetria vertical ou
horizontal fossem o0s mais representativos. O eixo diagonal pode ter sido
representado com tanta freqiéncia pelo fato da professora regente da sala ter
trabalhado ha pouco tempo com atividades de dobraduras. Muitas dessas dobraduras
comecavam tracando a diagonal do quadrado. Era esperado que alguns alunos
representassem 0s quatro eixos de simetria do quadrado e isto aconteceu: quatro
alunos visualizaram os quatro eixos de simetria desta figura.

Pudemos identificar, nas respostas dos alunos, 0s seguintes teoremas-em-

acao, de eixo de simetria do quadrado:
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- As diagonais do quadrado sdo eixos de simetria.

- O eixo de simetria do quadrado é a reta que o divide em dois triangulos
(ou retangulos).

- "0 eixo de simetria do quadrado ¢ a reta que passa no “meio” dele ou o

divide em duas partes e coincidem’?.

A Ultima frase é de um aluno. Ele tracou o eixo vertical de simetria para o
quadrado, percebe que este eixo o divide em duas partes congruentes e que sdo
coincidentes ao se dobrar neste. Mas ndo visualiza que existem outros eixos com

estas mesmas propriedades para esta figura.

Simbolo de proibido:

Os possiveis eixos de simetria do simbolo de proibido representado pelos
alunos foram:

- sem eixo foi apresentado por 13 alunos;

- eixo entre as faixas foi tracado por 11 alunos;

- somente a reta horizontal® foi tragada por 1 aluno;

- retas horizontal e vertical foram tracadas por 1 aluno;

- dois eixos de simetria do simbolo de proibido foram tragados por 1 aluno.

Era suposto que a posic¢ao ndo convencional dos eixos de simetria do simbolo
de proibido se constituisse em uma dificuldade para a visualizacdo desses eixos. O
simbolo de proibido € considerado uma figura assimétrica por 13 alunos. O eixo mais
visualizado pelos alunos foi o localizado entre as faixas, parece que a propria figura
induz o aluno a tracar este eixo. As retas vertical ou horizontal apareceram em suas
solugdes. Um aluno nos apresentou as duas solucdes.

Pudemos identificar, nas respostas dos alunos, os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria do simbolo de proibido:

- O eixo de simetria do simbolo de proibido € aquele que esta entre a faixa;

- O eixo de simetria do simbolo de proibido é aquele que divide os

semicirculos internos em duas partes iguais;

2 Resposta apresentada pelo aluno quando questionado.
® Como os alunos tracaram eixos que n&o sao eixos de simetria do simbolo de proibido, estaremos
chamando de reta vertical ou reta horizontal, conforme o caso.
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- Os eixos de simetria do simbolo de proibido sdo: aquele que esta entre a
faixa e aquele que divide os semicirculos internos em duas partes iguais;

- Um dos eixos de simetria do simbolo de proibido é aquele que é
perpendicular a borda inferior do papel (eixo vertical).

- Um dos eixos de simetria do simbolo de proibido é aquele que €
perpendicular a borda inferior do papel e o divide em duas figuras que se
superpde através de uma rotacdo de 180°;

- Um dos eixos de simetria do simbolo de proibido é aquele que é paralelo
a borda inferior do papel (eixo horizontal).

- Um dos eixos de simetria do simbolo de proibido é aquele que é paralelo
a borda inferior do papel e o divide em duas figuras que se superpdem

através de uma rotagéo de 180°.

Seta:

Podemos dizer que os alunos visualizaram o eixo de simetria da seta, uma vez
que 25 alunos o tracaram corretamente. Apenas 2 alunos a consideraram uma figura
assimétrica. Nenhum outro tipo de resposta surgiu.

Em suas respostas, pudemos identificar o seguinte teorema-em-acdo de eixo
de simetria da seta: “a seta tem um eixo de simetria que a divide em duas partes
iguais que coincidem por sobreposi¢éo das partes pela dobra no eixo de simetria”.
Este esta comentado no invariante operatorio 2, Cl (p. 58).

Reténqulo:

Os eixos mais representados pelos alunos para o retangulo (com lados néo

paralelos em relagéo as bordas do papel) foram:

eixo paralelo ao lado maior (e, ) foi tragado por 7 alunos;
- eixo paralelo ao lado menor (e,) foi tragado por 4 alunos;

- eixo paralelo ao lado maior e eixo paralelo ao lado menor foram tracados
por 3 alunos;

- eixo diagonal 1 foi tracado por 6 alunos;

- eixo diagonal 2 tracado por 3 alunos;

- sem eixo que foi tracado por 4 alunos.
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O eixo e, foi representado por sete alunos, talvez por ser uma figura familiar

ao aluno ou talvez por ser trabalhado em atividades de dobradura, onde devem
dividir o retdngulo em duas partes iguais. Podemos justificar o aparecimento da
resposta do eixo paralelo ao lado menor do retangulo analogamente ao caso anterior.

O eixo e,, paralelo ao lado menor, foi representado em mesma quantidade

comparado a assimetria da figura. Outro eixo também bem representado pelos alunos
foi o diagonal 1. Esta resposta surge quando o aluno se fixa em apenas um dos
detalhes, no caso, “a reta de simetria divide a figura em dois triangulos congruentes e
se esquece de que os triangulos devem se sobrepor ao dobrar”.

As diagonais podem ser consideradas respostas precipitadas e erroneas. Nesse
poligono, 0 eixo ocupa a posi¢cdo da mediatriz de um dos seus lados. Como o
tamanho do desenho da figura ndo é muito grande, pode dificultar, ao aluno,
imaginar o que aconteceria se dobrassemos no eixo diagonal. “O eixo diagonal
divide a figura em dois triangulos congruentes, mas ndo se sobrepdem ao dobrar”
(invariante operatorio). Como comentado no Capitulo Il (invariante operatorio 1 —
Cl, p. 57).

Pudemos identificar, nas respostas dos alunos, os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria do retangulo inclinado, através da analise de suas respostas:

O eixo de simetria do retangulo inclinado é a reta que o divide em duas

metades (ou a que passa pelo seu “meio”);

- O eixo de simetria do retangulo inclinado é a reta que o divide em duas partes
iguais que se coincidem ao dobrar nesta;

- O eixo de simetria do retangulo inclinado € a reta que passa pelos pontos
médios dos lados menores do retangulo (ou a que passa pelos pontos médios
dos lados maiores do retangulo);

- Adiagonal (vertical) divide a figura em dois triangulos congruentes;

- Os eixos de simetria do retangulo inclinado sdo retas paralelas em relacdo aos

lados da figura, passando aproximadamente pelo ponto médio dos lados

opostos paralelos, como mostrado na Figura 4.8a.
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Raio:

Vinte e dois (22) alunos reconhecem a assimetria do raio, e apenas cinco (5)
alunos tracaram um eixo inclinado de simetria para o raio, como podemos observar
na Secéo 4.4, Figura 4.8b, p.95.

Os alunos que tragcaram para o raio eixo inclinado de simetria, podemos dizer
que a resposta dada foi precipitada, atribuida a falta de atencdo, ndo havendo
preocupacdo em verificar se as duas “partes” em que a figura foi subdividida
coincidiam ao dobrar. Esses alunos podem estar utilizando o seguinte teorema-em-
acdo de eixo de simetria do raio: “o raio tem um eixo inclinado de simetria que o
divide em duas partes”, “o raio tem um eixo inclinado de simetria que passa pelo seu

‘meio’”.

Estrela:

As respostas mais representadas pelos alunos para a estrela de cinco pontas
foram: sem eixo de simetria foi representado por 8 alunos e eixo vertical foi tracado
por 19 alunos.

A estrela foi considerada uma figura que possui somente um ou nenhum eixo
de simetria. Os alunos consideram somente o eixo vertical de simetria para a estrela,
como era esperado. A pesquisadora e 0 observador ndo notaram os alunos girando a
folha em busca de outros eixos de simetria para esta figura. Oito alunos acreditam
que a estrela é assimétrica e isto, provavelmente, pode ser atribuida a complexidade
da figura, ou pela propria figura que parece induzir a essa resposta.

O mesmo tipo de comportamento dos alunos pode ser observado em Mabuchi
(2000): “Na figura “estrela’ quase todos 0s grupos assimilaram s6 um eixo (vertical),
apenas um assinalou todos os eixos” (p.142). Em nossa pesquisa, nenhum aluno
assinalou todos os eixos.

Em suas respostas, pudemos identificar o seguinte teorema-em-acdo de eixo
de simetria da estrela: a estrela de cinco pontas possui um Unico eixo de simetria: 0

vertical.
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b) ATIVIDADE 2

Desenvolvimento da atividade 2

Os alunos receberam a atividade 2 e imediatamente depois da leitura desta,
partiram em busca da solucdo. Nao foi feita nenhuma pergunta a pesquisadora
durante a execucdo da atividade. Os alunos observavam as figuras dadas e

responderam as questdes solicitadas.

Analise a posteriori da atividade 2

Um Unico aluno ndo considera a reta tragada no item a, como sendo eixo de
simetria do trapézio isésceles. Dezoito alunos consideraram a reta tracada no item b
como sendo eixo de simetria do retangulo. Estas respostas encontram-se no Quadro
de Respostas da Atividade 2 no Anexo I, p. 264.

O papel era ndo quadriculado e os instrumentos de medida (régua graduada e
compasso) estavam disponiveis e poderiam ser utilizados. Estes instrumentos néao
foram utilizados, fato que foi observado pela pesquisadora e pelo observador e, além
disso, nenhum dos alunos mencionou em suas respostas a utilizacdo destes
instrumentos. A visualizagéo foi o recurso escolhido para a tomada de decisdes: se as
retas eram ou ndo eixos de simetria. A dobradura ndo foi utilizada, fato que foi
observado pela pesquisadora e pelas folhas que ndo apresentaram vinco.

Acreditamos que, pela posi¢do das figuras e pela familiaridade dos alunos
com elas, a atividade foi realizada com éxito.

Em suas respostas, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-a¢ao:

1) “O eixo de simetria divide a figura em duas partes iguais”. Este teorema-em-
acdo foi utilizado pelos alunos nos dois itens que compdem esta atividade. Como

pode ser observado em algumas respostas dos alunos:
- “Eu acho que sim porque os eixos de simetria estdo dividindo a figura em
duas partes iguais”, (Aluno 5);

- “S&o eixos de simetria porque a figura esta sendo dividida em duas partes
iguais”, (Aluno 16);

- “Sim porqgue as duas figuras sdo eixos de simetria e da para dividi-las em
duas partes iguais”, (Aluno 9);
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- “Sim porque se dobra-las ou recorta-las, elas estardo em partes iguais”,
(Aluno 22);

- “Estas retas sdo eixos de simetria porque as duas figuras, ou seja, as duas
partes da figura s@o totalmente igual. Esta reta divide no meio da figura”,
(Aluno 23).

Nessas respostas, os alunos centraram sua atencdo somente na divisdo da
figura em duas partes iguais, isto é, perceberam somente a congruéncia das partes,
mas ndo perceberam a sobreposi¢do (item a) destas partes ao se dobrar no eixo de
simetria, e no (item b) ndo perceberam a ndo sobreposicdo das partes. Podemos

observar nessas frases que o0s alunos ndo comentam sobre a sobreposicéo das partes.

2) “As retas tracadas para o trapézio isdsceles e para o retangulo sdo eixos de
simetria porque os lados sdo iguais”. Este teorema-em-acao foi utilizado pelos
alunos nos dois itens que compdem esta atividade. Como podemos ver nas

seguintes respostas:

- "(a) Sim, porque estdo dividindo as figuras em dois lados iguais. (b) Tem
eixos de simetria porque os lados s&o iguais”, (Aluno 18).

- “Sim s&o. Porque estdo dividindo a figura, tem dois lados iguais”, (Aluno
24).

- “Sim, as retas sdo eixos de simetria, pois nas figuras acima os dois lados
sdo iguais”, (Aluno 21).

Esses alunos podem estar se referindo a lados iguais, no sentido de que as
medidas dos lados das figuras formadas tém a mesma medida ou estdo observando a
congruéncia das figuras formada pela subdivisao da figura pela reta tracada.

Nestas trés frases, podemos observar que 0s alunos notam apenas a
congruéncia das figuras formadas, ndo considerando a sobreposi¢do das partes como

também necessaria para caracterizar o eixo de simetria.

3) Em algumas respostas identificamos, ao mesmo tempo, dois teoremas-em-agé&o.
Um para o item (a): “Sera um eixo de simetria, se dobrarmos no eixo de
simetria e os lados forem iguais” e outro para o item (b): “N&ao é eixo de

simetria, porque, se dobrarmos no eixo, as partes ndo se sobrepdem”.
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Vejamos algumas dessas respostas apresentadas pelos alunos:

- “(A) sim, (B) ndo. Porque a A se vocé dobra-la ao meio para desenhar ou
para recortar depois vocé perceberad que os lados sdo iguais. E a letra (b)
se dobrarmos ao meio e depois corta-la ndo saira esta figura”, (aluno 6);

- “Aletra (a) é um eixo de simetria porque os lados sao iguais e se dobrar
as duas partes ficam iguais. A letra (b) ndo é um eixo de simetria porque
os lados sdo iguais mas se dobrar ndo vai dar para ser igual porque a
maneira que repartiu ndo da certo”, (aluno 1).

Nessas duas frases, percebe-se que: a definicdo passada através da atividade
de dobradura esta sendo usada corretamente; o aluno visualizou que a diagonal do
retdngulo ndo é eixo de simetria, porque a dobra no eixo dado ndo leva a uma
sobreposicao das duas partes. Na segunda frase, no item (a), ele percebeu que o eixo
de simetria esta dividindo o trapézio em dois quadrilateros congruentes e como estes
se sobrepdem ao dobrar, entdo a reta & considerada um eixo de simetria da figura. No
item (b), “A letra (b) ndo é um eixo de simetria porque os lados sdo iguais mas se...”,
vé-se que o aluno consegue observar que os dois triangulos sdo congruentes, mas que
S0 isto ndo é garantia da simetria da figura em relacdo ao eixo dado.

Nas atividades propostas, ndo proporcionamos a estes alunos atividades de
dobradura nas quais as figuras pudessem ser decompostas em duas partes iguais, mas

que ndo apresentassem simetria ortogonal.

4) *“O eixo de simetria divide a figura em duas partes no ‘meio’”. Este teorema-
em-acdo foi utilizado pelos alunos nos dois itens que compdem esta atividade.

Veja algumas respostas.

- “A figura a é um eixo de simetria porque se dobra-las ao meio ficara
igual. A figura b ndo é porque se dobrar ao meio as pontas ndo ficariam
igualadas” (Aluno 14);

- “As duas retas sdo eixos de simetria. Eu errei. A a) € eixo de simetria
porque quando dobra sdo as mesmas, e a b ndo € eixo de simetria porque
guando dobra fica em lugar diferente” (aluno 4);

- “Letra a) simétrica ela é simétrica porque passa uma marca pelo meio. B
também é simétrica porque passa uma risca diagonal” (Aluno 19);

- “Sim, porque estdo dividindo a figura em duas partes no meio” (Aluno 8);
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- “Na figura a) o eixo de simetria estd certo e na figura b) estd errado
porque ndo estd dividindo o retdngulo em duas partes iguais ho meio”
(aluno 2).

Nas primeira e segunda frases, a definicdo de simetria construida através da
atividade de dobradura foi usada e os alunos perceberam que, quando o retangulo é
dobrado no eixo de simetria dado, a superposi¢do das partes ndo ocorre. Nas frases,
vemos a importancia de dobrar no ponto médio do lado da figura — o “meio” — é
ressaltado, embora esse “meio” ndo necessariamente divida a figura em duas figuras

iguais.

c) ATIVIDADE 3

Desenvolvimento da atividade 3

Os alunos receberam a atividade 3 e a pesquisadora fez a leitura do respectivo
enunciado. Alguns problemas, como comentado a seguir, ocorreram.

Esta atividade foi considerada muito dificil pelos alunos. Houve uma demora
em aceitar a atividade a ser desenvolvida e na sua conclusdo. Foi necessario um
tempo de adaptacao, de re-leituras do enunciado, de analise da situacdo proposta, de
guestionamentos a pesquisadora e ao observador.

Surgiram alguns questionamentos, tais como: “O que € para fazer?”, “N&o
entendi esta atividade”, “Nao sei 0 que € para ser feito, é para tracar 0 eixo?”. As

principais dificuldades dos alunos podem ser sintetizadas em:

a) Compreensdo da atividade: ao lerem o enunciado, os alunos néao

conseguiram entender o que deveria ser feito, apesar do pesquisador sugerir
que eles deveriam ler com calma o enunciado e responder o que eles achavam
que era para ser feito. Nenhum aluno questionou se a atividade poderia ter

outra resposta, ou ndo ter solugéo.

b) Afastamento da figura do eixo: na atividade de dobradura que utilizamos

para introduzir o conceito de simetria, 0 eixo dividia a figura em duas partes
congruentes “no meio”. Nas duas primeiras atividades, o eixo cortava as

figuras e, nesta, o eixo dado encontra-se afastado da figura.
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Depois dos alunos terem lido o enunciado com mais cuidado, houve a
compreensdo do problema e os alunos iniciaram a busca de solucéo.

A situacdo relatada anteriormente pode ser justificada pelo fato daqueles
alunos (segundo eles) ndo terem tido contato com este conteddo em anos anteriores.
O conceito de simetria e de eixo de simetria foi introduzido através de uma atividade
de dobradura, na qual o eixo dividia a figura em duas partes iguais que coincidiam ao
dobrar.

O uso da dobradura pode dificultar a ampliacédo do conceito para atividades
onde o eixo de simetria ndo passa pelo meio de uma figura. Para Grenier (1989), o
conceito de simetria usando dobradura é de uso limitado, mas pode contribuir para
que o aluno busque uma definicdo mais adequada e com instrumentos mais eficazes.

Nas atividades 1 e 2, o conceito de simetria advindo da atividade de
dobradura era suficiente, mas para a atividade 3, ndo. Na atividade 1, os alunos
tinham como tarefa tracar o eixo de simetria de algumas figuras, isto €, deveriam
encontrar em que lugar uma reta poderia ser tracada na figura de tal forma que a
dividisse em duas partes que coincidissem por sobreposi¢do ao se dobrar nesta. Na
atividade 2, a tarefa consistia em observar duas figuras e dizer se 0 eixo nelas tragado
era eixo de simetria desta. Agora, na atividade 3, a figura se encontra afastada do
eixo de simetria e devem decidir entre duas figuras qual é a simétrica da figura dada.
Houve uma ruptura no esquema antigo e ao aluno coube buscar meios na tentativa de
soluciona-lo e se adaptar a esta nova situacéo.

Mesmo com o relato destes problemas, os alunos procuraram a melhor forma
de resolver a atividade e responderam a questdo solicitada e, muitas vezes, se

embasando nas idéias da atividade de dobradura feita no inicio.

Analise a posteriori da atividade 3

As respostas apresentadas pelos alunos encontra-se no Quadro de Respostas
da Atividade 3, no Anexo I, p.265, no qual podemos verificar que quatorze alunos
consideram a figura vermelha como o reflexo da figura preta, isto €, eles podiam
estar utilizando o invariante “o reflexo da figura tem que ser ‘exatamente igual’ a
figura inicial” e, por isso, a resposta dada foi a figura deslocada horizontalmente.
Treze alunos responderam corretamente que a figura azul é o reflexo da figura preta.

Neste caso, eles devem ter observado que se dobrarmos no eixo de simetria as duas
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figuras coincidem. Isto fica evidente na fala de um dos alunos: “Eu escolhi a azul.
Porque (se) se dobrarmos a folha em cima do eixo de simetria as duas figuras se
combinariam” (Aluno 21).

A posicdo das figuras e a inclinacdo do eixo aumentaram o nivel de
dificuldade. Alguns alunos, com duvidas na sua resposta, utilizaram a dobradura, que
era o unico instrumento de validacdo que possuiam.

Através da observacdo do uso de material concreto pelos alunos, no
desenrolar da atividade, podemos dizer que alguns alunos simularam uma dobra na
reta de simetria, em busca do simétrico da figura preta, fato que foi observado pela
pesquisadora, mas esta dobra nédo foi efetivamente feita, pois ndo ha nenhuma folha

com vinco.

Podemos destacar os seguintes teoremas-em-ac¢do manifestados pelos alunos

em relacéo a esta atividade:

1. Os alunos que responderam corretamente que o simétrico da figura preta € a

figura azul. Os teoremas-em-acgéo que podem ter sido utilizados foram:

a) “O simeétrico de uma figura fica do outro lado do semiplano” e “uma figura
simétrica é formada de duas partes”. Citemos algumas dessas falas:
“Porque eu acho que ela € o outro lado da figura preta” (Aluno 17);
- “Porque eu acho que ela é a outra parte da figura” (Aluno 7);

- “Elaazul. Porque eu acho que ela tem parte igual” (Aluno 18).

Nas afirmacOes acima, parece que estes alunos estdo considerando que numa
reflexdo em relagdo a um eixo, a figura e sua imagem sdo formadas por duas partes:

uma fica num semiplano e a outra no outro semiplano.

b) “A imagem de uma figura, em relacdo a um eixo, estd & mesma distancia da

figura em relagdo ao eixo de simetria”.

“Porque elas estdo igualmente em relacdo ao eixo de simetria” (Aluno 9).

Nesta resposta, parece que o aluno percebeu uma das propriedades da simetria;

no caso, a equidistancia das figuras em relacdo ao eixo de simetria.
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c) “Uma figura é o simétrico da outra, quando, dobrando-se no eixo de

simetria, as figuras coincidem-se”.

- “Eu escolhi a azul. Porque (se) se dobrarmos a folha em cima do eixo de
simetria as duas figuras se combinariam” (Aluno 21).

“Porque em relacdo ao eixo simétrico a figura azul si encacha” (Aluno 3).

Nesta atividade, 0 eixo de simetria encontra-se afastado da figura. Nas duas
respostas, observamos que esses alunos perceberam que mesmo que o0 eixo de
simetria ndo passe pelo meio da figura, idéia que vinha sendo passada pela atividade
de dobradura feita no inicio e pelas atividades anteriores, é possivel encontrarmos o
simétrico atraves do ato de dobrar no eixo de simetria e ao se dobrar neste, as duas

figuras devem coincidir perfeitamente.

2. Os alunos que responderam que o simétrico da figura preta € a figura vermelha,
seus teoremas-em-acéo a respeito desta atividade foram:

a) “A reflexdo ndo inverte a posicdo da figura” ou “A reflexdo translada a
figura horizontalmente” ou “Numa reflexdo a posicdo da figura deve ser

mantida”. Vejam algumas respostas:

- “Porgue se uma figura cortada ao meio ela ndo iria ficar com o outro lado
torto e sim reto” (Aluno 23);

- “Porque a vermelha é a mesma medida da preta” (Aluno 22);

- "Porque € igual a figura preta. Tem os mesmos lados” (Aluno);

- “Eu escolhi a vermelha porque ela parece ser igual a preta” (Aluno 27);

- “Porque a vermelha tem as mesmas medidas da figura preta” (Aluno 25).

Nas frases acima, percebemos que estes alunos ndo perceberam que a figura
fica refletida, preservando sua forma e seu tamanho. Todas as trés figuras da
atividade 3 sdo congruentes. A figura azul é uma reflexdo da figura preta em relacéo
ao eixo dado e a figura vermelha esta deslocada horizontalmente em relacéo a figura
preta. Apesar dos alunos estarem se referindo a “mesma medida da figura preta”,

parece que ndo estdo considerando somente a medida dos segmentos, mas
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principalmente, estdo considerando que numa reflexdo a figura apenas se desloca

horizontalmente. Essa afirmacdo fica evidente nas seguintes falas:

- “Porque é igual a figura preta. Tem os mesmos bicos” (Aluno 24).

“Eu escolhi a vermelha porque estdo na mesma ponta” (Aluno 13).

Acreditamos que, para eles, o resultado da atividade ndo pode ser uma figura
refletida. Seria interessante propormos atividades que envolvessem o espelho, talvez

como uma possivel forma de desestabilizar esse teorema-em-acao.

- “Eu escolhi a figura vermelha porque ela se encaixa com a preta” (Aluno 10).

“Porque ela se encaichou” (Aluno 2).

Claramente, temos a simetria vista como um deslocamento horizontal da

figura, podendo ser “empurrada” até se encaixar perfeitamente, na outra.

d) ATIVIDADE 4

Desenvolvimento da atividade 4

Nesta atividade surgiram as mesmas dificuldades da atividade anterior. Os
alunos precisaram se adaptar a esta nova situacéo.

Enquanto a atividade era desenvolvida, questionamos, individualmente,
alguns alunos, sobre a sua resposta, com o intuito de melhor compreender os
raciocinios e procedimentos utilizados por eles. A resposta oral dada por alguns
destes alunos esta reproduzida na analise de cada item. A pergunta dirigida ao aluno

foi sempre a mesma: “Por que voceé fez assim?”.

Analise a posteriori da atividade 4

Nesta atividade, como previmos, em cada item, os alunos ndo consideraram
as figuras como o original e seu reflexo, e o eixo de simetria foi tragado, isto €, na
maioria dos casos, 0s alunos consideraram, em cada item, duas figuras distintas e
tragaram possiveis eixos de simetria para cada uma isoladamente.

A posicéo da figura em relagdo ao eixo ainda ndo havia sido aceita pelos

alunos, confirmando nossas previsdes da analise a priori.
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Através da analise do uso de material concreto produzido pelos alunos no

desenrolar da atividade:

- Podemos dizer que nenhum aluno dobrou a folha em busca de solugdes,

fato que foi observado pelo pesquisador e também por ndo haver vinco

nas folhas.

- A pesquisadora e o0 observador ndo registraram a utilizacdo de nenhum

instrumento de medida pelos alunos.

Na descricdo da andlise a posteriori desta atividade, detalharemos as

respostas para o item a. Os demais itens tém basicamente as mesmas justificativas e,

dessa forma, apresentaremos apenas os detalhes especificos de cada item.

As respostas de cada item que compde esta atividade encontram-se no Quadro

de Respostas da Atividade 4, no Anexo I, p. 266.

Para o item a, os alunos representaram diversos eixos de simetria, como se

pode observar na Figura 4.16.

ANIAN

A\

2° modo

N.° de alunos: 3

2° modo
N.° de alunos: 3

3° modo
N.° de alunos: 3

BNIRN

4° modo

N.° de alunos: 2

5° modo
N.° de alunos: 1

6° modo
N.° de alunos: 15

Figura 4.16. Modos de tracar o eixo de simetria da atividade 4a.

No primeiro modo, os alunos trabalhavam com a idéia de que s&o duas

figuras distintas e independentes. Para eles, o eixo deve dividir cada figura em duas

partes “iguais” (teorema-em-acdo), idéia provavelmente gerada pela atividade de

dobradura de figuras que ndo sdo compostas de sub-figuras conhecidas. N&o
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perceberam a ndo congruéncia das figuras geradas pelos eixos de simetria tracados.
Também ndo perceberam que os eixos tracados em cada uma das figuras ndo sao
eixos de simetria.

Neste segundo modo, os alunos consideram a figura e o seu reflexo. Tragaram
um possivel eixo inclinado de simetria. Para esses alunos, 0 eixo de simetria €
paralelo a um dos lados do triangulo, no caso, a hipotenusa (teorema-em-acdo). A
justificativa dada por um aluno para o fato do eixo de simetria ter sido feito paralelo
a hipotenusa é que “o eixo deve ser parecido com esses lados (referindo-se as duas
hipotenusas)”.

Para o terceiro modo, para estes alunos, existe um eixo de simetria para cada
figura que coincide com a hipotenusa do triangulo (teorema-em-acédo). Estes alunos
estdo considerando que, se dobrarmos na hipotenusa, formaremos a outra parte da

figura, ou seja, o quadrilatero mostrado na Figura 4.17.

Figura 4.17. Eixo de simetria, para cada figura, e sua reflexdo em torno deste eixo.

Um dos alunos foi questionado a respeito dessa sua solucdo, e nos relatou
oralmente: “Se eu dobrar aqui (referindo-se ao eixo que tracou), da a figura
simétrica. Um retangulo”. Ndo considerou o par de figuras como a original e seu
reflexo e ndo percebeu que o reflexo do tridngulo, em relacéo ao eixo tragado, ndo é
um retadngulo, mas o quadrilatero representado na Figura 4.17. E uma provavel
justificativa para ter procedido desta forma é que este aluno, talvez, ndo tenha
entendido o enunciado da atividade.

No guarto modo, para esses alunos, o eixo de simetria é uma reta horizontal
que passa pela base dos triangulos (teorema-em-acdo). Nesta solucdo, os alunos
julgam que os dois triangulos devem ficar de um mesmo lado em relacdo ao eixo de
simetria, e que, se dobrarmos neste eixo teremos a figura toda, como pode ser

observado na Figura 4.18.
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Figura 4.18. Modo de reflexionar no eixo de simetria da atividade 4a — 4° modo.

No quinto modo, para este aluno, “O eixo de simetria é perpendicular & base e
paralelo ao outro cateto do tridngulo dado” (teorema-em-acdo). O aluno fez o
seguinte relato oral: “O eixo de dobra é aqui (se referindo a reta feita), ndo é? E
forma uma figura”. Pela resposta, entende-se que se for feita uma dobra, no eixo por

ele tracado, obter-se-4 a resposta mostrada na Figura 4.19.

Figura 4.19. Modo de reflexionar no eixo de simetria da atividade 4a — 5° modo.

Observando os trés modos anteriores, parece que esses alunos entenderam
que era para ser tracada uma reta em torno da qual, depois, se faria a reflexdo da
figura. Pensando desta maneira, para qualquer figura dada é possivel tracar o eixo de
simetria.

Para o sexto modo, estes alunos ndo tracaram nenhum eixo de simetria,
podemos inferir que realmente visualizaram que ndo temos a figura e seu simétrico,

por isso ndo tragaram nenhum eixo de simetria.

No item b, como na anterior, surgiram diversos eixos de simetria, como

podemos observar na Figura 4.20.

1° modo 2° modo 3° modo

N ° de aliinns: 4 N O de aliino: 1 N O de aliino: 1
4° modo 5% modo 6° modo

N.° de alunos: 1 N.° de alunos: 11 N.° de alunos: 9

Figura 4.20. Modos de tracar o eixo de simetria da atividade 4b.
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Para os modos 1, 2 e 3, as justificativas sdao semelhantes, respectivamente as
justificativas dos modos 1, 3 e 4 da atividade 4, item a. No quarto modo, o eixo de
simetria € uma reta horizontal que intercepta dois lados de cada triangulo (teorema-
em-acdo). Este aluno ainda ndo percebeu que nem sempre o0 eixo de simetria deve
interceptar a figura. No quinto modo, a figura é considerada assimétrica por um
numero expressivo de alunos. No sexto modo, o eixo de simetria foi representado
corretamente somente por nove alunos e as retas foram tragcadas, passando entre as
figuras, procurando em parte preservar a equidistancia do eixo em relacdo as figuras.
Né&o foram utilizados instrumentos de medida.

Diversas respostas foram dadas pelos alunos para a atividade 4c, como
podemos observar no quadro da Figura 4.21.

O primeiro modo poderia ser justificado de forma analoga ao que foi
discutido nos dois itens anteriores. No segundo modo, seis alunos tragaram um eixo
inclinado de simetria, entre os dois triangulos, onde podem estar percebendo a

sobreposicao destas.

NEE

2° modo 3° modo
N © de alunos: 6 N.° de alunos: 2

1° modo
N © de alunos: 9

BN AN
N AN

4° modo 5° modo 6° modo
N © de aluno: 1 N © de alunos: 2 N ° de alunos: 7

Figura 4.21. Modos de tracar o eixo de simetria da atividade 4c.

No terceiro modo, o eixo de simetria tragado é uma reta horizontal, separando
as figuras em dois semiplanos (teorema-em-acdo). Neste caso, 0s alunos nao
observaram que a dobra no eixo de simetria ndo sobreporia as figuras. O préximo
modo tem justificativa andloga ao quinto modo, da anélise a posteriori da atividade

4a. No quinto modo, a justificativa é a mesma do quarto modo da anélise a posteriori
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especifica da atividade 4a. No ultimo modo, os alunos néo tracaram eixo algum para

a figura ou talvez alguns a considerem assimétrica.

Para atividade 4d, os alunos encontraram trés modos distintos de tracar o eixo

de simetria, como podemos observar na Figura 4.22.

VANV

1° modo 2° modo 3° modo
N.°de alunos: 2| N.°dealunos: 9 N.° de alunos: 16

Figura 4.22. Modos de tracar o eixo de simetria da atividade 4d.

No primeiro modo, os alunos dividiram cada segmento em duas partes iguais
e, no ponto médio, tracaram um segmento horizontal (ndo perpendicular a cada
segmento). Os alunos ndo perceberam que, se dobrassem no segmento tracado as
duas partes, ndo se sobreporiam e observamos a idéia de que o eixo deve passar no
“meio” do segmento. No segundo modo, o eixo de simetria € uma reta vertical entre
0s segmentos (teorema-em-acdo), inferindo ser o possivel eixo de simetria. Apesar
dos alunos tracarem o eixo de simetria @ mao-livre, sem nenhuma precisao, esta é a
resposta que estamos considerando como correta. No terceiro modo, vemos que 0S
segmentos foram considerados assimétricos, por dezesseis alunos. Ndo perceberam
que é possivel sobrepor os dois segmentos se dobrarmos na reta vertical, que é a
mediatriz do segmento, que une 0s extremos (superiores ou inferiores). Nesse caso,

pode ter havido efeito do uso de dobraduras e de figuras simples.

No item 4e, diversos eixos de simetria foram tracados pelos alunos, como se

pode observar na Figura 4.23.

1° modo 2° modo 3° modo 4° modo
N.°de aluno: 1 N.° de alunos: 2 N.°de aluno: 1 N.° de alunos: 23

Figura 4.23. Modos de tragar o eixo de simetria da atividade 4e.
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No primeiro modo, os alunos consideraram cada figura como um ente
independente e tracaram o eixo. Neste modo, parece que 0 eixo de simetria deve
passar pelo “meio” da figura E. Para o0 segundo modo, o eixo de simetria tracado para
a figura E é vertical (teorema-em-agd0) e o conceito de reflexdo destes alunos é de
que a figura e seu reflexo devem ser *“iguais”, preservando forma e tamanho, e o
simétrico € uma figura apenas deslocada horizontalmente. J& para o terceiro modo,
um eixo inclinado em relacédo a borda do papel ¢ tracado, a reflexdo também € vista
como um deslocamento horizontal da figura, como no segundo modo. Mas, nesse
caso, desprezaram o “espelhamento” da figura depois da reflexdo em reta. Para o
ultimo modo, vinte e trés alunos a consideram assimétrica ou simplesmente a
deixaram em branco. A resposta correta seria um eixo horizontal (como no primeiro
modo) cortando ambas as figuras.

Observa-se, nesse tipo de problema, que, ou os alunos tém facilidade em
perceber que ndo temos a figura e seu reflexo, ou simplesmente ndo tracaram
nenhum eixo de simetria para este item.

Para a atividade 4f, na Figura 4.24, temos as respostas dadas pelos alunos. As

justificativas sdo basicamente as mesmas da atividade anterior.

1° modo 20 modo 3° modo 4° modo
N.° de aluno: 1 N O de aliinng: 14 N.° de alunos 1 N.° de alunos: 11

Figura 4.24. Modos de tracar o eixo de simetria da atividade 4f.

No quarto modo, onze alunos consideraram-na assimétrica, ou deixaram a
atividade em branco. Quatorze alunos consideram-na, tendo eixo vertical de simetria,
que € resposta da figura. Podem estar percebendo a sobreposi¢do das partes ao se
dobrar neste. Nenhum aluno marcou dois eixos de simetria: horizontal e vertical para
esta atividade. Para este item, ambos s&o eixos de simetria para a figura. Pode ser que
se contentem com uma unica resposta para o problema, ou ndo visualizaram outro
eixo de simetria.

Observa-se, nesse tipo de problema, que os alunos tém maior facilidade para
identificar o eixo de simetria vertical. E um teorema-em-acdo para atividade 4f pode

ser: “o eixo de simetria € uma reta vertical entre as duas figuras”.
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4.6 Sintese do Primeiro Momento Coletivo

No final da aplicacdo da categoria | com a utilizacdo de lapis e papel,
promovemos 0 primeiro momento de discussdo dos resultados apresentados pelos
alunos em cada uma das atividades que faziam parte desta seqliéncia didatica.

Neste momento da pesquisa, 0s alunos se empenharam em observar, tracar e
decidir por eixos de simetria; deu-se inicio ao primeiro momento coletivo, fase de
validacdo que envolveu todos os alunos selecionados e a institucionalizacdo que
envolveu pesquisadora e alunos.

Sabendo que esta situacdo € muito diferente do que normalmente ocorre em
sala de aula, estdvamos certos de que muitos alunos, de inicio, ndo entrariam na
discussdo. Mas tentariamos introduzi-los nesta, procurando mostrar-lhes que
aprenderiam muito tentando justificar seus procedimentos aos colegas. Assim, 0S
alunos foram convidados a comunicar seus resultados para os colegas e que
procurassem justificar por que assim fizeram.

N&o descrevemos todos as respostas apresentadas, apenas apresentamos
algumas dessas falas. Queremos dizer que esses momentos aconteceram e foram
importantes e necessarios. Algumas das justificativas também se encontram no
decorrer da anélise a posteriori de cada atividade.

A pesquisadora, dando inicio a discussao da atividade 1, comunicou ao grupo
que partiriamos da primeira figura (quadrado) e passariamos para a proxima (simbolo
de proibido) até que discutissemos os procedimentos de todas as figuras que a
compdem. Houve uma pequena demora até que o primeiro aluno se pronunciasse,
mas depois, 0s outros, se sentindo seguros, foram entrando na discussdo, um a um,
mas nem sempre justificaram seus procedimentos, vejam alguns exemplos: “eu fiz
este eixo no quadrado (eixo horizontal), porque eu achei que é ele” (Aluno 17);
continuou dizendo: “e depois eu fiz o outro (eixo diagonal 1)”. Outro aluno disse:
“eu tracei um eixo na ponta do quadrado (eixo diagonal 2), porque achei que as
partes sdo iguais”(Aluno 25).

Na discussdo da penultima figura, o aluno 4 ficou incomodado quando o
aluno 7 disse que o raio ndo tem eixo de simetria, mas se conformou. O mesmo nao
aconteceu na atividade 2b, quando o aluno 14 disse que a diagonal ndo é eixo de
simetria do retangulo. N&o aceitando (Aluno 4) pediu (a pesquisadora) se poderia

dobrar a figura, e s6 entdo se deu por vencido.’ tros também sO concordaram
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depois da dobra no eixo de simetria.

Através dessas discussdes, fomos tracando os eixos de simetria de cada
figura, caso existissem, e ocorreu o fechamento pela pesquisadora da atividade, isto
é, situacBes de institucionalizacdo onde visavam “estabelecer o carater de
objetividade e universalidade do conhecimento” (Freitas, 2002, p. 82). Procedemos
desta maneira para todas as outras situacdes-problema que faziam parte desta
categoria .

Nas atividades 2 e 3, como na anterior, os alunos dobraram no eixo e olharam
contra-a-luz, antes de nos apresentar suas justificativas. Este procedimento tornou-se
um meio de prova e verificacdo da resposta por esses alunos.

Na atividade 4, os alunos vinham até a mesa e numa transparéncia tragcavam o
eixo de simetria da figura envolvida, se no caso um dos alunos tivesse uma resposta
igual as que ja tivessem sido representadas apenas deveriam justifica-la; se sua
solugdo ainda ndo tivesse sido representada, entdo deveria vir até a mesa, fazé-la e
justifica-la. Alguns alunos, antes de virem até a mesa, dobravam no eixo de simetria
por eles tragado, para concluirem se a reposta estava certa ou néo.

Os alunos, neste momento (final desta categoria), constam com a idéia de
simetria e de eixo de simetria advinda da atividade de dobradura feita no inicio da
experimentacdo e com as idéias resultantes das correcdes das atividades (pela
pesquisadora) desta categoria, isto &, os alunos devem saber que: da atividade 1, que
uma figura pode ter um ou mais de um eixo de simetria; para tragar o eixo de
simetria do quadrado e do retangulo (com lados ndo paralelos em relagcdo as bordas
do papel), uma maneira é tracar os pontos medios dos lados destas figuras e, em
seguida, tracar o eixo de simetria, aquele passando pelos pontos médios dos lados
paralelos. No caso do quadrado, as suas diagonais também sdo eixos de simetria,
entdo devemos traca-los, mas no caso do retangulo ndo séo; da atividade 2, item a) o
eixo de simetria esta a igual distancia dos vértices da figura e que as duas partes

desta coincidem por superposicdo; da atividade 3, na reflexdo de uma figura em

relacdo a uma reta, a sua imagem mantém a mesma forma, o mesmo tamanho,

porém, em posi¢cOes opostas; da atividade 4, através da resolucdo desta (pela

pesquisadora) utilizando-se de régua, esquadro e compasso, apresentamos 0 conceito
de simetria e suas propriedades, como na Sec¢dol.2 (p. 21-22).
Desta forma, os alunos ampliaram seus conhecimentos a respeito do conceito

de simetria; na verdade, nesta etapa do processo, 0 grupo escolhido ja tem o conceito



126

de simetria e de suas propriedades. Mas é importante ressaltar que os alunos apenas
observaram a pesquisadora fazendo os exercicios, ndo refizeram as atividades, isso
implica que a simples observac¢ao do desenvolvimento de uma atividade nem sempre

0s capacitam, a saber fazé-los.

4.7 Sintese sobre a Categoria | com Lapis e Papel

Nas atividades da categoria I, observamos que os alunos, de modo geral, ndo
utilizaram instrumentos de medida, recorrendo somente a visualizacdo na tomada de
decisbes. Verificamos também, que a maioria dos alunos ndo conseguiu identificar
todos os eixos de simetria de uma figura, e que a posi¢do da figura em relagdo ao
eixo dificultou a realizagéo da atividade.

Percebemos, ainda, que alguns alunos consideram *“a reflexdo como sendo
apenas uma translacdo da figura”. Para obtencdo da resposta correta, os alunos
utilizaram dobradura para verificar ou confirmar este fato, mas esta dobra néo foi de
fato efetivada. Esses alunos utilizaram o recurso de puxar uma das bordas do papel,
como se fossem dobrar no eixo de simetria dado e analisar mentalmente como
deveria ser o resultado desta atividade.

Os alunos ndo consideraram as figuras da atividade 4 como compostas de
sub-figuras; analisaram cada sub-figura independente da outra e buscaram,
isoladamente, o eixo de simetria. A origem dessa postura poderia estar relacionada
ao fato de que normalmente as figuras, exploradas em atividades de simetria, ndo sao
compostas de sub-figuras. Nenhum dos livros didaticos analisados, nesta pesquisa, na
introducdo do conceito de simetria e de eixo de simetria apresentam figuras
compostas de sub-figuras.

Nessa categoria, inicialmente, os alunos utilizaram inadequadamente
invariantes concernentes ao eixo de simetria das figuras dadas, pois se fixaram
apenas em algumas propriedades de simetria e ignoraram outras, como a
sobreposicao das partes. Por outro lado, num segundo momento, os alunos centraram
suas atencOes na idéia de dobradura que lhes foi apresentada e a aplicaram
corretamente.

Agrupamos os provaveis invariantes utilizados pelos alunos, nessa categoria,
em dois blocos: um que considera que o eixo de simetria deve passar pelo “meio” da

figura e um outro para o qual o eixo divide a figura em duas partes “iguais”.
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A idéia de que o eixo de simetria deve passar pelo “meio” da figura, também

foi evidenciada por Grenier (1989):

As expressdes utilizadas pelos alunos para designa-la, como, por
exemplo, «reta do meio» ou «reta que divide a figura em duas partes», sdo
geralmente entendidas pelos alunos. Mas elas podem também provocar
erros em razdo da sua ambiguidade (por exemplo, as retas dividindo um
retangulo em duas partes iguais ndo sdo todas retas simétricas), ou ainda
obter de forma errbnea o reconhecimento de retas simétricas em uma
figura onde elas ndo existem (como por exemplo, em um paralelogramo)
(Grenier, 1989, p. 16).

Em nossa experimentacdo, verificamos que, para muitos alunos, o eixo de
simetria deve ser tracado, procurando dividir a figura ao “meio”, inferindo um
possivel lugar, mais ou menos, passando na “metade” da figura e utilizando-se
basicamente da visdo, 0 que também ocasionou alguns erros citados por Grenier
(1989). Esta situacdo é entendida e compreendida uma vez, que os alunos tinham

poucas informacdes sobre simetria.
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4.8 Analise a Priori das Atividades

a) ATIVIDADE 1

A tarefa a ser executada é encontrar o simétrico de figuras em relacdo ao eixo
inclinado de simetria. Os alunos devem observar o resultado da atividade e descrever
propriedades de simetria. As figuras encontram-se em papel ndo quadriculado, e a

ferramenta a ser utilizada é dobradura e decalque.

Anélise a priori da atividade 1

Na Figura 4.25a, temos a atividade proposta e na Figura 4.25b, temos a
resolucdo da atividade. Destacamos em vermelho o simétrico das figuras dadas em

relacdo ao eixo inclinado de simetria.

O o IZIDE.:]
0 0
/%
A A &
\V OQ
a) b)

Figura 4.25. Atividade proposta (tem a) e solucdo da atividade (item b).

Com esta atividade, pretendemos que os alunos ampliem o conceito de
simetria, bem como de suas propriedades: perpendicularismo ao eixo de simetria e a
equidistancia ao eixo de pontos correspondentes. Eles receberam essas informacgoes
nas correcOes das atividades da categoria |. Nesta atividade, os alunos tém duas
tarefas. A primeira é fazer a reflexdo das figuras dadas em relagéo ao eixo inclinado
de simetria e a segunda é enunciar algumas propriedades a partir da analise do
resultado da primeira.

Para a execucdo da primeira atividade, comunica-se aos alunos que eles

podem dobrar no eixo de simetria. Entretanto, ndo foi dito o que era para ser feito,
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nem de como fazé-lo, pois queremos observar como agem diante desta situacdo. E
provavel gque alguns alunos percebam que a dobradura foi proposta por facilitar a
determinacdo do simétrico das figuras em relacdo ao eixo de simetria dado. Nesta
atividade, podem surgir os seguintes procedimentos em relagdo ao uso de dobradura
e decalque:

- alunos que sabem exatamente o que fazer, isto é, dobram no eixo de
simetria, reforcam as figuras dadas com lapis, fazendo assim uma
marca/copia da figura; depois, desenham a reflexdo da figura para gerar
0s resultados;

- alunos que podem dobrar a folha no eixo de simetria, mas ndo sabem o
que fazer, deixando a atividade em branco; ou ndo utilizam o decalque,
simplesmente olham a folha de atividade contra a luz, para ver onde e
como o reflexo da figura cai e fazem um esboco da resposta; ou fazem o
decalque de todas as figuras, mas sé representam o reflexo das figuras

localizadas na parte superior (ou inferior) do eixo de simetria.

A resposta feita através do procedimento de olhar contra-a-luz, na busca do
simétrico das figuras em relacdo a este eixo, é mais imprecisa do que a feita com a
dobradura e decalque, uma vez que tém que passar o lapis sobre a figura sem apoio.
O recurso de dobradura e decalque, neste caso, garante uma maior precisdao na
construcdo do simétrico das figuras em relagdo ao eixo de simetria dado.

Prevé-se que a posicdo do eixo de simetria (inclinado em relagéo a borda da
folha retangular de papel) € um meio dificultador da atividade e pode néo contribuir
para a obtencdo de bons resultados, uma vez que imaginar o reflexo de figuras em
relacdo a um eixo inclinado € menos evidente quanto quando o eixo é horizontal.

Pretendemos, nesta atividade, observar como os alunos constroem o simétrico
das figuras propostas em relacdo ao eixo inclinado de simetria e se, em suas
respostas, aparecem reflexdes segundo uma referéncia horizontal, uma referéncia
vertical ou uma referéncia diagonal. E por isso € provavel que os alunos utilizem os
invariantes 6, 7, 8 (p. 62-64).

Na segunda tarefa, é possivel que poucos alunos tentem enunciar
propriedades, pois, normalmente as recebem prontas e as utilizam em situacoes-

problema. Eles dificilmente foram acostumados a analisar e a escrever sobre uma
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tarefa realizada. Assim, ha uma mudanca de postura e, por isso, podem abandonar a
questdo. Pretendemos ver o que mais chama a atencdo dos alunos depois da
resolugéo desta atividade utilizando dobradura. As propriedades (invariantes) que
eventualmente s@o enunciadas podem ser superficiais ou extremamente gerais, como
as que vamos registrar: “algumas figuras estdo com a posicao invertida”; “as figuras
estdo a mesma distancia do eixo de simetria”; “em relacdo ao eixo de simetria 0

tridangulo e o coracao estdo invertidos”.

b) ATIVIDADE 2

A tarefa a ser executada é: “Sabendo-se que as figuras sdo simétricas em
relacdo a reta dada, desenhar a outra parte da figura”.

Esta tarefa € composta de trés itens: a, b e c. Em todos os itens, preservamos a
mesma figura, s6 alteramos suas posi¢des. No item a, 0 eixo de simetria é vertical; no
item b, 0 eixo de simetria é horizontal; e no item c, o eixo de simetria é inclinado em
relagdo a borda do papel. O papel é quadriculado e a ferramenta a ser utilizada é o
quadriculado do papel. A figura esta encostada no eixo de simetria, 0 que pode

facilitar a obtencdo do simétrico da figura dada.

Anélise a priori da atividade 2

Nesta atividade, espera-se que os alunos busquem a solucéo, baseando-se
apenas na visualiza¢do ou na contagem de quadradinhos da malha para reproduzir o
simétrico da figura dada, completando, assim, a parte que falta da figura. Na Figura
4.26, representamos a resposta correta da atividade através da contagem dos

quadradinhos da malha.

Figura 4.26. Resolucéo da atividade 2.

Apesar dos alunos terem uma nocdo do todo, a variagdo das posi¢Oes do eixo
de simetria pode trazer dificuldades, impedindo o sucesso na atividade. Os eixos
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horizontal e vertical devem ser menos problematicos do que o eixo inclinado,
justamente pela posicdo da figura e do eixo. Assim, para os itens a e b, espera-se um
namero significativo de acertos. No caso do eixo vertical, é possivel que alguns
alunos virem a folha, recaindo no caso do eixo horizontal. Apesar do papel ser
quadriculado, néo é esperado que ele facilite a tarefa no item ¢, mesmo considerando
o fato da figura estar encostada no eixo de simetria.

Para os trés itens que compBem esta atividade, é possivel que alguns alunos
desconsiderem o eixo de simetria dado e fagam a reflexdo da figura em relagcéo ao
lado da figura que é perpendicular ao eixo de simetria dado, como mostrado na
Figura 4.27, para o item (b).

Figura 4.27. Desconsideracéo do eixo de simetria.

Aparentemente, o fato de a figura ter este lado perpendicular ao eixo de
simetria € que proporciona este tipo de confusdo nos alunos, apesar de serem
alertados sobre qual é o eixo de simetria da atividade. Se este procedimento aparecer
nas respostas dos alunos, é provavel que eles estejam utilizando o invariante
operatorio: “se a figura tem um lado perpendicular a um eixo horizontal de simetria,
a imagem deve ser construida em relacdo a este lado”.

Pretendemos verificar se surgem em suas respostas 0s procedimentos:
referéncia horizontal, referéncia vertical e referéncia diagonal, como as pesquisas
indicam suscetiveis de surgirem e a atividade proporciona esses tipos de
procedimentos. Por isso, é provavel que os alunos utilizem os invariantes 6, 7, 8
(p.62-64).

c) ATIVIDADE 3

A tarefa a ser executada é fazer a reflexdo da figura dada em relacdo a uma
reta vertical (eixo de simetria). A figura dada € uma linha poligonal aberta e simples,

cortando o eixo de simetria, de forma que as duas extremidades da linha encontram-
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se em um mesmo semiplano em relacdo ao eixo. O papel é quadriculado e a

complexidade da figura é bem maior em relacéo a atividade anterior.

Anélise a priori da atividade 3

Na categoria I, os alunos se depararam com a atividade 3, onde 0 eixo se
encontrava fora da figura e agora apresentamos um novo desafio a ser vencido: estdo
diante de uma atividade onde o eixo de simetria corta a figura. Como a figura que faz
parte desta atividade é uma linha poligonal aberta simples, pode ocorrer uma
resisténcia por parte dos alunos em aceitarem e em entenderem esta nova tarefa. E
possivel que o aluno passe por uma fase de adaptacdo, levando um tempo para se
engajar, mas depois comeca a agir e a refletir como esta deve ser feita, criando uma
estratégia e colocando-a em prética. Mas, a validagdo de sua resposta nem sempre
ocorre, pois, em sala de aula, nem sempre o aluno é levado a verificar ou questionar
sua resposta e, normalmente, se da por satisfeito com sua primeira e unica solucao.
S&0 poucos, ou rarissimos, 0s alunos que buscam por outra solucéo.

Os problemas que podem ocorrer nesta atividade sdo: a resisténcia dos alunos
em aceitar a tarefa, o ndo entendimento da atividade e a complexidade da figura.

Os procedimentos referéncia vertical, referéncia horizontal e referéncia
diagonal podem surgir em suas respostas. Assim, é provavel que alguns alunos
utilizem os invariantes 6, 7 e 8 (p. 62-64).

Os alunos podem escolher o material a ser utilizado, mas acreditamos que se
utilizem apenas de dobradura, por ja fazer parte de suas experiéncias. A atividade
esta inserida em papel quadriculado. E possivel que esta caracteristica do papel ndo
contribua para o éxito desta por causa do tipo de figura dada e porque pode ocorrer
contagem errada dos quadradinhos. A solucdo correta ocorre se os alunos utilizam
dobradura e decalque ou régua e fizerem a contagem correta de quadradinhos. Este
ultimo procedimento esta descrito a seguir.

Inicialmente, os vértices da figura dada serdo nomeados. Para marcar 0
simétrico do ponto A em relacdo ao eixo dado, deve-se contar dois quadradinhos a
partir do eixo e marca-lo no semiplano oposto ao de A e na mesma reta horizontal
que contém A, obtendo A’. Todos os demais pontos sdo obtidos de forma analoga,
considerando-se as respectivas distancias ao eixo de simetria. Pode-se proceder de

duas formas: construir todos o0s pontos-imagem e tracar 0S segmentos-imagem
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correspondentes ou a medida que os pontos-imagem sao construidos os respectivos

segmentos-imagem sao obtidos. A Figura 4.28 ilustra a solucdo desta atividade.

E D D| i

Figura 4.28. Resolucéo da atividade 3.

Podem surgir procedimentos “certos” e “errados”. Entre eles, estamos
supondo que alguns alunos: desconsiderem (ou considerem) o eixo de simetria dado;
simplesmente arrumem uma maneira de fechar a figura; facam uma translacdo da
figura; facam uma reflexdo transladada da figura; ndo contem corretamente os
quadradinhos, na tentativa de preservar o tamanho dos segmentos que compdem a
figura; reflitam corretamente a figura por se utilizarem dobradura e decalque; facam
a reflexd@o apenas da parte da figura que se encontra a esquerda do eixo de simetria.

Se alguns dos procedimentos anteriores forem evidenciados nas respostas dos
alunos, os possiveis invariantes associados a estes podem ser: “o simétrico da figura
deve ser uma figura continua”; “o simétrico da figura em relacdo a um eixo deve ser
uma figura deslocada horizontalmente”; “o simétrico da figura em relacdo a um eixo
deve ser uma figura refletida e deslocada”; “a forma e as dimensdes da figura devem
ser preservadas depois da reflexdo”; “se o eixo intercepta a figura entdo s6 devemos

refletir a parte da figura que se encontra a esquerda do eixo de simetria”.

d) ATIVIDADE 4

A tarefa a ser executada é: fazer a reflexdo do tridngulo dado, em relagdo a
uma reta inclinada (eixo de simetria). O eixo de simetria corta o tridngulo. Os alunos

tém liberdade para usar qualquer ferramenta. O tipo de papel é ndo quadriculado.
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Anélise a priori da atividade 4

O uso do papel quadriculado, nesta atividade, ndo contribui para o seu éxito,
pois a figura tem duas caracteristicas importantes: é inclinada em relacdo as bordas
superior e inferior do papel, e possui eixo de simetria inclinado, que a tornam
complexa. Entretanto, a falta da malha dificulta a afericdo das distancias em relacéo
ao eixo, para a determinacdo da simetria de pontos ou segmentos e preservacao de
medidas.

A solucdo correta ocorre se 0s alunos utilizam dobradura e decalque ou régua,
compasso e esquadro e aplicam as propriedades de simetria. O eixo inclinado e
cortando a figura pode ser um fator dificultador se o aluno néo utilizar dobradura e
este recurso é mais facil de ser utilizado e pode ser o material escolhido. Em suas
respostas, 0s alunos podem ndo perceber ou esquecer da parte menor no semiplano
oposto. Neste caso, um possivel invariante suscetivel de ser utilizado pode ser: “se 0
eixo intercepta o triangulo, entdo sé devemos refletir a parte do tridangulo que se
encontra a esquerda (ou a direita) do eixo de simetria”.

Outros alunos, mesmo utilizando dobradura, podem fazer ou nao a reflexdo
correta da figura. Se a dobradura néo for utilizada, a figura pode ser refletida em
relacdo a um novo eixo de simetria mais adequado para o aluno; outros podem
considerar o eixo dado, mas deslocam o triangulo sobre a reta que contém a
hipotenusa. Neste caso, os alunos podem estar utilizando o invariante: “o simétrico
de um tridngulo em relagcdo a um eixo de simetria € um tridngulo deslocado sobre a
reta que contém a hipotenusa”.

N&o se espera que os alunos utilizem esquadro ou compasso por nao acharem
necessario, apesar da pesquisadora, na sintese da atividade 3 (categoria I, lapis e
papel), ter utilizado régua, esquadro e compasso e discutido as propriedades de
simetria, ou ainda por ndo terem seguranca em utiliza-los.

Para resolverem a atividade corretamente com instrumentos de precisdo, 0s
alunos podem proceder como descrito a seguir. Tracar, com o auxilio da régua e do
esquadro, retas perpendiculares ao eixo de simetria, passando pelos vértices do
tridngulo ABC dado. Depois, com o auxilio do compasso, tragcar uma circunferéncia
de raio igual a disténcia do ponto A ao eixo de simetria, com centro na projecao de A
sobre o eixo. Na intersecdo desta circunferéncia com a reta perpendicular, no

semiplano oposto ao do ponto A, marca-se 0 ponto A’, simétrico de A em relacdo ao
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eixo dado. Procede-se analogamente para os pontos B e C, como podemos observar

na Figura 4.29. Depois os segmentos A'B', B'C' e C'A’ s&o tracados.

Figura 4.29. Resolucéo da atividade utilizando-se de régua, esquadro e compasso.

Outros invariantes suscetiveis de serem utilizados pelos alunos, nesta
atividade, podem ser: “o simétrico de uma figura fica do outro lado do semiplano”,
pode ser associado ao procedimento referéncia diagonal; “o simétrico de um
triangulo é um tridngulo, que preserva forma e dimens@es da figura original”; “se o
eixo intercepta o tridngulo, entdo o eixo também intercepta o tridngulo-imagem” este
invariante pode ser associado ao procedimento de deslocar o tridngulo no
prolongamento do lado maior do tridngulo dado, mas deixando um “pedacinho” do

outro lado do eixo de simetria.

e) ATIVIDADE 5

A tarefa a ser executada € fazer a reflexdo de figuras em relagcdo a uma reta
que pode ser vertical ou inclinada (eixo de simetria). No item a, a figura é aberta e
simples, com ambas as extremidades contidas no eixo de simetria, que é vertical. No
item b, o eixo dado € inclinado e a figura é uma linha aberta e simples, com uma
extremidade pertencente ao eixo de simetria e 0 outro contido no semiplano, em
relacdo ao eixo de simetria, oposto ao restante da figura. No item c, a figura é mais
complexa do que as outras duas, e 0 eixo dado corta a figura. O eixo é vertical. A

ferramenta a ser utilizada é o papel transparente e o tipo de papel é ndo quadriculado.
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Anélise a priori da atividade 5

Apesar do enunciado explicitar que o papel transparente pode ser utilizado
para copiar a figura e tracar o reflexo desta, pode ser que este se torne uma
dificuldade para alguns alunos, por ndo saberem como utilizar este instrumento.
Como as figuras (a) e (b) da atividade nos fornecem uma idéia intuitiva de seu outro
lado (reflexo), os alunos podem abandonar o material sugerido e utilizar o recurso de
desenho a mao-livre por ser muito mais rapido e cbmodo.

Consideramos como figura o desenho todo, que inclui o eixo de simetria, isto
é, figura+eixo. Para usa-lo corretamente, os alunos devem proceder como comentado
na descri¢ao do recurso papel transparente (Secgéo 3.3, p. 80).

Com relacdo ao uso do papel transparente, nesta atividade, é provavel que

alguns alunos:

- copiem as figuras, juntamente com seu eixo no papel transparente e,
depois, ndo fardo mais nada, ficando a folha de atividade em branco;

- no item a, copiem a figura de ponta cabeca, por ndo terem virado o papel
transparente corretamente, ou transladem a figura; no item b, ndo reflitam
a parte a direita do eixo de simetria; no item c, ndo saibam o que fazer; ou
simplesmente copiem a figura no papel transparente; ou copiem apenas

parte da figura que lhes convier.

No item a, por ser uma figura familiar e o eixo ser vertical, pode ocorrer um
grande namero de acertos. Os “erros”, que porventura surgirem, sdo decorrentes da
rotacdo do papel, da translacdo da figura e por ndo registrarem a resposta na folha da
atividade, deixando somente o decalque no papel transparente.

Na atividade do item b, pelo fato da figura cortar o eixo de simetria,
provavelmente alguns alunos ndo devem considerar a parte que ultrapassa o eixo.
Alguns alunos podem considerar um novo eixo de simetria passando pelas
extremidades da figura. Em ambos os casos, a parte refletida serd encaixada (ponta
com ponta).

No item c, os alunos podem encontrar mais dificuldades, pois a figura dada
corta 0 eixo de simetria, impedindo a visualizagdo do resultado da reflexdo, e é

provavel que alguns alunos: facam a reflexdo correta; deixem esta atividade em
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branco; procurem uma forma de fechar a figura; facam a reflexdo, somente da linha
vermelha da figura (reflexdo parcial); facam a reflexdo da figura e a transladem.
Alguns invariantes possivelmente utilizados pelos alunos, nos trés itens desta
atividade, podem ser: “o simétrico de uma figura fica do outro lado do semiplano”;
“se 0 eixo intercepta a figura entdo s6 devemos refletir a parte da figura que se
encontra a esquerda (ou a direita) do eixo de simetria”; “o simétrico da figura é uma
figura que preserva forma e dimensdes da figura original”; “o simétrico da figura é
uma figura transladada horizontalmente (ou verticalmente ou diagonalmente)”; “o
simétrico da figura € uma figura refletida e transladada (horizontalmente, ou

verticalmente ou diagonalmente)”.

f) ATIVIDADE 6

A tarefa a ser executada é encontrar o simétrico de alguns pontos em relagéo
a uma reta inclinada (eixo de simetria). A ferramenta a ser utilizada néo foi definida
e o tipo de papel é quadriculado. A figura contém 5 pontos, dois no semi-plano
superior, dois no semi-plano inferior e um no eixo de simetria. Nessa figura, 0s
pontos dados sdo referenciados apenas por uma letra e 0s pontos resposta pela letra
correspondente e um apostrofo. A posicdo dos pontos em relacdo ao eixo pode estar:
proximo, no eixo e afastado. A posic¢éo dos pontos em relacdo a grade pode estar: nos

pontos de intersecdo (pertencentes a grade), nas linhas ou fora das linhas.

Anélise a priori da atividade 6

E possivel que os alunos percebam o invariante “o simétrico de um ponto é
outro ponto”, mas ainda ndo devem se preocupar com o perpendicularismo e
equidistancia, embora, na sintese da atividade 3 (categoria 1), tenhamos discutido
estas propriedades para objetos figuras. Figuras e pontos sdo objetos distintos, mas as
propriedades se aplicam a qualquer um deles.

A atividade pode ser realizada com éxito se os alunos utilizarem dobradura e
decalque ou instrumentos de medida, régua, esquadro e compasso. Na Figura 4.30,
temos a resolucdo da atividade, utilizando instrumentos de medida. Esta solugéo é
analoga a solucédo da atividade 4, executando os passos 1 e 2, para todos 0s pontos

dados.
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Figura 4.30. Resolucéo da atividade 6 utilizando-se de instrumentos de medida.

Os alunos podem utilizar retas auxiliares, ndo necessariamente
perpendiculares ao eixo de simetria, que servem para marcar 0 simétrico de cada
ponto, tentando preservar a distancia da figura ao eixo. Provavelmente, os alunos
utilizem a contagem de quadradinhos. Eles podem utilizar a régua, como instrumento
auxiliar de tracado de uma possivel reta (imaginaria) do lugar do simétrico do ponto
e ndo utilizem o esquadro e nem 0 compasso.

E provavel que alguns alunos marquem o simétrico dos pontos, utilizando-se
somente da visualizacdo e procurando preservar a distancia aproximada do ponto ao
eixo; que a posicdo dos pontos: afastado, fora da grade e no eixo de simetria dificulte
a resolucéo desta atividade. Eles podem utilizar dobradura e decalque, pela facilidade
na obtencdo dos simétricos dos pontos dados.

E previsto que alguns alunos unam os pontos dados na atividade, formando
uma figura, como se fosse necessario ter uma figura fechada como solugéo. Isto
ocorre por ndo terem entendido a atividade, ou por pensarem que, pela disposi¢ao
dos pontos e pela idéia dada pela dobradura, tenham que ter uma figura onde o eixo
tem que dividir a figura em duas partes.

Alguns alunos ndo devem determinar o simétrico de alguns pontos: por
esquecimento; por falta de atencdo; ou por ndo os considerarem importantes. Outros
devem encontrar corretamente o simétrico de todos os pontos ao utilizarem
dobradura e decalque. Entretanto, mesmo encontrando a resposta correta, alguns
podem ligar os pontos encontrados, por pensar que sO é possivel achar o simétrico de
outras figuras.

A presenca da malha parece facilitar a determinagdo do simétrico dos pontos,
uma vez que os alunos ndo tém interesse, ou ndo sentem necessidade em usar
instrumentos de medidas, ela facilita a afericdo das distancias em relacdo ao eixo,

para a determinacdo do simétrico de pontos e preservacdo de medidas.
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Nas respostas de alguns alunos, podem aparecer os procedimentos: referéncia
vertical, referéncia horizontal e referéncia diagonal. Por isso, € provavel que 0s
alunos estejam utilizando os invariantes 6, 7 e 8 (p. 62-64).

Outros invariantes que podem ser utilizados pelos alunos sdo: “o simétrico de
um ponto é um ponto”; “os simétricos de alguns pontos em relacdo a um eixo
inclinado de simetria sdo pontos deslocados horizontalmente (verticalmente ou
diagonalmente)”; “os simétricos de alguns pontos em relacdo a um eixo inclinado de
simetria sdo pontos, que devem ser unidos por segmentos de reta, formando uma

figura continua”.

g) ATIVIDADE 7

A tarefa a ser executada é fazer a reflexdo de alguns segmentos em relacéo a
uma reta inclinada (eixo de simetria). A ferramenta a ser utilizada ndo foi definida,

ficando a livre escolha dos alunos. O tipo de papel é o quadriculado.

Analise a priori da atividade 7

Segundo Grenier (1985, p.69), ndo € suficiente saber determinar o simétrico
de um ponto para saber determinar o simétrico de um segmento. Os alunos tém,
como ponto de partida para a resolucdo desta situacdo-problema, a situacdo
anteriormente trabalhada. Eles devem ampliar os conhecimentos adquiridos e
estender estas nocdes para a atividade com segmentos. Eles devem observar o
invariante “o simétrico de uma figura em relacdo a uma reta conserva a colinearidade
dos pontos”, ou seja, “a imagem de um segmento é um segmento”.

Provavelmente, a variagdo das posi¢des dos segmentos: horizontal, vertical e
inclinado pode dificultar a atividade. Entre as respostas, podem surgir: a referéncia
horizontal ou vertical dos segmentos dados; segmentos paralelos aos dados; o reflexo
do segmento aparecendo na reta suporte deste.

Os alunos devem utilizar dobradura e decalque, de forma a obter éxito na
atividade. Como na atividade anterior, é provavel que alguns alunos encontrem uma
forma de unir os segmentos dados, com o intuito de construir uma figura continua,
mantendo a no¢do apenas de simétrico de uma figura. Outros ainda podem utilizar

ambas as estratégias. Alguns ndo devem saber o que fazer nesta atividade e outros
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podem simplesmente construir um segmento, do lado oposto ao da figura em relagéo
ao eixo de simetria, utilizando basicamente a visualizacdo e tracado a mao-livre.

Nesse caso, parece que o papel quadriculado apresenta-se como um fator
complicador e ndo facilitador da atividade, por causa da inclinacdo do eixo e a
posicdo em que se encontram os segmentos. Segundo Grenier (1985), o papel, sendo
quadriculado, parece reforcar os procedimentos (referéncia vertical ou referéncia
horizontal), pois as linhas da malha quadriculada privilegiam as direcfes vertical e
horizontal e estimulam a contagem dos quadradinhos, quando se considera a
distancia da figura ao eixo.

A atividade pode ser realizada com éxito se os alunos utilizarem dobradura e
decalque ou régua, esquadro e compasso. No caso de utilizarem instrumentos de
medida, os alunos precisam perceber que, para determinar a imagem de um segmento
dado, basta determinar a imagem das extremidades inicial e final deste, unir as duas
imagens produzidas com um segmento de reta. Assim, devem perceber que o
segmento tracado € a reflexdo de todos os pontos compreendidos entre a extremidade
inicial e final do segmento dado. Segundo Grenier (1985), os alunos ndo determinam
com naturalidade a imagem de um segmento, usando 0s simétricos das suas
extremidades.

Alguns invariantes suscetiveis de serem utilizados, pelos alunos, nesta
atividade, podem ser: “o simétrico de um segmento é um segmento”; “os simétricos
de alguns segmentos em relacdo a um eixo inclinado de simetria sdo segmentos
deslocados horizontalmente (verticalmente ou diagonalmente)”; “os simétricos de
alguns segmentos em relacdo a um eixo inclinado de simetria sdo segmentos, que

devem ser unidos por segmentos de reta, formando uma figura continua”.

h) ATIVIDADE 8

A tarefa a ser executada é fazer a reflexdo de um triangulo em relacdo a uma
reta inclinada (eixo de simetria), utilizando régua, esquadro e compasso. Os alunos

devem descrever como procederam. O tipo de papel é ndo quadriculado.

Analise a priori da atividade 8

Em suas respostas, & possivel aparecerem o0s procedimentos: referéncia
vertical, ou referéncia horizontal, ou referéncia diagonal. E, por isso, é provavel que

os alunos utilizem os invariantes 6, 7 e 8 (p. 62-64).
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A solucdo da atividade so deve ocorrer com a utilizacdo de dobradura, mesmo
esta ndo sendo autorizada, alguns alunos podem desrespeitar o combinado. Outros
podem refletir o tridngulo, preservando suas medidas, mas posicionando-o0 préximo
ou afastado do eixo de simetria, sem se preocuparem com a equidistancia dos pontos
em relacdo ao eixo de simetria.

Alguns alunos podem desconsiderar os materiais sugeridos e fazer a atividade
a mao-livre. Os alunos devem utilizar apenas alguns dos materiais solicitados, como,
por exemplo, régua. O conjunto régua, esquadro e compasso dificilmente sera
utilizado pelos alunos, pois muitos ndo se sentem seguros em utiliza-lo, mas a
resposta correta e precisa so serd obtida com a utilizacdo destes e procedendo como
na atividade 4, passos 1, 2 e 3. Na Figura 4.32, esta apresentada sua solucéo.

Aos alunos é solicitado que descrevam seus procedimentos. Ao descrevé-los,

podem perceber possiveis “falhas” e corrigi-las.

Figura 4.32. Resolucéo da atividade 8.

Alguns dos invariantes que podem ser utilizados pelos alunos, nesta
atividade, séo: “o simeétrico de um triangulo fica do outro lado do semiplano”; “se a
figura se encontra afastada do eixo, entdo a figura-imagem também ficara, depois da
reflexdo, afastada do eixo de simetria”; “o simétrico de um tridngulo é um triangulo,
que preserva forma e dimensdes da figura original”; “o tridngulo dado esta
posicionado préximo ou afastado do eixo de simetria, entdo, o triangulo-imagem

mantém sua posicao em relacdo ao eixo de simetria”.



142

4.9 Desenvolvimento e Analise a Posteriori das Atividades

a) ATIVIDADE 1
Desenvolvimento da atividade 1

Os alunos receberam a atividade 1. Como na categoria anterior, a
pesquisadora fez a leitura do enunciado desta e reforcou que poderiam dobrar no eixo
de simetria se achassem necessario. Percebemos alguns alunos lendo e relendo o
enunciado da atividade; outros, imediatamente, dobraram no eixo de simetria e
ficaram analisando o porqué da dobradura ter sido permitida. Alguns ja sabiam o que
fazer e partiram para o decalque ou em olhar contra-a-luz, em busca da resposta. Os
alunos somente questionaram se realmente era necessario escrever 0 que estavam

percebendo no resultado da atividade.

Andlise a posteriori da atividade 1

Na analise das respostas’, pdde-se observar que todos os alunos dobraram no
eixo de simetria, pois todas as folhas de respostas entregues apresentavam vinco no
eixo de simetria. Entretanto, nem todos souberam o que fazer: dez alunos dobraram
no eixo de simetria, fizeram decalques das figuras atras da folha de atividade e
forneceram a resposta correta (Figura 4.33a); seis alunos dobraram no eixo de
simetria e nada fizeram; um aluno sé refletiu as figuras que se encontravam no
semiplano acima do eixo de simetria (Figura 4.33b); sete alunos sO refletiram as
figuras que se encontravam no semiplano abaixo do eixo de simetria; dois alunos
refletiram algumas das figuras que se encontravam no semiplano acima do eixo e
algumas do semiplano abaixo do eixo de simetria; um aluno colocou todas as figuras

sobre o eixo de simetria, na tentativa de dividi-las em duas partes (Figura 4.33d).

a) b) c) d)
Figura 4.33. Procedimentos dos alunos na atividade 1. Categoria I1- Lapis e papel.

! Estas respostas encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 1, no Anexo Il, p.268.
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Para o aluno, que no deu como resposta a Figura 4.33d, é possivel que ele
tenha se utilizado dos seguintes invariantes: “o eixo de simetria tem que dividir a
figura ao “‘meio’”; “o eixo de simetria corta as figuras em duas partes”, no caso, essas
partes ndo sdo necessariamente congruentes e nem mesmo se superpdem-se ao se
dobrar no eixo de simetria..

A posicdo do eixo de simetria parece ter dificultado a atividade, sendo
justificada pelos relatos na andlise a priori e reforcada por Gutiérrez & Jaime (1987)
com relagdo a posicdo do eixo de simetria. Segundo eles, os exercicios mais faceis
eram aqueles que apresentavam eixos horizontais seguidos dos eixos verticais €, 0S
mais complicados, 0s que apresentavam eixos em outras posicoes.

Dos procedimentos que estdvamos procurando observar, surgiram a
referéncia vertical e a diagonal. Ndo houve a preocupagéo desses alunos em usar a
régua graduada no tracado das figuras onde os lados sdo segmentos de reta.

Na Figura 4.34, pode-se observar o procedimento de alunos, de dobrar a folha
no eixo de simetria e olhar contra a luz para ver onde e como o reflexo da figura

caira.

Figura 4.34. Procedimentos dos alunos, em olhar contra a luz.

Poucos alunos, como previmos e apesar da insisténcia do pesquisador,
enunciaram propriedades de simetria. Quando o fizeram, estas foram vagas e 0s
alunos somente fixaram-se em algumas figuras como o coracdo e o triangulo. A
percepcdo da inversdo destas, foi o fato mais expressivo para esse grupo de alunos.
As propriedades foram enunciadas por onze alunos e seguem abaixo.

“Uma esta de um lado e a outra do outro” (Aluno 7).

- “O coracdo inverteu” (Aluno 17).

- “Taespelhando” (Aluno 2).

- "0 coracdo e o triangulo ta de ponta cabe¢a” (Alunos 1, 6, 10, 20 e 27).

- “Um coracdo esté certo o outro ndao” (Alunos 8, e 25).
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- O retangulo girou um pouquinho. O coracdo e triangulo giraram mais”
(Alunoll).

Todas as figuras, com excecdo do tridngulo e do coragdo possuem eixos
horizontal e vertical de simetria. Por causa do eixo horizontal, estas figuras, quando
refletidas em um espelho colocado no eixo dado, ndo sofrem grandes mudancas,
apenas uma pequena inclinagdo. O mesmo nao ocorre com o triangulo e o coracdo
que, por terem somente o0 eixo vertical de simetria, ttm sua imagem, em um espelho
colocado sobre 0 eixo dado e rotacionar 180°.

O aluno 2, que respondeu que “ta espelhando”, pode ter realmente percebido
o espelhamento de todas as figuras, ou ndo; pode ter se lembrado de situacdes do dia-
a-dia, como se olhar no espelho e perceber que se mostrarmos a méo direita, vemos a
méo esquerda refletida.

Esperavamos que um numero maior de alunos respondesse a questdo
solicitada. Podemos justificar o abandono desta parte da atividade: por ndo estarem
acostumados a fazer andlises de situa¢BGes-problema; por ndo terem entendido a
questdo, como alguns relataram; por estarem acostumados com o professor sempre
enunciando as propriedades para eles.

Em suas respostas, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-acéo, sobre

o0 simétrico de algumas figuras em relacdo a um eixo inclinado:

- SO existe o simétrico das figuras que se encontram acima (ou abaixo) do
eixo;

- O simétrico de figuras em relagdo a um eixo inclinado deve ser desenhado
sobre o eixo de simetria, dividindo-as em duas partes;

- As imagens de figuras, em relagdo a um eixo inclinado, sdo figuras

deslocadas verticalmente (ou diagonalmente).

b) ATIVIDADE 2

Desenvolvimento da atividade 2

Nesta atividade ndo houve questionamentos, pois, aparentemente, os alunos

sabiam o que fazer. A atividade parece proporcionar este tipo de atitude.
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Andlise a posteriori da atividade 2

No primeiro item desta atividade, dezenove alunos fizeram a atividade
corretamente, onde quatro destes somente a acertaram na segunda tentativa, como
observado nas marcas deixadas no papel. Oito alunos ndo obtiveram éxito neste item:
por ndo terem contado os quadrinhos corretamente e/ou por nao terem usado a régua.
Na Figura 4.35, temos representado algumas dessas respostas. Todas as respostas
apresentadas pelos alunos, encontram-se agrupadas no Quadro de Respostas da
Atividade 2, no Anexo II, p. 2609.

Figura 4.35. Exemplos de respostas dadas, pelos alunos, para a atividade 2a.

No segundo item, dezenove alunos fizeram a atividade corretamente, onde
um destes somente a acertou na segunda tentativa. Quatro alunos fizeram a atividade
sem éxito e quatro a refletiram em relagdo ao lado da figura que € perpendicular ao
eixo de simetria.

O eixo é horizontal e facilitou a realizacdo da atividade, fato observado pelo
grande nimero de respostas correta. Os erros cometidos foram: quatro alunos
fizeram a contagem errada dos quadradinhos (Figura 4.36a); quatro alunos fizeram a
reflexdo da figura em relacdo a um novo eixo de simetria, no caso, em relacdo ao
lado da figura, que é perpendicular ao eixo de simetria dado (apesar de terem sido
alertados sobre qual era o eixo) (Figuras 4.36b e 4.36¢); um aluno fez o
procedimento anterior, desconsiderou-o e fez novo procedimento (Figura 4.36d).

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.36. “Erros” cometidos, pelos alunos.
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Este ultimo aluno age sobre o problema e apresenta sua primeira solucéo.
Refletindo sobre esta, ndo satisfeito, apresenta sua proxima resposta, a correta, da
atividade.

O numero de alunos que acertou o item a é igual ao que acertou o item b.
Podemos dizer que as posicdes dos eixos de simetria, horizontal e vertical, ttm o
mesmo grau de dificuldade, como as pesquisas citadas indicaram.

No terceiro item, quinze alunos fizeram a atividade corretamente; onze alunos
a erraram e um aluno errou e depois a corrigiu. O eixo inclinado e a complexidade da
figura dificultaram a realizag&o da atividade.

Apesar de poderem utilizar a dobradura (Gnica ferramenta disponivel), vinte e
quatro alunos ndo a utilizaram ou mesmo utilizando-a ndo responderam
corretamente. Apos a primeira atividade desta categoria, a dobradura tornou-se uma
ferramenta de prova e parte das decisdes e a¢fes dos alunos. O uso da borracha ndo
foi permitido, mas trés alunos a usaram nesta tarefa, apagando o erro cometido,
dobrando-se no eixo de simetria e desenhando o correto. Entretanto, seus erros
permaneceram Visiveis como pode ser observado na Figura 4.37a. Quatro alunos
respeitaram o combinado de ndo usar a borracha e riscaram a resposta que estavam
considerando “errada” e passaram a buscar outra solugdo, conforme podemos
observar na. Figura 4.37b e c.

Nesta situacdo, percebemos que houve uma apropriacdo do problema por
muitos alunos, engajaram-se em busca de procedimentos de investigacdo, estando
numa situacdo de acdo, segundo Brousseau (1986), em que o aluno realiza
determinadas acdes mais imediatas, resultando um conhecimento de natureza mais
operacional e parte para uma situacdo de formulagdo onde produz uma resposta, e
segue para uma situacao de prova e validagéo, sendo retratada. Quando néo satisfeito
com sua resposta, utilizou-se de dobradura para verificacdo e prova desta. Como
percebeu que sua resposta estava “errada”, apagou e corrigiu-a, dando-se entdo por

satisfeito com sua resposta.

Marca do
uso da
borracha

b) c)
Figura 4.37. Uso da borracha e desconsideracdo de algumas respostas.
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Cinco alunos simularam uma dobra na reta de simetria para o item ¢ em busca
do simétrico da figura dada, fato observado pela pesquisadora. Apesar de que este
procedimento nem sempre 0s ajudou. P&de-se observar que a grande maioria dos
alunos contou os quadradinhos, para a construcdo do simétrico dos vértices da figura
dada. De um modo geral, ndo houve a preocupacdo com 0 uso da régua e 0S
exercicios foram feitos a mao-livre.

Apenas seis alunos fizeram corretamente os trés itens que compdem esta
atividade, onde dois destes s6 acertaram o item a na segunda tentativa, como
podemos observar no Quadro de Repostas (Anexo 11, p. 269).

Os procedimentos referéncia horizontal, referéncia vertical e referéncia
diagonal nao foram utilizados pelos alunos.

Em suas respostas, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-acgéo, sobre
o0 simétrico de uma figura em relagdo a um eixo vertical (horizontal ou inclinado) de

simetria:

- Aimagem de uma figura encostada no eixo de simetria, e inserida numa
malha quadriculada, em relagdo a um eixo vertical (horizontal ou
inclinado) de simetria € uma figura também encostada neste;

- Aimagem de uma figura encostada no eixo de simetria, e inserida numa
malha quadriculada, em relagdo a um eixo vertical (horizontal ou
inclinado) de simetria € uma figura que preserva as medidas da figura
dada;

- Quando a figura, encostada no eixo de simetria, tem um lado
perpendicular ao eixo de simetria, a imagem deste em relagdo a um eixo
vertical (horizontal ou inclinado) de simetria é também perpendicular ao

eixo e encostado neste.

Um teorema-em-acdo especifico da atividade 2b é: Se a figura tem um lado
perpendicular a um eixo horizontal de simetria, a imagem sera construida em relacéo

a este lado.
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c) ATIVIDADE 3

Desenvolvimento da atividade 3

A atividade foi entregue aos alunos e depois da leitura de seu enunciado,
houve uma resisténcia deles em aceitar a tarefa. Eles ndo conseguiam entender a
atividade, talvez pela complexidade da figura (linha poligonal aberta simples) e
porque o eixo de simetria a cortava, isto provavelmente tornou a atividade dificil.

Apesar dessas dificuldades, os alunos partiram em busca de solucéo.

Analise a posteriori da atividade 3

Trés alunos fizeram a atividade corretamente, onde dois destes dobraram no
eixo de simetria, para tracar a resposta. O terceiro (aluno 6) respondeu esta atividade
corretamente, sem utilizar dobradura. Estas respostas encontram-se no Quadro de
Respostas da Atividade 3, no Anexo Il, p. 270.

Houve preocupacdo em contar os quadradinhos, mas alguns erraram na
contagem. Ocorreu a desconsideracdo do eixo de simetria dado. Neste caso, doze
alunos criaram imaginariamente um outro eixo de simetria (vertical) para a figura,
passando pelos pontos inicial e final da figura. Esses alunos, entdo, refletiram a
figura em torno deste eixo e preservaram o tamanho dos segmentos. Produziram uma
reflexdo transladada, como mostra a Figura 4.38. Portanto, provavel utilizacdo do
invariante operatorio 10 (p. 64-65).

Figura 4.38. Reflexdo seguida de translagéo da figura da atividade 3.

Nove alunos simplesmente arrumaram uma maneira de fechar a figura,
buscando construir uma nova figura que fosse simétrica, ndo necessariamente em
relacdo ao eixo dado. Apresentamos, abaixo, dois exemplos deste procedimento na
Figura 4.39. Os alunos provavelmente utilizaram dois invariantes: “Se o0 eixo de
simetria intercepta a figura, devemos comecar o tracado da imagem na extremidade

inferior da figura”; e “depois da reflexdo a figura-imagem é uma figura continua”.
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Pois, segundo o aluno da Figura 4.39 a; “temos que ter uma figura no final, ela é
aberta. Entdo eu tenho que fecha-la, e eu comecei aqui 0 (referindo-se a extremidade

inferior)”.

(@ (b)

Figura 4.39. Reflexdo é uma figura fechada. Atividade 3.

Trés ndo se preocuparam em fechar a figura. Tracaram segmentos paralelos
aos segmentos dados, inverteram partes da figura, procurando preservar suas
medidas, iniciando o tragado na extremidade inferior da figura. Podemos observar
este caso na Figura 4.40.

Figura 4.40. Figura aberta. Preocupagdo com medidas. Segmentos paralelos ao da figura inicial.

Em algumas atividades, observamos abandono de alguns procedimentos que
consideraram *“errados” e substituicdo por outro, como na (Figura 4.39b). Neste
exemplo, os alunos agiram, analisaram seus resultados, nao satisfeitos, abandonam-
no, fazem novas tentativas, mas todas foram em véo.

Nas respostas dos alunos ndo surgiram as referéncias horizontais, verticais e
diagonais.

Em suas respostas, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-acgéo, sobre
o simétrico de uma figura (linha poligonal aberta, simples e interceptando o eixo) em
relacdo a um eixo vertical de simetria:

- Se o0 eixo de simetria intercepta a figura, devemos apenas refletir a parte

que se encontra a esquerda do eixo de simetria, a parte que se encontra a

direita do eixo pode ser desconsiderada;
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- Se 0 eixo de simetria intercepta a figura, deve-se desloca-lo e posiciona-lo
convenientemente para que assim possamos encontrar o simétrico desta
figura em relacdo ao novo eixo de simetria;

- Se 0 eixo de simetria intercepta a figura, devemos comecar o tracado da

imagem na extremidade inferior da figura.

d) ATIVIDADE 4

Desenvolvimento da atividade 4
Nesta atividade, os alunos ndo fizeram nenhuma pergunta. A atividade

ocorreu como pI’EViStO.

Analise a posteriori da atividade 4

Para esta figura surgiu uma variedade de respostas, como podemos observar
na Figura 4.41. Estas respostas encontram-se agrupadas no Quadro de Respostas da
Atividade 4, no Anexo Il, p. 271. E podemos constatar neste, que sete alunos
deixaram a atividade em branco.

No primeiro e segundo modos, as respostas foram consideradas como sendo
deslocamentos no prolongamento da base do tridngulo dado. O quarto modo foi
considerado como sendo um deslocamento da figura juntamente com seu eixo de

simetria, no prolongamento da base do triangulo.

1° modo 2°modo 3° modo
N.° de alunos: 8 N.° de alunos: 6 N.° de alunos: 2

4° modo 5° modo 6° modo
N.° de alunos: 1 N.° de alunos: 1 N.° de alunos: 2

Figura 4.41. Diversos procedimentos para a atividade 4.

No primeiro, quarto e quinto modos, observados na Figura 4.41, parece haver

uma desconsideracdo, pelos alunos, do eixo de simetria.No caso, por dez alunos. Para



151

esses alunos “o eixo de simetria pode ser desconsiderado e posicionado
convenientemente de acordo com a atividade a ser resolvida”.

Nos primeiro, segundo e quarto modos, ilustrados na Figura 4.41, percebemos
um procedimento comum: deslocamento do triangulo na reta suporte do lado maior.
Esses alunos podem estar utilizando o invariante “a reflexdo nada mais é do que um
deslocamento do tridngulo na reta suporte do lado maior dele”. No primeiro modo, 0
tridangulo deve ser deslocado, considerando o “novo” eixo de simetria. No segundo
modo, hd uma percepc¢do do aluno, que o tridngulo esta cortado pelo eixo de simetria
e parte da resposta estd em um semiplano e a outra parte no semiplano oposto. Pode
estar se utilizando do invarinte operatdrio “se o eixo corta o triangulo o triangulo-
imagem também sera cortada por ele”. Observamos, no quarto modo, que para esse
aluno o tridngulo e o eixo sdo uma unica figura, por isso o triangulo é deslocado, de
forma que se mantenha a distancia do vértice ao eixo de simetria por ele criado (reta
pontilhada) e uma reta € tracada cortando este tridangulo deslocado, como se fosse a
reflexdo do eixo de simetria original.

No terceiro modo, apenas dois alunos fizeram a reflexdo correta, utilizando-se
de dobradura e decalque. No quinto modo, o aluno imaginou um eixo de simetria
paralelo ao lado maior do triangulo dado, de forma que o triangulo resposta também
fosse cortado pelo eixo dado. No sexto modo, os alunos dobraram no eixo de
simetria e refletiram parte do triangulo. Eles desconsideraram a parte menor que
estava a direita do eixo dado. Para esses alunos: ou ndo sentiram necessidade de
refletirem o pedacinho gque se encontrava no semiplano a direita; ou apenas a parte a
esquerda ficou visivel ao fazerem a dobra no eixo de simetria, e eles ndo viraram o
papel para ver a parte menor, a direita do eixo e repetir o processo de decalque.

As referéncias horizontais, diagonais e a reflexdo transladada da figura nao
foram representadas pelo grupo.

Constatou-se que cinco alunos dobraram no eixo de simetria, na obtencdo da
resposta desta atividade. Mesmo assim, trés destas respostas nao foram corretas.

Pudemos identificar, nas repostas dos alunos, 0s seguintes teoremas-em-acéo,
sobre o simétrico de um triangulo (interceptando o eixo) em relacdo a um eixo
inclinado de simetria:

- A imagem de um tridngulo em relagdo a um eixo inclinado de simetria €

um tridngulo deslocado no prolongamento do lado maior deste;
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- Se 0 eixo de simetria intercepta o triangulo, devemos apenas refletir a
parte que se encontra a esquerda do eixo de simetria;

- Se 0 eixo de simetria intercepta o tridngulo, a parte que se encontra a
direita do eixo pode ser desconsiderada;

- Otriangulo e a reta que o corta sdo uma Unica figura;

- O triangulo e a reta que o corta sdo uma Unica figura, entdo devemos
deslocar esta figura, de forma que se mantenha a distancia do vértice ao

eixo de simetria.

Nesta atividade, percebemos um teorema-em-acao enraizado nos alunos: para

eles, “numa reflexao, o simétrico sempre fica do outro lado do eixo de simetria”.

c) ATIVIDADE 5

Desenvolvimento da atividade 5

A atividade foi considerada muito dificil por alguns alunos, por ndo saberem
usar o papel transparente. Outros, parecendo saber o que fazer, comegaram a copiar a
metade da figura dada no papel transparente. Apenas um aluno perguntou a

pesquisadora se era para unir todos 0s pontos.

Analise a posteriori da atividade 5

As respostas desta atividade encontram-se no Quadro de Respostas da
Atividade 5, no Anexo Il, p.272.

Todos os alunos copiaram a figura dada no papel transparente, mas muitos
ndo souberam o que fazer com a copia feita neste. As previsoes feitas em rela¢do ao
uso deste material se confirmaram.

Para os trés itens, dois alunos deixaram a atividade em branco, mas copiaram
a figura dada no papel transparente.

Para o item a, quatro refletiram corretamente a figura no papel transparente,
mas deixaram a folha de atividade em branco. Dezenove fizeram a reflexdo correta
(Figura 5.18a), um fez uma translacdo horizontal da figura (Figura 4.42b) e o aluno

18 fez uma rotacdo desta (Figura 4.42c).
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c)

Figura 4.42. Procedimentos (dos alunos) na atividade 5a.

@

Para o item b, quatros alunos responderam corretamente; treze refletiram
apenas a parte a esquerda do eixo de simetria (Figura 4.43a); quatro refletiram a
figura (figura+eixo) e a transladaram (Figura 4.43b); quatro refletiram corretamente a

figura no papel transparente, mas deixaram a folha de atividade em branco.

Parte a direita da Fiaura
@) (b)

Figura 4.43. Procedimentos (dos alunos) na atividade 5b.

Na figura 5.19a, quatro alunos ndo levaram em consideracéo a parte a direita
da figura. Para esses alunos, esta parte que ultrapassa o eixo de simetria ndo tem a
minima importancia e por isso a desprezam, talvez influenciados pela atividade de
dobradura. Outro motivo é a idéia que os alunos tém de que a figura deve ser
fechada. Na resposta representada pela Figura 4.43b, esses alunos estdo considerando
a figura e o eixo como sendo uma s6 figura. Refletem-na e depois a transladam.
Parece que estdo percebendo que, numa reflex&o, a figura inverte sua posicéo.

No item c, sete alunos nédo resolveram a atividade; dos que resolveram, sete
fizeram uma reflexdo parcial (consideraram somente a parte da figura a esquerda do
eixo), desses sete, seis fizeram uma reflexdo transladada da parte vermelha (Figura
4.443) e um fez uma reflexdo transladada da parte azul da figura. Cinco alunos
fizeram a reflexdo correta da figura; dois fizeram a referéncia horizontal da figura
(Figura 4.44b) e outros dois fizeram a referéncia horizontal da figura (figura+eixo)
(Figura 4.44c).
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@ (b) (©

Figura 4.44. Procedimentos (dos alunos) na atividade 5c.

Obtivemos um ndmero pequeno de respostas corretas em relacdo aos itens
anteriores. O numero de alunos que ndo resolveram a atividade é igual aos que
fizeram uma reflexdo parcial da figura. Da mesma foram, a quantidade de alunos que
fizeram uma referéncia horizontal da figura € igual ao nimero dos que fizeram a
referéncia horizontal da figura (figura+eixo).

Na Figura 4.45 temos representado a resolucdo de um aluno através de uma
referéncia horizontal, a desconsideracdo do eixo de simetria dado (aluno cria um
novo eixo). A representacdo da desconsideragdo do papel transparente e o desenho

feito & mao livre.

Novo eixo de simetria

Figura 4.45. Ref. horizontal, tracado & m&o-livre e a desconsideracdo do material concreto.

Como podemos observar no Quadro de Respostas da Atividade 5 (Anexo II,
Cll, p. 272), os alunos tém maior facilidade em acertar a reflexdo da figura que
possui eixo vertical de simetria e onde este ndo corta a figura, como na figura do item
a. O numero de alunos que acertou as figuras dos itens b e ¢ foi igual, mas ndo sao os
mesmos alunos em todos os casos. Apenas trés alunos acertaram os trés itens desta
atividade.
Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acdo, referentes a atividade 5:
- A imagem de uma figura, encostada no eixo ou interceptando-o, em
relacio a um eixo vertical (ou inclinado) de simetria € uma figura

deslocada horizontalmente;
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- A figura, encostada no eixo ou interceptando-o, e 0 eixo sd0 uma unica
figura. A imagem desta, figura+eixo, € um deslocamento horizontal (ou
inclinada) desta;

- Se 0 eixo intercepta a figura, entdo deve-se desconsiderar 0 eixo de
simetria dado e criar outro, paralelo ao dado e colocado convenientemente

de forma que obtenha a imagem da figura em relacdo a este novo eixo.

d) ATIVIDADE 6

Desenvolvimento da atividade 6.

Procedemos como nas atividades anteriores. As dificuldades que surgiram

foram: na compreensdo da atividade; na aceitacdo da existéncia do simétrico de

pontos disposto numa malha quadriculada.

Analise a posteriori da atividade 6

Conforme andlise, as respostas das situagdes-problema desenvolvidas pelos

alunos puderam ser assim agrupadas:

onze alunos dobraram e refletiram todos os pontos;

oito alunos refletiram alguns pontos e os uniram;

trés alunos dobraram e refletiram somente alguns pontos;

nenhum aluno deixou de realizar a atividade;

dois alunos apenas transladaram os pontos dados horizontalmente (referéncia
horizontal);

um aluno apenas transladou os pontos dados diagonalmente (referéncia
diagonal) e os uniram, como podemos observar na figura (Figura 4.46a );

um destes tragou uma reta auxiliar (ndo perpendicular), passando por um dos
pontos e cortando o0 eixo de simetria, marcando o simétrico deste ponto,
tentando preservar a distancia da figura ao eixo, como ilustrado na figura
(Figura 4.46b);

um destes tracou retas auxiliares paralelas ao eixo de simetria passando em
cada um dos pontos. Para cada reta tracada, construiu uma reta paralela a
esta, no semiplano oposto, procurando preservar a mesma distancia entre as
retas e 0 eixo de simetria, para marcar o simétrico de cada ponto na reta

construida, como podemos observar na figura (Figura 4.46¢ ).
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Estas respostas encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 6 no
Anexo Il, p. 273.

Dos alunos que erraram a atividade, seis ndo dobraram no eixo de simetria e
um destes acertou a atividade (Aluno 19).

Os alunos, provavelmente, por utilizar dobradura, puderam perceber que “o
simétrico de um ponto em relacdo a uma reta é também um ponto”. Os que
possivelmente ndo perceberam isso foram os que ligaram os pontos dados.

Houve freqliéncia: em ligar os pontos dados (nove alunos); em ligar os pontos
dados e pontos da resposta, formando figuras (Figura 4.46a e Figura 4.47); na
utilizacdo de dobradura na obtencdo do simétrico dos pontos dados. Esta Gltima
ocorreu, pois os alunos, ao ndo saberem o que fazer, recorreram a dobradura e ao
decalque, uma vez que este método ja fazia parte de seus procedimentos e

executaram a tarefa com bons resultados.

a) (b) ©)

Figura 4.46. Procedimentos dos alunos na atividade 6.

O aluno 15, quando questionado a respeito de sua resposta, (Figura 4.47),
disse-nos que: “liguei os pontos J, K e L e fiz o simétrico (de sua figura) na parte de
baixo. Verifiquei se a figura ficou simétrica. Ela ficou, ndo ficou?”. Para este aluno,
sO existe o simétrico se tivermos uma figura continua (provavel invariante
operatério). Nao aceita a idéia de que o simétrico de um ponto é simplesmente um

ponto. Parece que tem a preocupagdo em manter a medida dos segmentos feitos.

Figura 4.47. Procedimento de uni&o dos pontos dados da atividade 6.
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O recurso mais utilizado foi a visualizacdo para a obtencao dos simétricos dos
pontos e procuraram preservar (mais ou menos) a distancia do ponto ao eixo. Alguns
alunos contaram os elementos da grade, procurando preservar a medida e utilizando a
régua como instrumento auxiliar na marcacdo de uma reta (imaginaria) do lugar do
simeétrico do ponto. O esquadro e 0 compasso ndo foram utilizados.

Para os alunos que utilizaram dobradura e decalque, a posi¢do dos pontos
(afastado, fora da grade e no eixo de simetria) ndo dificultou a resolucdo desta
atividade. A ndo utilizacdo destas ferramentas, por alguns alunos, pode ter
proporcionado o esquecimento da reflexdo de alguns pontos e isto é observado em
pontos que nao foram refletidos como, por exemplo: o ponto (L), o ponto (J), 0 ponto
(N).

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acdo, sobre o simétrico de alguns pontos em relacdo a um eixo inclinado de simetria:

- O simétrico de alguns pontos em relacdo a um eixo inclinado de simetria
deve ser obtido por dobradura e decalque;

- O simétrico de um ponto em relagdo a um eixo inclinado de simetria é um
ponto;

- As imagens de alguns pontos em relacdo a um eixo inclinado de simetria
séo pontos deslocados horizontalmente (ou diagonalmente);

- As imagens de alguns pontos em relagdo a um eixo inclinado de simetria
sdo pontos, que devem ser unidos por segmentos de reta, formando uma
figura continua;

- As imagens de pontos ficardo em retas auxiliares e paralelas ao eixo no

semiplano oposto ao do ponto considerado.

e) ATIVIDADE 7
Desenvolvimento da atividade 7

Um aluno perguntou individualmente a pesquisadora se poderia dobrar no
eixo de simetria, e foi Ihe dito que ele deveria decidir como fazer a atividade.
Anélise a posteriori da atividade 7

Nesta atividade, os procedimentos dos alunos resumiram-se a:
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- Dezoito alunos acertaram a atividade por utilizar dobradura e decalque e
quatro destas respostas apresentavam os segmentos unidos por segmentos
de reta;

- Nove alunos nédo fizeram corretamente a atividade. Cinco alunos uniram
0s pontos de qualquer maneira, um fez a reflexdo na reta suporte do
segmento; outro fez a referéncia vertical, um outro fez uma referéncia

horizontal e um desconsiderou o eixo de simetria.

Estas respostas encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 7, no
Anexo Il, p. 274.

Vinte alunos dobraram no eixo de simetria e destes, dezoito utilizaram a
dobradura e decalque na obtencdo do simétrico dos segmentos dados. Na Figura
4.48, o aluno é mostrado utilizando-se do procedimento de dobrar no eixo de

simetria.

Figura 4.48. Aluno, dobrando no eixo de simetria para a obtencéo do simétrico das figuras.

Este instrumento foi Gtil no acerto da atividade. Um aluno usou esta
ferramenta, mas ndo refletiu corretamente os segmentos. Sete ndo fizeram uma dobra
no eixo de simetria. Na Figura 4.49a, temos representado a utilizacdo do recurso de
dobrar no eixo de simetria e acerto da questdo e na Figura 4.49b, temos o

procedimento de unido dos segmentos dados, procurando formar uma figura.

(a) (b)

Figura 4.49. Uso de dobradura e unido dos segmentos dados.
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Os alunos que ndo acertaram a atividade procederam de modo distinto para
cada segmento. Na Figura 4.50a, mostramos a resposta do aluno que construiu a
imagem do segmento e no semiplano oposto em relacdo ao eixo de simetria e €
paralelo ao segmento dado. Este procedimento seria correto se 0 eixo e 0 segmento
dado fossem paralelos. O simétrico do segmento d foi construido no semiplano
inferior. Neste caso, para obter a resposta correta, 0 simétrico da parte superior
(inferior) deveria ser construida no semiplano inferior (superior), uma vez que o eixo
corta o segmento. Um aluno criou um novo eixo de simetria horizontal e através de
dobradura e decalque, obtive os simétricos dos segmentos em relacdo a este eixo

criado, como podemos observar na ilustracdo Figura 4.50b.

a) b)
Figura 4.50. Procedimento do aluno, na atividade 7.

Percebemos nas Figuras 4.50a e 4.50b, que os alunos procuraram manter a
medidas das imagens dos segmentos dados.
Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acdo, sobre o simétrico de segmentos em relagdo a um eixo inclinado de simetria:
- O simétrico de um segmento em relagdo a um eixo inclinado de simetria é
um segmento;
- O simétrico de segmentos em relacdo a um eixo inclinado de simetria é
um segmento deslocado verticalmente (ou diagonalmente);
- Se 0 eixo de simetria corta 0 segmento entdo se deve refletir apenas a
parte contida no semiplano superior;
- Dados alguns segmentos, deve-se passar uma linha continua, unindo-os e
formando uma nova figura e assim refletir esta em relacdo ao eixo de

simetria dado (ou outro por ele criado).
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f) ATIVIDADE 8

Desenvolvimento da atividade 8.

Os alunos néo fizeram nenhum guestionamento.

Analise a posteriori da atividade 8

Na atividade 8, as respostas dos alunos puderam ser agrupadas da seguinte
maneira: um aluno encontrou a resposta correta, embora utilizando dobradura, que
ndo havia sido autorizada. Estas respostas encontram-se no Quadro de Respostas da
Atividade 8, no Anexo Il, p. 275.

Os 26 alunos restantes ndo obtiveram éxito e isto pode ser justificado pelo
fato do uso da dobradura néo ter sido permitida. Desses alunos, dezessete refletiram
o triangulo, procurando preservar suas medidas, mas ndo consideraram a
equidistancia dos pontos em relagdo ao eixo de simetria. Podem estar utilizando o
invariante operatorio “o simétrico de um tridngulo em relacdo a um eixo de simetria
é um tridngulo que preserva as medidas do original”. Na Figura 4.51, apresentamos
este procedimento. Dois alunos transladaram o tridngulo horizontalmente; cinco
diagonalmente e dois verticalmente, mas, em todos o0s procedimentos, eles
preocuparam-se em conservar as medidas. Podem estar utilizando os invariantes
operatérios 6, 7 e 8 (p. 62-64). Na Figura 4.51b, esté ilustrado o procedimento do uso
de retas auxiliares, mas ndo efetivamente perpendiculares ao eixo de simetria, no
auxilio & construcao do simétrico do tridngulo. Podemos dizer que j& comegam a se
preocupar com a propriedade perpendicularismo, mesmo que discretamente.

Os materiais disponiveis foram utilizados separadamente, mas néo

contribuiram na solucéo correta da atividade.

a) b)
Figura 4.51. Procedimento, do aluno, na atividade 8.
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Procedimentos descritos por alguns alunos:
“Eu medi os lados do triangulo com régua” (Aluno 12).

- “Eu usei a régua porque € mais facil, porque eu me¢o os centimetros e
faco o desenho” (Aluno 11).

- "1° medi a distancia entre as duas partes da folha. 2° Desenhei com a
régua o desenho” (Aluno 24).

- “Peguei todas as medidas do triangulo e medi o outro lado do eixo
simétrico e fui fazendo os pontos. Depois liguei eles” (Aluno 25).

- “Com o0 compasso eu marquei 0s pontos e com a régua eu fiz as retas”
(Aluno 6).

- "“Euolhei o tamanho e tentei desenhar igual” (Aluno 27).

- “Com o compasso, eu furei em cima do eixo simétrico com a ponta seca.
Com a outra ponta eu marquei 0s pontos e suas distancias. O esquadro eu

usei para corrigir a direcdo da ponta seca” (Aluno 21).

Como se pbde constatar pelas frases acima, houve a preocupacdo em
preservar a medida dos lados do tridngulo. Na Ultima fala, pdde-se observar a
preocupacao com a preservacao de medidas e com a manutencao da distancia.

Por estar explicito no enunciado que é a situacdo-problema proposta deve ser
resolvida com a utilizacdo de régua, esquadro e compasso, a maioria dos alunos
utilizou esses recursos, embora nem sempre com éxito. Este material pode ser usado
em qualquer outra atividade anterior, mas s6 o fizeram quando o material foi
claramente sugerido para ser utilizado. Alguns ndo acharam necessarios usa-los, uma
vez que a execucao da tarefa a méo-livre € mais codmoda e rapida, mostrando que a
precisdo na obtencdo do simétrico da figura em relacdo ao eixo de simetria ndo
importa. Muitos se contentaram com a resposta “aproximadamente” correta.

Na ultima resposta, o aluno deixa claro que tinha condi¢des de fazer o mesmo
em outras atividades e parece seguro ao descrever 0 modo como procedeu. Ele nos
relata que colocou a ponta seca em um ponto qualquer no eixo de simetria (este lugar
ndo poderia ser qualquer e sim exatamente no ponto de intersecdo da reta
perpendicular ao eixo de simetria passando pelo ponto A). E em seu relato, continua:
“0 esquadro eu usei para corrigir a direcdo da ponta seca”, dando a impressdo de ter
utilizado este para tentar encontrar o lugar correto da ponta seca do compasso.
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Percebemos que para alguns alunos, a imagem de um triangulo em relacao a
um eixo inclinado de simetria deve ser obtida por dobradura e decalque e ndo com a
utilizacdo de régua, esquadro e compasso.
Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, sobre o simétrico de um triangulo em relacéo a um eixo inclinado de simetria:
- “A imagem de um tridngulo em relacdo a um eixo inclinado de
simetria é um triangulo”;
- "0 triangulo-imagem procura manter a foram e as dimensdes da
figura inicial”;
- “A imagem de um triangulo em relacdo a um eixo inclinado de
simetria € um tridngulo igual ao dado e deslocado diagonalmente

(horizontalmente ou verticalmente)”.

4.10 Sintese do Segundo Momento Coletivo

Os alunos ja estavam familiarizados com este momento coletivo da parte
experimental da pesquisa, uma vez que ja tiveram o primeiro. Agora eles se sentem
mais seguros e passaram a se posicionar com mais frequéncia e procuraram justificar
e defender sua solucdo. Nesse processo de validagdo de suas respostas, “os alunos
devem provar porque o modelo que criou € valido” (Henry, 1991, p.38), mas com
argumentacdes ainda empiricas. Esse processo de defesa de suas respostas e de
justificativas proporcionaram a fase de institucionalizacdo do saber, pela
pesquisadora.

Deu-se inicio ao segundo momento coletivo de nossa pesquisa. Uma vez que
resolveram a situacdo-problema proposta, os alunos, foram convidados a dizer como
procederam e porque assim o fizeram, produzindo material para analise e facilitando
a identificacéo de possiveis invariantes operatorios utilizados por eles.

Os alunos, no inicio da aplicacdo da categoria I, utilizando lapis e papel,
dispunham dos conhecimentos citados no primeiro momento coletivo (p.123-125).

Ndo temos aqui a pretensdo de descrever minuciosamente 0 momento
coletivo realizado para situagao-problema. Queremos clarear alguns procedimentos e
identificar invariantes operatdrios utilizados pelos alunos e ainda relatar quais séo 0s
conhecimentos que podem ter adquirido no final desta categoria. Vamos comentar o

desenrolar da primeira atividade.
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Na discussao da primeira atividade, o aluno que se pronunciou disse: “Dobra-
se na linha preta e copia todas as figuras, isto &, passa-se o lapis em cima, nas trés de
cima e nas duas de baixo e depois passe 0 lapis sobre a marca feita no papel” (Aluno
12), como este aluno foi um dos que resolveu a atividade corretamente, 0s outros que
se esqueceram de decalcar algumas figuras se pronunciaram “Xiii, esqueci” (Aluno
16). Como a sala concordou com sua resposta, ndo houve mais discussdes uma vez
que a situacdo foi resolvida logo no inicio, tolhendo novas discussdes.

Na segunda parte desta atividade, quando questionados sobre as propriedades
(ou caracteristicas) de figuras simétricas, dos vinte e sete alunos, apenas onze alunos
tentaram enunciar propriedades, como as citadas na Secdo 4.9 (p.143). Observamos
que 16 alunos ndo aceitaram 0 jogo proposto pela pesquisadora, isto €, ndo houve a
devolucdo do problema, talvez por fugir da maneira tradicional de ensino onde
recebem as propriedades prontas, ndo precisam pensar. Esses alunos tinham
condigdes de enunciar algumas delas, mesmo que fossem bem empiricas. A
pesquisadora fechou a discussdo, executando a correcdo da atividade, dobrando-se no
eixo e fazendo o decalque de todas as figuras. Foram discutidas as propriedades de
simetria: equidistancia da figura ao eixo e perpendicularismo.

As atividades 2, 3, 6, 7 e 8 se encontram em papel quadriculado; a atividade 5
sugere a utilizacdo de papel transparente e a atividade 4, contém uma figura cortando
0 eixo de simetria, com essas particularidades nas atividades, imprimimo-las em
transparéncias e projetamos para facilitar o trabalho de discussdo, onde os alunos
vinham até a mesa e desenhavam sua solucdo e assim discutiamos com seus colegas.
Estas atividades foram corrigidas.

Os alunos, que ndo souberam como utilizar o papel transparente, relataram
que ele é mais pratico do que dobradura. Alguns disseram “com a dobradura
podemos esquecer de algumas partes (Aluno 1)” e um outro argumentou “com o
papel transparente também podemos ter problema, se virarmos o papel errado,
perdemos o exercicio (Aluno 26)”. Entretanto, a sala chegou num consenso, que para
as atividades onde o eixo corta as figuras, o papel transparente é o melhor.

Agora, no final desta categoria além dos conhecimentos anteriores (do
primeiro momento coletivo), os alunos ja devem saber: o que fazer e como utilizar
dobradura e decalque, papel transparente, papel quadriculado, régua, esquadro e
compasso, uma vez que todas as atividades foram corrigidas pelo professor; e como

proceder quando a figura se encontra afastada ou cortando o eixo de simetria.
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4.11 Sintese sobre a Categoria Il com Lapis e Papel

A maioria das respostas dos alunos foi feita a mao-livre e utilizando
unicamente a visualizacdo. Talvez pela complexidade das atividades, a resposta
correta sO ocorreu com a utilizagdo efetiva de dobradura, mesmo quando nao
autorizada. Percebemos uma preocupacdo implicita em preservar a equidistancia da
figura em relacdo ao eixo de simetria. Os alunos mostraram o conhecimento de
algumas propriedades de simetria e possivelmente utilizaram o0s seguintes
invariantes: “a figura-imagem € uma figura que mantém a forma e as dimens@es da
figura inicial” e “o simétrico de uma figura (ponto ou segmento) é uma figura (ponto
ou segmento) de mesmo tamanho, mas refletido em relagéo ao anterior”.

Alguns alunos desconsideraram 0 eixo de simetria e criaram outros eixos
estratégicos, de acordo com a situacdo, na tentativa de produzir alguma resposta.
Com um novo eixo, 0s alunos perceberam que a atividade tornava-se mais facil, pois
recaia-se em problemas que ja haviam sido resolvidos.

O procedimento de refletir a figura conjuntamente com seu eixo de simetria
(figura+eixo) em relacdo a um novo eixo imaginario, que surgiu em algumas
atividades de nossa pesquisa, também foi encontrado no trabalho de Fernandes
(2004). Segundo ela: “o sujeito ‘imaginou’ um eixo de simetria posicionado na linha
pontilhada e fez a reflexdo ndo s6 da figura como do eixo de simetria (...), pois para
ele figura, o eixo de simetria e os pontos do plano foram vistos como um unico
conjunto — uma so6 figura” (Fernandes, 2004, p.84).

O papel transparente ndo foi uma ferramenta utilizada ou requisitada com
freqiiéncia pelos alunos, mesmo sendo eficaz e facil de utilizar. Provavelmente, isto
ocorreu, pois este recurso nao foi utilizado corretamente quando solicitado.

O recurso de contar os quadradinhos ndo foi utilizado com éxito por alguns
alunos. Os eixos vertical e inclinado, e a complexidade da figura dificultaram a
realizacdo de algumas atividades, resultado também encontrado em outras pesquisas.

Segundo Fernandes (2004), em relacdo a posicao do eixo de simetria:

(...) os resultados obtidos podem ser entendidos pela associacdo que 0s
aprendizes fazem com espelhos e outras superficies refletoras nas
posicBes vertical ou horizontal que, normalmente, sdo experiéncias
vivenciadas no dia-a-dia. A associagdo feita com as imagens produzidas
por essas superficies pode ser fonte de dificuldades para os aprendizes
quando a figura cruza o eixo de simetria, ja que em situagdes empiricas
esse resultado ndo pode ser verificado, por exemplo, usando um espelho
(Fernandes, 2004, p. 70).
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E possivel que alguns alunos tenham utilizado os invariantes 6, 7 e 8 (p. 62-
64), associados aos procedimentos: referéncia horizontal, vertical e diagonal. Estes
surgiram em muitas atividades desta Categoria.

Alguns dos invariantes identificados foram especificos, de acordo com a
atividade resolvida. A seguir, apresentamos alguns invariantes mais gerais, a respeito
do simétrico de figuras em relacdo a um eixo de simetria.

“O simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria sempre fica do
outro lado do eixo de simetria”. Nas atividades observamos esta tendéncia, dos
alunos, em desenhar o reflexo sempre do outro lado do eixo de simetria. Mesmo
utilizando as referéncias horizontal, vertical ou diagonal, eles sempre se preocuparam
em desenhar a figura resposta no semiplano oposto ao que continha a figura dada.
Este invariante foi um complicador, quando o eixo cortava a figura.

“O simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria é uma figura
apenas deslocada verticalmente (horizontalmente, ou diagonalmente)”. Este
invariante pode ser associado ao procedimento referéncia horizontal (vertical, ou
diagonal). Estes procedimentos foram bastante freqlentes, surgindo em muitas
atividades desta Categoria.

“O simétrico de uma figura em relacdo a um eixo de simetria € uma figura
refletida e depois deslocada horizontalmente (verticalmente ou diagonalmente)”. Este
invariante, apesar de falso, esta bastante proximo de ser verdadeiro. O procedimento
reflex&o transladada, associado a esse invariante, ndo foi tdo utilizado se comparado
aos de referéncia horizontal, vertical ou diagonal. Os alunos, em suas respostas,
utilizando uma das referéncias, centram-se na questdo da pertinéncia da imagem ao
semiplano oposto e nédo refletem a figura.

Para muitos alunos, so existe o simétrico de uma figura em relagdo a um eixo
de simetria, se a figura for continua. Esse fato foi observado em atividades cujos
objetos eram pontos e segmentos. Os alunos realizaram procedimentos do tipo: ligar
todos os pontos (ou segmentos) dados; ou ligar todos os pontos (ou segmentos) dados
e 0s pontos (ou segmentos) da resposta, formando uma figura continua; ou ligar
todos os pontos dados, para depois refletir os segmentos de reta formados. Os
possiveis invariantes utilizados, pelos alunos, na execucdo desta atividade podem ter
sido: “sd existe o simétrico de figuras continuas”; “ndo existe o simétrico de pontos
discretos”; “depois de refletir os pontos em relagdo a um eixo inclinado de simetria,

deve-se uni-los por segmentos de reta para confirmar a simetria da figura”.



PARTE Il

CATEGORIA 1 COM O COMPUTADOR

4.12 Andlise a Priori Geral das Ferramentas do Cabri

As figuras agora estdo inseridas na tela do computador, ndo podendo ser
manipuladas ou dobradas. Os recursos utilizados anteriormente, papel transparente,
dobradura e decalque s&o ferramentas que ndo tém correspondente no computador e
ndo funcionam mais. Estes recursos que alguns alunos vinham utilizando na
sequéncia didatica de lapis e papel, na obtencdo da resposta da situacdo-problema
apresentada, na validacdo/checagem de suas repostas, ndo estardo disponiveis no
computador. Ao aluno cabe adaptar-se a esta nova situacao e a este novo meio.

Algumas consideracfes sobre as ferramentas do Cabri que podem ser
utilizadas, pelos alunos, nas situacGes-problema propostas.

A ferramenta simetria axial pode ser utilizada pelos alunos. Para a utilizarem
devem inicialmente, clicar no objeto geométrico dado e em seguida nos elementos
necessarios para a construcdo, obtendo-se, imediatamente, a imagem da figura dada
por esta transformag&o. No caso, da simetria axial, os elementos da transformagéo
seriam a figura, ou seus Vvértices e 0 eixo de simetria. Esta ferramenta ndo foi
apresentada aos alunos na fase de familiarizacdo do software. Se esta tivesse sido
apresentada aos alunos, nesta fase inicial, acreditamos que todas as atividades seriam
resolvidas com sua utilizacdo, principalmente pela facilidade na obtencdo do
simétrico de um objeto em relacdo a um eixo, como comentado acima, e 0S
procedimentos e teoremas-em-acdo, que pesquisamos, poderiam reduzir-se a
pesquisarmos se o aluno utilizou corretamente a ferramenta ou nao.

A ferramenta ponto pode ser utilizada pela maioria dos alunos na atividade de
construcdo do simétrico de um ponto em relacdo a uma reta, e a ferramenta reta pode
ser utilizada nas atividades envolvendo o tracado de eixos de simetria em figuras. A
ferramenta segmento constréi um segmento, definido por dois pontos de
extremidade, que pode ser criado ou definido em um espago livre ou sobre um objeto

definido. A ferramenta circunferéncia nao foi disponibilizada, para os alunos, na fase
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de familiarizacdo, mas podem descobri-la, uma vez que fica exposta na barra de
ferramentas do Cabri e a utilizarem na primeira atividade da categoria II.
Acreditamos que a ferramenta ponto médio pode ser utilizada por alguns alunos, uma
vez que nas corregOes das atividades da categoria anterior foi utilizada. Seria muito
importante que os alunos utilizassem a ferramenta mediatriz, uma vez que preserva a
equidistancia e o perpendicularismo, mas é provavel que os alunos ndo a utilizem.

Para a ferramenta distancia e comprimento, acreditamos que pela facilidade
de medir um segmento do que com régua, € provavel que muitos alunos a utilizem
em suas atividades. Os conceitos de equidistancia, perpendicularismo, ponto médio e
mediatriz ja& sdo conhecidos pelos alunos e podem aparecer representados em suas
respostas. E provavel que ocorram os seguintes procedimentos: que alguns alunos
descubram a ferramenta simetria axial e a utilizem em suas atividades; que alguns
alunos utilizem o recurso de medir segmentos (ferramenta distancia); que alguns
alunos utilizem retas auxiliares em algumas das atividades.

Em muitas situacdes-problema propostas, os alunos devem justificar seus
procedimentos e isto é feito com a ajuda da ferramenta comentarios, uma vez que
permite criar uma caixa de edicdo para digitar um texto de comentario. A
necessidade de justificar a resposta leva o aluno a usar algum mecanismo de prova,
caracteristico da situacdo de validacdo. Para Brousseau (1986), nessas situacdes, as
afirmativas obtidas nas fases de acdo e de formulagdo devem ser comprovadas por
alguma explicacao tedrica. E provavel que os alunos justifiquem seus procedimentos,

uma vez que lhes séo solicitados.

4.13 Analise a Priori das Atividades

a) ATIVIDADE 1

A tarefa a ser executada consiste em tracar o(s) eixo(s) de simetria(s) de
algumas figuras, caso existam. Esta atividade é composta de quatro figuras, como
podemos ver no Anexo | - Categoria Il. A area de trabalho ndo apresenta pontos de
grade (ndo quadriculada). Estas figuras podem ndo ter eixos ou ter eixos de simetria
nas posicdes: horizontal, vertical ou inclinado. As figuras foram construidas com a
ferramenta poligono do Cabri, com exce¢do da primeira figura (trapézio isosceles)

que foi construida usando principios da geometria euclidiana.
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Anélise a priori da atividade 1

Nas atividades da categoria I, usando lapis e papel, os alunos ndo se
preocupavam em tracar mais de um eixo de simetria para as figuras, mas nesta
atividade é provavel que eles tracem mais de um eixo, quando existirem, uma vez
que ja foi feita a corregdo das situacdes—problema da categoria I.

O objetivo da tarefa é tracar o(s) eixo(s) de simetria de quatro figuras, caso
existam. No caso, somente duas figuras possuem eixos de simetria: o trapézio
isdsceles e o quadrado. O primeiro tem um e o segundo quatro eixos de simetria.
Para estas figuras, os alunos podem utilizar basicamente as ferramentas disponiveis
no Cabri, indispensaveis e necessarias, como, por exemplo: ponto médio; segmento;
reta; reta perpendicular e mediatriz.

Analisaremos cada uma das figuras que compdem esta atividade.

Trapézio isésceles (item a):
Na Figura 4.52 temos a figura que compde a atividade 1 e seu eixo de

simetria.

C

Figura 4.52. Eixo de simetria do trapézio isosceles.

Para encontrar corretamente o eixo de simetria desta figura, os alunos, podem
proceder de pelo menos trés modos distintos:
(Modo a)
1. Selecionar ponto médio na caixa n® 5, clicar no ponto A da figura dada e

depois no ponto B desta. Imediatamente, aparecerd o ponto médio do lado

AB na tela, que, no caso, € o ponto O, nomeado usando rétulo (caixa n° 10).

2. Selecionar reta perpendicular na caixa n° 5, e clicar no ponto O e depois no
segmento DC , apareceré a reta oP (perpendicular a DC passando por O),
e Ccomo 0S segmentos AB e DC sio paralelos (este fato pode ser
verificado utilizando a ferramenta paralelos?, na caixa n°. 8), assim a reta

OP ¢ o eixo de simetria desta figura.
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(Modo b)

1) Repetir, inicialmente, o passo 1 do modo (a), obtendo o ponto médio O do
lado AB, e também para a obtencdo do ponto médio do lado CD, o qual
denominamos de ponto P, usando rétulo (caixa n°® 10), como representado na
Figura 4.52.

2) Selecionar reta na caixa n° 2, clicar no ponto médio O do segmento AB, e
depois no ponto médio P do segmento CD, obtendo a reta OP, que € 0 eixo
de simetria desta figura. Como o trapézio é isosceles, entdo, os lados AB e

CD sio paralelos, e OP , passando pelos dois pontos médios dos lados AB e

CD. Areta OP é perpendicular a CD, logo também é perpendicular a AB .

(Modo c)
1. Selecionar mediatriz na caixa n° 5 e clicar sobre o lado AB. Aparecera a

mediatriz do lado AB do trapézio isosceles. Esta reta mediatriz é o eixo de

simetria desta figura.

Os alunos ainda podem simplesmente tracar o eixo de simetria, selecionando

reta na caixa n° 2 e marcando dois pontos para tracar esta reta. O primeiro ponto a ser

marcado pode ser aquele passando, aproximadamente, pelo “meio” do lado AB da

figura e o segundo, aquele passando também, aproximadamente, pelo “meio” do lado

CD do trapézio. Imediatamente, aparece a reta OP . Este, apesar de nédo ser
exatamente o eixo de simetria da figura, uma vez que esta reta foi feita sem a
preocupacdo em aplicar as propriedades do conceito de simetria e sem nenhuma
precisdo, é considerado como resposta correta dos alunos. Este tipo de construcéo
ocorre, pois nem sempre, 0s alunos, em situacdes de sala de aula, sdo cobrados pelo
professor a desenvolverem uma tarefa de geometria com rigor e precisdo, ou por ndo
sentirem necessidade de assim procederem.

Como a figura 1 é simétrica e seu eixo de simetria é inclinado, é possivel que
aparecam respostas considerando a figura assimétrica; que aparecam respostas
apresentando um eixo de simetria — aquele que passa aproximadamente pelos pontos

medios dos lados paralelos (e, ); que aparegam 0s eixos diagonais em suas respostas

(E e BD), bem como o eixo de simetria do trapézio, tracado corretamente com
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instrumentos de precisdo disponiveis no Cabri. Os alunos que nos apresentem 0s
eixos diagonais em suas respostas, possivelmente estejam presumindo que o fato
destes eixos subdividirem a figura em dois triangulos (ABD e BAC) congruentes 0s
caracterizam como eixos de simetria. Provavelmente, os possiveis invariantes
suscetiveis de serem utilizados, pelos alunos, associados a estes procedimentos
podem ser: “0 eixo que passa aproximadamente pelos pontos médios dos lados
paralelos do trapézio isésceles é de simetria”; “as diagonais do trapézio isosceles sdo
eixos de simetria”; “o trapézio isosceles possui um eixo inclinado de simetria”.

Representamos alguns desses provaveis eixos na Figura 4.53.

A

C

Figura 4.53. Possiveis eixos de simetria da atividade 1a — Computador.

Os alunos que considerarem o trapézio como uma figura assimétrica, talvez

néo estejam percebendo o eixo, por causa da posicao inclinada do eixo e da figura.

Paralelogramo (item b)

Neste item, a figura € um paralelogramo e ndo possui eixo de simetria. Veja
sua representacdo na Figura 4.54a.

E provéavel que alguns alunos percebam a assimetria do paralelogramo, bem
como ndo tracem um eixo vertical ou horizontal para esta figura, pois conforme
podemos observar na Figura 4.54b e 4.54c, parece evidente a ndo sobreposicédo das
partes da figura ao se dobrar no referido eixo e a ndo divisdo da figura em duas partes

iguais.

LS =
)

a) b) c

Figura 4.54. Possivel eixo de simetria vertical e horizontal.
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E provavel que alguns alunos o considerem como uma figura simétrica e
podem representar. mais de um eixo em suas respostas, eixos diagonais, eixos
passando pelos pontos médios dos lados opostos, por ndo estarem percebendo a ndo
sobreposicdo das partes da figura ao dobrar no eixo. Como pode ser observado na
Figura 4.55. Os possiveis invariantes que podem ser utilizados, pelos alunos, nesta
atividade sdo: “as diagonais do paralelogramo sdo eixos de simetria” e “o eixo que
passa pelo passa pelos pontos médios dos lados opostos do paralelogramo é de

simetria”.

(5]
ladomenor =3

eIadomaior

Figura 4.55. Eixos de simetria da atividade 1(b)- CI- Computador.

Para tragarem esses eixos representados na Figura 4.55, que ndo séo eixos de
simetria do paralelogramo, os alunos podem proceder de uma das seguintes formas:

(Modo a):
1) Repetir 0 passo 1 do modo (a), da atividade anterior (p. 168), encontrando o

ponto médio dos lados AB, BC, CD, DA, denominando-os,

respectivamente, O, P, Q e R.
2) Selecionar reta na caixa n° 2, e clicar no ponto médio O do lado ABe depois
no ponto médio Q do lado CD, obtendo a reta @ , que pode ser considerado

eixo de simetria desta figura pelo aluno. Deve proceder do mesmo modo para

encontrar as retas ﬁ, E € BTj

Teremos, assim, 0s quatros eixos incorretos do paralelogramo que podem ser
representados pelos alunos. Alguns alunos podem tragar menos do que quatro dessas
retas.

Alguns invariantes operatorios suscetiveis de serem utilizados pelos alunos,
podem ser: “o0 eixo de simetria do trapézio isosceles € inclinado”; “as diagonais do
trapézio isdsceles sdo eixos de simetria”; “o eixo que passa pelo ponto médio dos
lados paralelos do trapézio isdsceles é de simetria”.
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Poligono irregular de cinco lados (item c)

A figura dada é um poligono irregular de cinco lados, assimétrico. Observe
sua representacdo na Figura 4.56.

E possivel que muitos alunos percebam a assimetria da figura; que alguns
alunos tracem eixos de simetria para esta figura e podem aparecer varios eixos. Os
possiveis eixos de simetria, que podem surgir nas respostas dos alunos, foram
agrupados na Figura 4.56. Esses, provavelmente, surgem por acharem que 0S €ixos,
por eles tracados, dividem a figura aproximadamente no “meio”; por ndo perceberem
a ndo sobreposicdo das partes da figura ao dobrar no eixo; por ainda acharem que
toda figura deve ter eixo de simetria; por acreditarem que, quando a figura possui
vertice, algum eixo deve passar por ele. Os eixos representados na Figura 4.56(e)

podem surgir, uma vez que, para os alunos, os triangulos ABC e EDC parecem

congruentes e, portanto, 0s eixos (A_C e EC) podem ser considerados, pelos alunos,

eixos de simetria da figura.

a) b) c) d) e) f)

Figura 4.56. Mostrando possiveis eixos de simetria, nas respostas dos alunos.

Para tracar esses eixos citados anteriormente, que ndo sdo eixos de simetria
desta figura, os alunos podem utilizar as ferramentas reta ou segmento do Cabri e
devem proceder como descrito a seguir.

Figura 4.56b: selecionar segmento, clicar no ponto A e depois no D, obtendo

0 segmento AD, eixo de simetria que pode ser representado pelos alunos.

Figura 4.56¢c: devem proceder da mesma maneira anterior, construindo o

segmentoﬁ eo segmentoﬁ, eixos de simetria que podem ser representados pelos
alunos.

Figura 4.56d: construindo os eixos da Figura 4.56¢ e depois selecionando
segmento, clicando no ponto C e depois no ponto de encontro dos dois eixos
anteriores, construindo os eixos de simetria que podem ser representados pelos
alunos.

Figura 4.56e: selecionar segmento, clicar no ponto C e depois no A, obtendo
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0 segmento CA, da mesma forma, obtendo o segmento CE . Eixos de simetria que
podem ser representados pelos alunos.
Figura 4.56f: repetir os eixos da Figura 4.56d e acrescentando o quarto eixo.

Aquele que passa aproximadamente pelo ponto médio dos lados AB e ED, tendo
assim os quatro eixos de simetria que podem ser representados pelos alunos.
Alguns invariantes operatorios, possivelmente utilizados pelos alunos, podem

[1]

ser: “os eixos diagonais do poligono irregular de cinco lados é de simetria”; “as
diagonais do trapézio isésceles sdo eixos de simetria”; “a reta que passa por dois

vértices ndo consecutivos é de simetria”.

Quadrado (item d)

A figura é um quadrado com uma das diagonais na posicdo vertical,

representada na Figura 4.57.

Figura 4.57. Eixos de simetria da figura da atividade 1(d)- C I- Computador.

E provavel que muitos alunos tracem os quatros eixos de simetria desta
figura, uma vez que esta figura ja foi trabalhada na categoria I, com a utilizacéo de
lapis e papel. A representacdo das diagonais em suas resposta é provavel acontecer

pela sua posicdo na figura, mas os eixos OQ e PR, por passarem pelos pontos

médios dos lados do quadrado, podem ser esquecidos ou ndo serem representados,
pois estes ndo estdo posicionados convenientemente em relacdo a borda inferior e
superior do papel. Nao devem aparecer respostas, considerando a figura assimétrica,
ou outros eixos de simetrias.

Para encontrar, corretamente, o0 eixo de simetria do quadrado, os alunos
podem proceder de forma analoga ao que foi feito para o paralelogramo (p. 171).

Alguns invariantes operatérios que podem ser utilizados pelos alunos sao: “as
diagonais do quadrado séo eixos de simetria”; “o eixo de simetria divide o quadrado

em duas partes”; “o eixo de simetria divide o quadrado em dois retangulos”.
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b) ATIVIDADE 2

A tarefa a ser executada € tracar o(s) eixo(s) de simetria(s) — caso existam —
de algumas figuras. Os alunos devem justificar sua resposta. Esta atividade é
composta de quatro itens, a, b, ¢ e d. No item (a), a figura ndo apresenta eixo de
simetria; no item (b), a figura possui eixo inclinado de simetria; no item (c), a figura
possui eixo horizontal de simetria se os dois objetos forem considerados como uma
so figura; se os objetos forem considerados como a figura e seu (possivel) reflexo,
ndo havera eixo de simetria; no item (d), a figura possui eixo de simetria horizontal
se 0s dois objetos forem considerados como uma s6 figura, ou vertical, se 0s objetos
forem considerados como a figura e seu (possivel) reflexo.

Néo foi fixado o recurso a ser utilizado e o tipo de papel € o nao

quadriculado.

Analise a priori da atividade 2

Para as figuras do item c e d, j& foram feitas as discussdes e as correcbes das
atividades, quando estas figuras foram apresentadas na categoria I, utilizando lapis e
papel. Assim, é possivel que eixos “incorretos” ndo voltem a ocorrer nesta atividade.
Apesar da area de trabalho ndo apresentar pontos de grade, € possivel torna-la
quadriculada e os alunos sabem como utilizar este recurso. Alguns alunos podem se
utilizar deste recurso.

Acreditamos que, para todos os itens, os alunos apenas selecionem a
ferramenta (reta ou segmento) e a tracem, procedendo da seguinte forma: clicando
em dois pontos da figura ou da area de trabalho, de forma que a reta, ou segmento,
fique entre as duas figuras dadas. Para eles, esse procedimento basta e é 0o mais
provavel de ser executado em todos os itens desta atividade.

Atividade 2 — (item a)

A figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.58a.

a) b)
Figura 4.58. Item a -Figura da atividade 2a. Item b - possivel eixo de simetria vertical.
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Nas respostas, ainda é possivel que alguns alunos tracem uma reta vertical,
que ndo é eixo de simetria da atividade, por estarem percebendo que as figuras sao as
mesmas e, se transladadas, se encaixam. Neste caso, alguns invariantes operatérios
que podem ser utilizados pelos alunos sdo: “a figura tem um eixo vertical de
simetria”; “o eixo de simetria deve ser desenhado entre os dois tridngulos da figura
dada”. Os alunos ainda ndo percebem a reflexdo (inversdo) da figura. Podem
proceder, selecionando reta na caixa n°® 2 e simplesmente tracando esta entre o0s dois
tridangulos. Como representado na Figura 4.68b.

A grande maioria dos alunos deve observar que ndo temos a figura e seu
reflexo (figura assimétrica). Eles, provavelmente, estdo percebendo que as figuras se
encaixam, se empurradas, e que ndo estdo refletidas (invertidas), uma vez que esta

mesma atividade foi discutida na categoria Il desenvolvida com l&pis e papel.

Atividade 2 — (item b)

A figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.59a.

a) b)
Figura 4.59. Item a - Figura da atividade 2b. Item b - Possivel eixo vertical ou horizontal.

Alguns alunos podem perceber o eixo inclinado de simetria. Outros podem
considera-la assimétrica, mas esta resposta ndo deve surgir, pois figura e reflexo ja
fazem parte do conceito de simetria deste grupo de alunos. O eixo vertical (r) pode
ocorrer em suas respostas, mas o horizontal (s) ndo, como representados na Figura
4.59b. O primeiro por desconsiderarem a posicao inclinada da figura ou do eixo. O
segundo por parecer 6bvio que se dobrarem neste, a figura e sua imagem, nao
coincidem. Os alunos podem usar as ferramentas reta, segmento ou ponto médio do
Cabri. Numa resposta imprecisa, eles simplesmente tracam um eixo inclinado de

simetria entre as duas figuras, procurando visualmente preservar a distancia dos
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vertices da figura ao eixo de simetria. Esta é a resposta mais provavel de acontecer.
Outros eixos ndo devem surgir, como comentado no inicio da andlise a priori da
atividade 2, p.174.

Alguns invariantes operatorios, provavelmente utilizados pelos alunos, podem
ser: “a figura dada tem um eixo horizontal (ou vertical) de simetria”; “a figura dada
tem dois eixos, horizontal e vertical de simetria”; “a figura dada tem um eixo
inclinado de simetria”; “se a figura € inclinada, entdo o eixo de simetria também ¢é
inclinado”; “o eixo de simetria da figura da atividade 2b, passa pelos dois vértices
mais proximos da figura dada”.

Para tracar o eixo de simetria desta atividade, corretamente, os alunos podem

proceder de varias maneiras. Destacaremos duas delas a seguir:

(Modo a).

1. Selecionar mediatriz na caixa n° 5, clicar no ponto A e depois no ponto A’,

imediatamente a mediatriz deste segmento AA' sera construida. Esta reta

mediatriz é o eixo de simetria da figura, pois é perpendicular aos segmentos

AA', BB' e CC', uma vez que estes segmentos sdo paralelos (podem
verificar com a ferramenta paralelos?), e os divide em duas partes

congruentes. Como podemos observar na Figura 4.60a.

(Modo b)- Representado na Figura 4.60b.

1. Escolher o segmento AA'! e selecionar ponto médio na caixa n® 5, clicar no

ponto A da figura e depois no ponto A’, imediatamente aparecera o ponto

médio O do segmento AA'.

2. Selecionar reta perpendicular na caixa n®5, clicar no ponto O e depois clicar
no segmento CC', imediatamente, aparecera a reta OP, perpendicular a
cc, passando por O, que é o0 eixo de simetria desta figura;

conseqlientemente, esta reta sera perpendicular aos segmentos BB' e AA',

passando pelo ponto médio destes.

! Poderiam encontrar o ponto médio de qualquer um dos segmentosA_A' , BB' ou CC".
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r [reta mediatriz)

7 r[reta perpendicular)

a) b)
Figura 4.60. Modo a e b da atividade 2 b.

Atividade 2 - (item c)

A figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.61.

Figura 4.61. Figura da atividade 2 c.

Apesar das situaces de validacdo e de institucionalizacdo, realizadas na
categoria I, utilizando lapis e papel, é ainda possivel que nas respostas de alguns
alunos haja uma representacdo de eixo de simetria para cada figura isoladamente, ndo
as considerando como original e reflexo.

Os eixos vertical e horizontal devem ser representados pelos alunos. O eixo
horizontal podera ser o mais representado por eles, uma vez que a figura dada possui
este eixo se 0s dois objetos forem considerados como uma so figura. O eixo vertical,
que ndo é eixo de simetria da figura, quando for representado, é considerado como
uma resposta precipitada por falta de atencdo, ou pode ser que os alunos estejam
pensando que tém a figura e seu (possivel) reflexo. Se os dois aparecem, seguem-se
as mesmas justificativas para cada eixo tratado acima.

Para tracar o eixo de simetria desta atividade e a reta vertical (que ndo é eixo

de simetria), os alunos podem proceder como descrito nos seguintes modos:

(Modo a)- Construindo o eixo de simetria (s), representado na Figura 4.62.

1. Verificar se C e C’ sdo, respectivamente, pontos médios de BE e B'E'". A

medida do segmento BC (1,80 cm) € obtida, na tela, selecionando
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distancia e comprimento na caixa n° 9, clicando no ponto C e depois no

ponto B. Procedendo analogamente, obtém-se as medidas dos segmentos
CE, B'C' e C'E', que também possuem 1,80 cm de comprimento, como
mostrado na Figura 4.62. Logo C é ponto médio de BE e C’ é ponto
médio de B'C'". Para verificarmos se 0s segmentos BA, B'A', EF e

E'F' possuem a mesma medida, devemos proceder da mesma forma e
concluiremos que todos tém a mesma medida (2,51 cm). Portanto, as duas

figuras séo congruentes.

2. Verificar se 0 segmento BE ¢ perpendicular aos segmentos BA, CD e
EF e, da mesma forma, se B'E' é perpendicular aos segmentos B'A',
C'D' e E'F'. Isto é feito selecionando perpendicular? na caixa n° 8 e

clicando no segmento BE e depois no BA e, por fim, em um lugar
qualquer da tela aparecera escrito “objetos perpendiculares”. Repete-se 0

procedimento para todos os outros pares de segmentos. Logo BE ¢

perpendicular aos segmentos BA,CD e EF e B'E' é perpendicular aos

segmentos B'A’", C'D' e E'F'. Areta CC', eixo de simetria desta figura,

é tracada.

3. Selecionar reta na caixa n° 2, clicar no ponto médio C da figura e,

depois, no ponto C’. Imediatamente, aparecera a reta CC', eixo de

simetria da figura.

A reta CC' é a mediatriz de BE e B'E'. As duas figuras sdo congruentes,

logo a reta CC' é 0 eixo de simetria da figura.

1
1
1
B A i B A
' i
1
N.80 cm i 1,80 cm
1
o e
¢ D : c D s
.80 cm i .80 cm
1
1
» 1
E F | E F
1

Figura 4.62. Figura da atividade 2 c.
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(Modo b)- Para construir a reta vertical, que ndo € eixo de simetria da figura, 0s
alunos apenas selecionam reta e tracam a reta r clicando em dois pontos, de forma
que esta reta fique no “meio” das duas. Para eles, esse procedimento € suficiente.
Este eixo pode ser representado por estarem apenas percebendo a igualdade das
figuras e por ndo estarem considerando a reflexdo da imagem como parte do
conceito. Neste caso, podemos dizer que ainda acreditam que a translacao é o reflexo
da figura, pois uma delas pode ser empurrada até que se encaixe na outra.

Alguns invariantes operatorios suscetiveis de serem utilizados pelos alunos
podem ser: “a figura desta atividade tem um eixo horizontal (ou vertical) de
simetria”; *“a figura desta atividade tem dois eixos, horizontal e vertical, de simetria”;

“0 simétrico da figura desta atividade é uma figura deslocada horizontalmente”.

Atividade 2 — item d)

A figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.63.

Figura 4.63. Figura da atividade 2d.

Supde-se que os eixos vertical e horizontal sejam representados, por alguns
alunos, passando pela metade da figura e que, provavelmente, nas respostas dos
alunos ndo haja uma representacao de eixo de simetria para cada figura isoladamente,
pois esta situacao ja é de conhecimento dos alunos.

Para tracar os eixos de simetria desta atividade, os alunos podem proceder,
executando os mesmos passos da atividade anterior, para a construcao da reta s, que
é eixo de simetria (horizontal) da figura. Este pode ser observado na Figura 4.64.
Para construir o eixo vertical de simetria (r), devem proceder da seguinte forma:

1. Primeiramente, devem verificar que as duas figuras tém a mesma forma e

0 mesmo tamanho, como no passo 1 da atividade anterior.

2. Selecionar mediatriz na caixa n° 5, clicar no ponto A e depois no ponto
A’, imediatamente, a mediatriz do segmento AA' —retar - é construida.
Esta reta mediatriz é o eixo de simetria da figura, pois € perpendicular aos
segmentos AA' BB', CC', DD',EE', FF' e os divide em duas partes

congruentes.
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Figura 4.64. Figura e eixos de simetria da atividade 2d-CI — Computador.

Alguns invariantes operatdrios possivelmente utilizados pelos alunos, na
execucdo desta atividade, podem ser: “a figura desta atividade tem um eixo
horizontal (ou vertical) de simetria”; “a figura desta atividade tem dois eixos,

horizontal e vertical, de simetria”.

4.14 Informacdes Gerais sobre a Experimentacdo com o Computador

Cada categoria da seqiiéncia didatica com a utilizagdo do computador foi
realizada numa Unica sessdo de 3 horas-aula, tendo aproximadamente dez minutos
para cada ficha de atividade. No final de cada categoria, foram feitas discussdes (em
grupo) sobre os resultados produzidos pelos alunos (situacbes de validacéo
coletivas), seguidas de momentos de institucionalizacdo por parte da pesquisadora.

Dando inicio & experimentacgdo, a pesquisadora informou ao grupo de alunos
que trabalharia com o software Cabri-Géométre Il, o motivo da escolha deste
software e informou também que este programa possui uma janela onde é possivel
rever tudo que fizeram e escreveram nas atividades.

Todos os computadores ja estavam com o Cabri disponivel na tela, e
iniciamos uma fase de familiarizagdo dos alunos com o software. Esta fase de
familiarizacdo foi desenvolvida em duas etapas: manipulacéo livre pelos alunos do
software; manipulacdo de algumas janelas, suas composicdes e como utiliza-las,
sendo conduzidos pela pesquisadora. Por exemplo, como construir pontos, retas,
segmentos; como construir um triangulo, um poligono; como medir um segmento;
como copiar uma figura e como salvar a atividade. Os alunos envolveram-se no
entendimento de como manipular as ferramentas do software e nas possibilidades de
desenhos que podiam criar. As maiores dificuldades que ocorreram foram de
adaptacao e dominio do controle do mouse.

Um dia apoés esta fase de familiarizacdo, iniciamos a aplicacdo da sequiéncia

didatica com a utilizacdo do computador. Para abrir a atividade, os alunos devem, na
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barra de menu, selecionar a caixa arquivo e depois abrir. Nesta caixa, encontram-se
as atividades propostas: atividade 1, atividade 2, e assim, sucessivamente, até a
ultima atividade, mas s6 poderdo abri-la com a autorizacdo da pesquisadora. Para
seleciona-la, basta clicar na atividade e, imediatamente, esta aparece na tela do
Cabri, pronta para ser resolvida. Depois de resolvida, eles devem clicar novamente
nesta caixa de arquivo e selecionar salvar (o comando Salvar salva uma construgéo
da janela de desenho ativa para um arquivo cujo nome foi previamente especificado),
salvando assim a atividade e produzindo desta forma material para ser analisado.

As aplicagdes destas categorias aconteceram como programadas e com
poucas interferéncias do pesquisador. Sentimos os alunos seguros em relacdo ao
computador e também na busca de solucbes para as atividades e percebemos um
maior interesse deles em resolvé-las. Com excec¢do de um aluno, que teve problema
para salvar a primeira atividade, solicitando a presenca da pesquisadora, 0s outros
nédo fizeram perguntas a pesquisadora no desenrolar das atividades.

A experimentacdo ocorreu sempre da mesma maneira: 0s alunos
selecionavam a atividade; era feita a leitura do enunciado pela pesquisadora e,
depois, a resolucdo pelos alunos. Assim, ndo falaremos sobre a experimentacao
especifica de cada atividade desta categoria.

4.15 Analise a Posteriori das Atividades

a) Andlise a posteriori da atividade 1

Os alunos preocuparam-se em analisar se a figura possuia mais de um eixo de
simetria e tracaram o0s eixos que julgaram existir.

Nenhum aluno quadriculou a tela, isto €, ndo encontramos nos arquivos de
resposta esta situacdo e também ndo vimos alunos utilizando este recurso.
Acreditamos que ndo quadricularam a tela por ndo a terem utilizado na categoria
anterior, quando a atividade o sugeria, ou por terem efetuado contagem errada dos
quadradinhos. Surgiram procedimentos de medidas de segmentos; tracado de ponto
médio, bem como a utilizacdo da ferramenta simetria axial do Cabri.

A complexidade das figuras e a imposssibilidade de “dobrar o papel”
tornaram a atividade complicada e induziram os alunos a cometer alguns “erros”,

como, por exemplo, tragar eixos diagonais, quando estes ndo existiam.
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Analisamos, individualmente, cada item desta atividade como esta descrito a
seguir. As respostas apresentadas pelos alunos para cada figura, encontram-se no

Quadro de Respostas da Atividade 1- Cl- computador, no Anexo Il, p. 277.

Trapézio isésceles (Item a).
Para o trapézio isosceles, os eixos de simetria apresentados pelos alunos

foram:

- 0 aluno 7 construiu eixos AC e BD), dividindo-o em dois triangulos (ABC
e DCB) congruentes (Figura 4.53, p. 170);

- dois alunos (14 e 26) ndo construiram eixos (Figura 4.53, p. 170);

- 0s outros sete alunos construiram um eixo que passa, aproximadamente,

pelos pontos médios dos lados paralelos e, (Figura 4.53, p. 170).

Neste ultimo caso, representado pela maior parte dos alunos, foi utilizada a
ferramenta reta (ou segmento) do Cabri. O eixo de simetria tracado corretamente,
com instrumentos de precisdo, ndo surgiu. Seis destes alunos também mediram os
lados do trapézio, talvez por estarem experimentando a ferramenta de medida e ndo
tentando validar sua resposta, pois em nenhuma atividade os alunos tentaram
observar se as distancias dos vértices aos eixos foram preservadas. A Figura 4.65

ilustra este caso.

Figura 4.65. Procedimentos dos alunos - medida dos lados do trapézio.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acao, de eixo de simetria do trapézio isosceles desta atividade:

- O trapézio isosceles, inclinado em relacdo as bordas inferior e superior da
tela, tem um eixo de simetria que também ¢é inclinado;

- Asdiagonais do trapézio isosceles sdo eixos de simetria;

- O trapézio isosceles tem um eixo de simetria, aquele que passa pelo ponto

médio dos lados paralelos.
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Paralelogramo (Item b).
Os eixos de simetria representados, pelos alunos, para o paralelogramo foram
0S seguintes:
- sete alunos ndo marcaram eixos de simetria;
- dois alunos construiram os dois eixos que passam pelos pontos médios dos
lados opostos;
- o0 aluno 9 construiu o eixo passando pelos pontos médios dos lados

menaores.

Sete alunos perceberam a assimetria do paralelogramo e as diagonais nédo
surgiram entre as respostas destes, uma vez que esta figura também estava presente
na categoria I, com lapis e papel. No momento de discussfes coletivas, os alunos
sentiram necessidade de dobrar nas diagonais para que verificassem que ndo eram
eixos de simetria desta figura. Apesar destas discussdes, trés alunos ainda o
consideram como tendo eixo de simetria. Podem ter assim os tracados, por falta de
atengé@o ou por ndo perceberem ainda a ndo sobreposic¢do das partes ao se dobrar no
eixo por eles construido.

Os dois alunos que tracaram os dois eixos que passam pelos pontos médios

dos lados opostos ndo utilizaram de fato a ferramenta ponto médio do Cabri, apenas
tracaram as retas, passando aproximadamente pelos pontos médios dos lados AB e

DC, e depois BC e AD. O aluno que representou o eixo, que passa pelos pontos

médios do lado menor do paralelogramo, utilizou a ferramenta ponto médio do Cabri
no tracado do ponto P e do ponto R, pontos médios de AD e BC, respectivamente, e

depois, com a ferramenta reta do Cabri, tragou a reta PR. Como representado na
Figura 4.55, p. 171.
Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acao, de eixo de simetria do paralelogramo:

- O paralelogramo tem um eixo de simetria, passando pelos pontos médios
dos lados menores;
- O paralelogramo tem dois eixos de simetria ,passando pelos pontos médios

dos lados menores e maiores.
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Poligono irregular de cinco lados (Item c).

Os eixos de simetria representados, pelos alunos, para o poligono irregular de
cinco lados foram os seguintes:

- oito alunos ndo marcaram eixos de simetria;

- 0 aluno 26 tracou 0 eixo AD;

- 0 aluno 9 tragou trés eixos de simetria.

O aluno que apresentou o eixo de simetria AD nao deve ter observado que as
figuras resultantes do tracado do eixo (um triangulo e um quadrilatero), ndo tinham a
mesma quantidade de lados. O aluno que apresentou trés eixos (Figura 4.56d, p.172),
em sua resposta, procedeu como discutido na andlise a priori e escolheu a ferramenta
segmento do Cabri. Neste caso, provavelmente ele executou a tarefa sem se envolver
com ela. Segundo Brousseau (1986), ndo ocorreu a devolucao da situagcdo-problema.
Os outros casos, como previsto, ndo surgiram.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acdo, de eixo de simetria do poligono irregular de cinco lados: “As diagonais do

poligono irregular de cinco lados sdo eixos de simetria”; “o eixo AD que passa pelos
pontos A e D do poligono irregular de cinco lados é de simetria”.

Quadrado (Item d).

Para o quadrado, as respostas dadas pelos alunos podem ser agrupadas da
seguinte forma:
- dois alunos tracaram dois eixos diagonais;
- sete alunos tracaram quatro eixos de simetria;
- 0 aluno 26 tragou apenas um eixo diagonal - o vertical.

- Nenhum aluno a considerou assimétrica.

Apenas trés alunos ainda ndo perceberam os quatros eixos do quadrado.
Entretanto, dos que perceberam, pudemos afirmar que estdo utilizando
conhecimentos adquiridos durante as atividades da categoria anterior.

Os eixos de simetria do quadrado foram representados utilizando as
ferramentas retas ou segmento do Cabri, mas esta Gltima foi preferida por oito dos

alunos. Dois resolveram a atividade corretamente e procederam como descrito na
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analise a priori, conforme ilustrado na Figura 4.66a, utilizando as ferramentas ponto
médio e reta do Cabri. Outros dois apenas tracaram 0s quatro eixos, sem nenhuma

precisdo na resposta, como mostrado nas Figuras 4.66b e 4.66c.

a) b) c)

Figura 4.66. Respostas dos alunos representando os quatro eixos do quadrado.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria do quadrado com uma das diagonais na posicao vertical.
- As diagonais do quadrado sdo eixos de simetria;
- As duas diagonais e as retas que passam pelos pontos médios dos lados

opostos do quadrado séo de simetria”.

b) Analise a posteriori da atividade 2

Os alunos ndo ativaram os pontos da malha quadriculada e por isso nédo
utilizaram a contagem de quadradinhos nesta atividade. A ferramenta preferida dos
alunos, no tragado de eixo de simetria, foi segmento.

As respostas dadas pelos alunos para cada item que compde esta atividade

encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 2, no Anexo I, p. 278.

(Item a).

Para a figura do item a, as respostas dadas pelos alunos podem ser agrupadas
da seguinte forma:
- 0 aluno 1 tragou o eixo vertical,

- nove alunos ndo marcaram eixos de simetria.

Observamos que quase todos os alunos perceberam que ndo temos a figura e
seu (possivel) reflexo. Eles podem ter percebido a ndo sobreposicdo das partes e
estarem utilizando conhecimentos dos momentos de institucionalizacdo. Suas
justificativas foram:
“Nao tem eixo de simetria”. (Aluno 6)

- “Na&o achei simétrico”. (Aluno 9)
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O Aluno 1 tragou o eixo vertical, que ndo existe, para esta figura, sem se
preocupar em preservar a distancia entre os pontos. Ele simplesmente tracou uma
reta entre as figuras. A justificativa para esta resposta foi a seguinte: “As duas figuras
sdo iguais medidas e se encaixam”. Para ele, as figuras sdo as mesmas e, se
transladadas, coincidem, portanto, ainda se fixa somente na congruéncia das figuras.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria para atividade 2a: “a figura tem um eixo vertical de simetria

entre as duas figuras”.

(Item b)

Para o item b, a figura foi considerada, por todos, como tendo um eixo
inclinado de simetria, passando entre as figuras. Nenhum aluno a considerou
assimétrica.

Dos dez alunos, dois procederam da seguinte forma: marcaram o ponto médio
do segmento que une 0s vertices mais proximos e o0 eixo de simetria, nao
perpendicular ao segmento, foi tracado, passando por este ponto, como ilustrado na
Figura 4.67a. Pbde-se observar que os alunos comecaram a se preocupar com a
equidistancia dos pontos, mas ndo de todos os pontos. O Aluno 18 fez,
primeiramente, uma possivel reta de simetria (pontilhada) e a desconsiderou, como
podemos observar na Figura 4.67b. Este aluno, ndo satisfeito com seu resultado,
abandonou-o, lembrou-se do ponto médio e o utilizou em sua resposta.

Parece que esse aluno ndo percebeu que o eixo feito por ele ndo é uma
resposta correta, pois era necessario, pelo menos, mais um ponto (o ponto medio de
um outro par de vértices correspondentes) ou que o eixo tracado fosse perpendicular

ao segmento ligando os vértices correspondentes.

a) b)
Figura 4.67. Procedimento do aluno na atividade 2b.
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O Aluno 14 encontrou os pontos médios do lado menor dos dois triangulos,
talvez pensando em tracar ai 0 eixo de simetria, na tentativa de dividi-la em partes
“iguais”. Pode estar utilizando o invariante operatorio: “o eixo de simetria divide a
figura em duas partes congruentes”. Na revisdo da constru¢do, nenhuma reta foi
efetivamente tracada. Parece que ele procurou preservar a distancia entre os dois
vértices mais proximos, como podemos ver na Figura 4.68. Pode também estar
utilizando o invariante operatorio: “a distancia da figura ao eixo de simetria deve ser

preservada”.

Ponto médio

Figura 4.68. Procedimento do aluno na atividade 2b-ponto médio.

Vejamos algumas justificativas dadas por alguns desses alunos:
“Medi a distancia” (Alunol2).

- “Tracei a reta que as divide” (Alunos 3 e 8).

- “Seeudobrar a figura no meio, vira uma figura s6” (Aluno 18).

- “Dobrando na reta se encaixam” (Aluno 21).

- “Se dobrar na reta elas se coincidem” (Aluno 15).

- “As figuras existem eixo porque quando elas forem dobradas elas seréo
iguais” (Aluno 26).

O aluno da primeira frase ndo realizou efetivamente nenhuma medida,
quando ele diz: “medi a distancia” deve estar se referindo a visualizacdo, por ter
procurado tracar o eixo entre as figuras. Na segunda frase, parece que estdo pensando
que o eixo de simetria divide a figura em duas partes. Pode estar utilizando o
invariante operatorio 1 (p. 57): Nas frases seguintes, os conceitos de dobradura e
sobreposicdo foram fortemente representados pelos alunos. Pode estar utilizando o
invariante operatorio 2 (p. 58.). Estes conceitos podem ser caracterizados como re-
investimento de conhecimentos pelos alunos nas situagfes-problema anteriores.

Os alunos desenvolveram esta atividade, desenhando um eixo inclinado de
simetria entre as figuras, como era provavel de acontecer.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar o seguinte teorema-em-acéo,
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de eixo de simetria para atividade 2b: *“a figura tem um eixo inclinado de simetria

que esta a igual distancia dos vértices desta”.

(Item ¢)
Para a figura do item c, as respostas apresentadas pelos alunos ficaram assim
distribuidas:
- dois alunos ndo construiram eixo de simetria;
- trés alunos construiram dois eixos paralelos as bordas do papel;
- quatro alunos construiram o eixo horizontal;
- O Aluno 26 construiu o eixo vertical.
Os alunos ndo construiram eixos em cada figura como na categoria anterior;
portanto, ja reduziram o ndmero de procedimentos “incorretos”. A ferramenta
utilizada no tragado do eixo de simetria foi 0 segmento de reta.
Vejamos algumas justificativas dadas por esses alunos:
“As duas sdo iguais e as medidas também” (Aluno 14).

- “Eu tracei duas retas diferentes uma na horizontal e a outra na vertical”
(Aluno 7).

- “Medi as distancias” (Aluno 21).

- “Eu ndo encontrei 0 eixo simétrico, porque na figura ndo tem” (Aluno
15).

Na primeira frase, o aluno tragou o eixo vertical, centrando-se na posi¢do das
figuras e na medida das mediu alguns segmentos com o recurso do Cabri. Na terceira
frase, o eixo tracado pelo aluno foi o eixo horizontal, nenhuma distancia foi
efetivamente realizada. Esse aluno deve ter usado somente a visualizagdo. Na quarta
frase, 0 aluno a considera assimétrica e ndo percebe o eixo horizontal de simetria,
talvez por ndo considerar os dois objetos como uma so figura.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria para atividade 2 - item c:

- Afigura tem dois eixos de simetria (horizontal e vertical);

- Afigura tem um eixo vertical (ou horizontal) de simetria.

(Item d)
Para o item d, as respostas apresentadas pelos alunos foram:

- sete alunos tracaram dois eixos, horizontal e vertical, de simetria;
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- trés alunos representaram somente o eixo vertical.

Vemos que esses alunos ja perceberam os dois eixos de simetria da figura. E
as justificativas de alguns desses alunos foram:

- "“O E eseuoutro lado” (Aluno 1).

- “Cruzei um trago ao meio da linha central” (Aluno 15).

- “Essa figura tem duas retas de simetria” (Aluno 21).

- “Dobrando ao meio temos dois lados iguais” (Aluno 26).

- “E um eixo, se dobra encaixa” (Aluno 12).

Para a primeira justificativa, parece que o0 aluno percebeu a inversdo da figura
e, assim, nos apresentou esta frase. Pode estar utilizando o invariante operatorio 3 (p.
58). Para a segunda e a terceira justificativas, esses alunos identificaram dois eixos
de simetria na figura: um horizontal e outro vertical. Um deles afirma que esses dois
eixos se cruzam. Para as duas ultimas afirmativas, os alunos perceberam a
superposicao das partes das figuras, se fossem dobradas no eixo de simetria e podem
estar utilizando o invariante operatdrio 2 ( p. 58).

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, de eixo de simetria para a figura da atividade 2- item d:

- Afigura tem dois eixos de simetria (horizontal e vertical);

- Afigura tem somente um eixo vertical de simetria;

- Afigura tem um eixo horizontal de simetria.

4.16 Sintese do Terceiro Momento Coletivo

O terceiro momento coletivo de nossa pesquisa refere-se a categoria | com a
utilizacdo do computador. Esta categoria foi proposta como uma fase de adaptacéo
ao software Cabri Géometre Il, para diminuir a ansiedade dos alunos em relagéo as
atividades a serem resolvidas no computador: selecionar, manipular e utilizar as
ferramentas do Cabri e reinvestir os conhecimentos anteriores.

Ao iniciarmos a primeira atividade desta categoria, o aluno 12 disse: “Eu
peguei o segmento e fui tracando os eixos quando eu achava que tinha. Na primeira
eu tracei um eixo sO, no meio da figura (se referindo ao eixo da figura), na segunda e
terceira ndo tracei e no quadrado 4 eixos”. Quando este aluno falou que nao tragou

eixo para o paralelogramo, os alunos (alunos 6 e 9) o questionaram dizendo que ele
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tem eixo de simetria, e 0 aluno 12 entra na conversa e diz; “lembra quando dobramos
na diagonal?”. E em relacdo a ultima figura, os alunos 1 e 7 disseram que sO
marcaram os eixos diagonais, “esqueci, eu sabia que tinha, mas nédo fiz” (Aluno 7).

Depois que todos se pronunciaram, ocorreram o0s fechamentos, pela
pesquisadora, de cada figura que fazia parte desta atividade e foram resolvidas da
seguinte maneira. A primeira figura, trapézio isésceles foi resolvida através dos
modos a e ¢, como descrito na andlise a priori deste item. Para o paralelogramo, que
é assimétrico, uma vez que os alunos receberam as atividades impressas em papel,
recortamos a figura, e através de dobraduras, realizamos dobras nos possiveis eixos
de simetria para mostrar a ndo sobreposicdo das partes em que a figura ficou
subdividida. Da mesma maneira, procedemos para o poligono irregular de cinco
lados. Para a ualtima, o quadrado com uma das diagonais na posicdo vertical,
resolvemos de modo analogo ao modo a da figura paralelogramo, quando
construimos os possiveis eixos “errdneos” que os alunos poderiam desenhar, como
descrito na analise a priori.

Na discussdo da segunda atividade, item a, o aluno 7 parece ter convencido
seus colegas, quando disse “a figura ndo tem eixo, uma vez que o outro lado ndo é
invertido, lembram da mudanca do lado?”. Como a figura é assimétrica, a
pesquisadora apenas mostrou, através da utilizacdo de dobradura, que as duas partes
nédo se sobrepdem ao se dobrar em possiveis eixos de simetria.

Para o item b, os comentarios foram que a figura tem eixo de simetria e que é
uma reta inclinada. O aluno 18 falou que tentou tracar o ponto médio, mas desistiu
(esta situacdo estd representada na Figura 4.67b, da analise a posteriori, p. 186).
Quando questionado por que desistiu, disse “depois eu pensei e ndo achei mais
necessario. Ai, tracei uma reta entre as figuras, achei que sé isto estava bom”. Esta
atividade foi resolvida pela pesquisadora pelos modos a e b, como descrito na analise
a priori deste item.

Para o item c, o aluno 6 falou que tragcou um eixo vertical para a figura, mas
logo em seguida outro aluno (9), entrando na discussédo e discordando, disse possuir
somente o eixo horizontal. Alguns alunos concordaram, e esse aluno ainda
continuou, “na préxima figura (item d), sim, teremos o eixo vertical. Nessa ndo”.
Nesse momento, o aluno 15 intervém e diz; “a proxima figura, tem os dois. E s6
olhar bem na tela, que vocé vé as partes iguais e se encaixam”. Percebemos que 0

aluno 6 ndo aceitou que o eixo vertical € “errbneo”. Para mostrarmos a ele a ndo
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sobreposicao das partes ao se dobrar neste, foi realizada uma dobra no eixo sugerido.
Esta atividade foi resolvida como no modo a descrito na analise a priori deste item.
Para o item d, como surgiu nas discussfes, os alunos concordaram com 0 eixo
vertical de simetria. Mas alguns alunos pediram para resolvé-la por dobradura
também. Esta foi realizada e depois foi resolvida através dos passos descritos na
andlise a priori deste item.

Na discusséo destas atividades, alguns alunos disseram que preferiram utilizar
a ferramenta segmento do Cabri e outros, a ferramenta reta, mas percebemos que,
para eles, tanto faz tracar o eixo com qualquer uma das ferramentas.

No decorrer da resolucdo das atividades, os alunos mobilizaram
procedimentos “corretos” e “incorretos” e, neste momento de discussdes coletivas,
tentaram justificar por que assim procederam e a convencer seus colegas da validade
de suas respostas, como pudemos observar neste relato em varios momentos. As
discussbes foram finalizadas com a institucionalizacdo das situacfes-problema pela
pesquisadora. Assim, ocorreram situacdes de acdo, formulacéo e validacao, durante o
decorrer da aplicacdo desta seqiiéncia-didatica. No item b, esti representada uma
situacdo de acdo, segundo Brousseau (1986), em que o aluno, na busca de solucédo de
um problema, realiza determinadas acGes mais imediatas, resultando um
conhecimento de natureza mais operacional. Ha o predominio do aspecto
experimental do conhecimento, sem a preocupacdo de explicitar ou mesmo justificar
0 que foi feito na resolucdo. Percebemos que o aluno se lembra de conhecimentos
anteriores, mas ndo sabendo como aplica-los, abandona-os e parte para uma resposta
mais imediata, sem nenhuma precisao.

Os alunos, aparentemente, s6 sentiram seguros depois de efetuarmos a
dobradura para assim se convencerem da validade de suas respostas, ou das respostas
apresentadas pelos colegas. No caso, essas atividades de dobraduras podem “servir

para contestar ou mesmo rejeitar proposicoes” (Freitas, 2002, p. 80).

4.17 Sintese sobre a Categoria | com Computador

Comparando as respostas dos alunos no computador em relacdo a categoria |,
com a utilizacdo de lapis e papel, observamos uma reducdo no nimero de eixos de
simetria “incorretos” tracados em figuras e os alunos apresentaram uma tendéncia em

preservar a medida de segmentos de figuras. Muitos dos invariantes especificos
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presentes na correspondente categoria com lapis e papel ndo surgiram utilizando o
computador.

Acreditamos que, por causa dos momentos coletivos, o uso de invariantes
incorretos foi menor, pois 0s conceitos adquiridos foram re-investidos nas solugdes
das atividades desta categoria. Além disso, as ferramentas disponibilizadas pelo
Cabri foram mais facilmente utilizadas como, por exemplo, distancia, ponto médio e
segmento.

Nessa categoria, muitos alunos passaram a considerar as figuras das
atividades 2a e 2b como o original e seu reflexo, 0 que ndo ocorreu anteriormente.

Na andlise das atividades dessa categoria, percebemos idéias comuns a
respeito de eixo de simetria, as quais foram agrupadas em dois blocos: um em gue se
considerou que o eixo de simetria deve passar aproximadamente pelos pontos médios
dos lados paralelos da figura e outro no qual o eixo de simetria devia ser desenhado
entre as duas figuras.

Na analise das atividades dessa categoria, percebemos invariantes comuns a
respeito de eixo de simetria. Um desses invariantes é que “o eixo de simetria deve
passar aproximadamente pelos pontos médios dos lados paralelos da figura”,
associando-se 0 procedimento de marcar o ponto médio dos lados da figura,
auxiliando o tracado do eixo de simetria. O outro invariante é que “o eixo de simetria
deve ser desenhado entre as duas figuras”, e o procedimento de tracar o eixo de

simetria entre os dois triangulos ou figuras foi utilizado.



PARTE IV

CATEGORIA 1l COM O COMPUTADOR

4.18 Analise a Priori das Atividades

a) ATIVIDADE 1

A tarefa a ser executada é encontrar o simétrico de uma circunferéncia em
relagdo a um eixo inclinado de simetria. O procedimento utilizado deve ser descrito.
A area de trabalho é ndo quadriculada, o eixo de simetria € inclinado e a

circunferéncia encontra-se do lado direito deste.

Analise a priori da atividade 1

A figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.69

Figura 4.69. Figura da atividade 1- C Il - Computador.

O objeto que faz parte desta atividade ¢ uma circunferéncia. Os alunos nédo
foram informados sobre como construir circunferéncias com o Cabri. E possivel que
todos os alunos descubram como fazé-lo, uma vez que a ferramenta para tracado de
circunferéncias fica visivel na barra de ferramentas na caixa n° 4. Em suas respostas,
devemos ter os centros marcados e a circunferéncia apagada, na tentativa de
construcdo da imagem da circunferéncia.

Nesta atividade, o eixo de simetria é inclinado e a circunferéncia dada esta do
lado direito do eixo. Esta posicdo em relacdo ao eixo de simetria, aparentemente,
pode dificultar esta atividade, pois, normalmente, realizamos a escrita e a leitura da
esquerda para a direita.

Para encontrar corretamente o simétrico da circunferéncia dada em relacdo a
um eixo inclinado, os alunos poderao proceder de varios modos.

(Modo a). Utilizando a ferramenta simetria axial do Cabri. Para isto basta executar

0s seguintes passos:
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1. Selecionar simetria axial da caixa n°. 6, clicar primeiro na circunferéncia de
centro C, em seguida sobre o eixo de simetria e imediatamente aparece a

imagem deste na tela. Este procedimento esta representado na Figura 4.70.
Figura 4.70. Utilizacdo da ferramenta simetria axial na atividade 1.

O meétodo acima é o mais fécil, rapido, cbmodo e principalmente, preciso.

(Modo b). Sem a utilizacédo da ferramenta simetria axial do Cabri. Os alunos podem

executar os seguintes passos.
1. Selecionar reta perpendicular da caixa n° 5, clicar no ponto C e depois no

eixo de simetria (reta r), imediatamente aparece a reta s (perpendicular a r

passando por C), que é o lugar geométrico do ponto C’ (imagem de C). Como
podemos observar na Figura 4.71.
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Figura 4.71. Resolugdo sem a utilizacdo da ferramenta simetria axial do Cabri.

T [eixo de simetria)

2. Selecionar circunferéncia da caixa n°4, construindo uma circunferéncia
definida por um ponto (centro) e o raio, clicar no ponto O — ponto de
intersecdo das retas r e s — e depois no ponto C — centro da circunferéncia
dada —, isto €, mantemos a distancia do centro (C) da circunferéncia ao eixo,
imediatamente surge a circunferéncia (em vermelho, na Figura 4.72) que

também é o possivel lugar geométrico de C’.



195

5 [lugar de €'

lugar de €'

Figura 4.72. Lugar de C’ e C’ da atividade 1.

A reta s e a circunferéncia sdo os possiveis lugares do ponto C’; logo, C’
encontra-se na intersecdo destas. Podemos observar na Figura 4.72 o ponto C’. No

passo seguinte a imagem é construida.

3. Selecionar ponteiro na caixa n°. 1, clicar na circunferéncia azul e fazer uma
copia desta, usando a ferramenta copiar e colar do Cabri. Assim teremos
uma nova circunferéncia que deve ser arrastada até que o centro desta
coincida com o ponto C’. Esta é a circunferéncia de centro C’ simétrica da

circunferéncia de centro C em relacédo ao eixo de simetria.
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Figura 4.73. Construcéo da resposta da atividade 1.

E provavel que os alunos utilizem somente a ferramenta circunferéncia do
Cabri. Eles, simplesmente, desenham uma circunferéncia com a utilizacdo desta,
procurando colocé-la préoxima do eixo de simetria, numa referéncia horizontal;
vertical, ou diagonal. Provavelmente, ndo devem utilizar medidas, mas procuram
preservar o raio da circunferéncia, apenas visualizando. Isto é, podem proceder do
seguinte modo (incorreto):
Modo c):
1. Selecionar circunferéncia da caixa n°. 4, clicar na tela do Cabri, no possivel
lugar da imagem da circunferéncia, procurando coloca-la préxima do eixo de

simetria e escolhendo uma referéncia horizontal; ou vertical, ou diagonal.
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Com o auxilio do mouse, através de pequenos movimentos, tentam manter a

medida da circunferéncia inicial, visualmente.

Alguns invariantes operatorios suscetiveis de serem utilizados, pelos alunos,
podem ser: “o simétrico de uma circunferéncia em relacdo a um eixo de simetria €

(13

uma circunferéncia igual a dada e do lado esquerdo do eixo de simetria”; “o
simétrico de uma circunferéncia em relacdo a um eixo de simetria € uma
circunferéncia transladada horizontalmente (ou verticalmente ou diagonalmente)”; “o
simétrico de uma circunferéncia em relacdo a um eixo de simetria é uma

circunferéncia”.

b) ATIVIDADE 2

A tarefa a ser executada é fazer a reflexdo de alguns pontos em relagdo a um
eixo de simetria, utilizando-se de um recurso do Cabri de livre escolha. Os pontos
podem estar proximos, distantes ou sobre o eixo de simetria. A area de trabalho
apresentada ao aluno contém pontos de uma grade e o eixo de simetria é inclinado. A

figura que compde esta atividade esta representada na Figura 4.74.

Figura 4.74. Figura da atividade 2 - Cll — Computador.

Analise a priori da atividade 2

Quanto a localizacdo dos pontos na malha quadriculada: o ponto A esta
posicionado proximo do eixo de simetria; o ponto B esta posicionado afastado do
eixo de simetria; o ponto C esta posicionado afastado do eixo de simetria e situa-se
entre 0 ponto A e o ponto B; o ponto D esta situado proximo do eixo de simetria; 0
ponto E pertence ao eixo de simetria. O nivel de dificuldade varia segundo a posicao
dos pontos em relacdo ao eixo de simetria e em relacdo a grade. Pesquisas indicam
que pontos préximos ao eixo de simetria sdo mais faceis de acertos, do que pontos

distantes do eixo de simetria (Grenier, 1989). E provavel que os alunos percebam que
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0 simétrico de um ponto é outro ponto que estd a mesma distancia da reta dada e
pertencente a reta perpendicular ao eixo que contém o primeiro.

Os alunos devem refletir os pontos, mas ndo devem denotar nomes para estes.
E provavel que eles utilizem a visualizagdo na preservacdo da distancia entre os
pontos; utilizem a distancia entre o ponto dado e a reta de simetria, deixando o valor
na tela do computador; e utilizem a ferramenta simetria axial do Cabri.

Para encontrar corretamente o simétrico dos pontos dados em relacdo ao eixo
inclinado de simetria, os alunos podem proceder de varios modos. Vamos descrever

alguns desses.

(Modo a) Utilizando a ferramenta simetria axial do Cabri. Para isto basta executar 0s
seguintes passos:

1. Selecionar simetria axial na caixa n° 6, clicar primeiro no ponto A e em
seguida sobre o eixo de simetria. Imediatamente, aparece a imagem deste
ponto na tela, que deve ser nomeado. Eles devem proceder desta forma
para todos os pontos que compdem esta atividade. Este procedimento esta

representado na Figura 4.75.

Figura 4.75. Resolucdo da atividade 2, simetria axial do Cabri.

(Modo b) Neste modo, eles podem executar 0s seguintes passos:
1. Selecionar reta perpendicular na caixa n° 5, clicar, por exemplo, no ponto
A e depois no eixo de simetria (reta r), imediatamente, aparece a reta s,
perpendicular a reta r passando por A. Esta reta s é o lugar geométrico do
ponto A’. Este passo deve ser repetido para todos os outros pontos dados.

2. Para manter a distancia do ponto A ao eixo de simetria, basta usar as
ferramentas circunferéncia ou compasso. Assim, selecionando, por
exemplo, a ferramenta circunferéncia da caixa n°. 4 e clicando no ponto

P, ponto de intersecdo da reta r com a reta s, e depois no ponto A, aparece
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na tela a circunferéncia de raio PA. O ponto A’, simétrico de A em
relacdo ao eixo de simetria, situa-se na intersecdo desta circunferéncia
com a reta s. Isto é repetido para todos os outros pontos. Na Figura 4.76,
temos a representacdo deste modo, com o pontilhado retirado somente

para facilitar a visualizag&o.

Figura 4.76". Modo b, da atividade 2.

Alguns invariantes operatérios que podem ser utilizados, pelos alunos, sdo: “o
simétrico de um ponto em relagdo a um eixo de simetria € um ponto”; “o simétrico
de um ponto em relagdo a um eixo de simetria é um ponto transladado
horizontalmente (ou verticalmente ou diagonalmente)”; “os pontos dados devem ser
primeiro unidos por segmentos de reta, para depois se obter o simétrico (da nova
figura)”; “o simétrico de um ponto em relagdo a um eixo inclinado de simetria € um

ponto do outro lado deste”.

Quanto a localizacdo dos pontos refletidos, devem surgir nas respostas dos

alunos, a imagem sendo posicionada:

- na reta horizontal que contém o ponto, procurando manter a equidistancia ao

eixo de simetria (referéncia horizontal), representado na Figura 4.77a;

- emuma reta inclinada (referéncia diagonal), representado na Figura 4.77b.

- na reta vertical que contém o ponto, procurando manter a equidistancia ao

eixo de simetria (referéncia vertical), representado na Figura 4.77c.

! Nas Figuras 7.8 e 7.9, retiramos o pontilhado da tela para facilitar a visualizacio dos procedimentos.
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a) b) c)

Figura 4.77. Procedimento: Referéncia horizontal, vertical ou diagonal.

c) ATIVIDADE 3

A tarefa a ser executada é fazer a reflexdo de alguns segmentos em relacéo a
um eixo de simetria, utilizando um recurso do Cabri de livre escolha. Os segmentos
podem estar proximos, afastados ou interceptando o eixo de simetria. A area de
trabalho apresentada ao aluno contém segmentos em uma grade e o eixo de simetria

é inclinado.

Andlise a priori da atividade 3

A posicdo dos segmentos, em relacdo ao eixo de simetria, e em relacdo a
grade, pode dificultar a resolucdo desta atividade. Pesquisas indicam que segmentos
préximos ao eixo de simetria sdo mais faceis de acertos, do que segmentos distantes
do eixo de simetria (Grenier, 1989).

Quanto a localizacdo dos segmentos refletidos, é provavel que aparecam em
suas respostas a imagem sendo representada:

- na reta horizontal que conttm o segmento, procurando manter a

equidistancia ao eixo de simetria (referéncia horizontal);

- na reta vertical que conttm o0 segmento, procurando manter a

equidistancia ao eixo de simetria (referéncia vertical);

- emuma reta inclinada.

Acreditamos que a malha quadriculada ndo auxilia no tracado dos segmentos
simétricos solicitados. Mesmo tendo todas as extremidades dos segmentos dados,

coincidindo com os pontos da malha, a dificuldade continua, uma vez que o eixo de
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simetria € inclinado e, nem sempre, a imagem das extremidades dos segmentos caira
sobre os pontos da malha, como, por exemplo, o ponto G da Figura 4.78 que coincide

com um ponto da malha, mas a sua imagem G’ néo.

Sl

Figura 4.78. Ponto G coincidindo com ponto da tela quadriculada, mas a sua imagem néo.

Para encontrar corretamente o simétrico dos segmentos dados em relacdo a
um eixo inclinado de simetria, os alunos podem proceder de varios modos. Vamos

descrever alguns deles.

(Modo a) Utilizando-se a ferramenta simetria axial do Cabri. Para isto, basta

executar 0s seguintes passos:

1. Selecionar simetria axial na caixa n° 6, clicar primeiro no segmento a e em
seguida sobre o eixo de simetria. Imediatamente, aparece o segmento a’ na
tela, que deverd ser nomeado. Repetir este passo para todos 0s outros

segmentos, conforme podemos observar na Figura 4.78.

(Modo b) Sem utilizar a ferramenta simetria axial do Cabri. Para isto basta executar

0s seguintes passos:

1) Selecionar rétulo e nomear as extremidades de todos os segmentos dados.

Como podemos observar na Figura 4.79. Consideremos 0 segmento

d =GH . Selecionar reta perpendicular na caixa n° 5, clicar no ponto G e
depois no eixo de simetria. Imediatamente aparece a reta s que é
perpendicular ao eixo, passando pelo ponto G e é o lugar geométrico de G’
(simétrico de G em relacdo ao eixo). Repetindo o passo para o ponto H,
teremos a reta t que € o lugar geométrico do ponto H’ (simétrico de H em
relacdo ao eixo). Isto é executado para todos os outros segmentos.
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2) Selecionar circunferéncia da caixa n°. 4, clicar no ponto P, intersecdo do
eixo com a reta s, e depois no ponto G. Imediatamente, surge uma
circunferéncia que também é o lugar geométrico de G’, pois esta mantém a
distancia do eixo ao ponto G. O ponto de intersecdo da reta s com esta
circunferéncia é o ponto G’, e convém nomeéa-lo. Devendo repetir os

passos para o ponto H e para todos 0s outros segmentos.

3) Finalmente, selecionar segmento na caixa n°. 3, clicar no ponto G’ e,
depois, no ponto H’, surge na tela o segmento d’, que deve também ser
nomeado, e este é o simétrico de d em relacdo ao eixo de simetria. Repete-

se este passo para todos 0s outros segmentos.

Figura 4.79. Atividade 3, (Modo b).

Acreditamos que os alunos ndo devem desenvolver o modo b descrito acima,
talvez pela complexidade de execucdo, por ndo saberem ou por ndo acharem

necessario. Podem proceder da seguinte maneira, uma vez que para eles basta:

(Modo 1): Copiar o segmento, utilizando a ferramenta copiar do Cabri, e colé-lo,

com a ferramenta colar do Cabri.

(Modo 2): Atraves da ferramenta segmento da caixa n°. 3, desenhar um segmento,
clicando em dois pontos na tela, de modo que procurem manter (visualmente): a

distancia do segmento ao eixo e de suas medidas.

Os modos 1 e 2 descritos levam a respostas incorretas da atividade.
Alguns dos invariantes operatorios suscetiveis de serem utilizados, pelos

alunos, nesta atividade, podem ser: “o simétrico de um segmento em relagcdo a um
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eixo de simetria € um segmento”; “o simétrico de um segmento em relacdo a um eixo
de simetria € um segmento transladado horizontalmente (ou verticalmente ou
diagonalmente)”; “os segmento dados devem ser primeiros unidos por segmentos de
reta, para depois ser obter o simétrico (da nova figura)”; “o simétrico de um
segmento em relacdo a um eixo inclinado de simetria € um segmento do outro lado

deste”.

d) ATIVIDADE 4

A tarefa dos alunos consiste em fazer a reflexdo de uma figura em relacédo a
um eixo vertical de simetria. A figura dada é simples e encontra-se encostada no eixo
de simetria. A area de trabalho é ndo quadriculada e o aluno pode escolher o recurso
a ser utilizado. A figura foi construida, utilizando-se a ferramenta segmento do Cabri

e a atividade esta representada na Figura 4.80.

Figura 4.80. Figura da atividade 1 - Cll — Computador.

Andlise a priori da atividade 4

Alguns dos invariantes operatorios possiveis de serem utilizados, pelos
alunos, nesta atividade, podem ser: “o simétrico da figura dada em relacdo a um eixo
de simetria é uma figura que preserva a forma e as dimens@es da figura original”; “o
simetrico da figura dada em relacdo a um eixo de simetria ndo é uma figura
transladada horizontalmente”; “para construir o simétrico da figura dada com a
utilizacdo do Cabri, deve-se refletir segmento por segmento da figura”.

E provavel que os alunos utilizem a ferramenta simetria axial, na obtengéo do
simeétrico desta figura, refletindo segmento por segmento; que efetuem medida dos
segmentos dados, utilizando-se a ferramenta distancia e procurem tracar 0S
segmentos, segundo essas medidas; que utilizem retas auxiliares, passando pelos
vértices da figura dada; mas que encontrem dificuldades em reproduzir as medidas

dos segmentos, por ser dificil manté-la somente através da manipula¢do do mouse.
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Para encontrar corretamente o simeétrico desta figura em relacdo ao eixo
vertical de simetria, os alunos podem proceder de varias maneiras. Vamos descrever

algumas delas.

(Modo a). Devem proceder da mesma maneira como realizado na atividade anterior
(1°. passo do modo a), refletindo segmento por segmento através da ferramenta

simetria axial.

(Modo b). Sem a utilizacdo da ferramenta simetria axial do Cabri. Para isto, devem

executar 0s seguintes passos:

1) Proceder de modo anéalogo ao que foi feito na atividade anterior (1° passo
do modo b). Inicialmente, os vértices da figura serdo nomeados, depois sdo
tracadas retas auxiliares perpendiculares ao eixo de simetria, passando
vértice por veértice desta e, finalmente, procede-se como nos passos 2 e 3
do modo b. Na Figura 4.81, os passos desses procedimentos estdo
ilustrados.

Figura 4.81. Atividade 4, sem a utilizacdo da ferramenta simetria axial do cabri.

e) ATIVIDADE 5

Fazer a reflexdo de duas figuras, isto é, de quadrilateros irregulares (o
primeiro é céncavo e o0 segundo, convexo em relacdo a um eixo inclinado de
simetria). A primeira figura se encontra do lado direito do eixo de simetria e 0 eixo
de simetria corta a segunda. A area de trabalho é ndo quadriculada e o aluno pode
escolher o recurso a ser utilizado. Eles devem justificar seus procedimentos. A figura
que compde esta atividade foi construida por segmentos de reta e esta esta

representada na Figura 4.82.
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Figura 4.82. Figura da atividade 5.

Andlise a priori da atividade 5

Alguns dos invariantes operatorios a serem utilizados, pelos alunos, nesta
atividade, podem ser: “o simétrico de cada figura dada em relagdo a um eixo de
simetria é uma figura que preserva a forma e as dimensdes da figura original”’; “o
simeétrico de uma figura (afastada do eixo), em relacdo a um eixo de simetria € uma
figura também afasta deste”; “o eixo intercepta a figura dada, logo este também
intercepta a figura-imagem”.

E provavel que alguns alunos utilizem ferramentas do Cabri, como por
exemplo: a simetria axial, encontrando assim a solucdo exata e ndo solugdes
aproximadas; distancia, calculando medidas dos segmentos que constituem a figura e
fazendo a reflexdo segundo essas medidas, ou calculando medidas dos segmentos
que constituem a figura e fazendo a translagdo segundo essas medidas; segmentos,
construindo segmentos com esta ferramenta e transladando-os, sem preservar as
medidas dos segmentos que fazem parte desta atividade.

O grau de dificuldade na obtencdo do reflexo do primeiro quadrilatero,
mesmo estando afastado do eixo, parece bem menor do que do segundo. Isto é
justificado pelo fato da segunda figura ser convexa, assimetrica e por cortar o eixo de
simetria, entrelacando-se com sua imagem. Acreditamos que 0s alunos, apenas
visualmente, determinem o possivel lugar dos segmentos da figura, preservando a
medida destes e os posicionem no lado oposto da figura dada.

Alguns alunos podem construir o simétrico das figuras dadas numa referéncia
horizontal. N&o devem surgir as referéncias verticais ou diagonal nas repostas,
possivelmente por ndo haver espaco para assim procederem.

Especificamente, em relagdo ao segundo quadrilatero, alguns alunos devem
apenas refletir parte da figura, como, por exemplo, a que se encontra do lado
esquerdo do eixo de simetria.

Como as figuras sdo formadas por segmentos de retas, os alunos podem
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resolver esta atividade, procedendo como na atividade anterior: modo a, utilizando
simetria axial (Figura 4.83a); ou modo b, com a utilizacdo das ferramentas reta
perpendicular e circunferéncia (Figura 4.83b).
l!
|

Pty
=

a) b)
Figura 4.83. Resolucdo correta da atividade 5.

4.19 Informacdes Gerais sobre a Experimentacao

A execucéo das atividades desta categoria foi conduzida, pela pesquisadora,
da mesma maneira como foi feita nas categorias anteriores: leitura do enunciado e,
em seguida, execucdo das atividades pelos alunos. Somente na primeira atividade
alguns alunos questionaram como fazer uma circunferéncia; logo, ndo descreveremos
informacdes especificas para cada atividade. Descrevemos apenas o problema da
atividade 1.

Inicialmente, alguns alunos questionaram sobre como fazer uma
circunferéncia, utilizando o aplicativo. A resposta dada foi que eles deveriam
procurar uma maneira para resolver este problema com o uso do Cabri. Alguns
alunos ja haviam construido circunferéncias, quando estavam manipulando as
ferramentas do Cabri, no inicio da aplicacdo, e logo comecaram a usa-la. Alguns
pontos marcados na atividade devem ter sido feitos no aprendizado da ferramenta

circunferéncia com o auxilio do mouse.

4.20 Analise a Posteriori das Atividades

a) Andlise a posteriori da atividade 1

Para esta atividade, as respostas dadas pelos alunos podem ser agrupadas da

seguinte forma:
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- dois alunos fizeram a circunferéncia-imagem numa referéncia diagonal,

- dois alunos fizeram a circunferéncia-imagem numa referéncia horizontal;

- 0 Aluno 6 fez a circunferéncia-imagem numa referéncia vertical;

- 0 Aluno 12 fez a circunferéncia-imagem posicionada proxima a
circunferéncia dada;

- dois alunos fizeram a circunferéncia-imagem correta por se utilizarem da

ferramenta simetria axial.

Estas respostas encontram-se no Quadro de Respostas da Atividade 1, no
Anexo Il, p. 280.Descrevemos os procedimentos dos alunos para esta atividade a
sequir.

Os Alunos 1 e 18 fizeram o simétrico da circunferéncia em relacdo ao eixo de
simetria, utilizando a ferramenta circunferéncia do Cabri, e esta foi desenhada numa
referéncia diagonal, como representado na Figura 4.84. Possivelmente, eles

utilizaram os invariantes 1. 4 e 8 (p. 59-64).

Figura 4.84. Referéncia diagonal da circunferéncia.

O Aluno 12 fez uma circunferéncia transladada na diagonal e depois optou
por uma circunferéncia préxima a dada. Provavelmente, pode estar utilizando os
mesmos invariantes citados anteriores. O simétrico da circunferéncia dada, em
relacdo ao eixo de simetria, foi tragado, utilizando-se a ferramenta circunferéncia do
Cabri. A primeira circunferéncia tracada foi a tracejada e a segunda ficou bem

proxima da resposta correta. A representacdo do aluno esté ilustrada na Figura 4.85.

Figura 4.85. Circunferéncia proxima a inicial.

Parece que o fato do eixo de simetria ser inclinado, induziu esses alunos a

fazer o reflexo da circunferéncia numa translacdo diagonal, provavelmente por
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estarem comecando a perceber que, como o eixo € inclinado, os procedimentos
referéncia horizontal ou vertical ndo podem ser utilizados.

O Aluno 12 fez algumas tentativas de circunferéncias, utilizando a ferramenta
circunferéncia do Cabri e optou por apresentar, como solu¢do, uma circunferéncia
transladada verticalmente e posicionada abaixo da circunferéncia dada, como
mostrado na Figura 4.86. Esse aluno pode ter desconsiderado o eixo e pensado num
eixo horizontal, entre as duas circunferéncias. Os pontos desconsiderados a esquerda
do eixo de simetria seriam solu¢fes bem mais proximas da exata, do que a que nos

apresentou.

Figura 4.86. Referéncia vertical da atividade 1- Aluno2.

O Aluno 21 fez uma circunferéncia transladada verticalmente e posicionada
abaixo da circunferéncia dada. N&o satisfeito com sua resposta, apagou-a e construiu
uma resposta, utilizando a ferramenta simetria axial do Cabri. Este fato foi percebido
apenas nos registros feitos no papel, pois o que restou da atividade na tela do Cabri

foi apenas um ponto, como podemos observar na Figura 4.87.

(. Centro da circunferéncia
' apagada pelo aluno

Figura 4.87. Utilizagdo da ferramenta simetria axial.

A ferramenta simetria axial do Cabri ndo foi apresentada aos alunos na fase
de manipulacéo do software, mas esta ferramenta foi descoberta por esse aluno. Com
a utilizacdo deste recurso, a atividade foi desenvolvida com éxito. Assim, 0 modo a,
previsto na andlise a priori, foi executado.

Os Alunos 4 e 26 fizeram uma circunferéncia numa referéncia horizontal e
procuraram preservar a distancia da figura ao eixo de simetria e também a medida do
raio.

Oito alunos marcaram varios centros, na tentativa de construir uma
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circunferéncia, cujo raio fosse proximo ao da circunferéncia dada. Dois alunos
utilizaram uma reta, passando pelo centro da circunferéncia, procurando demarcar o
lugar do centro da circunferéncia-resposta. Uma preocupac¢do em manter a distancia
foi percebida, quando os centros das tentativas ainda permaneceram marcados. A reta
tracada ndo era perpendicular a reta dada. Uma destas respostas encontra-se na
Figura 4.88.

Figura 4.88. Reta auxiliar passando pelo centro da circunferéncia dada.

Nesta atividade, as circunferéncias tracejadas sdo as que foram apagadas
pelos alunos. Os alunos ndo ativaram o quadriculado da tela. Os procedimentos
referéncia horizontal, vertical ou diagonal foram representados e a atividade so foi
desenvolvida corretamente por dois alunos, por utilizarem a ferramenta simetria
axial.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acdo, sobre o simétrico de uma circunferéncia em relagdo a um eixo inclinado de

simetria;

O simétrico de uma circunferéncia, em relacdo a um eixo inclinado de

simetria, € uma circunferéncia transladada diagonalmente;

- O simétrico de uma circunferéncia, em relacdo a um eixo inclinado de
simetria, € uma circunferéncia proxima a dada e do outro lado do eixo;

- O simétrico de uma circunferéncia, em relacdo a um eixo inclinado de
simetria, € uma circunferéncia transladada verticalmente, e posicionada
abaixo da circunferéncia dada;

- O simétrico de uma circunferéncia, em relacdo a um eixo inclinado de

simetria, € uma circunferéncia transladada horizontalmente, preservando a

distancia da figura ao eixo de simetria e também a medida do raio.

b) Analise a posteriori da atividade 2

Surgiram varios tipos de respostas. Estas se encontram no Quadro de
Respostas da Atividade 2 no Anexo Il, p.281. Agrupamos as respostas dadas nos

itens a sequir, as quais estdo ilustradas na Figura 4.89.
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a) O Aluno 9 preocupou-se em posicionar cada ponto-imagem na linha
horizontal da malha onde o ponto dado se encontrava, numa translacéo
horizontal, preservando a distancia ao eixo, através da contagem de pontos
da malha quadriculada, como pode ser observado na Figura 4.89d. Talvez
estes procedimentos tenham ocorrido pelo fato da area de trabalho ser
quadriculada.

b) Oito alunos representaram a imagem do ponto no prolongamento de uma
reta inclinada (imaginéria), passando pelo ponto dado. Algumas vezes,
preocuparam-se com a distancia (Figuras 4.89e, e 4.89d); outras vezes,
ndo, como nas Figuras 4.89a e 4.89b. Este foi o procedimento mais comum
no grupo.

C) O Aluno 14 marcou a imagem do ponto como na situacdo anterior, mas
com a preocupagdo em tragar um segmento de reta auxiliar. Este segmento
ndo foi tracado perpendicular a reta de simetria, mas € provavel que o
aluno tenha se lembrado da importancia do perpendicularismo, pois

quando questionado disse: “E aquela reta que vocé falou naquele dia”.

A ferramenta simetria axial ndo foi utilizada e por isso nenhum aluno acertou
a atividade e nenhuma resposta baseou-se na referéncia vertical. A demarcacdo da
distancia visual entre os pontos foi a mais utilizada. Pontos foram construidos e
descartados, mas ndo foram apagados.
Os simétricos dos pontos dados foram representados da seguinte forma pelos
alunos:
- Ponto A: nove alunos utilizaram a referéncia diagonal e um aluno utilizou
a referéncia horizontal.
- Ponto B: nove alunos utilizaram a referéncia diagonal e um aluno utilizou
a referéncia horizontal.
- Pontos C: dois alunos nada fizeram; sete alunos utilizaram a referéncia
diagonal e um aluno utilizou a referéncia horizontal.
- Ponto D: dois alunos nada fizeram; sete alunos utilizaram a referéncia
diagonal e um aluno utilizou a referéncia horizontal.
- Ponto E: seis alunos nada fizeram; trés alunos utilizaram a referéncia
diagonal e um aluno utilizou a referéncia horizontal.

Provavelmente, a area de trabalho quadriculada induziu os alunos na
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marcacdo dos pontos, pois, analisando as atividades, observamos que eles
procuraram translada-los horizontalmente ou diagonalmente sobre uma linha
(imaginaria) do pontilhado da tela. Nesta atividade, diferentemente do que ocorreu na
correspondente atividade com lapis e papel previamente executada, ndo houve uma
tendéncia de unido de todos os pontos dados, pois ocorreram momentos de
discuss@es coletivas e correcBes das atividades da categoria anterior. Notamos uma
diferenca marcante nestas respostas, os alunos procuraram preservar a distancia do
ponto ao eixo de simetria, € numa unica resposta observamos uma preocupacao da
imagem ser marcada na reta perpendicular, apesar da reta utilizada ndo ter sido
efetivamente perpendicular ao eixo, passando pelo ponto dado. A idéia de que a
reflexdo de um ponto em relacdo a uma reta € um ponto firmou-se neste grupo de

alunos.

() (f)

Figura 4.89. Procedimento dos alunos na atividade 2.
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Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acao, sobre o simétrico de pontos em rela¢do a um eixo inclinado de simetria:

- O simétrico de um ponto, em relacdo a um eixo de simetria, € um ponto;

- O simetrico de um ponto, em relacdo a um eixo inclinado de simetria, €
outro ponto deslocado horizontal (ou vertical);

- O simétrico de um ponto, em relacdo a um eixo inclinado de simetria, €
outro ponto que preserva a distancia do ponto inicial ao eixo de simetria;

- A'imagem do ponto deve ser representada no prolongamento de uma reta

inclinada (imaginaria), passando pelo ponto dado.

c¢) Analise a posteriori da atividade 3

Notamos uma variedade de respostas dadas, e estas se encontram no Quadro
de Respostas da Atividade 3 no Anexo IlI, p. 282. A seguir, apresentamos estas
respostas.

- Trés alunos procuraram preservar as medidas de alguns segmentos, como

exemplificado na Figura 4.90e;

- Alguns alunos fizeram a referéncia horizontal somente de alguns
segmentos, como observado no segmento ¢ das Figuras 4.90c e 4.90e;

- Alguns construiram a imagem do segmento no prolongamento de uma
reta inclinada (imaginaria), passando pelo segmento dado, como podemos
observar no segmento b das Figuras 4.90a, 4.90c e 4.90¢;

- Algumas vezes, preocuparam-se com a distancia do segmento ao eixo,
como podemos observar nas Figuras 4.90a e 4.90b para alguns pontos;

- Um aluno utilizou a ferramenta simetria axial do Cabri, como podemos
observar na Figura 4.90f;

- Um aluno construiu segmentos paralelos aos segmentos dados, como

podemos observar 0s segmentos a, ¢ e d, na Figura 4.90d;

Como visto, surgiram varios tipos de solucdes e algumas dessas respostas
foram agrupadas, como mostrado na Figura 4.90. A resposta correta s6 ocorreu,
quando foi utilizada a ferramenta simetria axial do Cabri (modo a), representado na
Figura 4.90f. Assim, nove alunos néo obtiveram éxito.

O conceito de que o simétrico de um segmento em relacdo a um eixo é um
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segmento consolidou-se neste grupo de alunos. Ndo houve uma tendéncia de unir

todos os pontos, tendo a mesma justificativa da atividade 2.

Os procedimentos referéncia horizontal, vertical e diagonal também surgiram
nas respostas, podendo ocorrer os trés simultaneamente na mesma atividade. Na
Figura 4.90, temos representados alguns desses procedimentos.

Os simétricos dos segmentos dados foram representados da seguinte forma
pelos alunos:

- Segmento a: 4 alunos o fizeram, interceptando o eixo de simetria e seis alunos o
fizeram afastado do eixo.

- Segmento b: oito alunos o fizeram no prolongamento de uma reta inclinada
(imaginaria), passando pelo segmento dado e dois alunos o fizeram refletido.

- Segmento c: trés alunos o fizeram no prolongamento de uma reta inclinada
(imaginéria), passando pelo segmento dado; dois alunos o fizeram numa
referéncia vertical; um aluno o fez numa referéncia diagonal e trés alunos o
fizeram refletido.

- Segmento d: quatro alunos o fizeram, interceptando o eixo de simetria; trés
alunos o fizeram numa referéncia vertical; um aluno fez a reflexdo apenas de

parte destes segmentos e dois alunos nada fizeram.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-

acao, sobre o simétrico de segmentos em relagdo a um eixo inclinado de simetria:

- O simétrico de um segmento em relacdo a um eixo inclinado de simetria €
um segmento transladado horizontalmente;

- Se 0 eixo de simetria é inclinado, entdo o segmento-imagem tambem &
inclinado;

- O simétrico de um segmento, em relacdo a um eixo inclinado de simetria,
deve ser construido no prolongamento de uma reta inclinada (imaginaria),
passando pelo segmento dado;

- Se 0 eixo intercepta 0 segmento dado, entdo o segmento-imagem deve ser
paralelo ao segmento inicial;

- Se o eixo intercepta 0 segmento dado, entdo este também interceptara o
segmento-imagem;

- O simétrico de um segmento, em relacdo a um eixo inclinado de simetria,

é um segmento paralelo ao dado.
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- Adistancia, do segmento ao eixo, tem que ser mantida depois da reflex&o.

(Fig. a) (Fig. b)

Figura 4.90. Procedimentos dos alunos. Atividade 3 - C Il — Computador.

d) Analise a posteriori da atividade 4

Todos os alunos nos apresentaram uma resposta muito proxima da correta,
como podemos observar nas Figuras 4.91, 4.92. No Anexo I, p. 283, temos um
Quadro com as Respostas dadas pelos alunos.

Os procedimentos citados na analise a priori ocorreram. Os mais comuns,
realizados por um grande namero de alunos (7), observados nesta atividade, foram:
comecar, tracando os segmentos da figura de cima para baixo, preservando as

medidas dos segmentos, como podemos observar na Figura 4.91.
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a) b)
Figura 4.91 Exemplos, onde ocorreu a preservacdo das medidas dos segmentos.

Em alguns casos, como na Figura 4.91b e na Figura 4.92, observamos a
preocupacao em tragar segmentos de reta auxiliares na determinacdo da imagem dos
extremos dos segmentos. Para esses alunos, para construir o simétrico de uma figura,
em relagdo a um eixo inclinado de simetria, € necessario construir segmentos de reta
auxiliares na determinagdo da imagem dos extremos dos segmentos. Na Figura

4.92b, apesar do resultado ndo ter sido muito bom, este recurso apareceu.

(a) (b)

Figura 4.92. Exemplos da utilizacdo de segmentos reta.

A ferramenta simetria axial ndo foi utilizada, portanto o0 modo a, como
descrito na andlise a priori, ndo foi desenvolvido pelos alunos. Eles utilizaram
apenas a ferramenta ponto e segmento do Cabri.

Acreditamos que a area de trabalho ndo foi quadriculada pelos alunos por néo
acharem necessario e por nem sempre té-los ajudado. Se tivesse sido quadriculada,
talvez ndo surgissem as retas auxiliares, pois alguns vértices da figura ficariam sobre
a grade quadriculada, facilitando a contagem de pontos da grade quadriculada e a
marcacdo dos pontos necessarios para 0 posterior tracado dos segmentos por estes
pontos, desde que o0 eixo esteja “sobre” os pontos da malha.

Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acdo, sobre o simétrico de uma figura (encostada no eixo) em relagdo a um eixo

vertical de simetria:
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- As medidas dos segmentos dados tém que ser mantidas depois da
reflexdo;

- O simétrico de uma figura construida por segmentos de reta do Cabri, em
relacdo a um eixo inclinado de simetria, € obtido utilizando a ferramenta
ponto do Cabri. Primeiro, marcam-se 0s extremos e somente depois

tracam os segmentos.

e) Analise a posteriori da atividade 5

As respostas dadas pelos alunos, para esta atividade, encontram-se em dois
quadros. O primeiro quadro, no Anexo Il, p. 284, contém as respostas da primeira
figura que compde esta atividade e no mesmo anexo, p. 285, temos um quadro com
as repostas dadas pelos alunos, para a segunda figura.

Os Alunos 6 e 15 resolveram esta atividade utilizando a ferramenta simetria
axial do Cabri; por isso ndo mediram os segmentos. Temos este resultado ilustrado
na Figura 4.83a (p. 205).

Todos os outros alunos, com exce¢do do Aluno 18, procuraram medir 0S
segmentos da primeira figura e preservar estas medidas na construcao da figura final,
que pode ser refletida ou transladada. Nestes procedimentos:

- Trés alunos mediram todos os segmentos da figura dada e procuraram

preservar estas medidas na figura final, como observado na Figura 4.93.

2,61 cm

Figura 4.93. Medida de todos os segmentos e preservacao destas.

- O aluno 12 mediu alguns segmentos e procurou preservar algumas dessas

medidas na figura final, como ilustrado na Figura 4.94.

Figura 4.94. Medida de alguns segmentos e translacdo da figura.
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- Trés alunos mediram alguns segmentos e procuraram preservar as
medidas na figura final, mas, pela dificuldade em manipular o mouse e

reproduzir esta medida, deixaram um outro valor.

O Aluno 26 tracou eixos de simetria nas duas figuras, como mostrado na
Figura 4.95.

Figura 4.95. Tragado de eixo de simetria na atividade 5.

Percebeu-se que o aluno ndo entendeu a atividade, tracando eixos que, em seu
entender, seriam eixos de simetria de cada figura isoladamente, desconsiderando o
eixo de simetria dado e a tarefa a realizar.

Ainda, para a primeira figura, o Aluno 12 fez a resposta numa referéncia
horizontal e quatro alunos, conforme quadro no Anexo Il, p. 284, fizeram a reflexéo
da figura sem se preocupar com a equidistancia da figura ao eixo de simetria.

N&o houve a preocupacdo com medidas para a segunda figura. Pudemos
observar nas Figuras 4.96a, 4.96b e 4.96d que estes alunos refletiram a figura com
uma medida qualquer, embora na Figura 4.96d, tenhamos uma reflex&o transladada
da figura, sem preservar as medidas (Aluno 21). Na Figura 4.96c, a imagem € uma
translacdo horizontal da figura inicial (Alunol2). Nas Figuras 4.96a e 4.96b, a

imagem intercepta o eixo e nas Figuras 4.96¢ e 4.96d néo.

a) b) c) d)
Figura 4.96. Procedimento dos alunos: medida aproximada.

No Quadro de Respostas da Atividade 5, observamos que:

- dois alunos, fizeram uma referéncia horizontal da figura;

- cinco alunos fizeram a reflexdo da figura sem se preocupar com a
equidistancia e medidas da figura;

- 0 aluno 26 fez eixos na figura.
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Nas respostas dos alunos, pudemos identificar os seguintes teoremas-em-
acao, sobre o simétrico de dois quadrilateros, um céncavo e outro convexo, em
relacdo a um eixo vertical de simetria:

- As medidas dos segmentos, que formam o quadrilatero céncavo (ou o

convexo), depois da reflexdo, devem ser preservadas;

- As medidas dos segmentos, que compdem o quadrilatero céncavo (ou o
convexo), depois da reflexdo, devem ser visualmente preservadas;

- O simétrico de um quadrilatero céncavo (ou convexo), em relacdo a um
eixo inclinado de simetria, € um quadrilatero cdncavo (ou convexo),
transladado horizontalmente;

- Se um quadrilatero (concavo) esta afastado do eixo de simetria, entdo a
sua imagem também devera estar afastada do eixo de simetria;

- Se 0 eixo intercepta 0 segmento dado, entdo este também intercepta o
segmento-imagem;

- um quadrilatero (convexo) intercepta o eixo de simetria, entdo a sua

imagem também devera intercepta-lo.

4.21 Sintese do Quarto Momento Coletivo

Os alunos ja esperavam este momento. Para a primeira atividade, o Aluno 2
falou que é muito dificil fazer uma circunferéncia ‘igual’ a primeira e pudemos
perceber que a sua dificuldade estava na tentativa de preservar o raio da
circunferéncia-imagem, atrelada aos movimentos do mouse. Sua resposta € uma
circunferéncia transladada na vertical e de comprimento do raio bem préximo da
inicial, como representado na Figura 4.86 (p. 207). Quando questionado sobre sua
resposta, falou: “Elas véo se coincidir se dobrarmos no ‘meio’ (eixo horizontal)”. O
Aluno 12 entrou na conversa, questionou “mas ela tem que estar do outro lado e o
eixo ndo é este”. Outros alunos concordaram que a solugdo do aluno estava incorreta.
O Aluno 14 disse: “Ela tem que ficar do outro lado e um pouco inclinado. Estéo
vendo os eixos?”. E continuou: “Eu fiz uma reta passando pelo centro e fiz uma ai,
mas do outro lado do eixo”, “A reta deu a inclinacdo”. Alguns acharam que essa
resposta era correta, e disseram “eu ndo lembrei da reta”.

Resolvemos esta atividade, com a ferramenta simetria axial (modo a, da
andlise a priori), e nesse momento o Aluno 21 falou: “em algumas atividades, eu fiz

com ela”. Ele foi questionado de como havia encontrado a ferramenta, e respondeu:
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“Eu estava clicando nas caixas e pedindo ajuda e ai eu fiz tentativas, e percebi que
tinha que “ir na caixa dela e clicar na circunferéncia e depois no eixo - demorei”. Ao
ser questionado do motivo de ndo ter utilizado a ferramenta em outras atividades, ele
argumentou: “Porque os colegas ndo a usavam”. E continuou: “Eu usei a caixa da
simetria, mas nédo sabia se estava certo. (...) Achei que sim. Era legal”.

Esse aluno, segundo Freitas (2002, p. 78-79), “realiza uma acdo de natureza
mais experimental sem, no entanto, se preocupar com a explicitacdo de um resultado
tedrico que esclareca ou justifique a validade de sua resposta”. Ele aprende e usa uma
ferramenta do software, mas em nenhum momento procura analisar o resultado, para
verificar se algumas propriedades de simetria que ja sdo de seu dominio, como por
exemplo, distancia, posicdes em relacdo ao eixo (afastada do eixo, ou cortando-o).
Dé-se por satisfeito com sua solucdo. Estas atividades foram resolvidas pela
pesquisadora, como descrito no modo a e b da analise a priori.

Enquanto discutiamos, os alunos comecaram a fazer as outras atividades da
sequéncia com a ferramenta simetria axial, como se quisessem verificar suas
respostas ou ver a resposta correta. Nao foi possivel conté-los, abriam a atividade e a
utilizavam. Houve uma interrup¢do nas nossas discussdes, mas procuramos mostrar a
importancia de continuarmos discutindo seus procedimentos e aceitaram que
prosseguissemos o trabalho. Temos, aqui, a confirmacdo do fato de que se esta
ferramenta Ihes fosse apresentada na fase de familiarizacdo do software, eles sé iriam
resolver as situacOes-problema, utilizando-a, uma vez que queriamos ver como
reagiriam frente ao computador, como resolveriam a situacdo e que ferramentas
escolheriam para resolvé-la.

A atividade 1 também foi resolvida como no modo b, descrito na anélise a
priori. Mas os alunos comentaram a necessidade de muitos passos e que com a
ferramenta simetria axial, ndo, mas procuramos mostrar que se ela ndo estivesse
disponivel, eles teriam que saber fazé-la de outra maneira.

As resolucdes das atividades 2 e 3 foram um pouco mais complicadas de
serem discutidas. Apesar das corre¢Oes da atividade 6 (categoria Il - lapis e papel),
ainda persistiram nos alunos os procedimentos de fazer o simétrico de uma figura em
relacdo a uma reta, utilizando a referéncia horizontal, ou a vertical ou a diagonal.
Assim, para atividade 2, alguns disseram: “Eu segui 0s pontos da tela e fiz do outro
lado o ponto. E procurei manter a distancia” (Aluno 9); “eu tracei reta e marquei o

ponto” (Aluno 21). A resposta deste aluno esta representada na Figura 4.89c (p.210).
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Como vemos, a idéia de que a imagem esta sempre no semiplano oposto ao da figura
dada é forte. Ao Aluno 21, que usou a ferramenta simetria axial na atividade
anterior, foi perguntado porque ndo utilizou essa ferramenta. Segundo ele: néo o fez
porque fazer pontos era facil.

Para a atividade 4, os alunos disseram que esta atividade foi facil de resolver:
“era s6 selecionar segmento e tentando fazé-lo igual do outro lado” (Aluno 9).
Muitos concordaram com este aluno e disseram que também fizeram deste modo. O
aluno afirmou: “eu sabia que o resultado era um foguete, s6 faltava fazer o outro
lado. Tracei umas retas para me ajudar e fui medindo os lados”. O aluno parece
confiar na sua resposta e tem uma idéia do todo, isto é, do resultado final da figura
apos a reflexdo desta em relacdo ao eixo vertical de simetria. Ele age sobre o
problema e aplica conhecimentos anteriores, no caso, utilizagdo de retas auxiliares,
mas ndo perpendiculares, passando pelos vértices da figura dada; procura preservar
as medidas da figura inicial e produz uma resposta muito proxima da figura
resultante, apos a reflexdo da parte dada em relacéo ao eixo de simetria. A resolugédo
desta atividade foi executada pela pesquisadora, atraves da execucdo dos modos a e
b, como descrito na andlise a priori.

Quando demos inicio a ultima atividade, o Aluno 12 falou “deve ser legal
fazé-la por simetria. Eu sabia que a segunda figura tinha que cortar o eixo também e
a outra ndo”. Para finalizar, os modos a e b foram executados.

Os modos de resolucédo das situagdes-problema preferidos pelos alunos, para
esta categoria, utilizando o computador, foi a ferramenta simetria axial do Cabri.
Mas a pesquisadora Ihes apresentou pelo menos duas maneiras distintas de resolver o
problema, com a utilizacdo de ferramentas do Cabri, como por, exemplo mediatriz.
Segundo Freitas (2002), “ao visar a institucionalizacdo de determinados saberes que
considera importantes, o professor seleciona questdes essenciais para a apropriacao

de um saber formal a ser incorporado como patrimdnio cultural”.

4.22 Sintese sobre a Categoria Il com o Computador

De modo geral, usando o computador, muitos dos procedimentos e provaveis
invariantes que ocorreram na categoria I, ndo surgiram nesta categoria,
provavelmente como consequéncia dos momentos de discussdes coletivas e das

corregOes das atividades anteriores.
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Alguns alunos ainda produziram alguns “erros” ou respostas incompletas,
como pode ser observado nas analises a posteriori especificas de cada atividade,
persistindo ainda a utilizagdo de invariantes falsos e seus procedimentos associados
como, por exemplo, procedimentos referéncia horizontal, vertical e diagonal. Isto, de

certa forma, é esperado, pois segundo Vergnaud (1982):

(...) a construcdo e apropriagdo de todas as propriedades de um conceito
ou todos o0s aspectos de uma situagdo € um processo de muito félego que
se estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos, com
analogias e mal-entendidos entre situacGes, entre concepcdes, entre
procedimentos, entre significantes (Vergnaud, 1982, p. 2).

Os modos de execucdo das atividades com ferramentas do Cabri, como
previsto na analise a priori, dificilmente apareceram, talvez por falta de dominio de
conceitos da geometria euclidiana, de simetria e do prdprio recurso.

Na anélise das atividades, pdde-se observar a preservacdo das medidas dos
segmentos e a equidistancia destes ao eixo de simetria. Alguns alunos tracaram retas
auxiliares, ndo necessariamente perpendiculares. Acreditamos que o conceito de
ortogonalidade j& comecou a fazer parte dos conhecimentos utilizados por esse grupo
de alunos na resolugéo de problemas de simetria axial, uma vez que na categoria
anterior o conceito ja fora institucionalizado.

N&o observamos a tendéncia em unir pontos ou segmentos, procurando
formar uma figura fechada. O caso em que a figura intercepta o eixo ainda
caracterizou uma dificuldade para a grande maioria dos alunos e o éxito s6 ocorreu
com a utilizacdo da ferramenta simetria axial do Cabri.

Ao procuramos identificar, mediante a observacédo e o didlogo, como o aluno
estava pensando, obtivemos pistas do que ele ndo estava compreendendo. Na analise
das atividades desta categoria, pudemos identificar ainda os mesmos invariantes da
categoria Il utilizando lapis e papel. Para diminuir a utilizacdo sucessiva de
procedimentos e de possiveis invariantes operatorios “errdneos”, pelos alunos, o
professor pode planejar a intervencdo adequada para auxiliar o aluno a refazer o
caminho e tentar transpor barreiras. A este grupo de alunos, parece necessario propor
novas sequiéncias didaticas, envolvendo o conceito de simetria axial, para que tenham
oportunidade de modificar e ampliar os conhecimentos novos e reinvesti-los em
novas situagOes, ou cotidianas, ou para que 0S permitam aproximar-se de um

conhecimento matematico “oficial”, ou seja, conceitos cientificos.



CONSIDERACOES FINAIS

A importancia do ensino da Geometria é incontestavel. As transformacdes
geométricas, como parte integrante da Geometria, tém aplicacdes em diversos
campos do conhecimento. A simetria em particular estd presente tanto em nosso
cotidiano como no campo cientifico. O conceito de simetria, quando utilizado de
forma adequada, é uma ferramenta Gtil para explorar e aplicar diversos conceitos de
geometria. Diante disso, construimos o trabalho, tendo como objetivo a identificacdo
de procedimentos e invariantes operatorios de alunos do quarto ciclo do Ensino
Fundamental diante de situacfes-problema, envolvendo simetria axial.

Para situar quando e como a simetria passou a ser objeto de estudo no Brasil e
verificar como ela é proposta e veiculada nos livros didaticos, realizamos alguns
estudos preliminares. Nesses estudos, descrevemos brevemente a introducdo do
estudo de transformacdes geométricas no ensino no Brasil, percorremos 0s
Parametros Curriculares Nacionais (1998) de Matematica do Ensino Fundamental,
analisamos alguns livros didaticos de Matematica, entre eles os adotados na escola
em que desenvolvemos nossa experimentacdo. Esses livros seguem as sugestfes
contidas nos PCN’s (1998), mas alguns apresentam problemas na forma em que
abordam o conceito de simetria: as posi¢es das figuras em relacdo ao eixo; as
posicdes do eixo; figuras planas e espaciais estdo misturadas; conceito de simetria
desconectado de outros conteudos.

Analisamos também algumas pesquisas sobre o tema. As pesquisas
indicavam alguns procedimentos utilizados pelos alunos em situagcdes-problema,
envolvendo a simetria axial, dentre eles a referéncia horizontal, vertical, diagonal e
reflexdo transladada, que nos permitiram levantar a hipdtese de que eram suscetiveis
de surgirem nas respostas do grupo estudado, uma vez que Mabuchi (2000), havia
observado que certos “erros” e concepgdes sao semelhantes, independente da cultura.

A Teoria dos Campos Conceituais, a Teoria das Situacdes e a Engenharia
Didatica, que embasaram nossa pesquisa, mostraram-se adequadas para o estudo de
procedimentos e invariantes operatorios utilizados pelos alunos, na resolucdo de
situacBes-problema de simetria axial, da sequéncia didatica desenvolvida. No
desenrolar das situacdes-problema, os alunos aceitaram-na como sua e partiram em

busca de solucBes. Nesse processo agiram, formularam, criaram estratégias,
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procedimentos e utilizaram invariantes operatérios na resolucdo das situacdes-
problema propostas com lapis e papel e computador.

Desta forma, a anélise das produgdes dos alunos, para as atividades propostas,
nos permitiu estudar procedimentos por eles utilizados e identificar invariantes
operatorios implicitos nesses. Os momentos coletivos contribuiram para tornar
explicitos alguns invariantes operatérios utilizados pelos alunos e compreender
melhor seus procedimentos.

No desenvolvimento das atividades, pudemos perceber quais foram os
recursos materiais que os alunos preferiram e quais passaram a utilizar com mais
freqliéncia em outros momentos. Percebemos a preferéncia dos alunos pelo uso de
dobradura e decalque, pela facilidade na obtencdo do simétrico de pontos, segmentos
e figuras. Observamos também o recurso de dobrar o papel e olhar contra-a-luz na
obtenc¢édo da imagem da figura (ponto ou segmento), ou ainda, o recurso de dobrar o
papel e fazer o decalque das figuras.

O esquadro e o compasso quase nao foram utilizados, provavelmente por
esses materiais terem sido praticamente abolidos dos livros didaticos por um longo
periodo de tempo, e alguns deles estarem retornando de maneira muito discreta. A
régua foi utilizada, basicamente, em tracados de retas e de segmentos de reta, sendo
gue em pouquissimos casos 0s alunos utilizaram a graduacdo da régua na medida de
segmentos.

Vérias atividades foram apresentadas em papel quadriculado, mas
percebemos que nem sempre o0s alunos utilizaram a contagem de quadradinhos e,
quando o fizeram, nem sempre obtiveram éxito em suas respostas. O quadriculado
refor¢a os procedimentos referéncia horizontal ou vertical, pois as linhas da malha
quadriculada privilegiam as dire¢des horizontal e vertical, conforme afirma Grenier
(1985).

Apesar do papel transparente ser um material muito atil em situacdes-
problema envolvendo a simetria axial, esse recurso ndo foi muito aceito pelos alunos,
provavelmente por ndo saberem utiliza-lo ou pela dobradura ter sido utilizada no
inicio da experimentacao ou pela falta de conhecimento anterior sobre simetria axial.

Foi possivel identificar também que no desenvolvimento de algumas
atividades houve dificuldades dos alunos na compreensdo dos enunciados, contendo
palavras-chave relativas ao conceito de simetria como, por exemplo, eixo de

simetria, simétrico e reflexao.



223

Pudemos, assim, observar que dentre todos os materiais concretos sugeridos,
0 Unico que se mostrou util na execucdo correta das atividades foi a dobradura,
confirmando, parcialmente, nossa hipétese. Entretanto, o uso da dobradura pode
dificultar a ampliagdo do conceito para atividades nas quais 0 eixo de simetria ndo
passa pelo meio da figura. Grenier (1989) afirma que o conceito de simetria usando
dobradura é de uso limitado, mas pode contribuir para que o aluno busque uma
definicdo mais adequada e com instrumentos mais eficazes.

Nas atividades, usando o computador, observamos que a maguina contribuiu
para despertar e prender a atencdo dos alunos, particularmente na obtencdo do
simétrico de um ponto, de um segmento em relacdo a uma reta ou de uma outra
figura. Percebemos um avan¢o nas respostas dos alunos na preservacdo da medida
conforme o objeto fosse um ponto, um segmento ou uma outra figura; no cuidado ao
de tracar retas auxiliares (ndo necessariamente perpendiculares). Essas preocupagoes
somente foram percebidas, por um Unico aluno, na ultima atividade com lapis e
papel. Acreditamos que elas passaram a ser representadas pelos alunos nas situacdes
propostas no computador, porque eles ja possuiam mais conhecimentos de simetria,
apresentados nas situacdes de institucionalizacdo, ocorridas no final das categorias |
e 1l com a utilizacdo de lapis e papel.

Observando as solucbes apresentadas e os relatos dos alunos, pudemos
concluir que o computador facilitou a realizagéo das atividades. Os alunos ficaram
admirados com os resultados e com a praticidade na obtencdo do simétrico de uma
figura em relacdo a um eixo de simetria e também com a possibilidade de criar
desenhos com este recurso, utilizando a ferramenta simetria axial do Cabri.

Ap0s as situacdes de institucionalizagdo realizadas no final de cada categoria,
0 papel transparente e o computador devem ter-se tornado novas ferramentas
disponiveis a este grupo de alunos, para a resolucdo de problemas, envolvendo a
simetria axial, uma vez que lhes foram apresentados. O mesmo ndo pode ser
afirmado quanto a utilizacdo de régua, esquadro e compasso, pois a ndo preferéncia e
a nao utilizacdo desses materiais pode estar relacionada com o maior tempo gasto
para a execucao de uma Unica atividade, com a dificuldade em manusea-los ou ainda
com o0s conceitos geométricos envolvidos em sua utilizagéo.

Nas solugBes das atividades da sequéncia didatica, surgiram Vvarios
procedimentos dos alunos em relagdo a simetria axial. Verificou-se a existéncia de

procedimentos corretos, “incorretos” ou incompletos, como haviam surgido nas
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experiéncias relatadas no Capitulo Il, por pesquisadores como Grenier (1985),

Gutiérrez & Jaime (1987) e Mabuchi (2000). Dentre os procedimentos “incorretos”

criados para as solucdes das atividades destacamos:

10.

11.
12.

Tracado do eixo de simetria, passando aproximadamente pelo “meio” da figura.
Tracado do eixo de simetria, dividindo a figura em duas partes “iguais”.
Obtencdo da imagem da figura sem respeitar a distancia da figura ao eixo de
simetria.

Obtencdo da imagem da figura através de uma referéncia horizontal (ou
referéncia vertical, ou referéncia diagonal).

Obtencdo da imagem da figura através de uma reflexao transladada da figura.
Obtencdo do reflexo da figura sem respeitar a correspondéncia ortogonal, em
relagdo ao eixo.

Criacéo de outro eixo de simetria para o problema.

Desconsideracdo do eixo de simetria dado.

Posicionamento do reflexo da figura sempre do outro lado do eixo de simetria.
Obtencdo da imagem da figura ndo contando corretamente os quadradinhos da
malha quadriculada.

Unido de todos os pontos (ou segmentos) dados no problema, sem refleti-los.
Unido de todos os pontos (ou segmentos) dados no problema e em seguida
reflex&o da figura formada.

A maioria dos procedimentos corretos em nossa pesquisa sé surgiu quando 0s

alunos utilizaram dobraduras ou a ferramenta simetria axial do Cabri. Entre os

procedimentos “corretos” criados para as solucbes das atividades, envolvendo a

obtencéo do simetrico de uma figura em relacdo a um eixo, podemos citar:

Obtencéo correta da figura-imagem, utilizando dobradura e decalque.

Obtencédo da figura-imagem, contando corretamente os quadradinhos da malha
quadriculada.

Obtencéo da figura-imagem, utilizando papel transparente.

Obtencédo correta da figura-imagem, utilizando a ferramenta simetria axial do
Cabri.
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Muitos desses procedimentos descritos ndo sdo particulares de nossa
pesquisa. Varios deles, com exce¢do dos dois procedimentos 11 e 12 foram também
encontrados em outras pesquisas como mencionado no Capitulo 1. Muitos outros
procedimentos surgiram neste trabalho e encontram-se na andlise a posteriori de
cada atividade das categorias. Nos procedimentos incorretos 11 e 12, os alunos
buscam construir figuras fechadas, provavelmente para que possam aplicar 0s
conhecimentos adquiridos anteriormente, obtidos nas solucdes das primeiras
atividades da categoria | com lapis e papel, que consistiam na identificacdo de eixos
de simetria de figuras fechadas. Isto também pode ser justificado pelas atividades
propostas nos livros didaticos analisados, que sempre sdo figuras fechadas.

O foco central da nossa pesquisa foi a identificacdo de procedimentos e
invariantes operatérios de alunos do IV ciclo do Ensino Fundamental, relativos a
simetria axial. No capitulo Il (se¢do 2.1, p. 63 — 68), enunciamos e discutimos alguns
invariantes operatdrios suscetiveis de serem construidos e utilizados pelos alunos nas
situacBes-problema propostas, que foram observados nas respostas deste grupo. A
maior parte dos invariantes operatorios deste trabalho ndo aparecem explicitados nas
respostas, mas estdo de modo subjacente nos procedimentos apresentados. Os que
foram explicitados encontram-se na analise a posteriori de algumas atividades, pois
puderam ser identificados nas falas dos alunos ou nas justificativas dadas por eles. A
seguir, citaremos e comentaremos alguns invariantes que puderam ser identificados
nas respostas dos alunos.

Os invariantes: “O eixo de simetria divide a figura aproximadamente no
‘meio’(falso)” e “O eixo que divide a figura em duas partes congruentes é de simetria
(falso)”, através das discussdes coletivas ou individuais com o grupo de alunos,
diferem um do outro da seguinte forma: no primeiro invariante, o eixo de simetria,
apesar de dividir a figura em duas partes, ndo implica que estas partes sejam
“iguais”, como observado na Figura 4.8b do raio da atividade 1 com lapis e papel; no
segundo invariante, existe a preocupacgdo de tracar um eixo que forme duas figuras
congruentes, embora ndo necessariamente que se sobreponham.

Se os alunos trabalham com o invariante operatorio “O simétrico de uma
figura em relacdo a um eixo, deve ficar sempre do outro lado deste (falso)”, de
maneira geral, eles parecem evitar as respostas em que a figura-dada e a figura—

imagem se entrecruzam, como as das atividades 3 e 4 da Categoria Il com lapis e

papel.
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Percebemos que, para a grande maioria dos alunos que participaram desta
pesquisa, € suficiente que a figura-imagem esteja “mais ou menos” a mesma
distancia da figura ao eixo de simetria, utilizando basicamente a visualizagdo. Eles
podem ter utilizado o falso invariante “O simétrico de uma figura em relagdo a um
eixo deve ser posicionado aproximadamente a mesma distancia desta ao eixo de
simetria”. O invariante verdadeiro, que deveria ser utilizado, é “O simétrico de uma
figura em relacdo a um eixo deve ser posicionado exatamente a mesma distancia
desta ao eixo de simetria”.

Alguns alunos s&o capazes de dar e aceitar uma resposta aproximada, quase
correta, para seus problemas, talvez por gastarem um tempo maior na execucéo de
determinada atividade com a utilizacdo de régua, esquadro e compasso; por nao
saberem fazer corretamente a atividade ou por ndo sentirem necessidade de assim
procederem. Mas por outro lado, alguns alunos ndo se contentam e buscam
alternativas de solucédo para que obtenham éxito na atividade.

O invariante “O simétrico de um ponto, situado sobre o eixo de simetria € um
ponto coincidente com o ponto-dado” (verdadeiro) foi utilizado por alguns alunos,
como podemos observar na atividade 6, que faz parte da Categoria Il com lapis e
papel (ponto “L”). Neste invariante, percebemos a aplicacdo da primeira propriedade,
citada no Capitulo I, Secdo 1.1, p.21-22. A imagem de um ponto L (qualquer) no
eixo de simetria é o proprio ponto (L=L").

Percebemos, de maneira geral, que muitos alunos ndo se apropriaram
totalmente do invariante “O simétrico de uma figura é uma figura que conserva a
forma, as dimens@es e inverte a orientacdo de pontos ndo-colineares” (verdadeiro).
Muitas vezes, utilizam apenas uma parte dele, como podemos observar no invariante:
“O simétrico de uma figura é uma figura que conserva a forma”, como foi
evidenciado em algumas atividades dos alunos, como, por exemplo: “O simétrico de
um tridngulo em relagcdo a um eixo de simetria € um triangulo”, ou “O simétrico de
uma circunferéncia € uma circunferéncia igual a dada”. Percebemos nessas respostas
a aplicacdo da quarta propriedade, citada no Capitulo I, Secdo 1.1, p.21-22. Ainda
podemos citar o invariante: “O simétrico de uma figura é uma figura que inverte a
orientacdo de pontos ndo-colineares”, que, de certa forma, pudemos identifica-lo nas
situacGes em que os alunos refletiram a figura dada, mas sem se preocuparem com as

propriedades equidistancia e perpendicularismo.
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No invariante “O eixo de simetria divide a figura em duas partes que
coincidem exatamente por sobreposicao” (verdadeiro), parece evidente a igualdade
das partes da figura proporcionada pelo eixo de simetria e a sobreposi¢cdo dessas
partes, ficando implicito a inversdo da orientacdo de pontos nao-colineares.

Pudemos verificar, também, através da analise de alguns livros didaticos, que
abordam a simetria axial no Ensino Fundamental, que alguns autores, na maioria das
vezes, a introduzem da seguinte forma: “a linha de dobra é o eixo de simetria de uma
figura simétrica e, se dobrarmos no eixo, as duas partes coincidem, ocasionando uma
figura simétrica”. Este pode se tornar um invariante operatério para os alunos, uma
vez que eles podem se apropriar e passar a utiliza-los nas solugdes de determinadas
situacOes-problema.

Nessa pesquisa, na busca das solucGes das situagdes-problema propostas, 0s
alunos apresentaram diversas dificuldades, algumas referentes a elaboracdo de
justificativas nas atividades e outras referentes a utilizacdo dos materiais concretos.
Essas dificuldades foram vistas como parte de um processo no qual houve quebra do
contrato escolar tradicional em que o conhecimento é transmitido e recebido em sala
de aula. De modo geral, muitos professores ainda ndo partem do problema para que
ocorram situacdes a-didaticas, ndo permitindo a mobilizacdo de conhecimentos pelos
alunos, inviabilizando também as situacdes de validacdo. Desse modo as situacoes de
institucionalizagdo em suas salas de aula acabam comprometidas.

Em nossa pesquisa foram utilizados lapis e papel e computador, diferindo das
pesquisas analisadas, pois nelas optou-se por apenas um desses recursos. Um outro
diferencial de nossa pesquisa € a identificacdo de invariantes operatorios suscetiveis
dos alunos terem utilizado nas solugdes das situagdes-problema sobre simetria axial,
envolvendo a identificacdo, observacédo e tracado de eixo de simetria e de simétrico
de uma figura (ponto ou segmento) em relacdo a um eixo pré-estabelecido.

Durante o desenvolvimento do trabalho, percebemos que os alunos
centraram-se mais na congruéncia das partes da figura subdividida e, em segundo
plano, na propriedade de sobreposicdo dessas partes ao se dobrar no eixo de simetria.
Alguns alunos utilizaram conhecimentos novos, advindos das situacfes de
institucionalizacdo, mesmo que embrionarios. Uma justificativa para isto talvez seja
pelo fato da pesquisadora, no inicio da experimentacdo, ser uma intrusa no ambiente

escolar destes alunos.
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Como vimos, a simetria parece ser um conceito extremamente natural de ser
compreendido, mas pesquisas sobre esse tema como a de Grenier (2000), Tahri
(1993), Vergnaud (1996), Vogue (2000) e outros mostram que, mesmo apos Varios
anos de atividades escolares, alguns alunos ainda apresentam dificuldades em
resolver corretamente problemas que envolvam noc¢6es de simetria.

Vergnaud (1996) retrata, também, as dificuldades dos alunos com o conceito,
mesmo apads varios anos de estudo e nos apresenta uma maneira de tentarmos mudar
esta situacéo:

NGs percebemos entdo como a crianga que vai a escola primaria e depois
a secundaria pode formar uma representacdo cada vez mais complexa da
simetria, inicialmente do ponto de vista operacional, ou seja, na
compreensdo de tracos simétricos e, a0 mesmo tempo, do ponto de vista
predicativo, ou seja, da enuncia¢do. Algumas criancas tém problema na
compreensdo e depois na enunciacdo desses conceitos. Entdo, um dos
problemas do ensino é desenvolver ao mesmo tempo a forma operatoria
do conhecimento, isto é, o saber-fazer, e a forma predicativa do

conhecimento, isto é, saber explicitar os objetos e suas propriedades
(Vergnaud, 1996, p. 13).

Acreditamos que, para que este quadro mude, se torna necessario que
sequéncias didaticas sejam elaboradas, para que haja envolvimento dos alunos nas
diversas atividades e desafios propostos com essa finalidade. E preciso que os alunos
percebam a importancia do seu estudo por utilizar e aplicar conceitos de geometria,
bem como nas Ciéncias e em outras situacfes que eles possam explorar. Para que
iSSO ocorra, parece importante que a simetria seja abordada de forma integrada com
as outras transformacges; que ela seja trabalhada em varios momentos, e retomada e
estendida gradativamente durante toda a vida escolar do aluno; que sejam
apresentados desafios aos alunos utilizando, por exemplo, a dobradura e outros
materiais de manipulacéo, inclusive régua, esquadro e compasso; que permitam aos
alunos extrair e discutir propriedades de simetria, para que possam explorar
situacBes-problema ndo tradicionais e questdes do dia-a-dia; que sejam discutidas as
vantagens de se utilizar um ou outro recurso.

Cabe ao professor o desafio de proporcionar aos alunos seqiiéncias didaticas
adequadas para a construgdo do conceito de simetria axial, para que eles
desenvolvam seu rol de esquemas e procedimentos, pois novos esquemas requerem
novos invariantes operatorios e que podem ser objeto de estudo em outro trabalho.

No desenvolvimento do trabalho foi possivel responder a alguns

guestionamentos acerca dos procedimentos utilizados pelos alunos em atividades de
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simetria plana axial. Muitos procedimentos, além das referéncias horizontal, vertical
e diagonal, surgem e sdo interessantes de serem estudados, procurando entender
porque os alunos os utilizam. A utilizacdo de seqliéncias didaticas como mostrada
também pode ser util para estudar o desenvolvimento dos alunos na realizacdo das
atividades ao passar de uma categoria para outra, analisando procedimentos e
invariantes operatdrios possivelmente utilizados e 0s reinvestimentos destes nas
novas e em outras situacoes.

Acreditamos que esse tipo de trabalho contribuird para o aprimoramento dos
estudos e analises sobre procedimentos e de invariantes operatdrios suscetiveis de
serem utilizados pelos alunos na resolucdo de situacdes-problema relativas ao
conceito de simetria axial. Uma continuidade deste trabalho, apds esta fase de analise
e identificacdo, seria a elaboracdo de uma nova sequéncia didatica, com a utilizagdo
de lapis e papel e computador, para a desestabilizacdo desses invariantes operatdrios
falsos detectados dentro do trabalho, visando também identificar contribuicdes do
uso do Cabri, como instrumento para a aprendizagem da Simetria, como o trabalho
desenvolvido na pesquisa de Derbre e Mouffak (2004).

Um outro aspecto a ser investigado é a diminuicdo no aparecimento dos
procedimentos referéncias horizontal, vertical e diagonal, no estudo dos movimentos
reflexdo, rotacdo e translacdo, ao serem utilizados diversos materiais concretos, de
maneira gradativa e em vérias retomadas, também analisando a evolugdo do aluno no

decorrer das atividades realizadas.
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A seqUéncia-didatica



CATEGORIA I
Lapis e Papel
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ATIVIDADE 1

Observe as figuras abaixo. Sem dobra-las ou recorta-las, risque com caneta e régua 0s €ixos

de simetria das figuras dadas, caso elas possuam.

Q 4

7 2 Yy
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ATIVIDADE 2

Observe cada figura abaixo e decida se as retas tracadas sdo eixos de simetria. Justifique

sua resposta.

b)

RESPOStA: ~~m=rm=mmmmmmm e e e e e e e e e e e -
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ATIVIDADE 3

Qual é o simétrico da figura preta em relacdo ao eixo de simetria e? A figura azul ou a

figura vermelha?

RSP0 @ =mmmme

Justifique porque vocé escolheu a figura azul ou porque vocé escolheu a figura vermelha.



ATIVIDADE 4

235

Com caneta tracem o(s) eixo(s) de simetria, caso existam, utilizando-se de instrumentos de

desenho a sua escolha. Justifique sua escolha por este material.

Atividade a Atividade b
Atividade c Atividade d
Atividade e Atividade f




CATEGORIAII
Lapis e Papel
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ATIVIDADE 1

Faca a reflexdo das figuras dadas em relacdo ao eixo de simetria (reta preta). Vocé pode

utilizar-se do artificio de dobrar no eixo de simetria.

%

Continuacao da atividade 1 — Categoria Il
Analise a figura dada e a que vocé desenhou. Elas séo ditas simétricas em relacdo ao eixo

de simetria. Enuncie algumas propriedades (ou caracteristicas) de figuras simétricas.
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ATIVIDADE 2

As figuras dadas sdo simétricas em relacdo a reta preta (eixo de simetria). Desenhe a outra
parte.

a)

]
b)
\
\
+
c)
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ATIVIDADE 3

Faca a reflexdo da figura em relagdo a reta preta dada.

ATIVIDADE 4

Faca a reflexdo da figura em relagdo a reta preta dada.
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ATIVIDADE 5:

Vocés estdo recebendo uma folha de papel transparente e esta folha de sulfite contendo
“metades” desenhadas de algumas figuras. Utilize o papel transparente para fazer a reflexéo

das figuras em relacdo ao eixo e.

a) b)

P
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ATIVIDADE 6

Faca o simétrico de cada ponto dado, considerando a linha preta o eixo de simetria.
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ATIVIDADE 7

A reta preta inclinada € o eixo de simetria. Faca a reflexdo de cada segmento em

relacdo a esta reta.

A
~ r
2
_
T g
b - /

el /

a P )4

e
"
A
//
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ATIVIDADE 8

Utilizando-se de ferramentas de precisdo: régua, esquadro e compasso, faca a reflexao

da figura em relacéo a reta preta (eixo de simetria). Descreva seu procedimento.

Descreva seu procedimento:



CATEGORIA I

Computador
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ATIVIDADE 1

Trace a(s) reta(s) de simetria, caso existam.
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ATIVIDADE 2a

Item a): Trace o eixo de simetria, se existir.

Justifique seu procedimento:
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ATIVIDADE 2b

Item b): Trace o eixo de simetria, se existir.

Justifique seu procedimento:
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ATIVIDADE 2c

Item ¢): Trace a(s) reta(s) de simetria, caso existam.

Justifique seu procedimento:
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ATIVIDADE 2d

Item d): Trace a(s) reta(s) de simetria, caso existam.

Justifique seu procedimento:



CATEGORIAI
COMPUTADOR
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ATIVIDADE 1

Trace o simétrico desta circunferéncia, em relacdo a reta dada (eixo de simetria).

Justifique seu procedimento:
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ATIVIDADE 2

Utilizando-se de um recurso do Cabri, faca a reflexdo dos pontos dados em relacéo ao
eixo de simetria. Descreva como procedeu.
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ATIVIDADE 3

Utilizando-se de um recurso do Cabri, faca a reflexdo dos segmentos dados em relagéo
ao eixo de simetira. Descreva como procedeu.
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ATIVIDADE 4

Faca a reflexao da figura em relagédo a reta vermelha, utilizando-se de um recurso do
Cabri.
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ATIVIDADE 5

Faca a reflexao das figuras em relacéo a reta dada (eixo de simetria).

Justifique seu procedimento:



ANEXO 11
Quadro de Respostas das Atividades



CATEGORIAI
Lapis e Papel
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ANEXO 111

Pesquisa de Denise Grenier



Figuras da pesquisa de Grenier- Franga

i

Figura 1

#

Figura 2

Figura 4

Figura 5

Figura 6

v

Figura 7

Figura 8
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ANEXO IV

Algumas Questoes da Pesquisa de Mabuchi
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4, No guadriculado dado determine o simétrico do segmento {em verde), em

refacdo aretar

a)

5. Determine o simétrico do segmentc AB, em relagdo ‘reta r.

b)

a) r b) r
NA\
A B B

8. Tudo o que estiver na mesma cor representa uma so figura. Indique com a letra

S as figuras que sdo simétricas e com N as gue n3o s3o simétricas. Naguelas que

forem simétricas, determine o eixo de simetria, indicando, se possivel, como vocé

achou esses eixos.

a)

PANA
VAV,

NAN



ANEXO V

Algumas Atividades dos Alunos
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ATIVIBADE 1: Observe as figuras abaixo. Sem dobra-las ou recona-las, risque com

caneta e régua os eixos de simetria das figuras dadas, caso elas possuam.

SEZVAN '

ATIVIDADE 2: Observe cada figura abaixo e decida se as retas tragadas sdo cixos de

simetria. Justifique sua resposta.

a) bh)

DU

Resposta: h’?‘_- } W‘:jq““l O e EATA coiler &2 Floe

JW:-M W\Q—V\-«-—— VALAAT -é—'fG" C{A,m.n(w\aﬂm—-
s xv'%rﬂn,g, U(.. -

o,

- £ JI‘A
N S

iJ

ATIVIDADE 3: Qual ¢ o simétrico da figura preta em relacdo ao eixo de sim

5
i
2

@

jun)

e

ura verm PI }1 R

/ﬁ
Resposta---Y. MN“J"L#‘
Justifique porque vocé escolheu a figura azul ou porque

vermelha

Vo A ele A &Mﬁw@@m

voce escolheu a figura



Com caneta tracem o(s) eixo(s) de simetria, caso existam, utilizando-se de instrumentos de

ATIVIDADE 4

desenho d sua escolha. Justifique sua escotha por este material

288

Atividade a

Atividade b

e

\
N\

/

Atividade ¢

v

Atividade d

Atividade e

Atividade f




ATIVIDADE 4

Com caneta tracem ofs) eixo(s) de simetria, caso existam, utifizando-se de instrumientos
desenho a sua escotha. Justifique sua escolha por este material,
Atividade a Atividade b
\ 3 \ /
Atividade ¢ Atividade d
Atividade e Atividade f

289



CATEGORIA I
Lapis e Papel



291

ATIVIDADE I

Faga a reflexao das figuras dadas em relagdo ao e1xo de simetria (reta preta). Vocé pode

utilizar-se do artificio de dobrar no eixo de simetna.

A
(>

Continuaciio da atividade I — Categoria 1T
Analisc a figura dada e a que vocé desenhou. Elas sdo ditas simétricas em relagdo ao
eixo de simetria. Enuncie algumas propriedades (ou caracteristicas) de figuras

simetricas



ATIVIDADE 1

292

laga a reflexdo das figuras dadas em relagio ao cixe de simetria (reta preta), Vocé pode

utilizar-se do artificio de dobrar no eixo de simema.

e

Continuacao da atividade 1 - Categoria Il

Analise a figura dada e a que vocé desenhou. Elas sio ditas simétricas em refaco ao

eixo de simetria. Enuncic algumas propriedades (ou caracteristicas) de figuras

siméetricas.
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ATIVIDADE 2
As figuras dadas sdo simétricas em refacio a reta preta {eixo de simetria). Descenhe a

outra parte.

a) ‘ nEe
[
, .
\\
T \
[ |
=il
i
b}
\
\
\

1 51

[

I

I/#
c)
O
iy o
\
\
N, ' N
~N. {
\\
"~
| | !




294

ATIVIDADE 3

Faca a reflexio da figura em relacdo a reta preta dada,

ATIVIDADE 4

Faca a reflexio da figura em relagiio a reta preta dada.
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ATIVIDADE 5;:

Vocés estdo recebendo uma folha de papel transparente e esta folha de sulfite contendo

umas figuras. Utilize o papel transparente para fazer a

reflexdo das figuras em relagdo ao eixo e

a) b)
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ATIVIDADE 6: Faca o sumétrico de cada ponto dado, considerando a linha preta o

eixo de simetria.

| /

7

T | A/

paage
N\

ATIVIDADE 7: A reta preta inclinada é o eixo de simetria. Faca a reflexio de cada

segmento em relacfio a esta reta.

i =
o M — L1
/ >
cl o
b e
/ ] .4
a ¥ // » ‘/ e
- P
pr -
>
’/' (/"
vl ~
e N
el
\\_\ /SN
\\ \'\\
N
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ATIVIDADE &: Faca o simétrico de cada

eixo de simetria.

ATIVIDADE 7: A reta preta inclinada é o eixo de simetria. Faca a reflexio de cada

segmento em relaciio a esta reta.

[ |

o] 4 ==
1 c -
_A o _d
‘i/ //./ ‘/ c
\ o =
/’/ e
P ol
A ]
/4
’/
N
|
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ATIVIDADFE 8; Utilizando-se de ferramentas de precisio: régua, esquadro e

compasso, faca a reflexio da figura em relaciio 4 reta preta (eixo de simetria).
Descreva seu procedimento.
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ATIVIDADE 1: Trace a(s) reta(s) de simetria, caso existam.

@
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<
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Atividade 2a: Trace o eixo de simetria, se existir,

Justifique seu procedimento:

Nao tem eixo



ATIVIDADE 2b: Trace o eixo de simetria, se existir.

4
NV

ustifique seu procedimento:

Tem eixo
inclinado

302
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ATIVIDADE 2c: Trace afs) reta(s) de simetria, caso existam.

Justifique seu procedimento:

reta horizontal
no meijio dela
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Computador
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b 4 - v

ATIVIDADE 3: Utilizando-se do quadriculado da tela, faga a reflexao dos segmentos ds
Descreva como procedeu.




AITIVIDADLE 4: Faca a rerlexao qa rgura em rela¢ao a reta vermelna, utilizango-se de

um recurso do Cabri.

287 cm 3,57 cm
AT - - "
245 cm 15 o
3,65¢cm 352 cm
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ATIVIDADE 5: Faga a reflexao das figuras em relagdo a reta dada.

Justifique seu procedimento:
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