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Abstract

The Courcelle’s Theorem states that every problem definable in Monadic
Second Order Logic (MSOL) can be solved in graphs that present a tree decom-
position with limited treewidth by a constant in linear running time through a
fixed parameter algorithm. But, as in any algorithm, its running time depends
on a constant, which, in turn, depends on the limit of treewidth and the size
of the MSO expression, presenting super-exponential growth as the treewidth
increases. Some authors have presented approaches to avoid this huge cons-
tant problem. In this work, we explore research described in [12], which deals
with this problem using game theory to evaluate the MSO expression using the
tree decomposition of the input graph. In this work are described the concepts
of fixed parameter tractability, tree decomposition and treewidth, and the ap-
proach to the evaluation of an MSO expression with a focus on experimental
validation of the running time complexity of the algorithm.
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Resumo

O Teorema de Courcelle afirma que todo problema definivel em Logica Mo-
nadica de Segunda Ordem (LMSO) pode ser resolvido em grafos que apresen-
tam uma decomposicao em arvore com treewidth limitada por uma constante,
em tempo de execucao linear, através de um algoritmo de parametro fixo. Mas
como todo algoritmo, seu tempo de execucao depende de uma constante, a
qual depende do limite da treewidth e do tamanho da expressao MSO, apre-
sentando crescimento super exponencial a medida que a treewidth aumenta.
Alguns autores tém apresentado abordagens para evitar esse problema da
constante. Neste trabalho, exploramos uma pesquisa feita em [12], que trata
esse problema utilizando teoria dos jogos para a avaliacao da expressao MSO,
a partir da decomposicao em arvore do grafo de entrada. Sao descritos neste
trabalho, os conceitos sobre a tratabilidade por parametro fixo, sobre decom-
posicao em arvore e treewidth, e a abordagem para a avaliacao de uma expres-
sdo MSO com um foco na validacao experimental da complexidade do tempo
de execucao do algoritmo.
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CAPITULO

1

Intfroducdo

Grafos podem ser usados para modelar problemas praticos, que geralmente
se aplicam na vida real. Infelizmente, muitos destes problemas nao possuem
algoritmos eficientes.

Os problemas para os quais nao existem algoritmos eficientes, ou seja,
algoritmo de tempo polinomial, sao chamados de problemas intrataveis. Na
década de 70, foi descoberto que muitos destes problemas se tornam faceis, se
aplicados em arvores. Isso levou os pesquisadores a estudarem formas para
medir o quanto um grafo se assemelha a uma arvore. Notou-se que quanto
mais um grafo se parece com uma arvore, mais facil se torna a solucao de
varios problemas intrataveis sobre esse grafo. Com base nisso, foi introdu-
zido o conceito de treewidth [14], um inteiro que mede o quanto um grafo se
assemelha a uma arvore.

A treewidth de um grafo é calculada a partir de uma decomposicdo em
arvore do grafo, como veremos na Secao 1.1.1.

Alguns anos depois foi mostrado que grafos com treewidth limitada admi-
tem algoritmos de tempo linear para certos problemas, como Cobertura de
Vértices, Conjunto Independente Maximo e k—Coloracao [1, 2, 5].

Alguns resultados importantes sobre problemas em grafos, foram mostra-
dos usando Logica Monadica de Segunda Ordem (LMSO). Courcelle [7] utili-
zou tais resultados sobre decomposicao em arvore € mostrou que dada uma
expressao em LMSO para um problema de decisdao em grafos e um grafo com
treewidth limitada, existe um algoritmo Tratavel por Parametro Fixo (TPF) que
resolve tal problema no grafo dado. Este foi um resultado célebre, conhecido
como Teorema de Courcelle, conforme Secao 2.2.

A Tratabilidade por Parametro Fixo (TPF) € uma outra abordagem para
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lidar com problemas intrataveis na pratica, afim de encontrar uma solucao de
tempo polinomial que depende da instancia do problema.

Algumas tentativas praticas de desenvolver o algoritmo do Teorema ori-
ginalmente proposto por Courcelle, mostraram que construir uma estrutura
que represente a expressao MSO computacionalmente e que reconheca-a como
verdadeira ou falsa, nao € uma tarefa facil. Varios experimentos tém mostrado
diferentes abordagens para a implementacao de tal algoritmo que tém apre-
sentado bons resultados. Dentre essas abordagens estao a Teoria dos Jogos e
Programacao Dinamica.

Outros resultados, estendem a logica MSO para melhor aplica-la a dife-
rentes problemas em grafos, juntamente com outros tipos de decomposicoes,
como decomposicoes em caminhos e decomposicoes em cliques [13].

Neste trabalho, apresentamos uma pesquisa sobre aplicacoes da decompo-
sicao em arvores para reduzir um problema em grafos a instancias menores
deste problema e combina-las para resolver o problema original. Listamos
também alguns problemas de decisao em grafos que ja foram expressos na
LMSO.

Focamos no estudo de um algoritmo que utiliza a programacao dinamica
para construir uma solucao para o Teorema de Courcelle a partir da decom-
posicao em arvore do grafo e uma expressao MSO que define um problema em
grafos. Tal algoritmo utiliza uma funcado de minizacao que permite sua apli-
cacao em problemas de otimizacao. A técnica utilizada nesse algoritmo € a
construcao de jogos que avaliam a expressao MSO e responde se tal expressao
sobre um dado grafo juntamente com sua decomposicao € verdadeira ou falsa.

Implementamos o algoritmo citado anteriormente desenvolvido em [12] e
executamos experimentos afim de avaliar o tempo de execucao.

1.1 Definicoes

Denota-se por G = (V,E) um grafo nao orientado, onde V € um conjunto de
vértices, e E € um conjunto de pares de vértices xy, tal que xy € E se, e somente
se, existe uma aresta entre x € y em G [6].

Um lago em um grafo G, € uma aresta xx, tal que x € V(G). Duas ou mais
arestas que ligam o mesmo par de vértices em um grafo sao chamadas arestas
paralelas. Um grafo € simples quando nao possui lacos nem arestas paralelas.

Um caminho em um grafo G, que sai do vértice x até o vértice y, € uma
sequéncia de vértices (ag,ay,...,a,), onde x = ap € y = a,, sem repetir vértices, e
cada par a;a;+1 com 0 <i<n, pertence a E(G).

Sejam G = (V,E) um grafo arbitrario e S um subconjunto de vértices de G.
O subgrafo induzido por S, denotado por G[S], € o subgrafo cujo conjunto de
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vértices € S e xy € uma aresta de G[S] se, e somente se, xy € uma aresta em G e
{x.y} CS.

1.1.1 Decomposicdo em Arvore e Treewidth

Definicao 1. ( [14]) Dado um grafo G = (V,E), um par D= (X,T) € uma de-
composicao em arvore de G se, X = {X;:i € I} tal que X; € um subconjunto de
vértices, definido como bags e T = (I,F) , € uma arvore, onde / € o conjunto de
noés de T, e F € o conjunto de arestas de 7. Temos que D deve satisfazer as
seguintes propriedades:

1. Uie;Xi = V(G), ou seja, cada vértice em G pertence a pelo menos um noé
em T,

2. Para toda aresta uv € E(G), existe i € [ tal que {u,v} C X;;

3. Parai,jekecl, se k esta no caminho tnicodeia jem 7, entao X;NX; C X;.
O ultimo item pode ser reescrito da seguinte forma:

* T[X"] € uma subarvore induzida por X", sendo X" ={X; | X; € X e v € X;}.

Figura 1.1: Grafo G.

Figura 1.2: Uma decomposicao em arvore para G.

Todo grafo tem uma decomposicao em arvore trivial, isto €, um unico né
raiz, contendo V(G).

A treewidth Twg(D), ou largura da decomposicGo em drvore de um grafo
G, € o tamanho do maior subconjunto X; de D menos um, ou seja, Twg(D) =
madximo{|X;| — 1}.

Definimos a treewidth Tw(G) de um grafo G, como sendo a menor tree-
width de todas as possiveis decomposicoes em arvore para G, ou seja, Tw(G) =
minima{Twg(D) | D € uma decomposicao em arvore em G}.
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Figura 1.3: Outra possivel decomposicao em arvore para G.

Todo grafo que € uma arvore apresenta treewidth de valor 1.

Na Figura 1.1, temos um grafo G com 11 vértices, para o qual mostramos
duas possiveis decomposicoes em arvore. Ressaltamos que a decomposicao
trivial de G seria uma bag X;, contendo todos os vértices de G.

A Figura 1.2 apresenta uma decomposicao em arvore para G, tal que a
a maior bag, X;, tém tamanho 6, logo, essa decomposicao apresenta uma
treewidth Twg(D) = 5.

A Figura 1.3 apresenta outra decomposicao em arvore para G, tal que as
maiores bags X»,X3,Xs € X5 tem tamanho 3. Logo, essa decomposicao apresenta
uma treewidth Twg(D) =2, ou seja, uma decomposicdao com largura menor do
que a apresentada na Figura 1.2. Quanto menor o tamanho das bags, a
treewidth se aproxima mais da otima.

O problema de encontrar a treewidth de um grafo qualquer € NP-Completo [4,
1], porém existe um algoritmo de tempo linear que, dada uma constante k e
um grafo G, determina se a treewidth de G € no maximo uma constante &,
além disso, encontra uma decomposicao em arvore de G com treewidth < k [3].
Esse k € uma constante pequena, que nao cresce arbitrariamente.

1.1.2 Tratabilidade em Pardmetro Fixo

A tratabilidade em parametro fixo (TPF) € uma das abordagens utilizadas
para solucionar problemas intrataveis. A ideia principal dessa abordagem é
observar as instancias do problema para identificar um parametro relacionado
a sua complexidade, pelo qual pode-se separar da entrada o componente que
causa a explosao combinatoria.

Nas abordagens classicas, temos como argumentos para a solucao de um
problema, a entrada do problema e a questao a ser resolvida. A entrada ge-
ralmente € um inteiro » ou € do tamanho de um inteiro n. Na abordagem
TPF, temos também como argumento o parametro k£ que esta associado com a
instancia do problema. Alguns problemas TPF podem ser vistos em [10].

Definicao 2. (Tratabilidade por parametro fixo). Um problema parametrizavel
P € uniformemente tratavel por parametro fixo se existe uma constante o € um
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algoritmo que resolve o problema P em tempo f(k)n*, onde n € o tamanho da
entrada, k € um parametro da entrada e f: N — N é uma funcao arbitraria.






CAPITULO

2

Fundamentacdo Tedrica

Neste capitulo serao introduzidos os conceitos e alguns exemplos da logica
MSO, que ¢ utilizada no Teorema de Courcelle. Uma abordagem para verificar
a validade de uma expressao em tal logica € apresentada aqui com um nivel
maior de detalhe, pois € de grande relevancia para este trabalho.

A Secao 2.1 apresenta alguns exemplos de problemas em grafos que ja
foram definidos em LMSO. A Secao 2.2 trata de um modelo de verificacao de
formula MSO através da teoria dos jogos.

2.1 Logica Monadica de Segunda Ordem (LMSO)

A Logica de Segunda Ordem difere da Logica de Primeira Ordem nas va-
riaveis e quantificadores dos elementos do universo. Enquanto a Logica de
Primeira Ordem inclui somente variaveis e quantificadores individuais para
elementos do universo, a Logica de Segunda Ordem adiciona-os para relacoes
sobre elementos do universo.

O termo monddica, restringe a logica MSO a permitir a quantificacdo so-
mente sobre relacoes unarias.

Definicao 3. A LMSO consiste de uma linguagem na qual os predicados po-
dem ser construidos usando:

1. Os conectivos logicos A (e), V (ou), - (negacao), = (implicacao) e < (se, €
somente se);

2. Dois tipos de variaveis que podem ser: as simples, que assumem como
valores um elemento; e as de conjunto, que assumem como valores con-
juntos de elementos;



3. Os quantificadores existencial (3) e universal (V);

4. Teste de pertinéncia x € Y, onde x e Y sao variaveis simples e de conjunto,

respectivamente;

5. Teste de pertinéncia (x,y,...,z) € R, onde (x,y,...,z) € uma tupla contendo
variaveis simples e R € uma relacao fornecida como entrada para o pre-
dicado;

6. Teste de identidade x = y.

Expressar um problema em uma linguagem logica, através de suas regras
sintaticas, torna possivel sua analise por um algoritmo. Ao longo do tempo,
pesquisadores tém estudado a LMSO como uma linguagem poderosa para
expressar problemas em grafos. Um resultado forte nessa area € o Teorema de
Courcelle, que afirma que um problema em grafos expressivel em LMSO pode
ser resolvido em tempo linear sobre grafos que admitem uma decomposicao
em drvore de largura limitada por uma constante. E com base nesse Teorema
que motivamos essa pesquisa.

Um problema de decisdao em grafos pode ser definido em LMSO se existir
uma expressao que define tal problema.

Definicao 4. [13]. Uma propriedade IT de um grafo ¢ chamada MSO-definivel
se existe uma sentenca MSO ¢ tal que para um grafo G = (V,E) € verdade que
GelleGREol.

Considerando V como conjunto universo, a sentenca abaixo expressa o bem
conhecido problema NP-completo da 3-coloracao. A formula 3col em MSO tem
como entrada um conjunto de arestas E.

3col(E) =3X3Y3Z ( Part(X,Y,Z) ANVxVy (xy € EAx #y=
“(xEXAYEX)A(xEYANYEY)AN-(xEZNYEZ)))

O predicado Part(X,Y,Z) expressa que (X,Y,Z) particiona o conjunto de vér-
tices (o universo) em 3 partes (ou cores). O restante da expressao garante que
dois vértices adjacentes nao podem estar na mesma parte (ou com a mesma
cor). O predicado Part(X,Y,Z) € definido da seguinte forma:

Part(X,Y,Z)=Vx ((x€XVxeYVxeZ)A
((xeXAXxEY)AN(xEYAXEZ)AN(xEXNXEZ)))

1G = ¢ (1e-se ¢ € verdadeira em G)



O préoximo exemplo € uma expressao para grafos nao conexos em LMSO
com universo V e tendo como entrada o conjunto de arestas E. Outras expres-
soes podem ser vistas em [8].

Disconn(E) = 3IX(Ix(x e X)AIy(y ¢ X)A\VsVi(st cE= (se X &1t €X)))

A expressao Disconn(E) € valida se existe uma componente X com pelo me-
nos um vértice, e existe um vértice y fora de X, e para toda aresta st do grafo,
0s vértices s e ¢ pertencem a mesma componente. Isto €, nao existe uma aresta
que conecta o elemento y a componente X. Logo o grafo € desconexo com pelo
menos duas componentes.

Seja G = (V,E) um grafo. O predicado conn(X,F) definido a seguir € valido
se o subgrafo H do grafo G, tal que X € o conjunto de vértices de H e F € o
conjunto de arestas de H, € conexo.

Seja F = {e¢; | i € N} um conjunto de arestas, e inc(x,e;), um predicado que €
valido se a aresta e; incide no vértice x.

conn(X,F)=VY( (Vy(yeY=yeX)AIy(yeY)AIx(x¢Y AN xeX))=
dedxdy(e € F Ninc(x,e) A inc(y,e) N xeX N x¢Y Ny€eY))

A expressao conn(X,F) € valido se para todo subconjunto Y C X, existe
uma aresta que conecta o subconjunto Y ao subconjunto X \Y. A sentenca
(WyeY=yeX)AIy(yeY)AIx(x¢Y A x€X)) é verdadeira sempre que Y €
um subconjunto de X e existe pelo menos um elemento y que esta em Y e pelo
menos um elemento x que esta em X \Y. O restante da expressao verifica se
toda essa primeira parte da expressao for verdadeira entao existe uma aresta
e que conecta um elemento de Y em um elemento de X \ Y. Em outras palavras
se houver um subconjunto Y de X que nao esta conectado com X \Y, entdo
conn(X,F) sera falsa.

Nem todos os problemas em grafos podem ser expressos por LMSO. Por-
tanto pesquisadores ja tém estudado algumas extensoes da logica MSO para
uso na solucao de problemas em grafos. A légica MSO, permite a quantificacao
sobre o conjunto de arestas, e também € chamada de logica MSO classifica-
cao 2 [9]. Na MSO, o conjunto universo € formado pela uniao do conjunto dos
vértices e conjunto das arestas. Assim, podemos afirmar que a logica que vi-
mos até agora € conhecida como MSO; ou de classificacao 1. Essa extensao é
ainda mais poderosa que a logica que vimos até agora. Por exemplo, podemos
expressar que um grafo tem Ciclo Hamiltoniano, o que nao pode ser expresso
em MSO,, utilizando quantificadores para conjunto de arestas (estes exemplos
para a logica MSO; podem ser verificados em [13]).
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O predicado ham'(F,X), apresentado a seguir, avalia se o conjunto de arestas
F forma um Ciclo Hamiltoniano no grafo G. Consideramos que X =V (G), ¢ uma

aresta do universo e x um vértice do universo.

ham' (F,X) = (conn(X,F) AVxJe;Jes(e; € F ANey € F Ninc(x,er) Ninc(x,ez) A—(ep =ex)A
Ves((inc(x,e3) Ne3 €F) = (e3=e1Ve3 =¢3))))

O predicado ham(F) a seguir é valido se F C E for um Ciclo Hamiltoniano
no grafo, enquanto a expressao ham € valida se existir tal subconjunto F no
grafo.

ham" (F) = VX (Vx(x € X) = ham' (F,X))
ham = 3Fham’ (F)

A sentenca VX (Vx(x € X) € necessaria, pois X deve ser igual ao conjunto de
vértices do grafo, além disso, € parametro do predicado conn(X,F) utilizado no
predicado ham'/(F,X).

Note que, podemos reescrever a expressao ham da seguinte forma:

ham = IFVX (Vx(x € X) = conn(X,F) A
VxdejJea( et €F A ey €F A inc(x,er) A inc(x,ez) A
Ves( (inc(x,e3) N e3€F )= (e3=eVes=e2))))

2.2 O Teorema de Courcelle

O Teorema de Courcelle afirma que todo problema definido em LMSO pode
ser verificado em tempo linear sobre estruturas com treewidth limitada.

Teorema 1. ( [7]). Seja P um problema definido por uma férmula MSO ¢ e seja
w um inteiro positivo. Existe um algoritmo A e uma funcéo f: N x N — N tal que
para todo grafo G = (V,E) de ordemn := |V (G)| e treewidth no mdximo w, A resolve
P sobre a entrada G = (V,E)em tempo f(|| ¢ ||,w)-n, onde || ¢ | € o comprimento de

0.

O problema P do Teorema 1 € um problema TPF, portanto o algoritmo A €
de parametro fixo, e tal parametro € a treewidth w da decomposicao em arvore
do grafo G.

Algumas abordagens para a construcao do algoritmo definido no Teorema
de Courcelle foram estudadas, como por exemplo, a construcao de um auto-
mato que aceita uma decomposicao em arvore de um dado grafo G = (V,E) se,
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e somente se, G = (V,E) satisfaz a formula MSO ¢ que expressa o problema P.
Existem algumas ferramentas que fazem a construcao desse automato, mas o
espaco de memoria utilizado € infactivel na pratica, conforme [13, 12].

O tempo de execucao do problema P do Teorema de Courcelle € limitado
por O(n)f(]| @ ||,w). A funcao f(]| ¢ ||,w) € uma iteracdo exponencial de altura

ol e[

Flollw) =22 }o<||<p||>

De acordo com [11] é impossivel fornecer qualquer tempo de execucao efi-
ciente quando a funcao f for limitada superiormente por uma exponencial
iterada de altura limitada em termos de ¢ e w para formulas ¢ arbitrarias.
Porém, para w e ¢ fixos o problema P do Teorema de Courcelle se torna TPF.

Kneis em [12] apresenta uma abordagem para o modelo de checagem de
uma expressao MSO considerando uma determinada instancia de entrada,
baseada na teoria dos jogos, que na pratica tem mostrado bons resultados.
Nesta abordagem, basicamente a formula MSO € avaliada no grafo usando
um algoritmo recursivo para a verificacdao. Tal algoritmo € um jogo entre dois
jogadores chamados verificador e falsificador, o primeiro tenta provar que a
formula vale para o grafo de entrada, enquanto o segundo tenta provar que a
formula nao € verdadeira.

Para facilitar o entendimento, assumimos nesse primeiro momento que a
posicao de um jogo € parte da expressao MSO, por exemplo, na expressao

vxdy(adj(x,y))

as expressoes Vx, Jy € adj(x,y) sao posi¢coes do jogo. Uma posicao do jogo €
definida formalmente como uma tupla na Definicao 8 da Secao 2.2.2.

Neste jogo, o falsificador é o jogador universal e seus movimentos sao ba-
seados nas formulas universais (A,V), isto €, cada posicao do jogo € uma parte
da expressao MSO e quando essa parte da expressao € um A ou V entao essa
posicao € do falsificador. Enquanto o verificador € o jogador existencial e seus
movimentos sao baseados nas formulas existenciais (V,d), isto é, quando a
parte da expressao € um V ou 3 essa posicao € do verificador.

Na proxima secao € apresentada a estrutura de uma instancia a ser expan-
dida na expressao MSO. Por exemplo, para expandir a expressao do problema
do conjunto dominante para um determinado grafo G, devemos definir uma
estrutura para o grafo. Expandir uma expressao significa atribuir uma en-
trada para a expressao assumindo valores do universo dessa entrada para as
variaveis da expressao, com o objetivo de avalid-la como verdadeira ou falsa
para a entrada considerada.
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2.2.1 Estrutura

Definimos estrutura, de acordo com a notacao de [12]. Para tanto, alguns
conceitos elementares sao necessarios e sao apresentados a seguir.

Um vocabulario T € um conjunto de simbolos, tal que cada simbolo pos-
suiuma aridade. Para aridade zero, cada simbolo pode ser mapeado em um
elemento do universo. Para as outras aridades, cada simbolo € mapeado em
um conjunto de tuplas de tamanho igual a aridade. Chamamos de nuldrio(t)
o conjunto dos simbolos nularios em 1, que possuem aridade zero, relacdo(t) o
conjunto dos simbolos relacionais em 1, que possuem aridade maior ou igual
que 1, e undrio(t) o conjunto dos simbolos unarios em 1, que possuem aridade
1.

Figura 2.1: Ilustracao de um vocabulario 7.

A Figura 2.1 apresenta um exemplo de um vocabulario t, que possui os
simbolos: §;, um simbolo de relacao binaria, ou seja, com aridade 2; A;, um
simbolo de relacao unaria; y), um simbolo nulario; e Y3, um simbolo relacional
com aridade 3.

Uma estrutura & sobre T ¢ uma tupla & = (A, (RY)reretacgio(x)» (¢ ) cenutdrioz))
onde A é o universo de 7, (RY) Rerelacio(r) € @ interpretacao do simbolo relacional
R contida no universo de </ e (¢ )eenuldrio(r) € @ interpretacdo do simbolo nulario
¢ contida no universo de <.

Utilizamos aqui letras caligraficas para denotarem uma estrutura, por exem-
plo, & e 7, e a mesma letra em fonte normal e maitscula para denotar o
universo de tal estrutura. Seguindo o exemplo temos respectivamente os uni-
versos A e H.

Para um simbolo de relacdo R € relacdo(t), temos que R¥ C A%idade(R)  [gto
€, o simbolo de relacao R € mapeado para uma relacao sobre elementos do
universo A, mantendo sua aridade em t. Por exemplo, sejam A = {1,2,3} o
universo e R, um simbolo relacional com aridade 2 no vocabulario t. Nesse
caso, R, pode ser interpretado em .« como qualquer relacdo binaria sobre A
que possua aridade 2, por exemplo, {(1,3),(3,2)}.

Para um simbolo nulario ¢ € nuldrio(t), temos que ou ¢? € A, ou seja, ¢ é

o

mapeado para algum elemento do universo A em 7, ou ¢ = nulo e dizemos
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que ¢ nao € interpretado em /. O conjunto de simbolos nularios que sao
interpretados em o7 € definido como interpretado(<?).

Para conjuntos de simbolos de relacao R = {Ry,...,R;} C relacio(t), denotamos
R“ :={R? | R € R}, isto &, todo elemento do conjunto R é a interpretacdo em
</ de um simbolo relacional em R. E para conjuntos de simbolos nularios
¢=1{c1,....,cm} C nuldrio(t), temos que & := {c¢? | c € & N interpretado(</)}, isto €,
todo elemento do conjunto ¢7 ¢é a interpretacdo em </ de um simbolo nulario,
ou seja, excluem-se de ¢ os simbolos nularios que nao sao interpretados em
o

Seja &/ uma estrutura sobre T (Qque pode ser denominada por T—estrutura)
e a={ay,...,an} CA. Entao &/[a] é a subestrutura de .« induzida por 4, onde
«/[a) tem universo d e para cada simbolo relacional R € T temos que R” =
R na¥ridade(R) ' ou seja, excluem-se das interpretacoes dos simbolos relacionais
de &/ todas as tuplas com elementos nao contidos em a, € simbolos nularios
¢ sao interpretados como ¢?ld = ¢7 se ¢” € a, caso contrario permanecem nao
interpretados.

Por exemplo, um grafo G = (V,E) pode ser identificado facilmente como uma
estrutura ¢* sobre o vocabulario g, f, = {(adj)}, onde ad j € um simbolo binario
unico em g f,, € interpretado por ¢* para E(G). O universo de ¢¥* € V, e todo
xy € E se, e somente se, {(x,y),(y,x)} Cadj? . O grafo P; da Figura 2.2 é uma
estrutura ¥*, seu universo € V = {a,b,c}, o simbolo adj do seu vocabulario é

interpretado como E = {ab,bc}.

Figura 2.2: Um grafo P;.

Operacées sobre Estruturas. Definimos aqui as operacoes de , e sobre estru-
turas. Essas definicoes serao utilizadas no Capitulo 3.

Definicao 5. (Isomorfismo entre estruturas). Duas t-estruturas &/ e % sao iso-
morfas, denotado por &/ = 4, se existir uma bijecao /#:A — B entre os universos
A e B, e;

* para todo c € nuldrio(t), ¢ € interpretado em <« se e somente se, ¢ € inter-
pretado em %;

* para todo simbolo ¢ que € interpretado em 7, a interpretacao de c em </ €
mapeada para a interpretacao de ¢ em %4, por h;

® para todo simbolo relacional R € T € ay,...,a, € A, onde p € a aridade de
R, temos que (ai,...,a,) esta contido na interpretacao de R em <7, se e
somente se, (h(ai),...,h(a,)) estiver na interpretacdo de R em 4.
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Na Tabela 2.1 as estruturas &/ e & sao isomorfas, tomando a bijecao en-

tre os universos h:A— B={(2,6),(1,1),(3,5),(4,3)}. Os simbolos c,d,e e f sao
nularios e o simbolo Y € relacional.

Estrutura </ Estrutura A

T | {Y,c,d,e, f} Tt | {Y,c,d,e, f}
A {1,2,3,4} B | {1,3,5,6}

Interpretacoes Interpretacges

c 2 c 6

d 1 d 1

e nulo e nulo

f 3 f 5

Y {2,3,4} Y {6,5,3}

Tabela 2.1: Exemplo de estruturas isomorfas.

Definicao 6. (Estruturas compativeis). Duas t-estruturas o/ e 4 sdao compati-
veis se para todo simbolo nulario ¢ interpretado em ambas estruturas, temos
que a interpretacao de ¢ em </ € igual a interpretacao de c em % e a funcao
identidade x — x € um isomorfismo entre <«/[ANB| e B|ANB|.

Observe as estruturas o/ e 4 da Tabela 2.2. Todos os simbolos nularios
que sao interpretados em ambas as estruturas tém a mesma interpretacao.
Note que as estruturas induzidas «/[A N B] e Z|ANB| sao isomorfas, tomando a

bijecao entre os universos h:A, — B, ={(2,2),(1,1),(3,3)}. Portanto </ e % sao
estruturas compativeis.

o B </ [ANB| PBIANB]
Tt | {Y,c,d,e, f} T | {Y,c,d,e, f} v | {Y,c,d,e, f} v | {Y,c,d,e, f}
A {1,2,3,4} B | {1,2,3,5,6} A, {1,2,3} By {1,2,3}
Interpretacges Interpretacges Interpretacoes Interpretacges
c 2 c 2 c 2 c 2
d 1 d 1 d 1 d 1
e 4 e nulo e nulo e nulo
f 3 f 3 f 3 f 3
Y {2,3,4} Y| {2,3,5,6} Y {2,3} Y {2,3}

Tabela 2.2: Exemplo de compatibilidade entre as estruturas < e 4.

Definicao 7. (Unido entre estruturas). A uniao de t-estruturas ) e o com-
pativeis, denotada por </ U € definida como uma t-estrutura com universo
A =A;UA; e para todo simbolo relacional R € T em & U %, sua interpretacao €
a uniao das interpretacoes de R em ] € o. Os simbolos nularios ¢ que nao

sao interpretados em ambas as estruturas, permanecem nao interpretados
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em 7] U.gs, por outro lado, se ¢ € interpretado em .«/; ou @, entao ¢ mantém a
interpretacao de uma das estruturas em .o7; U .

2.2.2 Jogo para Avaliacdo da Expressao MSO

Um jogo ¢ = (P,M, Py, P, po) entre dois jogadores € formado por um conjunto
de posicoes P, dois conjuntos disjuntos Py, P; C P de posicoes atribuidas para
cada jogador, digamos Jogador O e Jogador 1, uma posicao inicial pp € P € uma
relacao binaria aciclica M C P x P, que corresponde aos movimentos validos no
jogo. Os movimentos sao permitidos a partir da posicao atribuida a um dos
dois jogadores.

Para p € P seja proximogy(p) ={p' € P | (p,p’) € M} o conjunto de posicoes que
podem ser alcancadas a partir de p através de um movimento em M. Para
qualquer posicao p € P, seja subjogoy(p) = (P,M,Py,Pi,p) um subjogo de ¥ que
inicia da nova posicao inicial p.

Regras

A sequéncia de posicoes do jogo ¢4 € uma sequéncia maximal, tal que entre
duas posicoes subsequentes existe um movimento valido. A regra diz que o
jogador atribuido para a i-ésima posicao (p;) deve jogar um movimento valido,
ou seja, deve escolher a proxima posicao p;i; € préximo(p;). Se a posicao p;;|
nao existir, o jogo termina. Nesse caso, o jogador atribuido para a posicao p;
perde o jogo. O objetivo do jogo € forcar o jogador adversario a entrar em uma
posicao em que ele ndo possa se mover, isto €, forca-lo a perder o jogo.

A légica MSO

Definimos como MSO(t), o conjunto de sentencas Monadicas de Segunda
Ordem para o vocabulario t. O conjunto MSO(t) contém a férmula atémica
R(ci,...,cp) para todo simbolo de relacao R € T e quaisquer simbolos nularios
c1,...,¢p € . Também podemos denotar R(cy,...,c,) como (cy,...,cp) €R.

Se @,y estao em MSO(t), entdo podemos aplicar os conectivos logicos: —
(negacao), Vv (ou), A (e), tal que =@, @V vy, ¢ Ay estdo em MSO(7).

Se ¢ € MSO(tU{c}) para algum simbolo nulario ¢, tal que ¢ ¢ 1, entdo ambos
Ve e Jeg estao em MSO(r).

Se ¢ € MSO(tU{R}) para algum simbolo de relacao R, tal que R ¢ 1, entao
ambos VR e JR@ estao em MSO(T).

Para definicao do jogo, o simbolo de negacao — ocorre somente sobre for-
mulas atomicas. Sobre uma t-estrutura ./ que interpreta totalmente 7, isto
é, todos os simbolos de t sao interpretados em ./ e uma férmula ¢ € MSO(1),
escrevemos que <7 = @ se, e somente se, ¢ € verdade em 7.
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Tomamos, como exemplo, o problema do conjunto dominante para um
grafo G = (V,E), que € um subconjunto S de V tal que cada vértice de V ou
esta em S ou € adjacente a pelo menos um vértice em S. Considere a formula
cd(S) e MSO(tU{S}), tal que S € uma variavel de conjunto livre fornecida como
entrada para a formula cd(S):

cd(S)=Vx(xe S Vv Jy(y e SAadj(x,y)))

A Figura 2.3 ilustra a arvore da expressao cd(S), e cada né interno da arvore
€é uma férmula atomica, uma formula atéomica negada, uma variavel quanti-
ficada, ou um operador logico e todas as folhas sao formulas atéomicas ou

formulas atomicas negadas.

Figura 2.3: Arvore da formula cd(S).

Construgcdo do Jogo

Definicao 8. (Jogo de Avaliacao [12]). O classico Jogo de Avaliagdo MC(< , @) =
(P.M,Py,P;,pp) sobre uma t-estrutura ./ que interpreta totalmente t e uma
formula ¢ € MSO(t) € definido recursivamente sobre a formula ¢ como segue.
Seja po = (/[¢7],¢), onde ¢ = nuldrio(t).

Vamos denotar Jogador 0 como falsificador e Jogador 1 como verificador.
Portanto, Py sao as posicoes do falsificador e P; sao as do verificador.

1. Se ¢ € uma férmula atéomica ou negada, entao MC(<7,9) = ({po},0, Py, P1,po),
onde:

* A posicao inicial py pertence ao falsificador se, e somente se

c?)ERY; ou
- ¢=(c1,...,cp) ¢R e (cf(,...,cf) Q_fR“‘Z{.

Nesses casos P; = 0.

- 9=(c1,-.cp) ER € (c77,.

* A posicao inicial py pertence ao verificador se, € somente se
- ¢o=(c1,....cp) ERe (c/,....c) ¢ R7; ou
- ¢=(c1,....cp) ¢Re (cf,....c/) ERY.

Nesses casos Py = 0.

16



Por exemplo, considere que a estrutura ¢* é baseada no grafo G, da
Figura 2.4 e que ¢ =cd(S), tal que S={a,b} € x=a e y=b. Para avaliarmos
v =ad j(x,y) temos que y = (c1,...,c,) ER e (¢{,....,c/) €R?, pois a e b € ad

9!@

Figura 2.4: Um grafo G,.

e ab é uma aresta em G.

Podemos concluir que pg € Py sempre que a formula atomica ou negada
¢ € verdadeira e, nesse caso, o falsificador perde o jogo e o verificador
vence. Enquanto que py € P| sempre que a formula atomica ou negada ¢
¢é falsa e, nesse caso, verificador perde o jogo e o falsificador vence.

. Se ¢ € {y1 A2, y1 V2 }, sejam MC(, 1) = (Py,, My, Poy, Py, Py) 0 jogo
de avaliacao sobre .7 e yi, € MC(,y2) = (Py,, My, Poy,, Pi .y, Py,) O jogo de
avaliacao sobre .7 e y,. Entao MC(</,¢) = (P,M,Py, Py, po), onde:

® P € a uniao de py com Py, UPy,;

®* M € a uniao de My, € My, com {(p();p\lﬂ):(p()ap\llz)};

* Py=Poy, UPoy, U{po} se, e somente se ¢ =y AYy; ou Py = Py, UPoy,

SeE Q=Y VVyy; e
® Pi =Py, UP1y, U{po} se, e somente se ¢ =y Vy; ou P| =Py, UP|y,
sS€e ¢ = VY1 AVya.

Ou seja, MC(<7,¢) € a uniao dos dois subjogos MC(<7,y) e MC(</,y,), com
uma nova posic¢do inicial pp € mais dois movimentos {(po, py, ), (Po; Py,) }-

. Se ¢ € {Vey,Jcey}, para algum simbolo nulario ¢, seja MC(,,y¥) = (P,, My,
Poa, P14, pa) 0 jogo de avaliacdo sobre 7, e y, tal que 7, € uma estrutura
expandida de <7, isto €, o simbolo ¢ foi adicionado ao vocabulario de &/
em .<7,, tal que a interpretacao de ¢ na estrutura .27, € igual a a, para a € A.
Entao MC(</,¢) = (P,M,Py, Py, po), onde:

® P é a uniao de py com P, para todo a € A;

* M é a unido de M, com {(po,p,)} para todo a € A;

® Py € unido de py com Py, para todo a € A se, e somente se ¢ = Vcy; ou
Py € uniao de Py, para todo a € A se ¢ =3cy; €

® P € unido de py com P, para todo a € A se, e somente se ¢ = 3cy; ou
Pi € uniao de P, , para todo a € A se ¢ =Vcy.
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Ou seja, MC(</,9) é a uniao de todos os subjogos MC(<,,y) para todo
a € A, com uma nova posic¢ao inicial py, mais um movimento {(po, p,)} para
cada a € A. A posicao pg € do falsificador se ¢ =Vcy, ou € do verificador se

¢ = dcy.

No exemplo da estrutura ¥*, temos que seu universo € V(G). Nesse caso,
devemos calcular um jogo para cada vértice de G, e fazer a uniao de todos
esses jogos para obtermos MC(<7,9), quando ¢ = Vxy ou ¢ = Jyy

. Se ¢ € {VRy,3JRy}, para algum simbolo de relacao R, seja MC(<ty,y) =
(Py,My,Pou,Pi1u,pu) o jogo de avaliacao sobre o e v, tal que o4 € uma
estrutura expandida de 7, isto €, o simbolo U foi adicionado ao vocabu-
lario de &/ em 7y, tal que a interpretacao de R na estrutura o7, € igual a
U, onde U C A. Entao MC(</,¢) = (P,M,Py, Py, po), onde:

® P € a uniao de py com Py para todo U C A4;
* M é a unido de My com {(po,py)} para todo U C A;

® Py € uniao de py com Py para todo U C A se, e somente se ¢ = VRy;
ou Py € uniao de Py para todo U CA se ¢ =JRy; €

® P € unido de py com P,y para todo U C A se, e somente se ¢ = JRy;
ou P; € uniao de P,y para todo U C A se ¢ = VRy.

Ou seja, MC(«/,9) € a unidao de todos os subjogos MC(«,,y) para todo
U C A, com uma nova posicao inicial pp, mais um movimento {(po,pv)}
para cada U C A. E a posicao pg € do falsificador se ¢ = VRy, ou € do
verificador se @ = JRy.

Por exemplo, para formula Disconn(E) da Secao 2.1 devemos calcular um
jogo para cada X C A, e fazer a uniao de todos esses jogos para obtermos
MC(</,9), quando ¢ = Xy

A Figura 2.5 € uma arvore que representa o jogo de avaliacao para a for-

mula cd(S) da Figura 2.3, com S = {a,b}, sobre o grafo G, da Figura 2.4. Cada
circulo representa o Jogador O, ou falsificador, e cada caixa retangular repre-

senta o Jogador 1, ou verificador. Um né da arvore € uma posicao p; € P do

jogo. O nd inicial Vx pertence ao falsificador, de acordo com a definicao. Como

G possui 3 vértices, entao existem 3 possiveis valores para x, ou seja, existem

3 movimentos possiveis para o falsificador jogar. Mas qualquer um dos mo-

vimentos passam a jogada para o verificador, que por sua vez € um operador

logico V, possibilitando 2 movimentos para o verificador. Toda vez que uma

folha da arvore € do falsificador, a expressao ¢ € verdadeira, e quando a folha
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€ do verificador, a expressao ¢ ¢é falsa. Portanto, no préoximo passo, se o veri-
Jficador escolher uma folha que seja do falsificador, o verificador ganha o jogo,
mas se escolher uma folha que seja também do verificador, ele perde o jogo.

Dizemos que um jogador tem uma estratégia vencedora sobre ¥ se, € so-
mente se, ele sempre ganha todas as partidas, independente das escolhas do
jogador oponente. Por exemplo, o falsificador tem uma estratégia vencedora
sobre ¥ se, e somente se:

* A posicao pg pertence ao falsificador e existe um movimento (pg,p;) € M
tal que o falsificador tem uma estratégia vencedora sobre o subjogoy(p1);
ou

* A posicao pg pertence ao verificador e o falsificador tem uma estratégia
vencedora sobre o subjogoy(p;), para todos os movimentos (pg,p1) € M
(incluindo o caso em que o verificador ndao pode mover-se).

Os nos na arvore da Figura 2.5, possuem um simbolo ©, isto €, aquele
jogador possui uma estratégia vencedora a partir da posicao atual, ou um
simbolo ©, isto €, aquele jogador ndo possui estratégia vencedora a partir da
posicao atual. No exemplo do jogo da Figura 2.5, o falsificador, que € o jogador
que inicia a partida, perde o jogo, pois a proxima jogada € do verificador, que
possui uma estratégia vencedora para todas as jogadas a partir da posicao
atual.

O Algoritmo 2.1, define qual jogador possui uma estratégia vencedora. O
laco da linha 3 a 6 percorre todas as posicoes do jogo até chegar nas posicoes
que nao possuem movimento. A partir dai, o algoritmo decide se o jogador
da posicao atual possui ou nao uma estratégia vencedora. Isso acontece no
caminho de volta da recursdo. Nas linhas 7 a 14 o algoritmo decide se o falsifi-
cador tem uma estratégia vencedora, enquanto nas linhas 15 a 22 essa decisao
€ para o verificador. Além disso, a linha 12 é executada toda vez que o falsifi-
cador tem estratégia vencedora, enquanto a linha 20 € executada toda vez que
o verificador tem estratégia vencedora.

Para tornar clara a construcao da estratégia vencedora vamos analisar o
jogo da Figura 2.5. Partindo das folhas até a raiz, temos que cada folha é
uma formula atéomica ou negada, logo se tal formula pertencer ao falsificador,
entao o verificador tem uma estratégia vencedora uma vez que o falsificador
nao possui movimentos, caso contrario, se pertencer ao verificador, entao o
Jfalsificador tem uma estratégia vencedora uma vez que o verificador nao possui
movimentos. A partir dai, subindo no nivel anterior da arvore podemos avaliar
0 no pai, que possui uma estratégia vencedora se:

* existe um movimento para uma posicao que pertence ao mesmo jogador,
na qual possui estratégia vencedora;
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Figura 2.5: Jogo de avaliacao da féormula cd(S).

* existe um movimento para uma posicao que pertence ao oponente, o qual
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nao possui estratégia vencedora.

Note que, determinar se o jogo possui uma estratégia vencedora nao de-
pende da compreensao de como o jogo foi gerado, porém depende das posicoes
e dos movimentos do jogo.

Algoritmo 2.1: avalia(¥)
Entrada: Um jogo ¥ = (P,M, Py, Py, po).-
Saida: V (Verdadeiro) ou F (Falso).
1 inicio
Subjogos < 0
para cada p’ € préximo(pg) faca
Resultado < avalia(subjogoy(p'))
Sub jogos < Subjogos\U{Resultado}
fim
se p( pertence ao falsificador entao
se todo elemento de Subjogos =Vou Subjogos = 0 entao
retorna V
fim
se F € Subjogos entao
retorna F
fim
fim
senao se p, pertence ao verificador entao
se todo elemento de Subjogos = Fou Subjogos = () entao

© ® N O a s W N

e L v v =,
o O s W N = O

17 retorna I

18 fim

19 se V € Subjogos entao
20 retorna V

21 fim

22 fim

23 fim
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CAPITULO

Extensdo da Abordagem para
Checar expressdo MSO

A solucao apresentada no capitulo anterior resolve problemas de decisao
em grafos. Como foi visto, de acordo com o tamanho do grafo, construir o jogo
para a formula MSO considerando o grafo dado como entrada custa tempo ex-
ponencial. Uma solucao menos custosa € apresentada em [12]. Essa solucao
exige como entrada, a decomposicao em arvore do grafo.

O modelo de verificacdo da formula MSO € estendido para essa nova solu-
cao. A Secao 3.1 trata essa extensao.

Vamos apresentar uma nova versao do Algoritmo 2.1, que avalia um jogo
MC e define qual jogador possui uma estratégia vencedora. Essa versao podera
apresentar uma terceira avaliacao que pode ser chamada de empate nos pas-
sos intermediarios do algoritmo. Quando ocorre um empate, nenhum jogador
possui estratégia vencedora e o jogo nao pode ser determinado.

Nas secoes seguintes, serdao apresentados uma série de algoritmos, defini-
coes e lemas para a compreensao da nova solucao.

3.1 O Modelo Estendido para Verificar a Formula MSO

A nova solucao para verificar se uma formula MSO € valida para um certo
grafo € apresentada como uma extensao do modelo anterior. Agora vamos
conhecer o modelo estendido de verificacao da féormula MSO. Esse modelo adi-
ciona um novo elemento para o qual um simbolo nulario pode ser mapeado.
Esse elemento € um valor nulo. Isso, na verdade, significa que o simbolo nula-
rio nao foi interpretado ainda, mas podera ser interpretado no futuro. Em [12]
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foi definido um algoritmo que computa a solucao utilizando o modelo esten-
dido, através da programacao dinamica. A entrada para o algoritmo € o grafo,
a formula MSO e uma decomposicao em arvore do grafo e essa decomposicao
deve ser do tipo nice (veja a Definicao 9, a seguir). O algoritmo percorre a
decomposicdo em arvore, a partir das folhas até a raiz, através da programa-
c¢ao dinamica. Os jogos estendidos sao construidos sobre o grafo induzido em
cada bag da decomposicao. Como as bags tém tamanho pequeno, o universo
da estrutura dos jogos construidos sdao menores do que o universo do grafo
original. Sendo assim, a solucao é computada parcialmente utilizando a téc-
nica da programacao dinamica. Mais adiante mostraremos que se a solucao
for encontrada em uma parte do grafo, entdo essa solucao vale para o grafo
inteiro. A razao de estender o modelo € possibilitar que o vocabulario da es-
trutura possa ser interpretado parcialmente nas bags da decomposicao, antes
de chegar na raiz.

Note que essa abordagem constroi jogos menores que o jogo MC sempre que
as bags forem menores que o numero de vértices do grafo. E os jogos podem
ser determinados sobre uma parte do grafo, antes mesmo de considerar o
grafo inteiro.

Na decomposicao nice, as bags mae e filha diferem em um elemento. Isso é
uma vantagem, pois os jogos da bag filha, ja computados, podem ser uteis ao
computar o jogos da bag mae. Basta “remover” ou “adicionar” um elemento,
ou combinar jogos da mesma bag.

Agora podemos definir formalmente as duas propriedades principais do
modelo estendido de verificacao:

1. Este modelo esta definido para estruturas que interpretam somente uma
parte do vocabulario; e

2. Esta definido também para a uniao de estruturas, ou seja, se um jogador
tem uma estratégia vencedora no jogo sobre a estrutura & e ¢, entao o
mesmo jogador tem uma estratégia vencedora no jogo sobre o/ U% e o,
para toda estrutura % compativel com < (veja a Definicao 6);

Definicao 9. (Decomposicao em darvore nice). Uma decomposicao em arvore
nice deve satisfazer as seguintes propriedades:

® A arvore € dirigida a partir da raiz;
* Todo n6 da arvore tem no maximo dois filhos;
* Cada no folha € uma bag que contém um unico elemento;

* Se um no6 i tem um unico filho j entao a diferenca entre as bags X; e X;
€ de um unico elemento. Quando a bag X; for maior do que X;, dizemos

24



que i € um noé6 do tipo introduce, caso contrario, se a bag X; for menor do
que X;, dizemos que i € um no do tipo forget.

* Se um noé i tem exatamente dois filhos, j; e j,, € necessario que as bags
Xi, X;, e Xj, sejam iguais, e dizemos que o no i € do tipo join.

(c) Decomposicao Nice de G.

Figura 3.1: Exemplo de Decomposicao em Arvore Nice.

A Figura 3.1(c) € uma decomposicao em arvore nice do grafo G da Fi-
gura 3.1(a). As bags de cor cinza sao do tipo introduce, as de cor verde sao
do tipo forget e as de cor vermelha sao do tipo join. A decomposicao em ar-
vore da Figura 3.1(b) possui treewidth= 1. Note que as propriedades de uma
decomposicao em arvore tradicional sao mantidas na decomposicao nice. Nas
proximas secoes, veremos que as propriedades exigidas pela decomposicao
nice sao fundamentais para a computacao do algoritmo da Secao 3.2.

Definimos agora o modelo de verificacao estendido. Cada jogo deste modelo
esta relacionado a uma bag X; da decomposicao. Portanto o jogo depende
do conjunto X =X; C A que € mantido como uma informacao adicional nas
posicoes do jogo estendido EMC(<7,X, ).

Definicao 10. (Jogo de Avaliacao Estendido [12]). O Jogo de Avaliacédo Es-
tendido EMC(</,X,¢) = (P,M,Py,P1,po) sobre uma t-estrutura </, um conjunto
X CA e uma formula ¢ € MSO(t) é definido por inducao sobre a estrutura da
férmula @ como segue. Seja py = (&/[XU&¥],X,¢), onde ¢ = nuldrio().

1. Se ¢ € uma formula atéomica ou atémica negada, entdo EMC(<«/,X,¢) =
({po},0,Po,P1,po), onde:

* A posicao inicial py pertence ao falsificador se, e somente se:
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- a formula ¢ € atomica do tipo (cy,...,c,) € R, tal que {cy,...,c,} sao
interpretados em </ e as interpretagées de (ci,...,c,) estao conti-
das na interpretacao de R; ou

- a féormula ¢ € negada do tipo (cy,...,c,) ¢ R, tal que {c,...,c,} sdo
interpretados em </ e as interpretacées de (c,...,c,) Nao estao
contidas na interpretacao de R. Nesses casos P; = 0.

* A posicao inicial py pertence ao verificador se, e somente se:

- a formula ¢ € atomica do tipo (cy,...,c,) € R, tal que {cy,...,c,} sdo
interpretados em .« e as interpretacées de (ci,...,cp,) nao estao
contidas na interpretacao de R; ou

- a formula ¢ € negada do tipo (cy,...,cp) ¢ R, tal que {cy,...,c,} sao
interpretados em </ e as interpretagées de (ci,...,c,) estao conti-
das na interpretacao de R.

Nesses casos Py = 0.

2. Se ¢ € {VRy,3Ry}, para algum simbolo relacional R, ou se ¢ € {y; Ay, y; V
Yy}, entdo EMC(</,X,¢) € definido analogamente a MC(<7,@).

3. Se ¢ € {Vey,3cy}, para algum simbolo nulario ¢, seja <7, = (</,u) a (1,¢)-
expansido de o/ com ¢% =u € A ou ¢ = nulo, € EMC(<,,X,y) = (P,, M,,
Pou, Piyu, pu) 0 jogo de avaliacao estendido sobre 7, e y, tal que 7, €
uma estrutura expandida de 7, isto €, o simbolo ¢ foi adicionado ao
vocabulario de & em ,, tal que a interpretacao de ¢ na estrutura 7, €
igual a u, onde u € A. Entao EMC(</,X,9) = (P,M,Py, Py, po), sendo que:

® P é a uniao de pp com P, para todo u € AU{nulo};
* M é a unido de M, com {(po,p,)} para todo u € AU{nulo};

* Py € unido de py com Py, para todo u € AU{nulo} se, e somente se
¢ =Vcey ou Py € a uniao de Py, para todo u € AU{nulo} se ¢ = 3cy;

* P € unido de py com P, para todo u € AU{nulo} se, e somente se
¢ =3cy ou P; € a uniado de P, , para todo u € AU{nulo} se ¢ =Vey.

Se o jogo termina em uma posicido p; ¢ PyUP;, entdo houve um empate entre
os jogadores e ninguém ganha o jogo.

Dizemos que o jogo € determinado se um dos jogadores possui uma estra-
tégia vencedora, caso contrario o jogo € ndo determinado. Um jogo estendido
€ determinado e o verificador tem uma estratégia vencedora se, e somente se,

A = oQ.
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3.2 Visao Simplificada do Algoritmo

Apresentamos aqui uma versao do algoritmo que utiliza a decomposicao
em arvore nice do grafo, para decidir se uma formula ¢ € MSO € valida em um
dado grafo. As rotinas, reduza(), combine() e remove() utilizadas no algoritmo
serao explicadas nas proximas secoes, a principio devemos saber que cada
rotina retorna um jogo. Esta secao tem o objetivo de motivar o uso de tais
rotinas combinadas com a decomposicao em arvore nice.

Seja («/,U) uma (1,U)—expansao de 7/, para U um simbolo relacional livre
e U“ € A. O algoritmo verifica se (<7,U) |= ¢, com ¢ € MSO(7).

Assumimos que X,,;; = 0, para cada no6 i da decomposicao, .«; € uma subes-
trutura de 7 induzida pelos elementos da bag X; e que, <7;(U) = (#,U)[Xj].

O algoritmo constréi jogos Z(U), que sao jogos considerando o subconjunto
U, sobre o subgrafo (ou t—estrutura) induzido pela bag X;.

Em cada bag X; ¢ armazenado um conjunto S;(U) que contém o jogo sobre
o conjunto U, se esse jogo nao for L.

Os simbolos T ou L representam um jogo verdadeiro ou falso, respectiva-
mente. Essa representacao ¢ a mesma adotada em [7].

1¢fase. O algoritmo atravessa a decomposicao nice a partir das folhas até a
raiz. Cada no6 i da decomposicao € uma folha ou um dos tipos introduce, forget
ou join.

folha: Sejam X; = {x} e U <~ UNX;.
A (U) = reduza((U),X;, 9).
Se Z(U) # L, entao S;(U) + {Z(U)}.

infroduce: Seja j o filho tnico de i e X; = X;U {x}, para x ¢ A;. Se existir um
jogo Zj € S;(Uj), entdo para U; =UNX;, tal que U; =U;NX; faca,

T seZj=T,e
combine(Z%;,%#(U;)) senao.

B =
Se %,‘ 75 1, entao Si(U,‘> — {%,}

forget: Seja j o filho tnico de i e X; = X;U{x}, para x ¢ A;. Se existir um jogo
Zj € S;(U;), entdo seja U; = U;NX; faca,

T seZj=T,e
K; =

remove(%,x) Senao.

27



Se Z#; # L, entao S;(U;) < {Z;}.

join: Sejam j; e j, , filhos de i e X;, =X;, =X;. Seja U + UNXi. Se existirem
jogos (%), %),) € S, (U) xSj,(U), faca

2 T seZj,=TouZ,=T,e€
l‘ —
combine(%;,,%;,) senao.

Se %; # L, entao S;(U) < {Z;}.

2?fase. Seja r a raiz da decomposicao.
Se existir um jogo Z, € S,(U), entao

S,(U) = avalia(converte( %)),

caso contrario S,(U) ={L}.

Descricdo do Algoritmo. Primeiramente, um jogo #(U) € construido na folha
e esse jogo € guardado para ser usado na proxima bag a ser alcancada na
decomposicao.

Quando o n6 € uma bag X; do tipo introduce ou forget o algoritmo analisa
o jogo construido no subgrafo induzido pela bag X; que € filha de X;. Se o
verificador tiver uma estratégia vencedora nesse jogo, entao ele também tera
uma estratégia vencedora no jogo do subgrafo induzido pela bag X;.

Por outro lado, se o jogo da bag X; nao for determinado, devemos analisar
cada caso separadamente:

* |° caso: Se X; for do tipo introduce, um novo jogo € construido sobre o
subgrafo induzido na bag X; e combinado com o jogo de X;. Combinar
jogos significa unir os jogos em um so, representando agora o jogo da
bag X;, que a grosso modo, foi expandido ao ganhar um novo elemento x
que esta contido no subgrafo de X;, mas nao esta no subgrafo de X;.

* 22 caso: Se X; for do tipo forget, entao x sera removido da bag, mas sera
mantido no jogo em alguns casos especificos (como veremos na Secao 3.7)
. As propriedades da decomposi¢cao em arvore garantem que o elemento x
nao existira nas bags dos nos acima de i na decomposicao. Remover x do
jogo permite a reducao do tamanho do jogo, o que melhora o desempenho
do algoritmo.

Se o no for uma bag X; do tipo join, o algoritmo analisa os jogos das filhas
de X;. Aqui, a ideia é a mesma utilizada no introduce, se uma das bags filhas
de X; tiver um jogo, tal que o verificador tenha uma estratégia vencedora, entao
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esse mesmo jogador tera uma estratégia vencedora no jogo da bag X;. Caso
contrario, os jogos devem ser combinados, e nesse caso, o jogo da bag X; €
equivalente ao jogo do subgrafo induzido nas bags abaixo de i na decomposi-
cao. Note que nunca existira um jogo T e outro L entre os filhos de X;, pois
nesse caso, a formula ¢ seria verdadeira e falsa, o que € uma contradicao.

Note que nunca € construido um novo jogo equivalente ao jogo do subgrafo
induzido nas bags abaixo de X; na decomposicao. Ao invés disso, o jogo da
bag X; € sempre reutilizado na bag X;.

Quando o algoritmo alcanca a raiz r da decomposicao, se o jogo R, ¢ {T, 1},
entao ele € convertido para um jogo MC e determinado pelo Algoritmo 2.1. Se
S,(U) =T, entao («/,U) é verdadeira para ¢, caso contrario € falsa.

Na Secéao 2.1 foi apresentada a formula para o problema da 3—Coloracao.
Lembramos que um grafo € 3—colorivel se for possivel dividir seu conjunto de
vértices em 3 partes, tal que nao existam arestas entre os vértices da mesma
parte. Note que a férmula desse problema nao necessita de uma variavel rela-
cional livre. Ainda assim, o algoritmo acima verifica essa formula assumindo

que U = {}.

3.3 Converter um Jogo EMC em MC

Quando o algoritmo processa todas as bags da decomposicao e atinge a
raiz, entao se houver um jogo na raiz, esse jogo pode estar determinado ou nao
e, além disso, € equivalente ao jogo construido para todo o grafo. Se o jogo
ainda nao estiver determinado, entao ele deve ser convertido para o modelo
tradicional MC, para que possa ser avaliado como T ou L. Nesta secao, vamos
entender como um jogo EMC € convertido para um jogo MC.

Se </ € uma t-estrutura, entao o jogo MC(<7,) esta inserido dentro do jogo
EMC(</,X,9). Note que os dois jogos sao distintos, pois o jogo EMC(</,X,0)
possui algumas posicoes em que os simbolos nularios nao sao interpreta-
dos e o jogo MC(</,9) nao as possui. O Algoritmo 3.1 transforma um jogo
EMC(</,X,9) em um jogo MC(</,¢9) e o Lema 1 mostra que um jogo MC(</,¢) é
igual ao jogo EMC(<7,X,¢) convertido, através da execucao desse algoritmo.

Lema 1. ([12]) Seja &/ uma t-estrutura que interpreta totamente t, X C A, e
¢ € MSO(t). Entao, usando o Algoritmo 3.1, temos que,

MC(<,@) = converte(EMC(</,X,9)).

O Algoritmo 3.1, constroi o jogo ¥, isto €, uma copia do jogo EMC elimi-
nando todas as ramificacdes que partem da expansao de um simbolo nulario
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Algoritmo 3.1: converte(¥)

1
2
3
4
5
6

~J

9
10
11
12
13
14

Entrada: Um jogo EMC ¢ = (P,M,Py, Py, po), com py = (J,X,0).
Saida: Um jogo MC(4).
inicio
se ¥ esta determinado entao
retorna ¢
fim
Seja ¢ o conjunto de simbolos nularios em .7;
Seja pj, = (A[¢”7],¢), ou seja, o universo H de # sio as interpretacoes
dos simbolos nularios;
Construa um jogo ¢, tal que pj, € %;
para cada p| = (J4,X,Vy) € proximo(pg), tal que 7 interpreta totalmente
seu vocabuldrio faca
4" = converte(subjogoy(p1))
Y — G U9
Adicione em ¢ um movimento de py para ¢
fim
retorna ¥
fim

nao interpretado. Dessa forma, o jogo construido a partir da copia de EMC

€ um jogo MC. O laco das linhas 8 — 12 atualiza o jogo ¢ com as posicoes

que interpretam totalmente seu vocabulario. As posicoes que possuem algum

simbolo nao interpretado nao estao contidas em ¥;.

adj(x,y)

~(x=y)
y=1
adj(x.y)
3 y=nulo ) ( j I _
x=1 y =(x=y)
_ —nulo adj(x.y)
y
=1
~(x=y)
adj(x.y) aditvy)
@
y
—(x=y) =(x=y)
(a) Jogo ¥’ = EMC(9*,0,0) (b) Jogo EMC(%*,0,¢) convertido.

Figura 3.2: Um exemplo de entrada e saida do Algoritmo 3.1.

A Figura 3.2(a) ilustra um jogo EMC(¥*,0,¢) para a estrutura ¢* de um grafo

G = ({1},0) com universo G* = {1} e ¢ = Vx(Jy(adj(x,y) A\—(x=1y))). A Figura 3.2(b)
ilustra o resultado do algoritmo converte(¥') para ¢’ = EMC(4*,0,0).
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3.4 Funcdo que Avalia um Jogo Estendido

A partir desta secao, para uma posicao p de um jogo, serao utilizados os
termos ramo (ou ramo que inicia em p) e ramificacao (ou ramificacao que inicia
em p) como um subjogo que inicia em uma posicao p e vai até as suas fo-
lhas ou o subjogo considerado a partir da interpretacao de um novo simbolo
expandido. Por exemplo, na Figura 3.2(a) a ramificacdo (ou ramo) que parte
de x =1 € o subjogo que inicia na posicao em que a formula € Jy, tal que x €
interpretado para 1.

No inicio do capitulo, mencionamos que uma nova versao do algoritmo que
avalia um jogo MC seria apresentada para que possa avaliar também jogos
EMC. O Algoritmo 2.1 considera somente jogos sobre as estruturas em que
todos os simbolos nularios sao interpretados. Por isso, seu retorno € sempre
Verdadeiro ou Falso.

Para avaliar jogos estendidos, em que alguns simbolos do vocabulario nao
possuem interpretacoes, € necessario tratar o caso em que o jogo nao pode ser
definido, por existirem simbolos que ainda podem ser interpretados no futuro.
O Algoritmo 3.2 € a nova versao que avalia um jogo EMC.

Nesse algoritmo, a medida que o jogo € avaliado, um novo jogo ¥, € cons-
truido, conforme a linha 5. Se uma das condi¢ées descritas nas linhas 14,17,22
e 25 for satisfeita, um jogo determinado sera retornado. Caso contrario, o jogo
construido que esta indeterminado sera retornado.

| 1 adj(x,y)
x=1 y _'(X—y)
B adj(x,y)
Iy y=nulo I( )<"
y
y=1
—(x=y)
A adj(x,y)
“(x=y)

Figura 3.3: Jogo ¥ = avaliaEMC(¥') para o jogo ¢4’ da Figura 3.2(a).

A Figura 3.3 representa o jogo ¢ retornado pelo Algoritmo 3.2 que recebeu
como entrada o jogo ¢¥' = EMC(%*) da Figura 3.2(a). Note que o subjogo que
esta na expansao de Vx(x=1) e dy(y = 1) é falso, enquanto os outros subjo-
gos nao foram determinados, pois em alguns deles, x, y ou ambos nao foram
interpretados.
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Algoritmo 3.2: avaliaEMC(¥)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Entrada: Um jogo & = (P,M, Py, Py, po)
Saida: T, | ou EMC(%4)
inicio

se ¥ esta determinado entao
retorna ¢
fim
Construa um jogo ¥, tal que py € ¢4
Subjogos <+ 0
para cada p < proximo(py) faca
4" + avaliaEMC (sub jogog (p))
G — G U @’
Adicione um movimento de py para ¢4’ em ¥,
Sub jogos < Sub jogos U9’
fim
se p pertence ao falsificador entao
se todo elemento de Subjogos =T ou Subjogos = (0 entao
retorna T
fim
se | € Subjogos entao
retorna |
fim
fim
senao se p pertence ao verificador entao
se todo elemento de Subjogos = 1. ou Subjogos = 0 entao
retorna |
fim
se T € Subjogos entao
retorna |
fim
fim
retorna ¥,

30 fim

vencedor de tal jogo pode vencer o jogo sem utilizar as posicoes dos ramos
construidos por expansoes de simbolos nularios nao interpretados.

Lema 2. ([12]) Sejam .«7] e o7 t-estruturas com A; = A, € ¢ um simbolo nulario,
tais que ¢ nao € interpretado em .«7;, as interpretacoes dos simbolos relacionais
R de 1 sdo iguais em «7] e @ e, para todo simbolo nulario d € nuldrio(t)\{c}, as

O Lema 2 mostra que se um jogo estendido for determinado, entao o jogador

interpretacoes de d sao iguais em @] e . Seja ¢ € MSO(1):

Se avalia(EMC(2/,X,9)) € {T,L} entao A; #0 e
avalia(EMC(<,X,9)) = avalia(EMC(24,X,9)) .
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Ideia da Prova. Se ¥ = EMC(+,X,¢) € {T,L}, entdo existe um subjogoy(p;)
que determina ¢. Lembramos que subjogoy(p;) termina em subjogos que sao
folhas. Note que se p; € determinado, existe pelo menos uma folha que inter-
preta todos os seus simbolos nularios, nesse caso os simbolos interpretados
sao diferentes de ¢. Portanto o vencedor pode ganhar o jogo sem depender dos
jogos onde ¢ ocorre. ]

O Lema 3, mostra que se um jogador tem uma estratégia vencedora no jogo
estendido EMC, entao esse mesmo jogador tem uma estratégia vencedora no
jogo tradicional MC.

Lema 3. ([12]) Seja o/ uma t-estrutura que interpreta totamente t, X C A, e
¢ € MSO(n). Se avalia(EMC(</,X,9)) € {T, L}, entao,

avalia(MC(</ ,9)) = avalia(EMC (<7 , X ,9)).

Ideia da Prova. O Lema 2 afirma que, se um jogo EMC é determinado, en-
tao sua avaliacdo nao depende das ramificacoes onde os simbolos nularios
nao sao interpretados. Por isso, podemos aplicar o Algoritmo 3.1 no jogo
EMC(</,X,9) para remover tais ramificacdes, pois por hipotese EMC(<7,X, @) é
determinado. Assim, temos que

avalia(EMC(</,X,0)) = avalia(converte(EMC (<7 , X ,9))).

Pelo Lema 1, converte(EMC(</,X,9)) = MC(</,9), portanto, podemos concluir
que avalia(MC(</,9)) = avalia(EMC(</ ,X,9)). O

3.5 Jogo Reduzido

Nas proximas duas secoes, veremos que algumas func¢oes podem construir
jogos que contenham elementos no universo da estrutura e interpretacoes de
simbolos nularios que nao estao na bag X do jogo.

Sejam x e y dois vértices desta forma. Seja ¢4 um jogo e cada vértice x e y
pertencentes a subjogoy(p1) e subjogoy(p2), respectivamente.

Se pudermos mapear cada subjogoy(py) no ramo de subjogoy(p;) em um
sub jogoy (pr2) no ramo de subjogoy(p,) de forma que subjogoy (pi1) € subjogoy(pio)
tenham a mesma formula y e que exista um isomorfismo entre os univer-
sos das estruturas de subjogoy(pr1) € subjogoy(pr) de forma que os elemen-
tos contidos em X sejam mapeados para eles mesmos, entao subjogoy(pi) €
subjogoy(p2) sdo equivalentes e podemos eliminar um deles.

Vamos observar os subjogos dos ramos x =4 € x =5 nos jogos ¢ das Fi-
guras 3.4 e 3.5 construidos sobre um caminho Ps com V = {0,1,2,3,4,5} e
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E={(i,j)|j=i+1}. Sejam subjogoy(p1) o subjogo que interpreta x =4 com
y=VeA ={2,3,4}, e subjogoy(p2) 0 subjogo que interpreta x=5 com y=V e
A, ={2,3,5}. Sabemos que X = {2,3}. Note que nao existe isomorfismo entre os
universos de p; € p», pois teriamos o seguinte mapeamento a: A; — A,

mas como a estrutura do jogo € um caminho Ps, temos que subjogoy(p;) con-
tém a aresta adj(3,4), mas subjogoy(p;) ndo contém a aresta adj(3,5). Logox
subjogoy(p1) € subjogoy(p2) nao sao equivalentes.

S(y)
A={2,3.4)

adj(x,y)
y=nulo A=(2,34}

;

S(y)
A=(2,3)

=nulo adj(x,y)
A={2,3}

S(y)
A={2,3)

=nulo

adj(x,y)
A={2,3}

=nulo S(y)
A=(2.3)

adj(x,y)
A={2,3)

Jy
A=(2,35)

=nulo

adj(x,y)
A={2,3,5)

P 246

S(y)
A=({2,3,5}

Figura 3.4: Jogo ¢ cuja estrutura € um caminho com 6 vértices tal que os
vértices sao rotulados de 0 a 5 de forma que (i,i+ 1) € uma aresta no caminho.
Além disso, U = {}.

Considere o jogo ¢ da Figura 3.5. Nesse jogo, o universo de subjogog(p1) €
A1 ={2,4} e de subjogoy(ps) € A ={2,5}, para X = {2}. Note que o mapeamento
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a:A; — Ay,

é um isomorfismo entre os universos de subjogoy(p) € subjogoy(p2).

Logo

subjogoy(p1) € subjogog(py) sdao equivalentes e subjogoy(p;) foi removido do jogo.

Essa remocao € representada pelas arestas pontilhadas.

x=4

x=nulo
Vx x=3
A=12) x=2

X=

S(y)
A={2,4)

adj(xy)
y=nulo A={2,4}
Jy

A={2,4) E
(y)

/ ' A=
v : = djxy
o | [ (0

v S(x) S(y)
A={2) A=(2,3}

v Jy =nulo adj(x,y)
A=(2,3} A={2,3} A={2,3)

v Jy =nulo Sty
A=(2) g G Asth)

A adj(xy)

; A={3]
S A=(25)
.......... A ‘
- Jy - =nul N B .
- A— RN Y: nuo N A - adj(x,y)
P As(25] : B s P Aos)
s
S(y)
A={2.5)

Figura 3.5: Jogo ¢ cuja estrutura € um caminho com 6 vértices tal que os
vértices sao rotulados de 0 a 5 de forma que (i,i+ 1) € uma aresta no caminho.
Além disso, U = {}. Arestas pontilhadas denotam que nao pertencem mais ao

jogo.

Agora, definiremos a equivaléncia entre jogos e mostraremos que para

todo jogo ¢ podemos construir um jogo ¢’ tal que avalia(4) = avalia(4') se
avalia(9) € {T,1} e ¥’ C ¥ com ¥’ potencialmente menor do que 4. Ou seja

podemos reduzir o tamanho de um jogo estendido eliminando subjogos que

sdo equivalentes a outros jogos. Manter jogos reduzidos € fundamental para

o desempenho do algoritmo que valida uma férmula ¢ para um determinado

grafo.
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Definicao 11. (Equivaléncia entre jogos). Duas posicées p; e p, sdo equiva-
lentes, denotado por p; = p, se € somente se,

1. p1 =(74,X,09) e pp = (64,X,¢), para alguma féormula ¢ e X CH NH;; €

2. existir um isomorfismo i : Hy — H, entre J# e %, tal que h(a) = a para
todoa € X.

Seja ¢4 um jogo arbitrario, chamamos de subjogos(¥) o conjunto de todos os
subjogos contidos no jogo ¥.

Dois jogos ¥, e % sao equivalentes, denotado por ¥ = % se: p; = p>, com
p1 € a posicao inicial de ¥ e p, € a posicao inicial de % e existir uma bijecao
T : subjogos(41) — subjogos(4) tal que ¥’ = n(¥') para todo ¥’ € subjogos(¥4)).

Ou seja, os itens 1 e 2 mostram a definicao para que duas posicoes sejam
equivalentes. No item 1, p; e p» tem mesma formula ¢ e o mesmo X, tal que
X CH; e X CH,. Oitem 2 afirma que, deve haver um isomorfismo % entre os
universos das estruturas de p; € p>, mas para todo elemento a do universo que
estiver contido em X, o mapeamento de a em & deve ser uma identidade. E por
fim, para que dois jogos ¥, e % sejam equivalentes, deve haver uma bijecao n
entre cada subjogo de ¥, e %, tal que para cada subjogoy, (p}) € subjogos(¥%) e
subjogog, (ph) € subjogos(%,), p| = p, se n mapear subjogoy, (py) em subjogog, (p}).

O Algoritmo 3.3 € o procedimento para reduzir um jogo estendido. Ele cons-
troi um jogo ¢ a partir de ¢, potencialmente menor. Se ¢ for determinado, ¥, €
um jogo com uma Unica posicao pg € {T, L}, caso contrario, se ¢ for indetermi-
nado, ¢; € um jogo que contém somente uma parte do jogo, cujas folhas estao
indeterminadas. O laco das linhas 9 — 16 avalia cada subjogoy(p), tal que p esta
contido em proximo(py). Na linha 11, se ¢ for uma férmula universal e o jogo re-
duzido do subjogoy(p) for falso, entdo o jogo reduzido do subjogoy(po) também
é falso. Porque como a formula € universal, um movimento do subjogoy(po)
para um subjogo falso € suficiente para invalidar a formula ¢ de py. Na linha
14, se ¢ for uma férmula existencial e o jogo reduzido do subjogoy(p) for ver-
dadeiro, entao o jogo reduzido do subjogoy(po) também € verdadeiro. Porque
como a féormula é existencial, um movimento de subjogoy(po) para um subjogo
verdadeiro € suficiente para validar ¢ de pg. Na linha 17, se o jogo reduzido
do subjogoy(p) for indeterminado e esse jogo nao for equivalente a nenhum
subjogog, (p'), tal que p’ esta contido em prdximo(pg) de ¥, entdo ¥ € atuali-
zado com o jogo reduzido de subjogoy(p). A condicional da linha 22 é satisfeita
toda vez que, ou ¢ é universal e todo subjogoy(p'), tal que p’ esta contido em
proximo(pg), € verdadeiro ou ¢ é existencial e todo subjogoy(p'), tal que p’ esta
contido em préximo(py), € falso.

As chamadas ao Algoritmo 3.2 nas linhas 6 e 23, nao consomem muito
tempo de execucdo, pois na linha 6 a formula de py € atdomica ou negada e
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Algoritmo 3.3: reduza(94)
Entrada: Um jogo EMC ¥ = (P,M,Py, Py, po), com py = (,X,0)
Saida: Um jogo EMC(%)

1 inicio

2 se ¢ esta determinado entao

3 retorna ¢

4 fim

5 se ¢ é uma formula atémica ou negada entao

6

7

8

9

retorna avaliaEMC(¥)
fim
Construa um jogo ¥, tal que pg € ¥4
para cada p € préximo(p) faca

10 G’ < reduza(subjogoy(p))

11 se ¢ é universal e ¥’ = | entao

12 retorna |

13 fim

14 se ¢ ¢ existencial e 9’ = T entao

15 retorna T

16 fim

17 se ¥’ ¢ indeterminado e nao é equivalente a qualquer subjogo em
subjogos(¥4) entao

18 G — G4 U9

19 Adicione o um movimento de py para ¢’

20 fim

21 fim

22 se ¥ = {po} entao

23 retorna avaliaEMC(%)

24 fim

25 retorna ¥

26 fim

na linha 23 py € a unica posicao do jogo, ou seja, a chamada recursiva do
Algoritmo 3.2 nunca € executada.

3.6 A funcdo combine

Esta funcao € usada no processamento do introduce e join da fase 1 do
algoritmo da Secao 3.2.

Seja X; uma bag introduce e X; a bag filha de X; tal que X; = X; U {x}, para
um vértice x do grafo.

Note que a bag X; do tipo introduce difere da bag X; apenas na adicao de
arestas incidentes em x, tal que {x} = X;\ X;. Por isso, os jogos considerados em
ambas as bags X; € X; sao jogos parecidos. Sejam Z%; € Z;, jogos considerados
nas bags X; e X;, respectivamente. Nessa sec¢ao veremos que se %; € {T,1},
entdo %; tem a mesma estratégia vencedora de %, (veja o Lema 4). Isso €
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importante, pois se a formula ¢ ja foi resolvida no subgrafo induzido por X;, a
adicao de arestas nao deve mudar a solugao. Por outro lado, se #; ¢ {T,L},
entao basta adicionar x na estrutura de % ;.

Sejam X; uma bag join, X; e X;, as bags filhas de X; e Z;,,_,,,,, 0s jogos
das bags X; e X;,. Se #;, € {T,1} ou Z;, € {T,1} entao %#; tem a mesma
wier12y (Veja o Lema 6). Por outro lado, se %, ¢ {T, L}
eZj, ¢{T,Ll}, entdo temos uma possivel solucao sobre o grafo induzido em X;,

estratégia vencedora de %,

e temos uma possivel solucao sobre o grafo induzido em X;,. Entao se unirmos
tais solucoes, temos uma possivel solucao para X;.

Sejam EMC(#,X1,0) ¢ {T,L} e EMC(%4,X2,9) ¢ {T,L}. SejaX=X1NX, =A|N
A>. Note que estes jogos sdo do tipo Z; e Z(U;), considerados no procedimento
introduce do algoritmo da Secao 3.2, e sao do tipo #; e %, considerados
no procedimento join. No introduce, A;NA; =X;NX; =X;\ {x}. Porém, no join
AjiNAj, =X NXj, = Xi.

Sabemos que tais jogos podem ter vindo de outras bags, portanto ambas as
estruturas podem possuir universos maiores do que (Xi)ie{l,z}, COmMo Veremos
na Secao 3.7. Além disso nao existem arestas entre A; \ X e A, \ X. Uma vez
que os elementos de A;\ X e A, \ X podem ter sido removidos ao processar as
bags anteriores.

Sejam p; e p, as posicdes iniciais de subjogos definidos em EMC(/),X1,9) €
EMC(9,X>,0), respectivamente, tal que p; e p, tém a mesma férmula .

Seja ¢ um simbolo nulario, tal que ¢ esta contido nas estruturas de p; e ps.
A interpretacao de c esta em A\ X, 4>\ X ou X. Se a interpretacao de c estiver
em X e for igual em ambas as estruturas, entao devemos analisar o que ha
em comum entre essas estruturas. Ou seja, vamos analisar <7 [X] e 4[X]. Se
houver um isomorfismo entre tais estruturas induzidas em X, entao ambas
sao iguais (veja a Definicao 6). Nesse caso, poderiamos unir tais subjogos em
um so.

Pelo Lema 5, a partir dos jogos EMC definidos anteriormente, podemos
constuir um jogo equivalente ao jogo reduza(EMC(2/ U 2%,X; UX,,9)). Dessa
forma estamos juntando subjogos de um jogo no outro através da uniao entre
as estruturas (veja Definicao 7).

Dois jogos podem ser combinados quando a féormula ¢ é a mesma e as
estruturas dos jogos sao compativeis. O Lema 4, mostra que quando o jogo
Z; da bag X; € determinado, entao o jogo #; da bag X;, que € do tipo introduce,
deve ter a mesma estratégia vencedora.

Lema 4. (No do tipo Introduce [12]). Sejam ./ e % t-estruturas compati-
veis com B = Aly{b}!. Seja X CA e ¢ € MSO(1). Seja ¥ = EMC(,X,¢) €
4 = EMC(%,X U{b},0),

1A unido disjunta de dois conjuntos D;, D, € denotada por D;§ D>
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1. Se avalia(4¢) =T , entao avalia(9') =T, e

2. Se avalia(9) = 1 , entao avalia(9') = 1.

Ideia da Prova. A prova do Lema 4 ¢é feita por inducao sobre a estrutura da
formula ¢. Supomos que que avalia(¢) € T, o caso L € analogo.

Se ¢ € uma formula atomica, entao seus simbolos nularios sao interpreta-
dos, pois avalia(¥9) € T. Desde que </ e 4 sdao compativeis, as interpretacoes
dos simbolos nularios de </ e # sdo iguais, portanto temos que avalia(¥’) tam-
bém € T.

Se ¢ =y Vy, ou ¢ =y Ay, por definicao existe um subjogo em subjogos(¥)
para cada y € {y;,y2} e um subjogo em subjogos(¥') para cada vy € {y;,y,}. Por
hipotese de inducéo, se avalia(4,) =T entdo avalia(%,) = T, logo se avalia(¥9) =T,
temos que avalia(4')=T.

Se ¢ = Jcy, existe uma (1,c)—expansao </’ da estrutura &/ e um subjogo
& o € subjogos(¥), tal que avalia(9..») = T. Seja #' uma (t,c)—expansdo de
2%, e um subjogo %Cf@, € subjogos(¥'), cuja interpretacao de c em &' e #' sao
iguais. Nesse caso, /' e 4’ sdo compativeis. Portanto avalia(%c’%,) = T. Logo,
avalia(9")=T.

Se ¢ = Vey, considere uma (t,c)—expansao % de & e /' = B[A] . Note
que, se a interpretacao de ¢ em %’ for diferente de b, entao ¢ é interpretado
para o mesmo elemento de A em ambas as estruturas &/’ e %'. Mas, se a
interpretacao de ¢ em %’ for igual a b ou nulo, entao ¢ € interpretado para nulo
em «/’. Nesse caso, /' e %' sao compativeis, portanto avalia(4') = T.

Para ¢ = 3Ry ou ¢ = VRy, existe um subjogo ¥, € subjogos(¥’), para todo
R’ C B e existe um subjogo % € subjogos(¥), para todo R C A, tal que R=R'\ {b}.
Quando ¢ = JRy, existe um subjogo %, tal que avalia(¥g) = T. Desde que (<7, R)
e (%4,R) sao compativeis, entao avalia(4;) = T, logo avalia(4') = T. Quando
¢ = VRy, sabemos que avalia(4g) = T, para todo R C A. Mas (</,R) e (%,R') sao
compativeis, logo, avalia(4},) = T para todo R’ C B. Portanto, avalia(4')=T. O

O Algoritmo 3.4 € o procedimento que combina dois jogos, cujas estruturas
sao compativeis. Ele computa o produto cartesiano entre os subjogos(¥4) e
subjogos(%) que estao no mesmo nivel da arvore do jogo. Quando as estruturas
destes subjogos sao compativeis e suas férmulas ¢ sao iguais, os dois subjogos
sao combinados através da uniao de suas estruturas e de suas bags. A linha
2, constréi a posicao py do novo subjogo combinado ¥, que por sua vez €
construido na linha 3. O laco das linhas 4 — 12 e o laco aninhado das linhas
5—11, sao responsaveis por computar o produto cartesiano entre os filhos de
dois subjogos e combinar tais filhos, quando possivel.

A chamada ao Algoritmo 3.3 na linha 13 garante que o novo subjogo ¥ nao
tenha jogos equivalentes entre si e avalia se o subjogo ¢ T ou L, quando for
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Algoritmo 3.4: combine(41,)
Entrada: Dois jogos ¥; = (P,,M;, Py, Pi,, po;), com po, = (74, X;,9), tal que 74
e % sao duas t1—estruturas compativeis e X; C H;.
Saida: Um jogo ¢
1 inicio
2 Seja py = (4 UM, H UH,,0)
3 Construa um jogo ¥, tal que pyp € ¢
4 para cada p; € proximo(po,) faca
5
6

para cada p, € proximo(po,) faca
se As formulas MSO de p, e p, forem iguais e a estrutura de p;
for compativel com a estrutura de p, entao

7 9’ < combine(subjogoy, (p1),subjogog, (p2))
8 G +—9u9
9 Adicione o um movimento de py para ¢4’ em ¥.
10 fim
11 fim
12 fim
13 retorna reduza(9)
14 fim
determinado.

O Lema 5 afirma que combinar dois jogos € equivalente a construir um jogo
EMC, tal que sua estrutura </ € a uniao das estruturas dos dois jogos, e seu
conjunto X € a uniao dos conjuntos X dos dois jogos.

Lema 5. ([12]) Sejam 7] e @/ t1—estruturas compativeis, ¢ € MSO(t) e X; CAj e
X, CAycomA I NA=X;NX,. Parai e {1,2}, = reduza(EMC(;zf},X,-,(p)) ¢ {T,J_} €
¢ = %;. Entao

reduza(EMC (<) U o5, X1 UXa,Q)) = combine(41,%).

Lema 6. (NO do tipo Join [12]). Sejam &7, % t-estruturas compativeis, X CANB,
e ¢ € MSO(t). Sejam ¥ = EMC(</,X,¢9) e 9’ = EMC(/ UAB,X,0)

1. Se avalia(4) =T , entao avalia(9')=T; e

2. Se avalia(¥) = L , entao avalia(9') = L.

O jogo ¢ da Figura 3.7 € o jogo resultante ao combinar os jogos da Fi-
gura 3.6. Note que os subjogos da férmula Vx tem as possibilidades de com-
binacado conforme a Tabela 3.1. Mas a chamada ao procedimento reduza(%)
na linha 13 do Algoritmo 3.4, elimina os jogos que sao equivalentes (veja Se-
cao 3.5). Os pares (V,V), tal que as interpretacoes de y sdao distintas, nao
sdao compativeis, pois a definicio de compatibilidade afirma que, os simbolos
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nularios que sao interpretados nas duas estruturas devem ter a mesma in-
terpretacao. Note que a Tabela 3.1 apresenta somente o produto cartesiano
entre os filhos de Vx. Os subjogos da formula Vv que vieram de x = nulo possuem
formulas distintas. Portanto, esses subjogos s6 existirdao ao combinar x = nulo
de 4, com x = nulo de %.

(“1,, %W) 9, 4 Compativeis
(V,V) | x=nulo | x=nulo V
(V,V) |x=nulo | x=2 V
(V,V) | x=nulo|x=3 Vi
(V,v) |x=3 x =nulo V
(V,v) |x=3 x=2
(V,V) |x=3 x=3 V
(V,V) |x=4 x = nulo V
(V,V) =4 x=2
(V,V) =4 x=3
(V,V) |x=5 x = nulo Vi
(V,V) |x=5 x=2
(V,V) |x=5 x=3

Tabela 3.1: Produto cartesiano entre os subjogos de y =Vy dos jogos de ¥ e
% da Figura 3.6.

3.7 A funcdo remove

Seja X; uma bag forget e X; a bag filha de X; tal que X; = X;U{x}, sendo x um
vértice do grafo.

Note que a bag X; difere da bag X; apenas na remocao do vértice x e das
arestas incidentes em x. Por isso, os jogos considerados em ambas as bags
X; e X; sdo jogos parecidos. Sejam Z; € #;, jogos considerados nas bags X; e
X;, respectivamente. Nessa secdo veremos que se %, € {T, L}, entdo %, tem a
mesma estratégia vencedora de #; (veja o Lema 7). Isso € importante, pois se
a formula ¢ ja foi resolvida no subgrafo induzido por X;, a remocao de arestas
incidentes em x ndo deve mudar a solucdo. Por outro lado, se #; ¢ {T,L},
entao basta desconsiderar x da estrutura de %#;.

O objetivo do Algoritmo 3.5 € manter nos jogos apenas 0s ramos necessa-
rios, ou seja, manter jogos o quanto menores possivel.

Seja G= (V,E) um grafo, X CV, ¥ = reduza(EMC(</ ., X,0)) ¢ {T,L} execX. Se
todos os vizinhos de x estdao em X, entdo nao existem arestas adj(x,y), tal que
y € V\X. Assim podemos desconsiderar x de todos os subjogos do jogo ¢, que
nao possuem um simbolo nulario interpretado para x. Podemos remover x do
universo das estruturas dos subjogos, inclusive remové-lo da interpretacao do
simbolos unarios e remover as arestas que incidem nele.
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S(y)

A={3}
Iy =nulo adj(x,y)
A={3} A={3}
v S(x) adj(x,y)
A=3) [ a=(3) A={35]
x=nulo
Jy =nulo S(y)
V. —® A={35) A={3,5}
x=5 A={3,5}
Vx 4
= X= .
A={3} v 3y —nulo adj(x,y)
x=3 A=(34) [P a=134) A={34]
S(y)
v A={34}
A={3} ~
Iy =
A={3} S(y)
A={3)
adj(x,y)
A={3}
(@ %
S(y)
A={2,3)
= adj(x,y)
Al y/nul#( A=(23)
v —
A={2,3)
x=3 S(y)
A={2,3)
v x=2 v Jy =nulo
A={2,3) A={2,3) A={2,3) adj(x,y)
x=nulo A={23)
) b =nulo
A={2,3} A=({2,3} adj(xy)
\ A={2,3)
S(x)
A={2,3
231 S(y)
A={2,3)
(b) %

Figura 3.6: O jogo ¥ foi computado na bag X; = {3} que € do tipo forget com
U ={}. O jogo % foi computado na bag X; = {2,3} que € do tipo introduce com
U = {}. O grafo considerado aqui € um caminho com 6 vértices.

Essa remocao pode gerar subjogos com estruturas muito parecidas entre
si. Tornando assim os subjogos equivalentes. Isso ocorre desde que nos sub-
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S(y)
A={2,3.4)

;

adj(x,y)
y=nulo A={2,34}
Iy
A={2,3,4}
S(y)
A=({2,3)
Jy =nulo adj(x,y)
A={2,3) A={2,3}
S(x) s
A=(2.3] A:%G}
Jy =nulo i
A={2,3} adj(x,y)
A={2,3)
Iy =nulo Sty
adj(x.y)
v A={2,3}
A={2,3,5) ~,
Ay —
A={2,3,5}
S(y)
A={3,35}

Figura 3.7: O jogo ¢ retornado da funcao combine(%,,%,), tal que ¥4 e % sao
os jogos da Figura 3.6. O grafo considerado nesse jogo € um caminho com 6
vértices e U = {}.

jogos que nao interpretam simbolos nularios para x, a estrutura contenha x e
todas as interpretacoes dos simbolos relacionais e unarios que foram descon-
siderados anteriormente.

O jogo resultante desse processo € equivalente ao original, ainda que um
elemento x tenha sido desconsiderado. Pelo Lema 8 o jogo ¢ resultante da
remocao de x € equivalente ao reduza(EMC(</,X \ {x},9)).

O Algoritmo 3.5 € o procedimento remove. Ele constréi um novo jogo ¥
com base no jogo ¢. Para cada novo subjogog, (po), o algoritmo verifica, nas
linhas 2 —7, se o elemento x € a interpretacao de algum simbolo nulario do
vocabulario t. Se for, x é removido da bag X de py, mas continuara existindo
na estrutura. Caso contrario, x € removido da bag X e da estrutura de py.

9.

Lema 7. (N6 do tipo Forget [12]). Sejam < uma t-estrutura, X’ CX CAe ¢ €
MSO(r). Seja ¥ = EMC(</,X,9) e ' = EMC(<, X', ¢),
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Algoritmo 3.5: remove(¥,x)
Entrada: Um jogo ¥ = (P,M,Py, Py, po), com pg= (,X,¢) e x € X.
Saida: Um jogo ¥
1 inicio
2 se Existe um simbolo nulario cuja interpretacgao é igual a x em ¢ entao
3 Seja po = (A,X \ {x},9).
4 fim
5 senao
6
7
8
9

Seja po = (H[H\ {x}], X\ {x},9).
fim
Construa um jogo ¥, tal que pg € ¥4
para cada p € préoximo(¥) faca

10 G' < remove(subjogog(p))

11 b — 49

12 Adicione o um movimento de py para 4’ em ¥.
13 fim

14 retorna reduza(%)

15 fim

1. Se avalia(4) =T entao avalia(49') =T

2. Se avalia(¥) = L entao avalia(9') = L

Ideia da Prova. Os jogos ¥ e 4’ do Lema 7 sao quase idénticos, com uma
unica diferenca nas posicoes py de cada um. Sendo que py = (,X,9) €4 e p, =
(A", X',0) €9', onde = /XU e #' = o/[X'Uc”]. Note que, as estruturas
das posicoes pg e p|, sao induzidas na uniao de sua bag com as interpretacoes
da estrutura «/. Isso permite que os elementos contidos em X \ X’ continuem
existindo nas estruturas induzidas. Além disso, py e p; pertencem ao mesmo
jogador. Portanto os itens 1 e 2 do Lema 7, se verificam. ]

Lema 8. ( [12] ) Sejam .« uma t—estrutura, X CA e x € X. Seja ¢ € MSO(1) e
G = reduza(EMC(<7,X,0)) ¢ {T,L}. Entao

reduza(EMC (<, X \ {x},9)) = remove(¥ ,x).

Observe na Figura 3.7 que o jogo ¢ contém em todos os seus subjogos o
elemento 3. Contudo, a Figura 3.8 apresenta o jogo ¢, como resultado do algo-
ritmo remove(¥,3). Note que ¢ manteve todo o ramo em que o simbolo nulario
x € interpretado para 3, porém removeu 3 de todos os outros subjogos que nao
pertencem a esse ramo. Perceba também que a ramificacao em que o sim-
bolo nulario x era interpretado para 5, foi eliminada. Isso porque o algoritmo
reduza(% ) detectou equivaléncia entre esse ramo e outro, ap6s as remocoes.
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v » S(x) S(y)
A={2} A=(2} A={2,3}
x=nulo
Vax x=3 % Iy =nulo adj(x,y)
A={2} x=2 A={2,3} A={2,3} A={2,3}
x=5 v eN !
. B — =nulo S(y)
adj(x,y)
‘v A={2}
: A={25}
IIIIIIIIII ‘ h 3\ h =nulo
D A={2,5} Do YRR, S adj(x.y)

ST S a=25)® A=(25)

5

S(y)
A={2,5}

Figura 3.8: Jogo ¢ retornado do Algoritmo 3.5, que teve como entrada o jogo
¢ da Figura 3.7 com x=3 e U = {}. O grafo considerado aqui € um caminho
com 6 vértices. Arestas pontilhadas denotam que nao pertencem mais ao jogo.

3.8 Solugcao em Problemas de Ofimizacdo

Na Secao 3.2 vimos um algoritmo que utiliza a decomposicao em arvore
nice para decidir se uma formula ¢ € MSO(t) vale para um dado grafo G = (V,E).
Vimos que em alguns problemas a féormula ¢ exige como entrada um conjunto
U, tal que U CV, além disso, U € a solucao para o problema expresso em ¢
sobre o grafo G.

Vamos considerar agora o problema de encontrar o melhor U de G para ¢.
Teriamos que testar todos os subconjuntos do conjunto de vértices do grafo G,
ou seja, teriamos que executar o algoritmo 2Vl vezes, tal que |V| é o tamanho
de V. Supomos que V = {0,1,2,3}. Temos o seguinte conjunto poténcia de V,

(V) =1 103: 13,12}, {33, {0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},
{2,3},{0,1,2},{0,1,3},{0,2,3},{1,2,3},{0,1,2,3}}

Imagine que estamos procurando o melhor U no ciclo com 4 vértices (Cy4)
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para o problema do Conjunto do Dominte
cd(S)=Vx(xeS Vv Jy(y e SAadj(x,y))).

A Figura 3.9 é a decomposicao em arvore nice do grafo C4. Observe que ela
contém uma bag X; = {0,3}. Note que, se executarmos o algoritmo da Secao 3.2
para cada U € #(V), temos que para cada U € {{0,3},{0,1,3},{0,2,3},{0,1,2,3}},
o mesmo jogo Z(U;) seria construido, para U; = U NX;.

O Teorema 3.1, apresenta uma solucao para esse problema, que € um
problema de otimizacao. Uma nova versao do algoritmo da Secao 3.2 € descrito
aqui, como uma construcao pratica desse teorema. Essa versao, utiliza a
técnica da programacao dinamica, o que evita a construcao de um mesmo
jogo varias vezes.

Teorema 3.1. (Teorema 2 [12].) Seja T um vocabulario relacional, um conjunto
R={R{,R;,...,R;} que pertence ao conjunto de simbolos unarios de 1, e T =1\R.
Seja ¢ € MSO(1), e w,0,0p,...,0; € Z constantes. Dado uma tv'—estrutura < e
uma decomposicao em arvore D = (X,7T) de </ com largura no maximo w, onde
T =(I,F) e X =(X))ier, podemos computar

l
min{z ox|U| tal que U; CA 1 <i<I, e (&,U,Us,....,U) = (p}
k=1

em tempo O(|T}|).

O algoritmo descrito a seguir € dividido em duas fases, como na primeira
versao. Cada no i da decomposicao sera associado a uma tabela S; que con-
tém alguns jogos e seus correspondentes valores, que € a solucao parcial do
problema.

Na primeira fase o algoritmo computa os jogos reduzidos estendidos ¥ =
reduza(</!,0,9) e os valores Y! _, o4|U;| para todas as estruturas & = («/,Uy,...,Uj)
onde U; CA para 1l <i<|.

Na segunda fase, o algoritmo ja atingiu todas as bags da decomposicao
inclusive a raiz. Portanto, ele testa se o verificador possui uma estratégia
vencedora em cada jogo ¢, e escolhe o jogo com o melhor valor. Em outras
palavras, testa se («7,Uy,...,U)) = o.

Assumimos que X,,; =0, e para cada no i da decomposicao, </ € uma su-
bestrutura de « induzida pelos elementos da bag X;. E «(U) = (<7,U)[X;].

Seja

AR = P(A) % ... x P() = P (),

o conjunto de todas as possiveis interpretacoes de simbolos relacionais livres
(R1,...,R;) em 7. Por exemplo, seja [ =2, A; = {1,2} o universo de .« temos que,

2 () ={0,{1},{2},{1,2}} , entao
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dA={ (0,0), @,{1}), (@,{2}), (0,{1,2}),
{13,0),  ({13{1}),  {1}{2}),  ({1},{1,2}),
({21,0), ({2}, {1}),  ({2}{2}), ({2}, {1,2}),
({1,2},0), ({1,2;,{1}), ({1.2},{2}), ({1,2;,{1,.2}) }.

Sejam (Uy,...,U;)) NX; < (U NX,....UNX;) e
A RN X ={(U,...,U)NX; | (Uy,....U1) € 4%}
uma restricao de &7 %; para X;. Usando o exemplo anterior, seja X; = {2} temos,

JZ%%,’QX,’:{ (070), (07{2})’
({2}1,0). ({2}.{2h) }

Seja U = (Uy,...,U)) € ZZ;NX;. A tabela S; € um mapeamento de tuplas U &
g %;NX; para conjuntos de jogos sobre a estrutura 7. Ou seja, jogos # com
X #+ 1 e val; € ZU{} os correspondentes valores de tais jogos.

Primeiramente, inicializamos a tabela. Seja S;(U) =0 para todo U € &/ %,;NX;
e vali(#) <  para todo jogo reduzido Z.

19 fase. O algoritmo atravessa a decomposicao nice a partir das folhas até a
raiz. E cada né i da decomposicao ¢ uma folha ou um dos tipos introduce,
forget ou join.

folha: Seja X; = {x}. Para todo U = (Uy,...,U;) € & Z%;NX; o algoritmo constroéi
RZ(U) = reduza(<Z(U),X;, ).
Se Z(U) # L, entao

S/(0) + {2(0)} e vali(Z(0)) « 0.

infroduce: Seja j o filho tinicode i e X; =X;U{x} parax ¢ A;.

Para cada U; = (U, 1,...,U;;) € Z;jNX; e cada U; = (U1, ...,U;;) € 4 Z;NX;, tal
que (Uj1,....,Uj;) = (Uig NXj,...,U;;NX;), o algoritmo considera cada jogo %,
8;(Uj).-

Seja

P T seZi=1T,e
l combine(Z;,#(U;)) senao.

Se existe um %, € S;(U;) com %, = %;, entao %, < Z%..

Se #; # L, entao Sl(l_]l) — Sl(Ul) U {z@,} € vali(%i) — min{vali(%i),valj(%j)}.
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forget: Seja j o filho tnico de i e X; = X;U {x}, para x ¢ A;.
Para cada U; = (Uj,...,U;;) € #/%;NX; o algoritmo considera cada jogo %, €
SJ(U]) Seja U; = (U,'71,...,Ui’1) = (Uj71 ﬂXi,...,UjJﬂXi) €

T seZi=1T,e
Ki =

remove(%;,x) Senao.

Se existe um %! € S;(U;) com #! = %;, entao %; < Z%..
Se #; # 1, entao S,’(Ui) — S,’(Ui) U {%,} €

/
val;(%;) + min {vali(%i),valj(%j) + Z o (x € Uj}k)}
k=1

onde

0 sex¢Ujy
(xEUj,k)z g
1 seerM.

join: Sejam jj e j, , filhosdeie X, =X;, =X;. Paracada U = (Uy,...,U;) € Z;NX;
o algoritmo considera cada par (%;,,%;,) € Sj,(U) x Sj,(U).
Seja

Z T seZj,=TouZ%,=T,e
l' =
combine(%;,,%#;,) Senao.

Se existe um %! € S;(U;) com Z#! = %;, entao %; < Z%,.
Se #; # 1, entao S,‘(Ui) — S,‘(Ui) U {%,} €

vali(%#;) <— min{vali(%;),val;, (Z;,) +val;,(%Z;,)}.
2¢fase. Seja r a raiz da decomposicao e

0, =(0,....0) € Z%,NX, = A %0

O algoritmo comeca com OPT <+ « e considera cada %, € S,(U,).
Se avalia(converte(%,)) = T, entao o algoritmo atualiza

OPT < min{OPT,val,(%,)}.

Figura 3.9: Decomposicdo em Arvore Nice do Ciclo com 4 vértices, tal que
vV ={0,1,2,3} € o conjunto de vértices.
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Descricdo do Algoritmo. O valor val; de %; é calculado pela somatéria das
contribuicoes dos vértices contidos em cada U, € U. Essa contribuicao € defi-
nida por oy na funcao min.

Na primeira fase ao processar as folhas todos os jogos sao inicializados
com o valor 0. Esses jogos, sao as primeiras solucoes encontradas para os
subconjuntos dos elementos da bag folha.

Cada vez que o algoritmo processa uma bag X; do tipo introduce, cada jogo
de U; é considerado:

* adicionando o elemento x no jogo para U;, e
e adicionando o elemento x no jogo para cada U € U; U {x},

assim, temos o valor de cada jogo, considerando todas as possibilidades de
U para os vértices considerados até o momento. O valor de cada jogo Z; € o
melhor valor entre:

1. valj(%j); €
2. vali(Z%]), se existir um %, tal que %Z; = %,.

No primeiro caso temos que, ¢ vale para U;, logo ¢ vale para U;U{x}, portanto, o
valor da solucao se mantém. No segundo caso, existe uma solucao equivalente
na tabela S;(U;), entdo o valor da solucao equivalente se mantém.

Cada vez que o algoritmo processa uma bag X; do tipo forget, cada jogo de
U; é considerado para cada U; = U;NX;:

* “removendo” o elemento x do jogo para U;.

Note que na execucao do introduce o valor do jogo %; € apenas atualizado
de acordo com o valor de outro jogo ja existente. Note também que na bag X;
do tipo join cada vértice y € X; foi introduzido uma vez na subarvore da filha X,
e outra vez na subarvore da filha X;,, isto €, y foi introduzido duas vezes. Por
outro lado, um vértice x s6 pode ser removido uma tnica vez da decomposicao,
conforme a definicdo da decomposicao em arvore. Portanto o processamento
do forget requer um pouco mais de atencdo. Se o elemento x que esta sendo
removido estiver contido em U;, o calculo de val;(#;) deve considerar a soma
da contribuicao do vértice x no valor de %;. Portanto, o valor de cada jogo %;
na execucao do forget é o melhor valor entre:

1. valj(%;) somado a oy, para cada U;, € U; que contém x; e
2. vali(Z%]), se existir um Z, tal que Z; = %,.
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Cada vez que o algoritmo processa uma bag X; do tipo join, cada par de
jogos (%;,,%),) € considerado para cada U de S;,(U) x S,(U). Ou seja, Zj, ...,
representa uma solucao encontrada para o subgrafo induzido em todas as
bags abaixo de X;, na decomposicao, para U. Ou seja, as solugoes de X;, ainda
nao computaram os vértices de X; que sao exatamente os vértices contidos na
interseccéo entre X;, e X;,. Portanto para cada par de jogo (#;,,%;,), o valor de
Z#; € o melhor valor entre :

1. Valjl (‘@jl) + Valjz (‘%jz); €
2. vali(Z%]), se existir um %, tal que %Z| = %,.

No primeiro caso estamos somando as constribui¢oes dos vértices ja removi-
dos em cada jogo. No segundo caso, ja existe uma solucao para outro par
de jogos que € equivalente a essa, entao o valor da solucao equivalente se
mantém.

Agora mostramos um exemplo das tuplas que sao consideradas no proces-
samento do forget e do introduce, sobre a decomposicao da Figura 3.9 com
[=1.

Iniciando na folha, o algoritmo construira um jogo para cada U; € U, tal que
U= (({}),({0})). Supomos que todos os jogos sdo # L. Assim, a tabela S;(U;)
contera dois jogos, um para a tupla U; = ({}) e outro para a tupla U, = ({0}).

Agora a programacao dinamica alcanca a bag mae da folha, e esse no6 € do
tipo introduce. Cada tupla U; de U; tem uma lista de tuplas U; de U; tal que
Uj=U;NX;, de acordo com a Tabela 3.2.

Ui Ui=UNX;

({1 ({})
({0}) ({0})
({3}) ({1

({0,3h) | ({0})

Tabela 3.2: Relacao entre as tuplas U, e U; para X; = {0,3}.

Note também que o algoritmo desconsidera uma tupla U; quando encontra
um jogo falso. Isso significa que esse U; ndo € uma solucao para a formula ¢
no grafo considerado.

Seguindo na decomposicdo, a bag {0,2,3} é alcancada, e esta também é
do tipo introduce. Portanto o procedimento € o mesmo da bag anterior. E a
relacao entre as tuplas U; e U; € dada na Tabela 3.3. E novamente a tabela
S;(U;) tera um jogo %; para cada U; C U;, se %; # L.

A proxima a bag a ser atingida € um no do tipo forget. Neste caso U; tem
uma lista de tuplas Uj;, tal que (U;) = (U;NX;). Isso significa que agora cada
tupla U; contém mais de um jogo. Veja a Tabela 3.4 para X; = {0,2}.
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U; Uj:UiﬂXj

({1 ({})
({0}) ({0})
({2}) ({})
({3}) ({3})

({0,2}) ({0})
({0,3}) | ({0,3})
({2,3}) ({3})
({0,2,3) | ({0,3})

Tabela 3.3: Relacao entre as tuplas U, e U; para X; = {0,2,3}.

Ui:(UjﬂXi) Uj

({1 ({})

({1 ({3}
({0}) ({0})
({0}) ({0,3})
({2}) ({2})

({2}) ({2,3})
({0,2}) ({0,2})
({0,2}) | ({0,2,3})

Tabela 3.4: Relacao entre as tuplas U; e U; para X; = {0,2}.

Quando o noé € do tipo join as tuplas U;,,U;, e U; sao iguais, mas a lista de

jogos de cada tupla U; = U;, = U}, sao distintas, pois cada bag X; , esta em

k(ke{1,2}
caminhos diferentes na decomposicao.

3.9 Complexidade do Algoritmo

Vimos na Secao 2.2 que a abordagem pratica para o Teorema 1 de Courcelle
que utiliza a construcao de um automato € impraticavel, pois as constantes
envolvidas no tempo de execucao sao potencialmente grandes. O algoritmo
que foi estudado nessa dissertacao é tratavel por parametro fixo e apresenta

um tempo de execucao limitado superiormente a f(w,|| ¢ ||)O(|T|), onde T € o
conjunto de nés da decomposicao em arvore e w € a treewidth do grafo. Vamos

mostrar aqui um resumo da prova apresentada em [12].

Resumo da Prova. Sejam < e < duas t1—estruturas e X contido na inter-
seccao dos universos A; € Ay. Se reduza(EMC(/,X,0)) = reduza(EMC(<4,X,9)),
entao &/ € equivalente a @ com respeito a X e ¢.

Agora suponha Ty o conjunto de todas as t-estruturas que contém X, isto

€, X esta contido no universo de tais estruturas e Ty~ o conjunto de classes
de equivaléncia de Ty definida sobre a relacao de equivaléncia acima. Entao

ITx =] < exp?@+((|x] + 1)0Ue)y,
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sendo que || ¢ || € o comprimento de uma codificacao de ¢.

O quantifier rank gr(¢) de uma férmula ¢ € MSO(t) denota o nimero maximo
de quantificadores aninhados em ¢. Sua contagem ¢ definida por inducao em
¢ da seguinte forma,

gr(9) =0 se ¢ € uma formula atéomica;

(9)

qr(9) =qr(=¢);
(9)
(

qr(@) =max{qr(y1),qr(y2)} se @ € {yi Ay2,y1Vy>} ;e
qr(9) =qr(@) +1 se ¢ € {VRy, IRy, Vey, 3cy}.
Podemos considerar que gr(¢)+ 1 € uma constante. Observe os exemplos:

* Vxdy(adj(x,y)) € uma féormula de quantifier rank 2;
* Vx(x € R)AJy(adj(x,y)) € uma férmula de quantifier rank 1;

* adj(x,y)Vx € R é uma formula de quantifier rank 0.

Para todo r € N, exp’(.) € uma exponencial iterada r vezes. Por exemplo,
exp®(x) = x € exp'(x) = 2exp' ™ (x),

Considerando uma férmula fixa ¢ e um limite superior w na treewidth dos
grafos, definimos duas constantes p e g tal que p=¢gr(9)+1 e g=| ¢ ||. Entao

exp (] 4+ 1)00D) < expr(w+2)0@),

Esse numero € uma constante e o tamanho de um jogo reduzido esta limi-
tado a essa constante, uma vez que seus jogos nao possuem subjogos equiva-
lentes entre si.

Agora considere cada i € T. Temos que o tamanho de |&/%; NX;| = 0(2Xil!),
para [ <|t| e X; <w+ 1, isso também € constante. Para cada U € 4/ %,;NX;,
considere S;(U). Essa tabela s6 mantém jogos que nao sao equivalentes entre
si, logo

Si(0)] < exp”((w+2)')
€ uma constante. E cada jogo #Z contido em S;(U) € tal que,
%] < exp”((w+2)°19)

novamente uma constante. Portanto todas as operacoes, reduza, avalia, com-
bine, remove e converte, levam tempo constante.

Para cada né i € T o algoritmo leva tempo f(w,|| ¢ ||) = O(exp?((w+2)°@), ou
seja, seu tempo de execucao para T €

Sl e O]

Como f(w,|| ¢ ||) € uma constante, podemos concluir que o algortimo executa
em tempo O(|T|).
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CAPITULO

4

Implementacdo e Experimentos

Alguns testes foram realizados como prova de conceito. Uma transcri¢ao do
algoritmo, sem tentativas de otimizacoes, foi realizada para validar a técnica
proposta em [12] e o comportamento assintotico do tempo de execucao do
algoritmo.

Existem varias formas de otimizar a implementacao do algoritmo. Por
exemplo, os autores de [12] destacam que a funcao reduza(¥) foi implemen-
tada diretamente onde necessario.

O algoritmo foi implementado em Python e os testes foram executados no
Debian GNU/Linux 8.6 sobre o processador Intel(R) Core(TM) i7 —4790 3.60GHz
com 32GB de RAM.

Os problemas explorados nos testes foram Conjunto Dominante, Conjunto
Independente Maximo e 3—Coloracéo, sobre os grafos caminho, ciclo, grid e tri-
pla asteroidal. Consideramos as triplas asteroidais de acordo com a Figura 4.1
e a medida que aumentamos o tamanho da tripla, o numero de vértices cresce
em multiplo de 3, pois cada vértice extremo recebe um novo adjacente. Por-
tanto o numero de vértice das triplas consideradas neste trabalho é sempre
um multiplo de 3 somado com 1. Nao foi utilizada uma heuristica para a de-
composicao em arvore. A decomposicao foi gerada especificamente para cada
familia de grafos, por isso os experimentos foram limitados apenas a algumas
classes de grafos.

Para o problema do Conjunto Dominante utilizamos a = (1) e a férmula
cd(S)=Vx(xe S VvV Jy(ye SAadj(x,y))).

Para o problema do Conjunto Independente Maximo utilizamos o= (—1) e
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a formula

ci(S) =VxVy(—(x € S)V(y € S) V—adj(x,y)).

(a) Tripla Asteroidal com 7 (b) Tripla Asteroidal com
vértices. 13 vértices.

Figura 4.1: Exemplos de Triplas Asteroidais.
Para o problema da 3—Coloracao utilizamos o = (0) e a formula

3col = IXYIAZVx(xeXVxeYVxeZ)A
(xeXVxeY)AN(weXVxeZ)AN(-xeYVxeZ)A
Vy(x€XVyeX)AN(xeYVyeY)AN(x€ZVyeZ)V —adj(x,y))).

As formulas cd(S) e ci(S) sao expressdes de primeira ordem, uma vez que
nao apresentam quantificadores V e 3 sobre variaveis de conjunto. Porém a
formula da 3—coloracao € uma formula cujos jogos tém tamanho exponencial
no universo da estrutura. Sejam A e /, o universo da estrutura e o numero
de variaveis relacionais quantificadas, respectivamente. O numero de rami-
ficacoes que partem de X, ¥ e Z é 214/, Porém nesse algoritmo, esse nimero
depende da treewidth do grafo que € potencialmente menor do que A.

A Tabela 4.1 apresenta os testes para grafos caminhos, ciclos e triplas
asteroidais. A coluna n indica o numero de vértices do grafo e a coluna valor
indica o valor da solugcdo 6tima encontrada pelo algoritmo. Um grafico de
n para Tempo em Segundos foi gerado para mostrar que a implementacao
se comporta de forma linear para as entradas consideradas, comprovando o
tempo de execucao esperado (veja a Figura 4.2).

Note que a coluna valor para o problema da 3—Coloracao € T, ou seja, todos
os caminhos com »n vértices podem ter seus vértices coloridos com 3 cores, tal
que cada vértice adjacente recebe cores distintas. Na verdade nos caminhos,
2 cores sao suficientes, portanto isso também € verdade para 3 cores.

A Tabela 4.2 apresenta os testes para grids. Consideramos decomposicoes
com largura p para as grids de dimensao p x g. Os graficos da Figura 4.3 foram
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gerados a partir dos resultados da Tabela 4.2, porém, cada tabela apresenta
resultados para grids, cuja largura da decomposicao variam de acordo com
p, sobre um mesmo problema. Por isso, cada grafico da Figura 4.3 contém
uma reta para cada p distinto, logo, cada reta representa o comportamento do
algoritmo para cada largura de decomposicao considerada.

Observe que o tempo de execucao da nossa implementacao € maior do
que o apresentado no artigo [12]. Dentro do prazo para a finalizacao deste
trabalho nao foi possivel nos dedicarmos a tentativa de otimizacao do codigo e
consequentemente a realizacao de testes com grafos aleatorios, o que também
exige a utilizacao de uma heuristica para a constru¢ao da decomposicao em
arvore Nice de tais grafos, como ja foi mencionado no inicio deste capitulo.
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Conjunto Independente Maximo em Ciclo

Tempo em Segundos
min max médio

10 -5 3 0.84  0.90 0.87

n valor execucoes

20 —-10 3 239 240 2.39
30 —15 3 4.05 4.08 4.06
40 -20 3 578  5.82 5.80
60 -30 3 9.19  9.28 9.22
90 —45 3 1431 14.34 14.33
100 =50 3 1592 15.96 15.94

Conjunto Dominante em Tripla Asteroidal

_ Tempo em Segundos
n valor execucoes - —
min max médio

31 10 3 276 2717 2.77

61 21 3 579  6.25 5.98
91 31 3 898  9.02 9.00
121 40 3 12.41 12.48 12.44
181 61 3 18.73 18.94 18.84
271 91 3 27.48 27.94 27.75
301 100 3 30.93 31.01 30.98

3-Coloracao em Caminho
Tempo em Segundos

n valor execucoes - —
min max meédio
5 T 3 3.5 3.51 3.46
6 T 3 598 6.07 6.01
7 T 3 8.87 8.99 8.93
8 T 3 11.83 12.39 12.02
9 T 3 1492 15.17 15.06
10 T 3 17.62 18.03 17.84
11 T 3 20.9 21.07 20.91
12 T 3 23.88 24.23 24.02
13 T 3 26.64 27.62 26.98
14 T 3 29.91 30.14 30.00
15 T 3 32.99 33.39 33.25
16 T 3 35.85 38.11 36.77
17 T 3 38.91 39.31 39.08
18 T 3 4226 42.80 42.45
19 T 3 45.08 45.25 45.17
20 T 3 47.26 48.75 48.11

Tabela 4.1: Tempo de execucao para grafos com n vértices.
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Tempo em segundos

Tempo em segundos

Tempo em segundos

Conjunto Independente em Ciclo

18,00
16,00
14,00
12,00
10,00
8,00
6,00
4,00
2,00

0,00
0 20 40 60 80 100 120

Numero de vértices

Conjunto Dominante em Tripla Asteroidal

35,00
30,00
25,00
20,00
15,00
10,00

5,00

0,00
0 50 100 150 200 250 300 350

Numero de vértices

3-Coloracdo em Caminho

60,00
50,00
40,00
30,00
20,00
10,00

0,00

Numero de vértices

Figura 4.2: Grafico de n para Tempo em Segundos.
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3-Coloracao

Tempo em Segundos

valor n execucgdes dimensao —
min max médio
T 6 3 2x3 19.70 19.79 19.73
T 8 3 2x4 39.76 40.14 39.99
T 10 3 2x5 67.20 67.37 67.28
T 12 3 2x6 94.65 97.54 95.90
T 14 3 2x17 123.10 12494 124.14
T 16 3 2x8 151.14  151.70  151.35
T 12 3 3x4 553.95 556.49  554.85
T 15 3 3x5 811.15  812.87  811.90
T 18 3 3x6 1065.43 1072.19 1069.31
T 21 3 3x7 1334.45 1427.23 1371.26
T 24 3 3x8 1601.58 1612.91 1605.51
T 27 3 3x9 1869.86 1882.66 1875.90

Conjunto Dominante
~ . ~ Tempo em Segundos

valor n execucdes dimensao - —
min max meédio
2 6 3 2x3 0,46 0,53 0,48
3 8 3 2x4 1,18 1,19 1,19
3 10 3 2x5 2,22 2,24 2,23
4 12 3 2x6 3,47 3,62 3,53
4 14 3 2x17 4,58 4,70 4,64
5 16 3 2x8 5,91 5,97 5,94
4 12 3 3x4 14,51 15,66 14,91
4 15 3 3x5 26,90 27,57 27,16
5 18 3 3x6 37,99 38,88 38,38
6 21 3 3x7 50,72 50,96 50,82
7 24 3 3x8 58,81 60,32 59,73
7 27 3 3x9 71,20 71,82 71,46
6 20 3 4x5 228,67 242,64 236,25
7 24 3 4x6 336,25 348,37 341,28
7 28 3 4x7 440,14 448,17 445,35
8 32 3 4x8 530,90 547,96 540,12
10 36 3 4%x9 643,13 651,62 648,15

Conjunto Independente Maximo
- . ~ Tempo em Segundos

valor n execugdes dimensao - T
min max médio
-3 6 3 2x3 0,22 0,23 0,22
—4 8 3 2x4 0,45 0,46 0,46
-5 10 3 2x5 0,70 0,71 0,71
—6 12 3 2x6 0,93 0,94 0,94
=7 14 3 2x17 1,18 1,19 1,18
-8 16 3 2x8 1,41 1,42 1,41
—6 12 3 3x4 2,24 2,36 2,28
-8 15 3 3x5 3,44 3,50 3,46
-9 18 3 3x6 4,76 5,09 4,93
—11 21 3 3x7 6,01 6,07 6,04
—-12 24 3 3x8 7,03 7,08 7,05
—14 27 3 3x9 8,40 8,45 8,43
—-10 20 3 4x5 14,82 15,30 15,02
—12 24 3 4%x6 19,68 19,81 19,77
—14 28 3 4x7 24,87 24,99 24,91
—-16 32 3 4x8 30,10 30,30 30,17
—18 36 3 4%x9 35,15 35,56 35,29

Tabela 4.2: Tempo de execucao para grafos grids.
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Conjunto Independente Maximo
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Figura 4.3: Grafico de n para Tempo em Segundos utilizando grids. Cada reta
€ a representacao do intervalo de valores para grids com a mesma largura de
decomposicao.
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CAPITULO

Conclusodes e Trabalhos Futuros

No Capitulo 2 foram estudados os conceitos sobre Decomposicdo em Ar-
vore de um Grafo, Logica Monadica de Segunda Ordem e Tratabilidade por
Parametro Fixo, exigidos para a compreensao do algoritmo proposto em [12]
que € uma construcao do Teorema 1 estendido para problemas de otimizacao.
Baseada no Modelo de Verificacao com Jogos, a primeira versao da solucao
constroi um jogo a partir de uma expressao MSO e um grafo, sendo que o ta-
manho do jogo construido € exponencial no niumero de vértices do grafo, o que
€ impraticavel considerando grafos suficientemente grandes.

No Capitulo 3 estudamos uma extensao do Modelo de Verificacdao que uti-
liza uma decomposicao em arvore Nice. Nessa versao o algoritmo apresenta
um tempo de execucao linear no numero de nés da arvore, quando alguns
parametros baseados na entrada do algoritmo sao fixados e limitados por um
valor constante. Sua construcao utiliza a técnica da Programacao Dinamica
sobre a decomposicao Nice para evitar varias computacoes de uma solucao
parcial. Pudemos verificar que a complexidade de um problema em grafos
diminui para grafos com treewidth limitada.

No Capitulo 4 foram mostrados os resultados da implementacao e pudemos
confirmar as validacdes propostas neste trabalho.

Listamos agora algumas otimizacoes que podem ser feitas futuramente no
algoritmo estudado;

* heuristica para otimizar a poda de ramos na funcao reduza(¥), isto €,
avaliar primeiramente os subjogos que apresentam maior probabilidade
de terem uma estratégia vencedora, permitindo que os subjogos irmaos
possam ser desconsiderados;
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* heuristica para escolher o melhor n6é da Decomposicdo em Arvore para
iniciar a transformacao da decomposicao em uma Decomposicao Nice
baseado no objetivo da funcao de otimizacao, isto €, se a otimizacao ma-
ximiza ou minimiza o problema. Um exemplo de trabalho que otimiza
decomposicoes Nice pode ser visto em [15]; e

* heuristica para escolher a ordem dos noés da Decomposicao Nice a se-
rem visitados pelo algoritmo na tentativa de determinar precocemente os
U e @ %;NX; que invalidam a expressao. Por exemplo, quando o né da
decomposicao é um join e U invalida a formula MSO, entdo em cada par
de jogos de U pelo menos um jogo é falso. Se pudermos computar esse
jogo antes do outro, entao U ja pode ser desconsiderado.
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