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RESUMO

Esta pesquisa teve como objetivo analisar a producdo de conjecturas e provas de propriedades,
envolvendo angulos de poligonos, de alunos do 8° ano do ensino fundamental. Nesse sentido, o trabalho
visa observar argumentos utilizados pelos alunos para validarem as afirmac@es realizadas, identificar,
analisar e classificar estratégias, bem como dificuldades e superacdes por eles apresentadas. Elaboramos
uma sequéncia didatica na qual procuramos privilegiar aspectos relativos a validagdo de propriedades
geomeétricas, de modo mais especifico, de propriedades de angulos de poligonos. A sequéncia é composta
por atividades que envolvem principalmente as no¢fes de angulos suplementares, angulos de uma volta,
angulos opostos pelo vértice, retas paralelas interceptadas por uma transversal, soma dos angulos internos
de triangulos, quadrilateros e outros poligonos convexos, bem como da soma dos angulos externos de
poligonos. Tanto para a elaboragéo das atividades quanto para analise, tomamos como base a Teoria das
Situagdes Didaticas de Brousseau, de modo que as principais nogdes por nds consideradas foram a
devolucdo e as situacOes didaticas. Utilizamos também a elaboracdo de conjecturas na perspectiva de
Ponte e 0 modelo de provas estabelecido por Balacheff, que apresenta quatro tipos de provas, a saber,
empirismo ingénuo e experimento crucial, situadas no nivel pragmatico, exemplo genérico e experiéncia
mental referente ao nivel intelectual. Para o desenvolvimento da parte experimental da pesquisa, fizemos
uso da metodologia da Engenharia Didatica descrita por Artigue. As atividades da sequéncia foram
aplicadas em sete sessfes, com duragdo média de duas horas e no contra turno escolar, com alunos do 8°
ano do ensino fundamental de uma escola publica de Campo Grande/MS. Consideramos em nosso estudo,
sete desses alunos por terem apresentado maior frequéncia nos encontros. Evidenciamos que as atividades
experimentais, como também o uso do transferidor e o trabalho em duplas foram importantes elementos
no processo de elaboragdo de conjecturas. Os alunos formulam enunciados de propriedades, mas
apresentam dificuldades em relacdo a validacdo, de modo que a maioria das provas situa-se no nivel
pragmatico, pois se fundamentam no transferidor e em experimentagdes, sem haver elementos voltados a
generaliza¢do. Por outro lado, apresentam uma evolugdo referente ao envolvimento nas sessdes, as
argumentac@es realizadas e conseguiram estabelecer relagdes entre o que ja foi trabalhado em sessdes
anteriores e as novas situacbes propostas. Desse modo, por diversas vezes percebemos a ocorréncia da
devolugdo e a vivéncia de situagdes adidaticas. No tocante as dificuldades dos alunos, evidenciamos a
escrita em linguagem matematica, uma vez que os alunos, de modo geral, escreveram nos protocolos
como/porque acreditavam que sua resposta estava correta.

Palavras-Chave:Angulos de poligonos. Ensino Fundamental. Conjecturas. Validagéo.



ABSTRACT

This research aimed to analyze the production of conjectures and proofs of properties involving angles of
polygons, from students of the 8th Grade of the Elementary School. Thereat, in the process of research,
was observe arguments wused by the students to validate the statements made,
identify, analyze and classify strategies as well as difficulties and overruns presented by them. We
developed a didactic sequence in which we seek to give priority aspects concerning the validation of
geometric properties, specifically, properties of angles of polygons. The didactic sequence was composed
of activities that involve some notions of angles supplementary, angles of one turn, angles opposite the
vertex, parallel lines intersected by a transversal line, the sum of angles internal of a triangles,
quadrilaterals and other polygons convex and the sum of angles external of polygons. For the preparation
of activities and for analysis, we considered the Theory of Didactic Situations by Brousseau, so that the
key notions that we considered was the devolution and the situations a-didactical. We also use the
formulation of conjectures in the perspective by Ponte and the testing models established by Balacheff, a
presenting four types of proves: naive empiricism and crucial experiment, located at the pragmatic level,
and the generic example and thought experiment, for the intellectual level. For the development of the
experimental part of the research, we used of the Didactic Engineering Methodology described by
Artigue. The activities of the didactic sequence have been applied in seven sessions, with an average
duration of two hours and in the reverse time of classes with students of the 8th Grade of one Public
Elementary School, in Campo Grande / MS. We considered in our research a total of seven of these
students because they appear more frequently in our meetings. We demonstraded that the experimental
activities, as well as the use of the protractor and the work in pairs were important elements in the
development of conjectures by the students. The students formulated the enunciation of properties, but a
presented difficulties in the validation, so that most of the proves are in the pragmatic level, because are
based on the use of protractor and experimentation, without having elements of generalization. On the
other hand, the students presented a progress regarding involvement regarding in the sessions, at the
arguments made and were able to establish relationships between what was worked in previous sessions
and new situations proposed. Thus, many times we perceive the occurrence of the devolution and the
experience of situations a-didactical. Regarding students difficulties, we demonstrate the writing
mathematical, considering what the students written in the protocols, for example, how and why they
believed that theirs answers were correct.

Keywords: Angles of polygons. Elementary School. Conjectures. Validation.
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INTRODUCAO

De um forno a lenha, saiam pdes quentinhos, batatas assadas, cucas
recheadas, ideias, desenhos e continhas... Lembro-me que os pedacinhos de
giz que restavam ao final de um dia de aula, coloriam a porta do forno que,
naquele tempo parecia ser enorme. Era grande o suficiente para se fazer
passar por um quadro negro! Mas, o tempo foi passando e aos poucos deixei
de levar os gizes para casa...

Sempre tive um apreco especial pela disciplina de matematica, como também
pelos professores que a ministravam. Do ensino fundamental, resgato as ideias e
propostas de uma professora de matematica sonhadora, sempre envolvida em atividades
diferenciadas. Com ela, participei de diversas feiras da area apresentando projetos
desenvolvidos em sala de aula. Um deles, com o qual ela ainda trabalha nos dias de
hoje, envolvia a utilizagdo do origami' no ensino e aprendizagem da geometria,
principalmente, no que se refere aos conceitos primitivos e propriedades de poligonos.

Mais tarde, no ensino médio, a disciplina de matematica configurou-se
deferente. Tratava-se de um professor que apreciava o siléncio e o estudo individual, e
talvez por isso, muitos o chamavam de “tradicional”. Depois de uma explicacdo sobre o
contetido, recebiamos diversas atividades que precisadvamos corrigir, indo até o quadro
negro mostrar como as tinhamos resolvido. Eu adorava este momento, pois agora ja ndo
se tratava mais do tal forno da minha avd: era um quadro negro de verdade!

Na época proxima ao vestibular foi preciso realizar uma escolha sobre qual
profissdo seguiria. Influenciada por tudo isso, cogitei cursar licenciatura em Matematica
e conversei com alguns professores para saber o que eles me diriam sobre esta escolha.
A maioria me incentivou, semeando desde |4 a ideia de uma p6s-graduacdo em nivel de
Mestrado. Assim, em 2011 iniciei os estudos no Instituto Federal Catarinense — Campus
Concordia, passando a integrar a segunda turma do curso, a ser formada pela instituicéo.

Durante minha formag&o inicial, busquei envolver-me com as atividades
oferecidas, buscando contribui¢Ges para minha trajetéria académica e profissional com
0 proposito de desenvolver-me ao maximo. Sempre que possivel, participei de eventos
da area, ora como ouvinte, ora apresentando relatos de experiéncia relacionados as

propostas das disciplinas do curso. A geometria mostrou-se um tema frequente, tanto

! A palavra origami advém de oru (dobrar) e kami (papel). Técnica conhecida como arte de dobrar papel.
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nas discussbes com o0s colegas e professores, quanto nos trabalhos desenvolvidos,
articulada a diferentes temas, resolucéo de problemas, jogos, origamis, entre outros.

Desde 2012 trabalhei em Escolas da Rede Estadual de Santa Catarina, estado
em que nasci e vivi até pouco tempo, atuando como professora nos niveis Fundamental
e Médio durante trés anos. Um tempo consideravelmente curto, mas suficiente para
suscitar inumeros questionamentos e inquietagdes. Como ensinar? Como o aluno
aprende? O que eu realmente faco na sala de aula? Por que demonstrar? Essas questdes
ndo eram apenas minhas. Eram também dos poucos colegas de turma que atuavam na
area dos professores com quem tinha a oportunidade de conversar. Isso ficou mais
evidente durante minha participagdo no Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a
Docéncia (PIBID) por meio do contato com outros profissionais. Em meio as conversas
nos perguntdvamos, por exemplo, como/porque 0s alunos ndo conseguiam bom
desempenho numa avaliacdo cujas atividades eram idénticas as do caderno. Ora, notas
podem ndo refletir o que o aluno realmente (ndo)sabe, mas eram uma esperanga, uma
luz no final caminho, parecia um altimo apelo: por favor, tirem notas boas! Acertem!
Estudem o que estd no caderno!

Foi neste momento também que pude observar na préatica a aversdo a geometria
por grande parte dos professores com quem trocava ideias. Era muito dificil eu
participar das discussdes sobre o tema na licenciatura, pois minha vivéncia enquanto
aluna sinalizava o contrario, pois os professores que tive sempre trabalharam este
contetdo.

Bem, finalizando esta etapa, a Unica certeza que me restava estava relacionada
a complexidade das questdes sobre o ensino e a aprendizagem. Por que os alunos
pareciam ndo aprender? Eles ndo aprendiam? Nao queriam aprender? Sendo assim, era
preciso seguir em frente.

Com o interesse de continuar meus estudos apds a graduacdo, dentre os varios
cursos de mestrado oferecidos no pais, encontrei o curso de Mestrado do Programa de
Pds-Graduacdo em Educagdo Matematica do Instituto de Matemaética da Universidade
Federal de Mato Grosso do Sul. Interessei-me pela area de concentragdo Ensino e
Aprendizagem da Matematica, pois ela contemplava aquilo que eu queria compreender,
e, por conseguinte, pesquisar. Dentre as questdes que trouxe comigo, a partir de minhas
vivencias enquanto professora,cito duas: Por que alguns alunos encontram tantas

dificuldades para mobilizar diferentes contedos matematicos para resolver uma
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atividade? Qual o motivo da resisténcia apresentada quando se trata de reinvestir
alguns conceitos para provar uma propriedade Matematica?

Ap0s aprovada na selecdo passei a discutir, juntamente com meu orientador,
minhas intencdes iniciais de pesquisa, bem como possibilidades de adequacbes. A
opcao por investiga-las por meio de uma sequéncia didatica que privilegiasse aspectos
relativos a validacéo de propriedades geométricas se deu por dois motivos. O primeiro,
por acreditar que a geometria as vezes ocupa sim, um lugar de menor destaque nas aulas
de matematica e que apesar disso constitui um campo fértil para a realizacdo
experimentacdes e validagdes. O segundo, por considerar que nesse processo ocorre o
reinvestimento de conceitos matematicos ja vistos anteriormente, 0 que nos
possibilitaria investigar como alunos mobilizam tais conhecimentos e como fazem uso
deles para realizar a atividade proposta.

Diante disso, realizei leituras sobre o ensino da geometria, sobre os modos de
validacdo de propriedades, de trabalhos cuja proposta se aproximasse daquela que
pretendiamos implementar dentre outras. Em meio a este processo, longe de ser linear, e
as discussdes, seja com o orientador, nas disciplinas ou no grupo pesquisa, delineamos
nossa questdo de pesquisa: como alunos do 8° ano do ensino fundamental elaboram
conjecturas e provas de propriedades envolvendo angulos de poligonos?

Dos estudos preliminares, em especial, dos trabalhos de Mello (1999), Piccelli
(2010), Aguilar (2012) e Oliveira (2009), das orientacdes curriculares e da Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD), de Brousseau (1996; 2008), elaboramos uma sequéncia
didatica com a intencdo de analisar aspectos relativos a validagcdo de propriedades de
angulos de poligonos. Além destes referenciais, consideramos a elaboracdo de
conjecturas na perspectiva de Ponte (2003) e o modelo de Tipologia de Provas de
Balacheff (1988) referente aos tipos de provas que os alunos poderiam apresentar.

Com a intengédo de nos aproximarmos de nosso objeto de estudo, a produgéo de
conjecturas e provas de angulos de poligonos, no capitulo 1 discutimos aspectos
relacionados a geometria dedutiva, como também ao ensino deste conteldo.
Apresentamos ainda, considerag0es acerca de pesquisas que tangenciam o trabalho que
desenvolvemos e finalizamos o capitulo apresentando nossos objetivos: geral e
especificos.

No capitulo 2 estdo descritos os principais elementos tedricos por nds

assumidos em relacdo a TSD e a elaborag&o de conjecturas e de provas de propriedades.
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No capitulo 3, dialogamos com os documentos oficiais e com o livro didatico
adotado pela escola sobre questdes relativas a argumentacdo, elaboracdo de conjecturas
e de provas, com a intencdo de observar o que nos dizem sobre estes elementos. No caso
especifico dos livros didaticos, procuramos descrever como tratam o tema angulos de
poligonos e os tipos de prova que apresentam.

Aspectos relativos aos encaminhamentos metodolégicos sdo encontrados no
capitulo 4, em que descrevemos a Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1988), metodologia
da qual fizemos uso, o contexto e os participantes da pesquisa.

No capitulo 5 o leitor encontrara a analise a priori, na qual descrevemos 0s
objetivos das sessOes e atividades, estratégias de resolucdo, possiveis comportamentos e
produgdes dos alunos, questionamentos a serem feitos, dentre outras coisas. Estas sdo
seguidas de um resumo sobre como ocorreram as experimentacdes, analises a posteriori
e consideracdes sobre cada uma das sessdes em especifico.

E, por fim, as consideracdes e conclusbes com base nas analises que fizemos

em relacdo ao nosso objeto de estudo.
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1. ASPECTOS INICIAIS DA PESQUISA

Neste capitulo vamos realizar discussdes referentes a aspectos da geometria
dedutiva, assim como considerac6es sobre o Ensino da Geometria pensando em sua
abordagem em sala de aula. Procuramos envolver elementos como, por exemplo, a
pouca valorizacdo deste conteldo e a abordagem de provas de propriedades de um
modo geral. Além disso, discutimos a complexidade das nogdes de angulo e poligono.

Apresentamos também consideracdes advindas de pesquisas préximas ao nosso
objeto de estudo, bem como os objetivos da pesquisa por nés definidos. Trata-se de uma
tentativa de retratar a composicdo dos primeiros movimentos da pesquisa e algumas de

suas idas e vindas.

1.1 Aspectos da geometria dedutiva

As primeiras consideracdes referentes a geometria sdo, certamente, bastante
antigas. As primeiras nogdes geométricas surgiram a partir de diversas circunstancias
cotidianas, como por exemplo, a necessidade de demarcacao de terras, a observacao do
contorno do Sol, do movimento descrito ao arremessar uma pedra para o alto, dentre
muitos outros (EVES, 1992).

Com o passar do tempo, por meio de observacdes de tamanhos, formas, dentre
outros, foram realizadas generalizacdes e além dos problemas geométricos concretos
considerados isolados, passaram a serem tratados também, os problemas ordenados em
conjuntos. Estes poderiam ser resolvidos a partir de um mesmo procedimento geral.
Assim, “a geometria transformou-se num conjunto de receitas praticas e resultados de
laboratério, alguns concretos e alguns apenas aproximados, referentes a areas, volumes
e relagdes entre as varias figuras sugeridas por objetos fisicos.” (EVES, 1992, p. 3).

Mais tarde, defendendo a ideia de que as conclusdes geométricas deveriam ser
obtidas por meio de raciocinios dedutivos e de que as verdades concluidas a partir de
experimentacdes em laboratorio deveriam ser abandonadas, os gregos deram inicio ao
gue se pode chamar de geometria demonstrativa. Dentre 0os matematicos da época por
volta dos anos 600 a.C., destacam-se Tales de Mileto e Pitagoras de Samos. O primeiro
é considerado precursor da organizacdo dedutiva da geometria. O segundo, juntamente
com sua irmandade secreta, forneceu contribuicbes para a algebra geometrica e
exploraram consideravelmente os aspectos dedutivos da geometria. (EVES, 1992).
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Posteriormente por volta de 300 a.C Euclides, outro grande matematico grego
cujo trabalho teve e tem grande repercussdao no mundo, em especifico, no ensino de
geometria. Sua obra mais famosa é constituida de 13 volumes, quase 500 proposicoes é
intitulada “Os Elementos”. Tomando como base cinco postulados e cinco axiomas,
Euclides apresenta dedutivamente toda teoria, organizando producdes de trés séculos
anteriores.

Outras civilizagbes e outros matematicos também contribuiram para o
desenvolvimento da geometria dedutiva do modo como hoje se constitui. Entretanto,
fazendo um primeiro resgate da nossa problematica, gostariamos de propor o seguinte
questionamento: como, a geometria dedutiva poderia ser introduzida em sala de aula no
Ensino Fundamental?

Em relacdo a isso, Segadas e Teixeira (1990) fazem uma anélise acerca do
desenvolvimento do raciocinio dedutivo em geometria explicitando aspectos antes,
durante e depois do Movimento da Mateméatica Moderna. Segundo os autores, antes
desse Movimento as demonstracdes, neste trabalho entendidas como um tipo prova?,
ocupavam um lugar de destaque e o raciocinio dedutivo ja era explorado na antiga 3% e
42 séries (ginasial) na algebra, mas principalmente, na geometria. Desta forma, o curso
iniciava por meio da apresentacdo de alguns conceitos tais como, proposicao, postulado,
teorema, hipétese e tese, bem como os conceitos de ponto, reta, plano, dentre outros.

Assim,

Toda a seqiiéncia era apresentada de forma tal, que na demonstracdo de um
teorema se pretendia somente recorrer a axiomas ja apresentados ou a
teoremas ja demonstrados. Para facilitar a referenda aos teoremas no
desenvolvimento das demonstragdes, usava-se por vezes enumera-los.
(SEGADAS; TEIXEIRA, 1990, p. 2).

Na década de 1960, esse enfoque as demonstracdes também era evidenciado
nos exercicios propostos pelos livros didaticos, que de modo geral, realizavam muitas
demonstragcdes e propunham, ao final de cada capitulo, exercicios do tipo "provar 0s
teoremas”. Nessa abordagem, tinha-se a intencdo de colocar o aluno diante do modelo
de construcdo da geometria proposto por Euclides, com a ideia de construgédo
axiomatica a partir de conceitos primitivos, postulados e axiomas (IMENES, 1987).

Durante 0 Movimento da Matematica Moderna, mudancas radicais ocorreram

em relagéo, especificamente, ao ensino da geometria, dada a influéncia do formalismo e,

2 \/er sessdo 3.4
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nesse sentido, os contetldos geométricos passam a ser abordados por meio de espagos
vetoriais e transformacdes. Tinha-se uma preocupacdo com precisdo e coeréncia dos
simbolos, representacdes e com o rigor das defini¢des. De acordo com Miorim (1998, p.
114) “em nenhum outro momento o ensino da Matematica foi tao discutido, divulgado e
comentado como naquele periodo. Os jornais noticiavam, os professores faziam cursos,
os livros didaticos multiplicavam-se, 0s pais assustavam-se e os alunos “aprendiam” a
Matematica Moderna”.

Ainda, procurava-se trabalhar uma geometria “intuitiva”, que traduzia-se nos
livros pela utilizacdo de teoremas como postulados, mediante os quais se resolvia
problemas e ndo havia preocupacgao em construir uma sistematizagéo a partir de nogoes
primitivas. Entdo, muitos professores ficaram perdidos em meio as controvérsias sobre a
relacdo entre a algebra linear e a geometria. A proposta de ensinar esta Ultima sob
enfoque das transformacgdes ndo era assunto de dominio da grande maioria dos
professores, que passaram a deixar a geometria para segundo plano (PAVANELLO,
1993).

Segundo Imenes (1987), ao mesmo tempo em que a geometria recebia diversas
modificacdes, ocorria 0 abrandamento em relacdo as demonstragdes, a exigéncia de se

demonstrar teoremas.

Né&o se pode afirmar que este abrandamento fizesse parte das novas propostas
trazidas pela Matemética Moderna. Talvez ele tenha sido uma resposta a
inadequacéo do tratamento que antes se dava a geometria: no momento das
mudangas aproveitou-se para por de lado uma abordagem n4o apropriada. E
dificil saber até onde esta atitude foi consciente. O fato é que este
abrandamento na exigéncia de se demonstrar 0s teoremas teve aspectos
positivos e negativos. Um aspecto positivo esta na ruptura com o modelo
anterior (onde pretendia-se "demonstrar tudo"), que ja havia demonstrado sua
inadequacdo. Um aspecto negativo daquele abrandamento é que, com o
passar do tempo, passou-se ao extremo oposto: "demonstrar nada" (IMENES,
1987, p. 57).

Na década de 1970, comecam a surgir diversas criticas a esse Movimento, ja
que o efeito esperado néo estava sendo atingido. Algumas mudancas em relagéo a isso
podem ser observadas nos livros didaticos, os quais conservaram algumas
demonstracdes em seu conteudo, diferentemente dos exercicios propostos, nos quais
atividades para demonstrar ja ndo eram encontradas.

Na sala de aula, como dito, deixa-se de abordar e incentivar os alunos a

demonstrarem sob o pretexto da falta de tempo e de suas dificuldades de
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compreenderem as demonstracGes, devido a complexidade exigida para realizar tal
atividade.

Estes aspectos relativos ao abandono da geometria e das provas, junto de
outros como, por exemplo, a formacdo dos professores em geometria discutido na

préxima sesséo.

1.2. Considerac@es sobre 0 ensino da geometria

De acordo com Pavanello (2004), a partir da Matematica Moderna, a geometria
foi praticamente excluida do curriculo, passando a ser desenvolvida no ambito escolar
de modo muito mais formal. Felizmente, nos Ultimos anos, a quantidade de professores
e pesquisadores que tém dispensado uma maior atencdo a geometria e ao seu ensino tem
sido crescente. Mas, ainda é possivel observar algumas lacunas decorrentes de tal
exclusdo, como por exemplo, a constatacdo de dificuldades quanto a utilizacdo de
representacfes geométricas para a visualizagdo de conceitos matematicos em alunos de
cursos superiores desta area. (PAVANELLO, 2004).

Gazire (2000) em sua tese de doutorado apresenta um estudo acerca do (nao)
resgate da geometria, referindo-se a exclusdo de seu ensino, e aponta algumas causas
alusivas ao fato deste contetdo ainda ocupar um lugar a margem nas aulas de alguns
professores. De acordo com a autora, 0 analfabetismo, no sentido do ndo dominio dos
conteddos geomeétricos, por parte de muitos deles é explicito, na medida em que eles
préprios apresentam dificuldades devidas, principalmente a ma formacdo concernente
aos conteudos geométricos. Essa lacuna de formacdo se manifesta, sobretudo quando se
trata de definicbes complexas, como é o caso de angulo, de poligono, poliedro entre
outras e também com a producdo de organizacbes dedutivas basicas, como algumas
demonstraces diretas de proposicdes elementares.

Uma das explicacdes para essa dificuldade pode consistir na maneira pela qual
estes mesmos professores aprenderam geometria ao longo de sua vida escolar. Isso
porque muitos deles estudaram o referido conteldo apenas durante o curso de sua
formacdo inicial e, assim mesmo, sem muita énfase. Isso também fica evidente no
estudo de Pais e Freitas (1999), no qual os professores reconhecem as deficiéncias de
suas formacgdes com relacdo ao conteudo — geometria — como também, as suas formas
de apresentacdo didatica. Assim, “[...] ndo € de se estranhar que o uso de ideias

geométricas possa trazer algumas dificuldades para os professores e seja um dos
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obstaculos ao resgate da Geometria” (GAZIRE, 2000, p. 182). Trabalhos como o de
Ferreira, Soares e Lima (2009) e Almouloud e Mello (2000) sugerem que este cenario
ndo mudou em demasiado ao longo do tempo.

Ha, pois, quem ndo goste de ensinar os conteudos geométricos, dentre outros
motivos, pelas experiéncias tidas durante a formacdo (pouca énfase, foco em provas
muitas vezes sem sentido a primeira vista, geometria algebrizada, dentre outros). Outros
justificavam o “ndo trabalho” da geometria pela falta de tempo durante o ano escolar,
uma vez que a maioria dos livros reservava apenas o Ultimo capitulo a ela (embora isso
tenha mudado consideravelmente nos Gltimos anos).

Ademais, Gazire (2000) também constatou que os professores pesquisados
tendiam a reproduziras aulas do modo como aprenderam, recaindo em aulas nas quais
prevaleciam a imitacdo (dos professores que tiveram) sem criatividade. Essa
reproducdo, por sua vez, acarretava em uma geometria algebrizada com énfase no uso
de algoritmos para a resolucdo de atividades geométricas. E assim, o trabalho com a
algebra ganha preferéncia, pois o trabalho com a geometria tende a ser reduzido a
medicdes e aplicacdo de férmulas (GAZIRE, 2000).

Ainda hoje, apesar do ensino da geometria ter mais evidencia no cenario
educacional, ainda é negligenciado por muitos professores que optam por uma
abordagem na perspectiva pragmatica, recaindo no ensino de medidas e algebra. Barreto
(2005, p. 1) escreve que “um dos problemas mais comuns observados nas aulas de
Matematica é que os alunos sdo expostos a situacdes padrdo acarretando uma
aprendizagem de memorizacdo e mecanizada.”.

Imenes (1987, p. 57), aponta que de modo geral, “[...] 0s alunos sdo apenas
informados a respeito de certas propriedades das figuras. Nem descobrem tais
propriedades fazendo experiéncias, nem chegam a elas fazendo dedugdes.” Pesquisas
como as de Oliveira (2009), Mello (1999), entre outras, nos fazem acreditar que esse
panorama ndo tenha mudado tanto assim na maioria das escolas. Em seus trabalhos,
como veremos na sessdo 1.3, a elaboracgdo de conjecturas e a prova destas por meio de
um raciocinio dedutivo é um trabalho dificil de ser desenvolvido por que os alunos nao
estdo acostumados com este tipo de atividades. Entdo, apesar do destaque e das
orientagdes dos documentos oficiais direcionadas a um ensino que valorize a producéo
de conjecturas e o processo dedutivo em geometria, ainda € muito evidente a
algebrizacdo e tal como Imenes escreve, “informacdo” de formulas e propriedades.

Infelizmente, isso se manifesta em muitos alunos quando questionados acerca dos
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motivos pelos quais ndo gostam de Matematica, uma vez que muitos deles dizem néo
entender “por que” precisam repetir € repetir inimeras vezes 0 mesmo processo, as
mesmas formulas, os mesmos passos, enfim. Ou ainda, ndo compreendem de onde as

coisas surgem ou por que motivo sao validas. Para Imenes (1987),

Quando afirmo que simplesmente informamos os alunos a respeito destas
propriedades quero dizer que as idéias contidas naquelas proposicdes ndo
costumam ser construidas. Poderiamos construi-las realizando experimentos
simples com tesoura e papel para, depois, apresenta-las dedutivamente (como
mostraremos logo adiante). Entretanto, ndo se faz nem uma coisa nem outra.
Estas informagdes costumam ser apresentadas isoladamente, uma a uma, sem
que se estabeleca qualquer relagdo entre elas. S8o apresentadas sem
justificativas e como se fossem fatos independentes. (IMENES, 1987, p. 57).

Romper com essa forma de apresentacdo dos contelidos matematicos se torna
uma tarefa dificil para os professores. Para Almouloud e Mello (2000), o baixo
desempenho de alguns alunos em geometria, deve-se as escolhas didaticas feitas pelos
professores. De acordo com o0s autores, faz-se necessario preocupar-se com uma
formagdo inicial que valorize o trabalho com a demonstracéo no ensino basico afim de
que estas, quando trabalhadas, ndo sejam apenas informadas aos alunos. Acreditamos
que deste modo poder-se-ia diminuir as chances de se tornarem experiéncias negativas
em relacdo a geometria, tal como apontado por Gazire (2000).

Nessa perspectiva, o professor assume um papel muito importante, pois ele é o
responsavel por estimular a interacdo, a cooperacao entre os alunos, bem como mediar
as discussdes nas quais sdo confrontadas as ideias, convidando os alunos a formularem
argumentos e valida-los (BRASIL, 1997).

Com relacdo a formacdo dos professores, Almouloud e Mello (2000)
sublinham que boa parte daqueles atuantes nas escolas, recebeu uma formagéao precéria
em relacdo a geometria, devido, dentre outras coisas, a influéncia do movimento da
Matematica Moderna nas décadas de 60 e 70. Sobre isso, os Pardmetros Nacionais

Curriculares (PCNs) sublinham que:

O ensino passou a ter preocupacdes excessivas com abstracBes internas a
prépria Matematica, mais voltadas a teoria do que a préatica. A linguagem da
teoria dos conjuntos, por exemplo, foi introduzida com tal énfase que a
aprendizagem de simbolos e de uma terminologia intermindvel comprometia
0 ensino do célculo, da geometria e das medidas. (BRASIL, 1997, pg. 20)

Diante desse quadro, D’ambrosio (2009, p.59) escreve que como consequéncia

do fracasso do Movimento da Matematica Moderna ocorreu o surgimento de outro
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modo de conduzir as aulas, com mais participacdo dos alunos e menos énfase em

contas. Mesmo assim,

[...] a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matematica e, muitas
vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que pese seu
abandono, ela desempenha um papel fundamental no curriculo, na medida em
que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento particular para
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o0 mundo em que
vive. [...] Além disso, € um campo fértil de situagdes-problema que favorece
0 desenvolvimento da capacidade para argumentar e construir
demonstracdes. (BRASIL, 1998, p.122)

Diante de tudo isso, observamos que estes documentos também destacam a
importancia das atividades de geometria as quais sdo favoraveis para que o professor
possa fazer com que os alunos percebam a “importancia e a necessidade da prova para
legitimar as hipoteses levantadas” (BRASIL, 1998, p.126). Neste sentido, vemos
também a necessidade de se explorar situaces nas quais os alunos possam vivenciar 0s
processos de investigar, argumentar, analisar, produzir conjecturas e validar suas
respostas, de modo que seja possivel estimular o pensamento matematico dedutivo. E,
aqui, “o realizado com a geometria, [...] pode favorecer a anélise de fatos e de relacGes,
0 estabelecimento de ligacdes entre eles e a deducéo, e a partir dai, de novos fatos e de

novas relagdes.” (PAVANELLO, 1993, p. 16).
1. 2. 1. Angulos e poligonos

As orientacGes curriculares sinalizam que nocdes sobre angulos devem ser
abordadas desde os primeiros anos de escolaridade. Neste nivel, os poligonos e suas
diferencas e semelhancas, por exemplo, podem ser identificados por meio de critérios
como numero de lados, nimero de angulos, dentre outros (BRASIL, 1997). Uma
definicdo mais elaborada serd trabalhada mais tarde nas series finais do Ensino
Fundamental. Contudo, muitos autores ndo explicitam que se trata da definicdo, e
geralmente se propdem a trabalhar com o conceito de angulo, “[...] mas o0 que vem em
seguida ndo ¢ um “trabalho” e sim uma frase, geralmente curta, seguida de observagdes
quanto a notacdo.” (VIANNA; CURY, 2001, p. 23).

O que se percebe é que ndo ha um consenso sobre a definicdo de angulo
propriamente dita. Para os gregos, “um angulo é uma deflex&o ou quebra em uma linha
reta”. Para Euclides, “um angulo plano ¢ a inclinagdo reciproca de duas retas que num

plano t€ém um extremo comum e nao estdo em prolongamento”. No ano de 1893, H.
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Schotten resumiu as defini¢bes de angulo em trés tipos: “a diferenca de dire¢do entre
duas linhas retas; a medida da rotacdo necessaria para trazer um lado de sua posi¢éo
original para a posi¢do do outro, permanecendo entrementes no plano do angulo; a
porcdo do plano contida entre as duas retas que definem o angulo” (SHEREVES, 1992,
p. 31).

A complexidade em torno da definicdo de angulo também € evidenciada no
estudo de Vianna e Cury (2001), no qual analisaram livros didaticos e identificaram trés
tipos de definigdes: aquelas que recorrem as semirretas, aquelas que recorrem a regido
do plano e aquelas que ndo se enquadram em nenhum destes dois casos. Os autores
escrevem que essas definicdes nem sempre abrangem todos os tipos de angulos. Esta,
por exemplo, ndo aceita angulos nulo e raso: “considere trés pontos ndo colineares: A, O
e B. Angulo geométrico AOB é a figura formada pelas semirretas OA e OB
(BONGIOVANNI et al., 1990, p. 212, 5a série apud VIANA; CURY, 2001).

Neste trabalho adotamos a seguinte defini¢do de angulo:

Duas semirretas de mesma origem dividem o plano que as contém em duas

regides. Cada uma dessas regides chama-se angulo.

0 um dngulo

Figural - Representacdo de um angulo.

As semirretas OA e OB sdo chamadas de lados do angulo e fazem parte dele. A
origem comum, o ponto O, chama- se vértice do angulo. Se os lados do angulo forem
duas semirretas opostas, tém-se um angulo de meia volta ou angulo raso. Se os lados do
angulo forem semirretas que coincidem, forma-se o angulo nulo ou o angulo de uma
volta.

Existem diversas formas de se representar um angulo. Considerando a figura 2,
0 angulo dado pode ser identificado como CAB ou BAC. Ao fazer uso desta notagao, a
letra indicativa do vértice deve sempre estar entre as outras duas que representam

pontos nas semirretas que formam o angulo. Neste caso, também seria possivel utilizar a
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notacdo A (pois A é o vértice do angulo). Outra forma pela qual se pode representa-los é

por meio de letras gregas, como na figura 3.

A C
0 | o
B o
0 D
Figura 2 - Representagdo do angulo AOB = BOA Figura 3 - Representagdo do angulo o

Os angulos podem ser medidos por meio do transferidor e sua unidade de
medida é o grau, de origem babilénica. Os babil6nios, civilizagdo que se desenvolveu
em torno da cidade da Babilonia no primeiro milénio a.C., absorveram grande parte da
matematica egipcia e a ela acrescentaram conquistas outras. Dentre elas, o
desenvolvimento da algebra elementar e de um sistema préprio de numeracdo de base
sexagesimal. Nas palavras de Barbosa (1999, p. 33) para cles “[...] foi muito natural
dividir o circulo em 360 partes (grau), e cada uma dessas partes em 60 partes (minuto),
e repetir o processo para estas subpartes. Assim, o grau € uma invenc¢do dos Babilénicos
[..]".

Diniz e Smole (2008) também sinalizam que o conceito de angulo nédo €
simples e pode levar um longo tempo para ser compreendido. Segundo as autoras,
primeiro os alunos percebem o angulo de modo holistico, depois conseguem perceber,
por exemplo,quais sdo maiores e menores do que 90°, bem como identificar algumas
propriedades. Entretanto, se o objetivo do ensino for a construcdo de nocgdes, essas
propriedades ndo devem ser trabalhadas como regras prontas, mas sim, acompanhadas
de trabalhos com angulos e poligonos (DINIZ; SMOLE, 2008).

Com relagdo aos poligonos, tém-se:

Dada uma poligonal, figura formada por uma sequéncia de pontos Az, Ag,...,

A, e pelos segmentos A1Az AxAs, AzAy,..., AniAn €M que 0S pontos sdo seu vertice e
0s segmentos seus lados, um poligono € regido do plano delimitada por uma poligonal
em que sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

a. A= Ay,
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b. Os lados da poligonal pertencem ao poligono,se interceptando somente em suas
extremidades e,

c. Dois lados com mesma extremidade ndo pertencem a uma mesma reta.

d. Um poligono de vértices Az, Ay, ..., Ans1 = Ag, € representado por AjA2 A3, ... Ap e
tera n lados, n vértices e n angulos. (adaptada de BARBOSA, 1999, p. 29-30). Como

exemplo, temos:

Figura 4 - Poligono ABCDE Figura 5 - Poligono FGHIJ

O poligono ABCDE, por exemplo, é composto por cinco lados, cinco vértices

(A, B, C, D e E), como também por cinco angulos: EAB, ABC, BCD, CDE e DEA.

1.3. Pesquisas proximas ao objeto de estudo

Com a intencdo de identificar trabalhos existentes com relacdo a elaboragédo de
conjecturas e a prova de propriedades geométricas, de maneira que estes pudessem
fundamentar nossos primeiros movimentos no percurso desta pesquisa, realizamos uma
busca em diversas fontes. Dentre elas, os anais das Ultimas edicdes do EBRAPEM
(Encontro Nacional De Estudantes De P6s-Graduacdo Em Educacdo Matematica) e do
SIPEM (Seminério Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica). ldentificamos
alguns trabalhos que envolviam elaboragdo de conjecturas, provas e percebemos que a
maioria deles atrelavam o tema ao uso de softwares, como pode-se observar em Lima
(2013), Silva (2014), Guerato (2014). Outros direcionaram seus estudos a professores e
a licenciados, como Santos (2013) e Amorin e Pietropaolo (2011), respectivamente.

Olhamos também o banco de teses e dissertacdes da CAPES e o banco de teses
e dissertacbes de Universidades. Foram encontradas diversas pesquisas proximas,
contudo, as que ndo contemplaram a geometria foram descartadas. Em um segundo

processo de filtragem, foram selecionadas aquelas cujas atividades realizadas se
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aproximaram daquelas que pretendiamos implementar. Desta forma, direcionamos
nosso olhar para os trabalhos de Mello (1999), Piccelli (2010) e Aguilar Janior (2012),
Oliveira (2009).

Mello (1999) tinha o objetivo de elaborar uma sequéncia didatica com alunos
de oitava série do Ensino Fundamental, considerando a demonstracdo. Assim,
desenvolveu 8 sessdes com 14 alunos de uma escola pertencente a rede particular de
ensino, que ja haviam estudado geometria plana e desenho geométrico. A autora
abordou alguns elementos da geometria iniciando pelos conceitos primitivos de tal
conteddo. Em suas consideracdes ela salienta que os resultados que obteve “determinam
a possibilidade de desenvolver a introducdo da técnica da demonstragdo a alunos da
oitava série do Ensino Fundamental.” (MELLO, 1999, p. 171).

Em seus estudos preliminares a autora constatou que existe certo preconceito
por parte dos professores em relacdo a demonstracdo, reforcado pela auséncia em livros
didaticos, assim como discutimos na sessdo anterior com base nos olhares de Gazire
(2000), Pavanello (2004) e outros. Mello (1999) destaca ainda que os alunos com 0s
quais trabalhou ja haviam tido contato com o contetdo abordado e, diferentemente de
nossa proposta, focou em especifico nas demonstracdes e sua aprendizagem. Apesar
disso, trata-se de uma pesquisa que colabora com nossos pressupostos acerca da
possibilidade de se desenvolver um trabalho referente a validacdo e prova de
propriedades matematicas.

A pesquisa de Aguilar Janior (2012) teve o intuito de entender como se da a
compreensdo e a aceitacdo dos professores quanto as argumentagcdes e provas
apresentadas pelos alunos, bem como verificar se existe a preocupagdo por parte dos
docentes do Ensino Basico em elaborar atividades e aulas que explorem e fomentem a
habilidade de argumentar e provar em Matematica. Em uma das etapas de sua pesquisa,
elaborou questdes aplicadas a 124 alunos do 8° e 9°ano, de duas escolas municipais e
uma escola federal. As atividades exigiam a construcdo de argumentos que
comprovassem a validade das afirmacfes matematicas e eram relativas a aritmética de
nameros inteiros, sequéncias numéricas e identificacdo de padrdes geométrico e
numérico e geometria plana. O autor constatou que a maioria das provas apresentadas

pelos alunos foi classificada como empirismo ingénuo’e que os professores investigados

% \Ver sessdo 2.4
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manifestam pouca preocupac¢do quanto ao planejamento de atividades de construcgdo e
argumentos que favorecam a evolucédo dos tipos de prova.

Aguilar Junior (2012) aponta que de maneira geral, 0 ensino da prova néo faz
parte da pratica pedagdgica dos professores da escola basica. Segundo o autor, existem
diferentes visdes acerca da prova, a saber, prova como instrumento de comunicagdo de
saberes matematicos; prova como validacdo de um resultado matematico; prova como
argumentacdo encadeada; prova como instrumento de avaliacdo. Isso também foi
discutido no estudo de Pais e Freitas (1999), no qual eles mostram que alguns
professores acreditavam que para se demonstrar determinada propriedade bastava, por
exemplo, mostrar sua validade através de experimentagdes praticas. De alguma maneira,
estes aspectos podem ser resquicios da desvalorizagdo da geometria e das
demonstracdes sob influéncia do Movimento da Matematica Moderna. Isso por que
como discutimos, a maioria destes professores teve uma formacgdo carente tanto em
relagdo a geometria como também, as demonstracfes que muitas vezes sdo abordadas
de uma maneira que parece ndo fazer sentido (GAZIRE, 2000).

Evidenciamos também a pesquisa realizada por Piccelli (2010) cujo objetivo
foi investigar a elaboracdo e a validacdo de conjecturas em Geometria plana por alunos
do primeiro ano do Ensino Médio. O autor utilizou o software Cabri-Géométre e pontua
que apesar do software ter sido uma importante ferramenta para a validacdo das
conjecturas relacionadas a geometria, a maioria dos alunos que conseguiu provar 0s
teoremas pretendidos, também permaneceu no tipo de prova mais baixo, de acordo com
a classificacdo de Balacheff, o empirismo ingénuo. Para alcancar niveis mais elevados,
0 autor destaca que é preciso proporcionar mais tempo durante as aulas a este tema, bem
como propor atividades que permitam explorar validacdes. Em seu trabalho, as sessdes
ocorreram no espaco e tempo normais de uma aula, ou seja, em 50 min. Em virtude de
Nossos encontros serem no contra turno escolar, pudemos trabalhar com os alunos, em
média duas horas para cada encontro.

Piccelli reitera a importancia de incentivar os alunos a demonstrarem teoremas,
“pois pode fazer com que os alunos saiam da posicao de espectador e passem a posi¢cdo
de pensadores, tornando-se sujeitos ativos na aquisi¢cdo do conhecimento” (PICCELLI,
2010, p. 18).

O trabalho desenvolvido por Oliveira (2009), no qual a autora realizou um
estudo com 8 alunos do 8° ano em relacdo as construgdes geometricas no qual tinha o

objetivo de analisar a evolugdo das argumentacdes que apareciam nas VvalidagOes
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realizadas. No inicio de seu trabalho, a autora discute 0 Movimento da Matematica
Moderna olhando, por exemplo, mudangas ocorridas no curriculo em relacdo as
construgcdes geométricas.

Oliveira (2009) constatou que os alunos preferiam as provas situadas no
empirismo ingénuo. Além disso, os alunos recebiam bem as atividades que exigiam
algum tipo de argumentacdo, continuando a realiza-las mesmo apés o término da aula.
Seu trabalho soma-se a outros ao sugerir que um trabalho com provas em sala de aula
demanda tempo, em especial, para o desenvolvimento de uma linguagem adequada.

Destas pesquisas, 0 que se evidencia € que o nivel de prova apresentado pelos
alunos com maior incidéncia foi a do tipo empirismo ingénuo, que de acordo com
Oliveira (2009) é onde se sentem mais seguros. Isso ndo significa que outros tipos de
prova ndo possam surgir, pois 0s estudos sinalizam que é possivel desenvolver um
trabalho que exija dos alunos validacBes. Acredita-se que com um trabalho de longo
prazo é possivel a realizacdo de provas pertencentes ao nivel intelectual.

Estes trabalhos nos dizem ainda que, de maneira geral, os alunos ndo estdo
acostumados com este tipo de atividade, o que nos leva a pensar que a elaboracédo de
conjecturas e provas de propriedades nem sempre sdo trabalhadas na sala de aula. E isso
pode estar ocorrendo por diferentes motivos que extrapolam o desejo especifico do
professor, como por exemplo, sua formacao e sua relagdo com conjecturas e provas.

Outra questdo a ser destacada € que estes trabalhos, embora tenham sido
realizados com turmas de 8°/9° ano e envolvam, em maior ou menor grau a elaboracao
de conjecturas, estdo mais direcionados para o0s tipos de prova, ou seja, para 0s modos
de validacdo apresentados pelos alunos. Consideram, também, a evolucdo dos tipos de
prova. Em nosso trabalho, procuraremos olhar com mais cuidado para a producdo das
conjecturas elaboradas e para as provas utilizadas para valida-las.

Pensando e levando em consideracdo todas essas discussdes, apresentamos

nossos objetivos, especificos e geral:

1.4. Objetivos da pesquisa

1.4.1. Objetivo geral

Analisar a producdo de conjecturas e provas de propriedades, envolvendo

angulos de poligonos, de alunos do 8° ano do ensino fundamental.
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1.4.2. Objetivos especificos

Identificar e analisar argumentos produzidos por alunos durante a formulacéo e a
validacdo de conjecturas;
Identificar, analisar e classificar estratégias utilizadas pelos alunos;

Investigar dificuldades e superacfes apresentadas pelos alunos no decorrer da

aplicacdo de uma sequéncia de atividades.
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2. REFERENCIAL TEORICO

Tendo em vista nossos objetivos, para a elaboracdo da sequéncia didatica, nos
apoiamos fundamentalmente na Teoria das Situacdes Didaticas — TSD de Brousseau
(1986), sobre a qual discorremos neste capitulo. De acordo com Freitas (2012, p. 77), a
TSD “trata as formas de apresentagdo, a alunos, do contetido matematico, possibilitando
melhor aprender o fendmeno da aprendizagem Matematica”. Na sessdo teoria das
situacOes didaticas, discutimos as ideias de devolucéo e de situacdo adidatica, principais
no¢Oes da TSD por nos consideradas. Na sessdo Investigacdo, argumentacéo e prova,
tentamos relacionar estes trés elementos, evidenciando a que estamos nos referindo
quando falamos em investigacdo. Sobre as conjecturas, ressaltamos seu carater
provisorio e nesse sentido a importancia da prové-las. E, por ultimo, apresentamos as
provas como modos de validacdo de propriedades discutindo possibilidades, bem como

uma tipologia de provas, com base no modelo tedrico de Balacheff.

2.1. Teoria Das Situacdes Didaticas (TSD)

A TSD é um referencial tedrico que privilegia tanto o trabalho do aluno quanto
o do professor, sendo este o principal responsavel pela organizacdo do meio, onde
deverdo ocorrer diversas situacfes didaticas e as interacBes entre o sujeito e os demais
elementos que o compdem. Nesse sentido, é antagdnico, ou seja, nele ocorrem situacoes
de desequilibrio e desestabilizacdo, para as quais, 0 sujeito precisa adaptar-se. Assim, o
aluno ird aprender por meio da adaptagdo ao meio, e “este saber, fruto da adaptacao do
aluno, manifesta-se através de respostas novas, que sdo a prova da aprendizagem”
(BROUSSEAU, 1996, p. 48).

Reiteramos a importancia do professor, pois no contexto da sala de aula e das
diversas relagdes que se estabelecem entre os alunos e demais componentes do meio no
qual estdo inseridos, ele € o responsavel por coordenar todo o processo. Noutras
palavras, é ele quem deve planejar-se de maneira a proporcionar aos alunos a
oportunidade de vivenciar o processo de investigacdo e descoberta dos conceitos e
conteldos matematicos. Para Brousseau (1996, p. 38), o professor deve simular uma
“micro sociedade cientifica” na qual os conhecimentos sejam meios para se colocar
boas questBes e debaté-las, a linguagem um meio para o dominio das situacdes de
formulacéo e que demonstracdes sejam provas. Além disso,
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As concepcdes atuais do ensino exigirdo do professor que provoque no aluno
— por meio da selegdo dos “problemas” que propde — as adaptacles
desejadas. Tais problemas, escolhidos de modo que o estudante os possa
aceitar, devem fazer, pela prépria dindmica, com que o aluno atue, fale,
reflita e evolua. (BROUSSEAU, 2008, p.34).

Uma possibilidade de isso ocorrer evidencia-se quando o proprio aluno aceita a
proposta do professor, que passa a ser sua, assumindo a responsabilidade da situacéo de
aprendizagem considerada e a real intencéo de resolver as atividades propostas. Quando
Isso acontece, dizemos que ocorreu a devolugdo, que de acordo com Brousseau (2008,
p. 91) “[...] € o ato pelo qual o professor faz com que o aluno aceite a responsabilidade
de uma situacdo de aprendizagem (adidatica) ou de um problema e assume ele mesmo
as consequéncias dessa transferéncia”.

Uma vez ocorrida a devolucdo pode-se dizer que, a partir desse momento 0s
alunos encontram-se em situacbes adidaticas as quais sdo caracterizadas pelo
envolvimento deles, por meio do préprio esforgo, no processo de resolucdo da situacao-
problema proposta. Assim, quando os alunos se apropriam da situacdo (devolucéo),
responsabilizando-se pela aprendizagem, estd-se diante de uma situagdo adidatica
(FREITAS, 2012). Neste caminhar,

Do momento em que o aluno aceita o problema como seu até aquele em que
produz a resposta, o professor se recusa a intervir como fornecedor dos
conhecimentos que quer ver surgir. O aluno sabe que o problema foi
escolhido para fazer com que ele adquira um conhecimento novo, mas
precisa saber, também, que esse conhecimento é inteiramente justificado pela
I6gica interna da situacdo e que pode prescindir das razBes didaticas para
construi-lo. N&o sé pode como deve, pois ndo terd adquirido, de fato, esse
saber até que o consiga usar fora do contexto de ensino e sem nenhuma
indicacdo intencional. Tal situacdo denomina-se adidatica. (BROUSSEAU,
2008, p.34-35).

Dentre as situaces adidaticas, temos as situacOes adidaticas de acdo,
formulacdo e validagdo. Elas ndo necessariamente obedecem a uma ordem estabelecida
podendo ocorrer de forma quase que simultanea, sendo laborioso tentar identifica-las ou
separa-las. Entretanto, para fins de andlise, caracterizamos tais situagcbes em seguida.

Na situacdo adidatica de agdo, o aluno age de modo mais experimental,
realizando determinadas a¢Ges mais imediatas, geralmente sem a preocupagdo com
justificativas ou explicagdes para as respostas que apresenta. Quando o aluno comega a
identificar certas regularidades e comunicar a elaboracdo de esquemas ou modelos, fica
caracterizada a situacdo adidatica de formulacdo. Nas palavras de Brousseau, “a

formulacdo de um conhecimento corresponderia a uma capacidade do sujeito de retomé-
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lo (reconhecé-lo, identifica-lo, decomp6-lo e reconstrui-lo [...])” (2008, p. 29). Nesta
etapa, ja ha a pretenséo de justificacdo das acbes por meio de uma referéncia tedrica.

Durante a situacdo adidatica de validacdo, o aluno utiliza mecanismos de prova
para convencer o0 outro e é capaz de validar a resposta apresentada.

Pontuamos também as situacdes de institucionalizacdo. Elas devem estabelecer
a objetividade, de modo a conferir um “status” de validade aos contetidos matematicos
que surgiram nas fases anteriores. A responsabilidade de institucionalizar cabe ao
professor e por isso, ndo se trata mais de uma situacdo adidatica, mas sim, de uma
situacdo didatica, pois neste momento ele passa a ser o protagonista.

Isto posto, compartilhamos ndo somente do escrito de Brousseau, quando
afirma que “o ensino que propomos pretende fazer com que o aluno faga a si mesmo
perguntas que sdo de dominio do professor — tdo importante quanto as respostas - e,
dentro do possivel, que os conhecimentos facam sentido.” (2008, p. 92), mas também,
da mais sincera intengdo de torna-lo possivel.

Procuramos elaborar uma sequéncia didatica com atividades visando favorecer
o trabalho do aluno, de maneira que a devolucdo e as situacdes adidaticas fossem o0s
principais elementos a serem levados em consideracao. Isso porque é de nossa intencao
fazer com que os alunos se envolvam com as atividades de modo que seja possivel
analisar a producdo de conjecturas e provas de propriedades de angulos de poligonos,
por meio do trabalho desenvolvido por eles mesmos (adidatico) durante o processo de

ensino e aprendizagem.

2.2. Investigacdo, argumentacdo e prova

Quando falamos em investigacdo, referimo-nos a investigacao realizada pelo
aluno no processo de descoberta das propriedades matematicas. Nesse sentido,
concordamos com Rocha e Ponte (2006, p.31), quando afirmam que o processo de
investigacdo abarca a formulacdo de novas questOes, elaboracdo de conjecturas,
realizacdo de testes para valida-las ou refutd-las, levantar novas questbes para
investigar, dentre outros. Trata-se da investigagdo relacionada a validade, teste,
experimentacdo de hipoteses. Outra definicdo com a qual concordamos é aquela
apresentada por Oliveira, Segurado e Ponte (1996), que caracterizam uma atividade

investigativa quando “¢ dada énfase a processos matematicos tais como procurar
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regularidades, formular, testar, justificar e provar conjecturas, reflectir e generalizar”
(p-2).

Segundo os autores supracitados, as investigacdes matematicas realizadas pelos
alunos podem contribuir, por exemplo, no tocante a aprendizagem de novos conceitos,
ideias e procedimentos, na comunicacao e trabalho em grupo, na formagdo de novas
concepgdes e atitudes frente & mateméatica e na aprendizagem sobre as proprias
investigacdes. Assim, “investigar em Matematica assume caracteristicas muito proprias
conduzindo rapidamente a formulacdo de conjecturas que se procuram testar e provar,
se for o caso.” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 10).

Quando diante de atividades que favorecam a investigacdo, no sentido como
aqui estamos tratando, muitas séo as dificuldades dos alunos que ndo estdo acostumados
com tal abordagem. De acordo com Rocha e Ponte (2006) a maioria deles, quando estdo
acostumados com a realizacdo de exercicios, utiliza as mesmas estratégias quando se
trata de atividades investigativas, evidenciando uma viséo linear, na qual rapidamente
recolnem-se os dados. Estes por sua vez sdo organizados e entdo, formulam-se
conclusdes. Isso corrobora com o que escrevem Huete e Bravo (2006), apoiados em
Lopez Carretero (1988, p. 235), pois segundo estes autores, “se basearmos o ensino da
matematica como mera imitacdo de modelos, a utilidade que posteriormente se faca dela
sera limitada, mostrando-se eficazes (0s modelos) apenas em situacGes semelhantes as
de sua apreensdo.” Podemos dizer equivale ao que Barreto (2005) sugeriu ao criticar um
ensino por meio de situacdes padrdes. Neste caso, evidencia-se a importancia, por
exemplo, de o livro didatico explorar atividades outras, além daquelas tidas como
comuns.

Tem-se ainda, dificuldades em relacdo aos aspectos especificos da atividade
investigativa, tal como a demora da compreensdao da necessidade de justificar as
conjecturas. E, indo ao encontro disso, Almouloud e Mello (2000, p. 15) escrevem que,
diante de alunos que néo estdo familiarizados com atividades que exigem argumentagéo
e a apresentacéo de justificativas e provas de suas afirmacdes, o trabalho do pesquisador
que pretende desenvolver uma proposta neste sentido torna-se arduo. De acordo com 0s
autores, é preciso desenvolver um trabalho em longo prazo, iniciando desde os primeiro
anos da escolaridade. Isso também é destacado por trabalhos como Oliveira (2009) e
Aguilar Junior (2012). Este ultimo acrescenta que deveria haver uma “[...] constante

gradacdo dos niveis de argumentacdo, de maneira a conduzir o aluno a construir
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justificativas que possam ser aceitas como prova de resultados matematicos [...]” (p. 63-
64). Além disso,

“[...] é importante que o professor compreenda ¢ aceite diversos niveis de
argumentacdo que os alunos possam vir a apresentar para justificacdo de um
dado resultado, compreender os elementos cognitivos coerentes com a faixa
etaria do educando e os conhecimentos adquiridos até a presente fase escolar.
(AGUILAR JUNIOR, 2012, p. 21).”
Assim, desenvolver um trabalho que envolve provas de propriedades referentes
a angulos de poligonos ndo é uma tarefa tdo simples, sobretudo, quando os alunos néo
tém o costume de realizar este tipo de atividade. Oliveira (2009), por exemplo, infere
que no decorrer das sess@es as argumentacdes foram compondo as respostas dos alunos
de modo gradativo, fortalecendo a ideia de que a argumentacdo é um elemento que se
desenvolve ao longo do tempo, por meio de um trabalho orientado, com objetivos
precisos.
Deste modo, estamos de acordo com Boavida (2005, p. 01) quando escreve

que, durante as aulas de matematica, se faz necessario criar.

[...] condicBes favoraveis ao envolvimento dos alunos em experiéncias de
aprendizagem cujo foco é a explicacdo e a fundamentacdo de raciocinios, a
descoberta do porqué de determinados resultados ou situacbes e a
formulacéo, avaliagdo e prova de conjecturas [...]

E de nossa pretensio fazer com que os alunos entendam os motivos pelos quais
algumas propriedades geométricas, referentes a angulos de poligonos, sdo validas. Seja
isso por meio de atividades praticas ou um raciocinio dedutivo formal. Nesse sentido
concordamos que ao enfatizar a importdncia da geometria dedutiva, “trata-se de
apresentar, em momentos adequados, um pequeno numero de proposicdes que se
encadeiam logicamente, numa sequéncia de teoremas” (IMENES, 1987, p. 60).
Procuramos elaborar atividades que permitissem a exploracéo, investigacéo, formulacao
de conjecturas e eventualmente, a possibilidade de producgéo de provas, a fim de que os
alunos pudessem eles mesmos vivenciar 0 processo de “fazer matematica” seguindo
uma sequéncia plausivel da “génese” de proposicdes. Sobre isso, concordamos com
Boavida (et al., 2008, p. 85), quando escreve que conjecturas sao “[...] entendidas como
enunciados plausiveis, mas de validade provisoria”.

Assim, esperamos também fazer com que os alunos argumentem acerca da

validade de suas afirmacg0es, suscitando neles a importancia de se apresentar elementos
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de justificacdo e convencimento. Sabemos que esta tarefa ndo é simples e que varios
fatores influenciam no discurso argumentativo dos alunos, tais como a relacéo existente
entre estes e 0 pesquisador/professor e a cultura presente no contexto escolar, ou seja, se
é de costume dos alunos apresentarem justificativas ou ndo as afirmacdes por eles feitas,
se elas fazem parte das regras implicitas (ou explicitas) presentes no contrato didatico.
Entendemos que, quando o raciocinio dedutivo, o pensamento légico e as
justificativas, desde aquelas fundamentadas em experimentos até aquelas formais como
as provas, desaparecem do ensino da geometria (e da matematica em geral), o que se
observa é que a maioria dos alunos, dificilmente consegue estabelecer relagdes entre 0s
contetdos e sequer, resgata-los junto aos conceitos matematicos. Para Sales e Pais
(2010, p. 119), a demonstracdo deve ser a culminancia de um processo, de modo que

existem alguns procedimentos que a devem anteceder:

[...] procedimentos esses que sdo insuficientes em si mesmos para se
constituirem em um final de processo e, por essa razdo, possuem a
flexibilidade necessaria para conduzir & percep¢do da necessidade de um
procedimento mais completo, que é a demonstragdo. Esses procedimentos
pré-demonstrativos ao mesmo tempo que contribuem para o desenvolvimento
da habilidade de demonstrar também contribuem para convencer da
necessidade da demonstracéo.

Freitas e Pais (2009) escrevem que provas e demonstracdes sdo fundamentais
no tocante a valorizacdo da matematica como ciéncia logico-dedutiva. E destacam que,
apesar de, “[...] no plano escolar a construgdo dessa l6gica possa ser iniciada com
praticas argumentativas do cotidiano, a partir de certo nivel, devera haver rupturas.”

(FREITAS; PAIS, 2009, p. 156).

2.3. Sobre as conjecturas

Uma conjectura € uma proposicao que ainda ndo foi provada e nem refutada e
que pode ser verdadeira ou verdadeira apenas para alguns casos. Na organizagédo
dedutiva da matematica quando a conjectura € verdadeira apenas para alguns casos ela é
falsa, pois bastaria um contraexemplo para invalida-la. Por outro lado, quando se
consegue provar que ela é verdadeira ela também deixa de ser uma conjectura e, nesse
caso, passa a ser chamada de teorema.

Quanto a elaboragdo de conjecturas, “[...] € 0 processo de supor ou de perceber

se uma afirmagdo € verdadeira, 0 que induz a necessidade de investigar a sua
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veracidade” (MASON et al. 1982, p. 71 apud MAGALHAES E MARTINHO, 2014, p.
104). Esse processo pode ser ciclico e envolver varias fases: formular uma conjectura
acreditando que é verdadeira, verificar sua validade para os casos conhecidos e
exemplos, colocar em cheque sua veracidade na tentativa de encontrar um
contraexemplo, compreender a razao pela qual a conjectura é valida ou, se for o caso,
como pode ser alterada (idem, p. 104).

Em relagdo & matemaética escolar, uma conjectura pode ser formulada pelo
aluno de diversas maneiras, dentre elas, através da observacdo e/ou manipulacdo dos
dados com os quais se esta trabalhando. Nisso, inclui-se a busca por regularidades, a
experimentacdo, a formulacdo de questdes, enfim. Ponte, Brocardo e Oliveira (2003)
destacam que nem sempre o aluno explicita a conjectura em si, pois esse trabalho pode
ficar restrito ao seu pensamento. Algumas podem ser parcialmente verbalizadas, outras
podem ser explicitadas com o auxilio de gestos que contemplam aquilo que néo é dito.

E importante destacar que nem toda formulagio é verdadeira, o que evidencia o
carater provisorio das conjecturas, mas é comum os alunos terem-nas como conclusivas,
sem a necessidade de justificacdes ou ainda, aceitarem-nas ap0s terem testado sua
validade para alguns casos apenas (PONTE, 2003; 2006). Assim, é importante que o
professor trabalhe com seus alunos a relevancia de provéa-las, porque as conjecturas que
resistirem a varios testes ganhardo credibilidade e para que os alunos ndo as tomem
como verdadeiras, deve-se estimular a conferir-lhes uma validade matematica (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2003). Assim,

A introducdo da ideia da prova matematica pode ser feita gradativamente,
restringindo-se, numa fase inicial e com os alunos mais novos, a procura de
uma justificacdo aceitdvel que se baseie num raciocinio plausivel e nos
conhecimentos que os alunos possuem. A medida que os alunos Vv&o
interiorizando a necessidade de justificarem as suas afirmagdes e que as suas
ferramentas matematicas vdo sendo mais sofisticadas, vai se tornando mais
facil realizarem pequenas provas matematicas (idem, p. 38).

Para Arsac (1992), quando diante de uma conjectura o aluno utiliza,
espontaneamente, uma “logica natural” de validacdo, ou seja, certo nimero de regras
raramente explicitas, que variam de acordo com o tempo e objetos de referéncia, entdo,
0 que se quer € que ele passe a utilizar regras da “logica formal”.

Outra questdo em relacdo a justificacdo, é que as vezes, embora algumas

conjecturas paregam ser simples, formuladas até mesmo por alunos de niveis mais

elementares, escondem processos de prova complexos até mesmo para o professor.
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(PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003). Neste caso, se ele ndo analisou
anteriormente as provas possiveis, deve organizar-se rapidamente ou retomar num
momento posterior.

Das pesquisas que se aproximam da nossa, vimos que a maioria das provas
apresentadas pelos alunos foi do tipo empirismo ingénuo, ou seja, baseadas em alguns
exemplos. Para Magalhdes e Martinho (2014), uma possibilidade de superar esta
questdo e outras como a compreensdo da necessidade de justificacdo em relagéo ao
processo de provar propriedades, pode ser o trabalho com questdes que estimulem a
formulacéo e teste de conjecturas.

Essa perspectiva de trabalho exige do professor uma mudanga de postura que
difere daquela cujos contetdos sdo prontamente “dados” aos alunos. Estes precisam
experimentar, investigar, enfim, trabalhar, para que nesse processo ocorra a formulagédo
de questdes, conjecturas, teste, refinamento, dentre outros (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2003).

2.4. Provas como modos de validacdo de propriedades

Para Freitas (2011), uma das justificativas para o trabalho com validacGes em
sala de aula é a existéncia de inUmeras contradi¢cdes e incoeréncias no mundo real.
“Trata-se, portanto, de um campo de inestimavel valor formativo, onde é possivel
encontrar o prazer da certeza, da ndo contradicdo, do uso de uma linguagem precisa,
concisa e universal, enaltecida e cultivada durante séculos como honra do espirito
humano” (FREITAS, 2011, p. 2).

Aguilar Janior (2012) também aponta algumas das fungdes da prova em
matematica e, a partir de seus estudos, elencou que uma prova pode ter por finalidade
validar um resultado, sistematizar o processo de raciocinio dedutivo, descobrir e
comunicar conhecimentos matematicos e explicar ou elucidar um resultado obtido. Ja
para Arsac (1992) ha duas finalidades basicas de uma validacdo em matematica. A
primeira delas é o convencimento, ou seja, propor um argumento que nao possa Ser
colocado em duvida. Neste caso, responde-se ao questionamento “¢ verdade?”. A outra
¢ a compreensao, sendo que a pergunta a ser feita passa a ser “por que € verdade?”.

Nessa perspectiva, Balacheff (1988) apresenta o modelo teorico da Tipologia
de Provas, identificando quatro tipos de provas produzidas pelos alunos, apresentando

uma classificagdo hierarquica em dois niveis: pragmatico e intelectual. A partir disso o
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autor contempla desde validagcbes fundamentadas em alguns exemplos, até as
demonstragdes mais formais. Considerando o ano de escolaridade com o qual
trabalhamos (8° ano do Ensino Fundamental), bem como estudos prévios que sinalizam
dificuldades em relacdo ao trabalho com demonstracdes na sala de aula, acreditamos
que esse Modelo nos fornece uma possibilidade de olhar para as validagdes dos alunos,
independente do grau de generalidade que elas apresentem.

Assim, antes de apresentarmos 0s tipos de provas propostos por Balacheff,
julgamos oportuno esclarecer as ideias de validacao, explicacdo ou argumentacao, prova

e demonstracao, segundo essa perspectiva. No que concerne a validacdo, temos que:

[...] podemos dizer que um processo de validagdo se caracteriza,
principalmente, como uma atividade que tem como finalidade assegurar a
validade de uma dada proposicdo matematica, podendo ainda consistir na
producdo de uma explicacéo tedrica. (FREITAS, 2012, p. 98, grifo do autor).

Na tentativa de validar as afirmacdes realizadas, os alunos podem apresentar
um discurso de convencimento a um colega ou a um pequeno grupo no qual esta
inserido. A esse discurso, cujo locutor esta convencido de sua validade e tenta
convencer também outros colegas, mas que pode ser verdadeiro ou ndo, chamamos
explicacdo ou argumentacao.

Quando determinado grupo de pessoas (como em uma sala de aula, por
exemplo) e em um determinado momento compartilham a validade de uma proposicéo,
surge a nogdo de prova. Noutras palavras, as provas sdo explicagdes aceitas por um
grupo em um dado momento. Uma explicacdo pode ter o status de prova para certo
grupo, mas para outro, ndo (ARSAC, 1992). Sendo assim, “a prova tem valor relativo,
serve apenas para O grupo que a aceita, que sentiu-se convencido pelo argumento
(SALES, 1996, p. 36).”

Em se tratando da demonstracdo, sdo tipos de prova aceitos por determinada
comunidade cientifica, em nosso caso, pela comunidade de matematicos. As
demonstracdes sdo formais e obedecem a regras de desencadeamento fundamentadas
em proposigdes ja tidas como verdadeiras. Assim, segundo Balacheff, podemos dizer
entdo que demonstracdes sdo tipos particulares de prova e que estas sdo casos
particulares de argumentagdes.

Quanto as provas, Balacheff (1988) as classifica em dois niveis sendo o
primeiro deles referente as provas pragmaticas. Em relacdo a estas, sdo realizadas

apoiadas em alguns exemplos singulares, sem que haja elementos voltados a
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generalizacdo. Assim, sdo baseadas em manipulagdes e exemplos. Neste nivel, ha dois
tipos de prova, a saber, empirismo ingénuo e experimento crucial (BALACHEFF,
1988). As provas sdo classificadas como empirismo ingénuo quando a afirmacdo €
obtida com base em alguns casos particulares, como por exemplo, quando se conclui
que angulos opostos pelo vértice (OPV) tém mesma medida a partir da medicdo dos
angulos em dois ou trés casos diferentes.

O experimento crucial é caracterizado quando o aluno, por exemplo, ndo se
limita a verificacdo de casos particulares e para se convencer busca atestar a validade da
afirmacédo para algum outro mais especifico, ndo familiar. Esse nivel de prova ficaria
caracterizado se, ap0s a verificacdo para alguns casos, ha a necessidade de confirmar a
igualdade das medidas por meio de uma situagcdo em que um par de angulos OPV tenha
medidas préximas de 15°.

O segundo nivel estabelecido por Balacheff (1988) recebe o nome de provas
intelectuais, nas quais as conclusdes obtidas sdo fundamentadas em deducdes, pois neste
nivel ja aparece a generalizacdo. As provas que constituem esse nivel sdo dos tipos
exemplo genérico e experimento mental (BALACHEFF, 1988).

Com relacdo as provas do tipo exemplo geneérico, ele ocorre quando o aluno
escolhe um exemplo particular para representar todos os demais casos possiveis. Seria
este 0 caso se, por exemplo, dados dois segmentos concorrentes (AB e BC) de centro O
e 0s quatro angulos por eles formados (AOC, COB, BOD e DOA) fossem feitas
deducdes, utilizando alguma propriedade vélida para o caso geral, para chegar a
conclus&o de que as medidas dos angulos AOC e BOD s&o congruentes.

E, por ultimo, o experimento mental, em que a validacdo é baseada em uma
proposicdo genérica. Para exemplificar este tipo de prova, podem-se citar as
demonstracdes formais, como quando se demonstra a partir de postulados e axiomas
sem precisar recorrer ao auxilio da figura, ou quando a ela é utilizada de maneira
genérica como apoio ao raciocinio e ndo como um caso particular. Podemos também
considerar como uma demonstragdo,quando o discurso dedutivo que a acompanha
possui um rigor matematico aceitavel e, nesse caso, a figura serve apenas como suporte
ao raciocinio, representando toda a generalidade. A principal diferenca entre estes dois
ultimos tipos de prova consiste na generalizacdo, que no primeiro caso € realizada
raciocinando sobre um elemento particular. J& no experimento mental, mesmo diante de
uma representacdo qualquer, esta-se pensando para quaisquer elementos do grupo a que

pertence essa representacdo. Podemos resumir os tipos de prova da seguinte maneira,
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Empirismo
ingénuo

Experimento

Baseadas em
experimentagdes,
manipulagdes e
exemplos.

Quadro 1-Tipos de prova

Consiste  em afirmar a
verdade de um resultado
depois de verificar alguns
€asos.

Os alunos testam a validade para
alguns exemplos:

v= 60"

Consiste  em afirmar a
verdade de um resultado
depois de verificar um caso

Os alunos acreditam que se vale para
um  tridngulo  “diferente”, a
informacdo é verdadeira:

crucial diferente. E como se fosse: 18
"se funciona aqui, sempre ird
funcionar". B 540
Os alunos utilizam noges sobre retas
paralelas e transversais e angulos de
meia volta para relacionar a
igualdade de angulos:
p q
. . s
Consiste em afirmar a ' t
Exemplo verdade de um resultado a
mp partir da escolha de um ) 3
generico Os angulos p e rlg e t sdo

Experimento
mental

Possuem elementos
voltados a
generalizagéo.
Fundamentadas em
deducoes.

representante da classe de
todos os objetos possiveis.

congruentes. Entdo p+s+q = r+s+t =
180°, porque a soma da sempre 180°.

Consiste em afirmar a
validade da afirmacdo de
forma genérica. Este tipo de
prova, “[...] evoca a agdo,
internalizando-a e
desligando-se de  uma
representacdo  particular”.
(BALACHEFF, 1988, p.
219)

Os alunos utilizam linguagem formal
e propriedades anteriormente

provadas.
A E

E C D

Dado um triangulo ABC, considere a
reta r que passa pelo vértice C e
paralela a reta determinada por A e B.
O ponto C determina sobre r duas
semirretas. Sejam X e Y dois pontos,
um em cada uma destas semirretas.
Temos: medidas XCA+C+BCY=180°.
Como a reta AC é transversal as
paralelas r e AB, segue da proposicao
“duas retas paralelas interceptadas
por uma reta transversal determinam
angulos correspondentes
congruentes” (jA demonstrada) que
XCA=A. Analogamente concluimos
que BCY=B. Portanto, medidas

A+B+C= XCA+ BCY+C = 180°.

41




Como vemos, ha diversas maneiras de se provar determinada propriedade
matematica, que vdo desde uma verificacdo empirica até uma demonstracdo com
argumentacdo dedutiva do discurso matematico, fundamentada em postulados e
axiomas. Acreditamos que por meio disso, conseguiremos olhar para os modos de
validacdo de conjecturas utilizados pelos alunos participantes, como ja dissemos
independentemente do nivel em que eles se encontrem. Assim, pensamos que também
sera possivel olhar para uma producdo de provas que ndo sejam do tipo empirismo
ingénuo.

No proximo capitulo, faremos uma discussdo com os documentos legais e com
o livro didatico adotado pela escola em que desenvolvemos o trabalho. Neste Gltimo,
mais exemplos sobre os tipos de prova podem ser observados, uma vez que procuramos

identificar aqueles referentes a angulos e poligonos.
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3. CONJECTURAS E VALIDACOES EM DOCUMENTOS OFICIAIS E
LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, dentro da sessdo um didlogo com os documentos oficiais,
fazemos uma discussdo com os documentos oficiais, considerando a investigacdo do
aluno, argumentacéo e prova de propriedades matematicas. Apresentamos também, um
olhar para o livro didatico, uma vez que ele também subsidiou a elaboracdo de nossa
sequéncia didatica. Além disso, observamos como sdo abordados nos livros o tema
angulos de poligonos, bem como, questdes relacionadas propriedades enunciadas e as

validacGes das mesmas.

3.1. Um dialogo com os documentos oficiais

De acordo com os PCNs mais do Ensino Médio, a geometria no ensino
fundamental esta estruturada de modo a favorecer “[...] uma primeira reflexdo dos
alunos através da experimentacdo e de deducBes informais sobre as propriedades
relativas a lados, angulos e diagonais de poligonos, bem como o estudo de congruéncia
e semelhanca de figuras planas.” (BRASIL, 2002, p. 123).

Em se tratando da argumentacdo, os Pardmetros Nacionais Curriculares
alusivos as séries iniciais escrevem que esta possui estreitos lacos com a capacidade de
os alunos justificarem suas afirmacdes e nos indica que, “se por um lado a pratica da
argumentacdo tem como contexto natural o plano das discuss@es, na qual se podem
defender diferentes pontos de vista, por outro ela também pode ser um caminho que
conduz a demonstra¢do.” (BRASIL, 1997, p. 22). Dessa maneira, a investigacdo e a
argumentacdo acerca da validade dos resultados e das conjecturas por meio da
linguagem oral e das diversas representacdes matematicas, constitui-se um dos objetivos
da matemética no ensino fundamental apontado pelos PCNs e outras orientagdes
oficiais.

Segundo estes documentos, a argumentacdo € fundamental para a compreensao
das demonstracfes, mas mesmo empregando com frequéncia 0s mesmos conectivos
I6gicos, existem exigéncias para demonstrar que ndo estdo presentes na argumentacao e
assim, o refinamento desta deve ocorrer de maneira gradativa por meio da assimilagédo

dos principios de uma logica formal, favorecendo as demonstragdes (BRASIL, 1998).
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Para Sales (2010) o desenvolvimento da capacidade de argumentar parece ser
uma das necessidades cada vez mais presente na sociedade. Para o autor, “[...] o
desenvolvimento cognitivo da argumentacdo, por exigir articulagdo entre diferentes
conceitos, por envolver a atividade matematica e a comunicacgéo, desloca o aluno da
posicdo de passividade para transforma-lo em sujeito na construcdo do seu proprio
conhecimento” (SALES, 2010, p. 83).

Concernente as relacBes entre argumentacdo e demonstracdo, Pietropaolo

escreve que.

A relacdo entre argumentacdo e demonstracdo torna-se evidente no caso da
construcdo de um teorema e, portanto, na elaboracdo de uma conjectura e de
sua prova. Certos pesquisadores analisam se existe ou ndo unidade cognitiva
entre a argumentacgdo e demonstragéo, pois para provar uma proposicéo deve-
se fazer uma conjectura, que, por sua vez, esta fundamentada em
argumentacdes. (PIETROPAOLO, 2005, p. 74)

Balacheff (1999) considera que entre a argumentacdo e demonstragdo, ha uma
relagdo complexa, de modo que “argumentagdo constituiu-se como um obstaculo
epistemoldgico a aprendizagem da demonstracdo e, mais geralmente, da prova
matematica” (p. 5). Outros autores contestam essa perspectiva ¢ “[...] defendem que a
exploracdo, pelos alunos, de problemas abertos que requeira a formulagcdo de
conjecturas e a avaliacdo da sua plausibilidade, pode favorecer uma significativa
atividade argumentativa que, em muitos casos, se revela muito Gtil na construcdo da
prova” (BOAVIDA, 2005, p. 09).

Retomando a discussdo anterior, 0s PCNs referentes as Séries Iniciais apontam

que:

Para tanto, o ensino de Matematica prestard sua contribuicdo a medida que
forem exploradas metodologias que priorizem a criacdo de estratégias, a
comprovagdo, a justificativa, a argumentacéo, o espirito critico, e favoregam
a criatividade, o trabalho coletivo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda
do desenvolvimento da confianca na prdpria capacidade de conhecer e
enfrentar desafios. (BRASIL, 1997, p. 22)

Ao langarmos méo de um olhar mais atento ao referido documento, bem como
para os PCNs do Ensino Fundamental e Médio, percebemos que a recomendacdo para a
pratica da argumentacdo permeia ao longo dos textos especificos para a matemaética.
Com relacdo ao ensino de Geometria no 4° ciclo (7% e 8% séries), encontramos que 0s
conteddos geometricos favorecem a exploracdo do raciocinio dedutivo e que a

capacidade de argumentagdo, que por sua vez, “[...] vem sendo desenvolvida desde os
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ciclos anteriores em todos os blocos de contetidos.” (BRASIL, 1998, p. 86).
Observamos que, mesmo diante de tal afirmacdo, ndo temos garantia de que isso ocorre
efetivamente na vivéncia escolar dos alunos, o que pode, por exemplo, dificultar o
trabalho com as demonstracoes.

Conforme o nivel de escolaridade aumenta, os documentos oficiais do MEC
orientam para a necessidade de se introduzir, aos poucos as demonstracfes em sala de

aula, como se pode observar no fragmento abaixo:

Assim, é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que os alunos ndo se satisfacam apenas com a
producdo de respostas a afirmacdes, mas assumam a atitude de sempre tentar
justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se avangar no quarto ciclo
para que o aluno reconheca a importancia das demonstracdes em Matematica,

compreendendo provas de alguns teoremas. (BRASIL, p. 1988 70-71)
Freitas e Pais (2009) também escrevem nesta perspectiva e sublinham que
defender e valorizar a argumentacdo l6gico-dedutiva, tal como é feito na apresentacao
textual do saber matematico, € legitimo. Apesar disso, parece ser mais adequado
considerar esse tipo de argumentagdo como “ponto de chegada e ndo como ponto de

partida”, uma vez que

Nas atividades caracteristicas da cultura escolar néo se trabalha somente com
0 argumento cientifico. Quanto menor o nivel de escolaridade, mais valida
nos parece essa postura. No &mbito da comunidade escolar, no espaco da sala
de aula, é natural explorar formas diferenciadas de argumentagdo, como
aquelas que constituem na verificagdo ou nas provas ndo formais. (FREITAS
e PAIS, 2009, p. 157).

Para estes mesmos autores, a argumentacdo pode ser realizada por meio de
procedimentos com estatutos diferentes. A validade de uma afirmacdo pode, por
exemplo, ser argumentada tomando por base a exibicdo de uma figura ou a verificagcdo
de alguns casos particulares. Neste caso, apesar da observacao ser uma pratica utilizada
para a descoberta de propriedades matematicas, ndo se trata de uma conduta adequada
durante a formalizagdo do conhecimento uma vez que a generalidade matematica nédo
pode ser concluida a partir de casos particulares.

Desta forma, quando se trata de geometria e medidas, temos oportunidades nas
quais os alunos podem identificar regularidades, fazer generalizagOes, aperfeicoar a
linguagem e realizar procedimentos que culminem em formulas, tais como, célculo de

diagonais ou soma dos angulos internos de poligonos. (BRASIL, 1998, p. 118).
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Ainda segundo os PCNSs, no quarto ciclo (ciclo no qual desenvolvemos nossa
pesquisa), as atividades propostas em geometria deverdo fazer com que os alunos
tenham os primeiros contatos com as exigéncias de um raciocinio dedutivo, embora isso
ndo signifique realizar um estudo absolutamente formal e axiomatico.

Em nossa sequéncia didatica, procuramos realizar atividades que favorecessem
estes elementos, somados a outros advindos de nosso referencial tedrico e

metodoldgico.

3.2. Um olhar para o livro didatico

Para a escolha e elaboragdo das atividades de nossa sequéncia didatica,
procuramos olhar para os livros da colecdo adotada pela escola®, com a intencdo de
identificar como os conhecimentos e conteddos alusivos ao nosso tema, angulos de
poligonos sdo abordados. Olhamos também, para 0 modo como as provas de
propriedades estdo sendo trabalhadas. Esses elementos sdo importantes e merecem ser
levados em consideracdo porque pesquisas como as de Mello (1999) e Piccelli (2010),
sinalizam que os livros didaticos em geral, ndo trabalham com atividades que exijam
provas de propriedades e nem mesmo fornecem os primeiros passos para demonstracao.

Pensando nisso, 0 PNLD (2014), considera Gérard e Roegiers (1998), e destaca
que algumas das importantes func¢des do livro didatico sdo: auxiliar no planejamento e
conducdo metodoldgica (distribuicdo de selecdo dos contetidos ao longo do periodo
escolar), bem como na escolha das atividades, exercicios e trabalhos a serem propostos.
(GERARD E ROEGIERS, 1998 apud BRASIL, 2014). Ponte e Santos (1996, p. 04)
também escreve que, as vezes, constitui “[...] a principal fonte de organizacdo das aulas
e chega a assumir o papel de indicador oficial das expectativas relativamente aos
conhecimentos prévios dos alunos.”. Entdo, aspectos como a presenca ou auséncia de
provas de propriedades no livro didatico, por exemplo, podem interferir na elaboragéo
de uma aula em que elas s&o ou ndo lavadas em consideragdo. Em geral, os professores
escolhem um livro e 0 seguem tanto nos exercicios quanto na parte teérica, sendo esta
ultima utilizada para preparagéo de suas aulas (MELLO, 1999, p. 34).

Aqui vale ressaltar que a utilizagdo do livro didatico ndo deve ser a unica

referéncia do professor com relagdo ao seu trabalho pedagdgico e assim, os efeitos

* Colecdo Praticando Mateméatica. ANDRINI, A. VASCONCELLOS, M. J. Praticando Matematica. 3
ed. renovada. S&o Paulo, editora do Brasil, 2012.
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positivos da presenca deste na sala de aula dependem, também, de sua utilizacdo
adequada (BRASIL, 2014).

Assim, ao olhar para os livros didaticos dentre outros elementos, nos
guestionamos:

a. O livro apresenta provas relacionadas a angulos e poligonos? Se sim, quais?

b. Existem atividades relacionadas a angulos e poligonos, do tipo por

qué?,justifique, prove ou demonstre?
c. Quais tipos de prova, de acordo com a classificacdo de Balacheff, sdo

encontrados?

— O livro do sexto ano é composto por 14 unidades, sendo a unidade 9
destinada especificamente para o estudo de Angulos e a unidade 10 para as questdes
relativas a Poligonos e circunferéncias.

Na unidade 9, o autor apresenta os seguintes objetivos especificos “[...]
identificar e representar um angulo e seus elementos; definir angulo nulo, angulo raso e
angulo reto; medir e tracar angulos com o auxilio do transferidor; classificar angulos em
agudos, retos ou obtusos [...]” (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2012a, p. 80).

Nesse sentido sdo abordadas ideias tais como, associaches com giros,
inclinacdo, abertura e regido, bem como as no¢6es de angulos reto, raso, agudo, obtuso
e de uma volta. De modo geral, o livro apresenta um passo a passo sobre a utilizacdo do
transferidor, como também explora atividades para as quais se faz necessario medir
angulos.

N&o identificamos provas de propriedades relativas a angulos e poligonos, pois
0 autor realiza uma afirmacdo e em seguida prople atividades de aplicacdo, de uso
daquilo que afirmou. Também ndo encontramos atividades que exigissem validacoes.

Entretanto, um aspecto que consideramos importante é que algumas atividades
exploradas pelo livro possibilitam a utilizag&o do transferidor posicionado de diferentes
formas, como por exemplo, o exercicio 11 do capitulo 9. O exercicio 10 ndo solicita a
utilizagdo do instrumento de medida, o que poderia ser uma possibilidade de identificar

a medida do angulo x por meio de um raciocinio dedutivo. A questdo é que a posi¢do
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dos angulos da figura sugere um grau de dificuldade maior, pois ndo estdo na forma
canonica’.

m Qual é o valor de x? 128 m Usando um transferidor, determine as r

didas dos angulos indicados de uma praca
presentada no desenho abaixo. =508 = 1207,
C=45°eD=145

52°

Figura 6 — Atividades do livro didatico a
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012b, p. 142

— O livro do sétimo ano possui 11 unidades das quais a Ultima é reservada para o
estudo de Angulos e triangulos. Nela, o autor convida os alunos a relembrarem o que
supostamente ja viram no 6° e retoma noc¢des ja trabalhadas dando maior énfase a ideia
de angulos suplementares e complementares. Também sdo apresentadas as subdivisdes
do grau e as transformagdes de unidades. O transferidor entra em cena novamente,
contudo as atividades que exigem o seu uso sdo pouco exploradas.

Nesta unidade o autor trabalha com angulos opostos pelo vértice e propbe o
questionamento: ‘“sera que todo par de angulos opostos pelo vértice tem mesma

medida?” seguido da frase “vamos mostrar que sim” e da realizacdo da prova dessa
propriedade.

(o]

R . . N A
® Consideramos aqui como sendo forma canénica angulos como, por exemplo; —
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AOB e AOC sao suplementares: AOB e BOD sio suplementares:
X+ y=180° X+ z=180°

Entdo, x + y = x + z. Subtraindo x de ambos os membros da igualdade, obtemos y = z.
Os angulos AOC e BOD, que sio opostos pelo vértice (opv), tém mesma medida.

Figura 7 — Prova da propriedade angulos opostos pelo vértice
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012b, p. 240

A partir da tipologia de provas de Balacheff (1988), poderiamos classificar esta
prova como sendo do tipo exemplo genérica, ja que a partir de um caso particular dado,
as semirretas opostas AD e CB e os angulos formados entre si, 0 autor generaliza
concluindo sua validade da afirmagéo para todos os casos. Neste caso, o fato de indicar
as medidas dos angulos pelas letras x, y e z, que sdo quaisquer, caracteriza a
generalidade, o que permite concluir que se trata de uma prova do tipo intelectual,
segundo o modelo de provas Balacheff.

No que se refere aos angulos de triangulos e demais poligonos, ha um esforco
em mostrar como se utilizar o transferidor para encontrar a medida de angulos internos.
O autor propde que o aluno desenhe em seu caderno um triangulo, encontre a soma das
medidas dos angulos internos para depois socializar com os colegas. Além disso, sugere
a atividade experimental de pintar os angulos internos de um triangulo, recorta-los e
junta-los em torno de um unico vértice. Entdo, o autor conclui inferindo que por meio
desta atividade verifica-se uma propriedade muito importante ¢ a enuncia: “a soma das

medidas dos angulos internos de um triangulo ¢ igual a 180°”.
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Y o)

med(A) + med(B) + med(C) = 1800

lutmgaes DAE

Com essas atividades, verificamos experimentalmente uma propriedade muito importante:

A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°.

Figura 8 - Prova da propriedade &ngulos internos do tridngulo b
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012b, p. 255

Neste caso, a prova realizada pertence ao nivel pragmatico, ja que o autor
conclui que a informacdo é verdadeira com base em experimentacfes realizadas.
Somente mais tarde, no oitavo ano o autor retoma essa propriedade e passa a prova-la a
partir de um elemento particular, passando para o nivel de provas intelectual
(BALACHEFF, 1988).

Essa informacdo de que o resultado da soma dos angulos internos de um
triangulo é sempre 180° é utilizada para deduzir a soma das medidas dos angulos
internos de um quadrilatero a partir de sua divisdo em dois triangulos.

D

‘ As diagonais sao segmentos de reta cujas
A extremidades sdo vértices ndo consecutivos de
> um poligono. Um triangulo ndao tem diagonais.
Os quadrilateros tém duas diagonais.
A <

’ C

De acordo com a nossa figura, a soma das medidas dos &ngulos internos desse quadrilatero é:

r+s+t+u+y+ x=360°
180° +  180°

Como ABCD é um quadrilatero qualquer, verificamos que:

A soma das medidas dos &ngulos internos de um quadrilatero é igual a 360°.

Figura 9 — Prova angulos internos de quadrilateros
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012b, p. 257

Para provar a propriedade enunciada o autor utiliza uma informacdo ja
conhecida, referente & medida da soma dos angulos internos de triangulos. O poligono
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ABCD ¢ escolhido para representar os demais quadrilateros e por isso essa prova pode
ser classificada como exemplo genérico, pois a partir dessa escolha o autor estende a
validade da afirmacéo para todos os poligonos de quatro lados. Aqui também, o fato de
indicar as medidas pelas letras X, y, u, r, s e t, que sdo quaisquer, caracterizando a
generalidade e o uso de propriedades também contribui para o nivel intelectual da
prova.

Com relacdo as atividades, ndo identificamos nenhuma que exigisse justificar,
provar ou demonstrar. Percebemos, porém, diversos exercicios que necessitam de um
tratamento algébrico, como por exemplo, o 22 (fig. 10). Outros, por serem mais simples,
como 0 13 e 0 59-b, podem ser resolvidos por meio de um raciocinio l6gico. Também
notamos que algumas atividades exigem o reinvestimento de conceitos, como angulos

OPV ou angulos suplementares como € o caso do 59-a e 65-b (fig. 10).

- - -

E Calcule as medidas indicadas pelas letras. E Calcule os valores de x e de y: x- 3% ey 46°

v y Ax
an [ Xx 20— 30 y
y= 80 x = 3g°
Ix+ 20°
2x 130
[+ L% ¥ 4
x= 30" ¥ =125
E Determine o valor de x em cada um dos m Calcule o valor de x nos quadrilateros.
triangulos. - 2080+ 1200 350
]100 1000
S < 120° e ||I
x \
" A \
S0 A I~ B0° X ||I
x=140° x =30

Figura 10 — Atividades do livro didatico b
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012b

— O livro do oitavo ano possui 14 unidades e a unidade 9 € referente a Retas e
Angulos. Dentre outras coisas 0 autor trabalha com as retas paralelas interceptadas por
uma transversal. Isso subsidia a prova relativa a soma dos angulos internos de um
triangulo, realizada no capitulo 10, Triangulos.

Diferentemente do que ocorre nos livros do sexto e sétimo anos, no oitavo ano
as atividades solicitam uma maior interacdo por parte do aluno e aparecem nestes

quadros de fundo rosado.
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1. Seu caderno tem linhas paralelas. Aproveite-as
para tragar duas retas paralelas. Corte-as com uma
reta transversal. Vocé obteve uma figura semelhante
2 que fizemos ao lade.

Com auxdlio do transferidor, anote no cademo as

medidas de cada par de &ngulos correspondentes:
Ma figura a0 lada.
10 B0

B 10

a="7% [c="2b="2d =2
e=% |g="2lf - % |n-2% s

100 a0 &0 100

2. Os pares de dngulos correspondentes so con-
gruentes? sm.

3. Experimente tracar outras duas retas paralelas
rescortadas por umna transversal. Os pares de ngu-
los correspondentes 8o congruentes? sm, Podemos denotar que r & para-

lela a s, assim: rif s

Figura 11 — Atividade retas paralelas e transversal
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c, p. 169

Este € mais um caso em que o autor trabalha com nivel de provas pragmaticas,
em que a partir de medicdes e verificagdes se conclui a veracidade de uma propriedade.
N&o conseguimos classificar a prova apresentada como sendo do tipo empirismo
ingénuo ou experimento crucial, pois ndo ha elementos que nos informe o quanto ou
para quantos casos o aluno ira testar a validade da afirmacao.

Observamos que ha uma tentativa de didlogo com o aluno em relacdo a prova

de propriedades, no qual o autor infere que a parir da aplicacdo de “descobertas”

anteriores, novas podem ser realizadas.

52



Desenhamos um tridngulo ABC qualquer e
nomeamos seus angulos internos.

Al cisc

Pelo vértice A, tragamos uma reta paralela
ao lado, BC obtendo X e ¥

x=>b  (angulos alternos internos)
y=c  (angulos alternos internos)
a + x + y = 180° (4ngulo rasa)

b ¢
Conclusio: @ + b+ c=180°

Ohbserve gue podemaos usar o mesmo procedimento com qualguer outre tridngulo e chegar & mes-
ma conclusdo. Por isso, a propriedade vale sempre: a soma das medidas dos dngules internos de
qualquer tridngulo & 180°.

Voo percebeu? Fara
mostrar uma nova proprisdads

usames proprisdades descobertas
artteriormante.

Agora que essa
pr'-nprl'z:dad e & conhecida, p-:\;is sEr
aplicada para descobrir outras
& assim por diantel

Figura 12 — Prova da propriedade &ngulos internos do triangulo b
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c, p. 183

Agora, 0 autor escolhe o tridngulo ABC para ser o representante dos demais e
novamente, permite identificd-la como provado tipo exemplo genérico. Para esta
propriedade em questdo, identificamos niveis de provas diferentes: no sétimo ano o
nivel pragmatico e no oitavo ano passa-se ao nivel intelectual. Acreditamos que essa
opcao do autor se deve ao fato dessa prova requerer a utilizacdo de propriedades sobre
retas paralelas e transversais, que no ano anterior ainda ndo haviam sido abordados.
Além disso, o fato de apresentar, ao lado da figura, afirmacbes e justificativas para
chegar a conclusdo constitui numa apresentacdo resumida do discurso matematico
dedutivo, ou seja, uma demonstracéo da proposi¢do enunciada.

Continuando nessa perspectiva, 0 autor apresenta a propriedade de que a
medida do angulo externo é igual a soma das medidas dos angulos internos nao
adjacentes a ele. Neste caso a dedugdo tem como base uma figura que também podemos
considerar como uma prova do tipo exemplo genérico. E afirma que “[..] para
demonstrar essa propriedade, usamos a definicdo de angulos suplementares e a
propriedade da soma dos angulos internos de um triangulo, que demonstramos
anteriormente. Assim, vamos construindo o conhecimento em Geometria.” (ANDRINI;
VASCONCELLOS, 2012c, p. 184).
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Na unidade 12, Quadrilateros e outros poligonos, € proposto o trabalho com
decomposicdo de poligonos em tridngulos para encontrar a soma de seus angulos
internos. Apds exemplificar com um poligono de cinco lados, é proposta uma sequéncia
de atividades a fim de que os alunos percebam a relacdo existente entre o nimero de

triangulos e o nimero de lados do poligono.

Relina-se com mais dois colegas para fazer as atividades a seguir
1. No seu cademo, desenhe, usando régua, um hexdgono qualquer. Tragando diagonais a par-
tir de urn dos vértices, decomponha-o em tridngulos como fizemos com o pentagono.
a) Quantos tridngulos vocs obteve? 4 tidngulos
b) Qual é a soma dos dngulos internos do hexagono? 4. 1807 = 71207
c) Suas respostas conferem com as dos colegas? Respasta pessoal.

2. Desenhamos ao lado um heptigono qualquer. Usames as disgonais que partermn do mesmo
vértice para decompd-lo em trifngulos. Obtivernos 5 tridngulos.

a) Qual & a soma das medidas dos dngulos internos
do heptigono? 5 . 1807 = soce

[C1

b) Sua resposta confere com a dos colegas? resposta pessoal,

3. Um poligonoe de dez lados & um decigono. Sem preci-
sar desenhar um decigone, vood e seus colegas sabem como
calrular a somna das medidas de seus dngulos internos? & . 1600 = 1440

4. Expliquern oralmente qual & a relacio entre o

ntirners de lades do poligono e o ntmero de trifngulos. Heptagono £ o peligono de 7 lados.
0 nameamn I:E1r|3ngulc-; ] };Lﬂ' 20 nomera de lados da P‘:“;Eﬂ': menos dols.

Figura 13 — Atividades soma dos angulos internos de poligonos
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c, p. 219-220

Estas atividades podem levar o aluno a conjecturar acerca da soma da medida
dos angulos internos do triangulo, como também, a generalizar a formula em questdo e
produzir provas. Neste caso, as atividades exigem por parte do aluno um discurso
argumentativo a fim de justificar suas respostas, como é o caso da atividade 4 em que €
preciso explicar a relacdo entre o nimero de lados do poligono e o nimero de
triangulos.

Logo abaixo destas atividades, ha um quadro no qual dois estudantes
conversam sobre essa relagdo. Observemos que, se 0 aluno estiver de posse do livro
didatico, bastara olhar para figura que encontrara os elementos necessarios para

responder aos questionamentos que lhes foram realizados (figura 13).
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Se o poligono tiver 1! lados,

; Se o poligono tivel ivlica-se o nimern
obteremos 9 tridngulos, Se :1&;;\5 ;gie:-n“o: ’:uhlggua El':'o l’lhu":f
tiver 12 lados, obteremos 10 R 2‘] ) -ulc:I e‘tnrnguﬁ-ég idos

trifingulos... \ ) inangulos por 1807,

Figura 14 — Conversa entre estudantes.
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c, p. 220.

Neste caso também consideramos que a prova apresentada para férmula da
soma dos angulos internos de poligonos S, = (n-2). 180° é do tipo exemplo genérico,
pois ha a utilizacéo de caso particular para obter a conclusdo sobreos demais.

Por ultimo, o livro institucionaliza a formula para encontrar a soma dos
angulos internos de poligonos e traz a prova de que a soma de todos os angulos externos

resulta em 360°.

Marcamos, na ilustragdo de um pentagono, dngulos externos.

Observe que o vértice do angulo externo & vértice
do poligone. O prolongamento de um lado do poligono
gera o outro lado do angulo externo.

Chamando a medida de um angulo interno de i, e a
do externo de e, podemos ver que i + e = 180°

Ja descobrimos como calcular a soma das medidas i
dos dngulos internos de um poligono.

Como serd, entdo, gue se calcula a soma das medidas
dos dngulos externos?

Imaginemaos um poligono de n lados. A medida de
cada angulo interno serd indicada por i, &, i,,...0 e a
medida de cada angulo externc pore,, g, &;,...€,.

J'1+J2+i3+.,.+iﬂ+e1+el+eg+..,e"=n-180°

soma das medidas dos soma das medidas dos
dngulos internos 5, angulos extermnos 5,

(m—2)-180° +5,=n-180° Aplicando a propriedade distributiva:
n-180°—360°+5, =n-180" Subtraindo (n - 180%) de ambos os membros:
—360° + 5, =05, = 360°

A soma das medidas dos dngulos externos de um poligono é sempre igual a 360°.

Figura 15 — Prova angulos externos de poligonos
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c, p. 222

Trata-se novamente de uma prova do tipo de prova exemplo generico, em que a

partir de um pentagono escolhido o autor trabalha a generalidade. Agora, por exemplo,
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aparece a ideia de somar todos os angulos internos e externos quantos forem, ou ainda,
n angulos.

Observamos que além da atividade 4 da figura 13, os capitulos que tratam de
angulos e poligonos contemplam mais uma atividade que exige justificacdo. E o caso do

exercicio 28.

Observe a figura e responda ao que se pede. m Quais devem ser os valores dos 3
indicados por letras para que as retas re s
t paralelas? yo= 1345z = 48

/é° , 2x — 307

5
53° )
5
A
.
As retas r e s sdo paralelas? Justifique.

Nao, porque os dois dngulos da figura tém medidas diferentes. ¥ Ilr’

Se nao forem paralelas, elas vdo se encon- e
trar a direita ou a esquerda da reta

A esquerda.

Figura 16 — Atividades do livro didatico
Fonte: Andrini e Vasconcellos, 2012c.

A atividade 11a é mais um exemplo de que o livro contempla atividades nao
candnicas. Vemos que as retas paralelas possuem um angulo de inclinagéo diferenciado,
0 que atribui a atividade um grau de dificuldade maior. (Neste caso poderiamos dizer
que as retas paralelas da atividade 28 compGe uma situacdo candnica).

No livro do 9° ndo ha um capitulo especifico que trabalhe angulos e/ou
poligonos, mas é possivel observar provas relacionadas ao Teorema de Tales e Teorema
de Pitagoras e a deducdo da altura de tridngulos equilateros, por exemplo.

Olhando para a colecdo e, de modo especifico, para os capitulos que tratam de
angulos e poligonos, observamos que o livro do sexto ano possui uma abordagem mais
diretiva onde as informacg0es sdo apresentadas por meio de enunciados curtos seguidos
de exercicios.

Os livros do sétimo e oitavo anos apresentam provas do tipo exemplo genérico
referentes a angulos opostos pelo vértice, soma dos angulos internos de triangulos e
demais poligonos, angulos externos de poligonos. Para todos 0s casos segue-se 0
mesmo critério, ou seja, € escolhido um elemento para representar sua classe,
generalizando a partir dele. Também identificamos provas no nivel pragmatico para o

caso da soma dos angulos internos de triangulos no livro do sétimo ano e dos angulos
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formados por retas paralelas e transversais, no oitavo ano. Nestes casos, elementos
necessarios para provar de outro modo que ndo seja a verificagdo empirica, ainda ndo
séo conhecidos.

Diante disso, vemos que questdes referentes a angulos, como também a
utilizacdo do transferidor, sdo abordadas pelo livro didatico adotado pela escola desde o
sexto ano. As provas de propriedades relativas ao tema séo trabalhadas pelo autor e em
sua maioria pertencem ao nivel intelectual, o que sinaliza um esfor¢o em mostrar o “por
que” das propriedades utilizadas sdo validas através de deducbes a partir de elementos
conhecidos. Entretanto isso ndo implica em um trabalho com as provas, tanto por parte
de professores quanto de alunos.

Percebemos que em alguns momentos as atividades propostas acabam recaindo
em equacdes algébricas. Trata-se da geometria algebrizada, citada por Gazire (2000),
em que a geometria serve de pretexto para o trabalho com a algebra.

Também observamos que conforme o grau de escolaridade aumenta as
atividades que possibilitam maior interacdo por parte do aluno também aumentam.
Apesar disso, ndo encontramos enunciados que exigem explicar, justificar, provar ou
demonstrar. Essa constatacdo vai ao encontro do que Mello (1999) sinalizou em seu
trabalho, ao olhar para 10 livros didaticos da sétima série do ensino fundamental, em
que 8 deles ndo apresentavam exercicios que exigissem, especificamente, provar ou
demonstrar.

Outro elemento encontrado foi a utilizacéo de figuras, poligonos ou angulos em
diferentes posicdes e graus de inclinacdo. Acreditamos ser esse um elemento importante
para que o aluno compreenda 0s conteldos matematicos como um todo, ndo se
restringindo apenas a situacbes comuns. Estas atividades podem favorecer, por
exemplo, o estabelecimento de relaces diversas no processo de investigacdo do aluno,
ja que este passa a vivenciar momentos nos quais nao pode simplesmente reproduzir o
que ja lhe foi apresentado por meio de técnicas operacionais, formulas e procedimentos
sem compreender o que se esta fazendo (AGUIAR JUNIOR; NASSER, 2014). Por isso,

tudo é levado em consideragdo para a elaboracdo de nossa sequéncia didatica.
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4. PROCEDIMENTOSMETODOLOGICOS

No que se refere aos encaminhamentos metodologicos da pesquisa, fizemos
uso da Engenharia Didatica, proposta por Artigue (1988). De acordo com Machado
(2012), ela possibilita analisar as situaces didaticas, as quais sdo nosso objeto de
estudo. Neste capitulo, dentro da sessdo engenharia didatica, discutimos o0s
pressupostos desta metodologia e os procedimentos que adotamos em nosso trabalho.
Apresentamos a sequéncia didatica elaborada e as varidveis didaticas, bem como os
participantes da pesquisa numa tentativa de situar o leitor sobre como e com quem

realizamos essa pesquisa.

4.1. Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica pressupde quatro fases, a saber: andalises preliminares,
concepcao e andlise a priori, experimentacdo e, por ultimo, analise a posteriori e
validagdo. Apresentamos em seguida uma descrigéo de cada uma delas.

Com relacdo a fase de andlises preliminares, corresponde ao momento no qual
0 pesquisador (ou o professor) realiza um estudo epistemologico do contetdo a ser
abordado, uma analise acerca das concepcdes e dos obstaculos epistemoldgicos
correspondentes, bem como uma andlise do ensino habitual e de seus efeitos. Pode-se
dizer que é nessa fase que se discute o quadro tedrico da pesquisa. De acordo com
Artigue (1996, p. 198), os trabalhos realizados neste momento “sdo retomados e
aprofundados ao cabo das diferentes fases do trabalho, em funcéo das necessidades, ndo
sendo por 1sso prévios se nao a um primeiro nivel de elaboragao”.

Durante esta primeira fase realizamos diversas leituras relacionadas as
intencdes iniciais de pesquisa e as posicdes que iamos assumindo com o passar do
tempo. Dentre elas, encontram-se aspectos referentes a geometria e, mais especificos, a
angulos de poligonos, validacdo de propriedades, demonstragcdo, prova, conjecturas,
enfim. No decorrer das demais fases, retomamos estes e outros estudos, relacionados
aos nossos objetivos.

A segunda fase da Engenharia Didatica, concepcdo e andlise a priori,
reservam-se a escolha do objeto matematico e das variaveis didaticas. Nesta etapa, 0s
elementos da sequéncia didatica devem ser elaborados considerando as situacgdes
adidaticas as quais se pretende criar, sempre tendo em vista 0 pressuposto de que 0
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aluno deve ser o protagonista de sua aprendizagem. Assim, deve-se descrevé-los e
prevé-los (no sentido de pensar em acgdes das quais 0 pesquisador deve lancar méo no

momento da experimentagdo). Assim o0 objetivo da andlise a priori consiste em

[...] determinar de que forma permitem as escolhas efetuadas controlar os
comportamentos dos alunos e o sentido desses comportamentos. Para isso,
fundamenta-se em hipoéteses; serd a validacdo dessas hipoteses que estara, em
principio, indirectamente e jogo no confronto, operando na quarta fase, entre
a analise a priori e analise a posteriori. (ARTIGUE, 1996, p. 205)

Nesta fase, de modo geral, o professor fica a margem das analises, uma vez que
é considerado a partir de suas relacbes com a devolugdo e com a institucionaliza¢do
ficando o papel central a cargo dos alunos.

Assim, nesse momento procuramos pensar em uma sequéncia didatica que
favorecesse a producédo de conjecturas e provas envolvendo propriedades de angulos de
poligonos para que pudéssemos analisa-las. Para a elaboracdo das atividades que
comporiam as sessdes, consideramos 0s estudos tedricos, o livro didatico, os
documentos oficiais, as variaveis didaticas, dentre outros.

Nesse processo de descri¢do e previsdo, para cada atividade sdo analisados os
possiveis modos de resolucdo, dificuldades, comportamentos (deles e dos prdprios
pesquisadores) questionamentos, enfim. Essas questBes encontram-se postas no
préximo capitulo deste texto.

Quanto a terceira fase da Engenharia, trata-se da experimentacao e caracteriza-
se pela parte experimental/préatica da pesquisa uma vez que €, de fato, a implementacéao
da sequéncia didatica elaborada na fase anterior. E durante a experimentacdo que 0s
dados da pesquisa sdo produzidos por meio dos instrumentos devidamente escolhidos
pelo pesquisador (ou pelo professor).

De acordo com Machado (2012, p. 244-245), esta fase pressupde a explicitagéo
aos alunos participantes dos objetivos da pesquisa, 0 estabelecimento do contrato
didatico, a aplicacdo dos instrumentos elaborados e o registro das observagdes e demais
elementos que possam ser dados para a pesquisa.

A analise a posteriori e validacdo é a quarta e Ultima fase e se d& por meio do
tratamento dos dados obtidos, das observacGes realizadas, das producdes dos alunos e,
caso necessario, da andlise das gravagdes de dudio e video. A validagdo dos dados

ocorre por meio da confrontagdo entre as anélises realizadas a priori e a posteriori. E
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importante destacar que essa validacdo € interna ao processo da Engenharia e diferente
da validacéo de uma propriedade matemaética, como as provas, por exemplo.

Nesta fase, olhamos para a transcricdo das falas, como também, para 0s
protocolos (registros escritos) dos alunos num processo de analise, considerando o
objetivo e os referenciais adotados. Esse movimento constitui-se, também, de idas e
vindas entre as andlises feitas por hora e aquelas feitas anteriormente, como se o

pesquisador estivesse a amarrar as duas em apenas uma.

4.2. A sequéncia didatica

A sequéncia didatica é composta por sete sessbes, com atividades elaboradas
de acordo com os objetivos desta pesquisa, de maneira a favorecer o reinvestimento de
conceitos matematicos, sejam estes vistos nas aulas regulares ou durante as sessoes,
bem como a validacdo de propriedades. Desta forma, procuramos trabalhar com as
nogObes de angulos suplementares, angulos de uma volta, propriedade envolvendo
angulos opostos pelo vértice, angulos formados por retas paralelas interceptadas por
uma transversal, soma dos angulos internos de tridngulos, quadrilateros e outros
poligonos e soma de angulos externos de um poligono qualquer.

Ponte et al. (2005) realizaram um trabalho com alunos dos 5° e 7° anos com
relacdo as argumentacBes por eles produzidas. Em suas consideracdes, os autores
escrevem que este tipo de atividade contempla todos os alunos e nao apenas aqueles de
melhor desempenho escolar, além disso, destaca o envolvimento com o fazer
matematica, o fato de que é possivel desenvolver a autonomia. Além disso, sublinha a
vantagem do trabalho em grupo, uma vez que este favorece a interacdo e a discussdo
entre os alunos. Assim, cada sessdo contém atividades as quais foram realizadas em
duplas, pois acreditamos que, desta forma, favorecemos a interacdo, o didlogo e a
discussdo entre os alunos e, por consequéncia, a vivéncia de situacbes de acdo,
formulacdo e validagéo.

As atividades foram entregues as duplas em folha impressa — denominadas
protocolos —, com excecdo daquelas propostas para discussdo. Para evitar a perca de
dados escritos os quais também sdo importantes elementos de analise, todos foram
orientados a ndo apagarem suas respostas e, para 0 caso de erros, continuarem a

anotacéo a partir de um traco.
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Ao final da resolucéo, recolhiamos os protocolos e inicidvamos as discussfes
das questdes, realizadas uma a uma. Segundo Magalhdes e Martinho (2014, p. 126) “os
momentos de discussédo em grande grupo revelaram-se importantes para os alunos, pelo
facto de tornar possivel ouvir a opinido, a explicacdo das ideias e os raciocinios dos
demais colegas da turma”. Assim, o objetivo é fazer que com o0s alunos expusessem
suas diferentes maneiras de resolucdo, argumentando sobre a validade das suas
respostas. E neste momento que, de acordo com o referencial teérico que estamos
utilizando, ird ocorrer a situacdo de institucionalizacdo. Indo por essa direcéo,

apresentamos a seguir uma sintese do que foi desenvolvido ao longo das sessdes.

Quadro 2 - Sintese dos contelidos trabalhados

Angulos suplementares, angulo raso, angulo de uma volta, Angulo

01 Quiatro
agudo, reto e obtuso.
02 Trés Angulos opostos pelo vértice — OPV.
03 Uma Angulos opostos pelo vértice — OPV.
A sesséo teve

duas etapas Primeira etapa: retas paralelas interceptadas por transversais.
o com duas Segunda etapa: aplicagdo e reinvestimento de nogdes ja trabalhadas.

atividades
05 Duas Soma dos angulos internos de um triangulo.
06 Cinco Aplicacdo e reinvestimento de no¢oes ja trabalhadas.
07 Uma Soma dos angulos externos de um poligono qualquer.

Fonte: Dados da pesquisa.

Cabe destacar que pretendiamos fazer com que os alunos se envolvessem com
as atividades, principalmente aquelas reservadas as discussdes. Por isso, elaboramos
para cada sessdo, algumas perguntam a serem feitas aos estudantes no decorrer da
sessdo, para que participassem ativamente do desenvolvimento de nossas atividades.
Noutras palavras, que ocorresse a devolugdo, que tem como “[...] objetivo provocar uma

interacdo suficientemente rica € que permita ao aluno o desenvolvimento autdnomo”

(ALMOULOUD, 2007, p. 35).
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4.2.1. Variaveis didaticas

Na segunda fase da Engenharia, concepcédo e andlise a priori, deve-se tomar a
decisdo de agir sobre certo numero de variaveis pertinentes ao problema estudado.
Artigue faz distingdo entre as variaveis globais ou macro didaticas, que respeitam a
organizacdo global e as varidveis locais ou microdidaticas concernentes a organizacdo
local, podendo ser a uma sessdao ou uma fase da Engenharia (ARTIGUE, 1988). Elas
devem ser escolhidas de acordo com a possibilidade de provocar as mudangas
pretendidas com relacdo ao processo de ensino e aprendizagem.

Em nosso trabalho, sdo exemplos de variaveis macro didaticas:

e Durante a producdo de conjecturas e a prova de propriedades geométricas, o
trabalho em grupos e, em nosso caso, em duplas pode ser um elemento
importante no debate de validacdo. Neste momento os alunos podem expor e
discutir seus resultados a fim de se chegar a um consenso. Nas duplas o trabalho
também pode ser realizado em conjunto quando, por exemplo, um aluno realiza
a atividade sob a supervisdo atenta do parceiro. Além disso, temos mais chances
de que eles explicitem por meio da fala, por exemplo,0 que e como estéo
pensando e suas conjecturas, sejam elas implicitas ou explicitas.

e A maneira como o enunciado é redigido, com a (ndo) exigéncia de
justificativas pode interferir nas respostas que lhe sdo dadas. Mesmo
conhecendo o contetdo, por exemplo, 0s alunos podem encontrar dificuldades
para responder algumas questdes por ndo compreenderem o que estd pedindo
para ser feito. Em contrapartida, a partir do enunciado, podem sentir a
necessidade de justificar as afirmacgdes realizadas na tentativa de atender ao que
é solicitado. Por isso, nas sessdes procuramos inserir no enunciado expressdes
como, explique, justifique e por qué?

e Presenca ou auséncia de figuras no enunciado: a presenca da figura pode
influenciar na resposta dos alunos, pois em alguns casos a conclusdo por eles
obtida pode ser baseada na imagem presente no enunciado. De acordo com
Arsac (1992), frente a uma situacdo de validacdo em geometria, os estudantes
contentam-se vendo ou medindo o desenho para efetivar uma concluséo.
Entretanto, esse “estatuto” da figura deve, aos poucos, evoluir. E essa evolucao,
de acordo com o autor, traduz-se em uma complicacdo da tarefa do aluno, uma

vez que ele deixara de medir com o transferidor, por exemplo, para raciocinar,
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deduzir, entre outros. Nesse sentido, a presenca da figura pode influenciar

quanto as produgdes apresentadas, pois podera ser por si sé uma justificativa.

e Instrumento de medida: transferidor: Sendo o transferidor um instrumento de
medida, pode influenciar na resolucdo da atividade, pois o aluno pode nao sentir
a necessidade de encontrar a resposta por meio de um raciocinio dedutivo, se
limitando a medir. Além disso, o uso do transferidor podera interferir em alguns
resultados, pensando na “precisdo” das medidas dos angulos, pois os alunos
podem, por exemplo, posiciona-lo incorretamente ou arredondar medidas.

e Questbes do tipo abertas ou fechadas: Quando propomos questdes do tipo
fechadas ha um direcionamento de nossa parte sobre as respostas e até mesmo
resolucdes. As questdes de carater aberto também sdo propostas com objetivos
previamente definidos, mas a grande diferenca é que estas possibilitam ao aluno
tracar suas proprias estratégias e trabalhar na busca por padrdes ou
regularidades, por exemplo. Ainda, segundo Boavida (2005 p.126), “confrontar
os alunos com tarefas abertas que lhes permitam formular conjecturas e
incentiva-los a reflectir sobre a sua validade, [...] poderd permitir o seu
envolvimento emexperiéncias de aprendizagem com caracteristicas, de algum
modo, semelhantes, as da comunidade matematica.” O que se aproxima de
nossos pressupostos advindos da Teoria das Situacdes Didaticas.

Algumas variaveis de carater microdidatico que podem influenciar na mobilizacédo

de conhecimentos e estratégias dos alunos no decorrer de nossas sessdes sao:

e A medida dos angulos dados: Em algumas atividades a medida do angulo
dado pode facilitar ou ndo a resolucdo do que se pede, bem como nos
auxiliar quanto a identificacdo da utilizacdo ou ndo do instrumento de
medida (transferidor). Além disso, a opcéo por especificar as medidas ou
solicitar aos alunos que as encontrem, utilizando uma notacdo genérica como
X, por exemplo, pode influenciar no modo de resolugdo das mesmas.

e O poligono dado: Trabalhar com poligonos com uma quantidade muito
grande de lados em determinados momentos pode confundir ou dificultar o
trabalho dos alunos,uma vez que serd preciso desenhar, medir ou explorar
varios angulos. A opcdo por poligonos cuja quantidade de lados seja trés,
quatro ou cinco, por exemplo, pode fazer com que eles fiqguem mais tempo

produzindo e investigando conjecturas do que o proprio poligono.
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4.3. Os participantes da pesquisa

A pesquisa foi realizada com alunos de duas turmas de 8° ano do Ensino
Fundamental de uma escola municipal de Campo Grande/MS. As sessGes ocorreram
nas tercas feiras de manha das 07h as 09h e como as atividades foram realizadas em
horario extraescolar, a participacdo dos alunos foi voluntaria. Ao todo, foram realizadas
sete, sendo duas no més de outubro, quatro no més de novembro e uma no més de
dezembro de 2015. Elas foram aplicadas por mim e por um colega de turma do curso de
Mestrado, Florisval Santana Filho®. Participamos do mesmo grupo de pesquisa, DDMat
e partilhamos as dividas e anseios de quem nédo conhece a fundo a realidade do local,
uma vez que ele também mudou-se para Campo Grande para cursar 0 Mestrado em
Educacdo Matematica. Sua ajuda foi de grande importancia tanto na organizacédo (do
local, conferéncia dos gravadores e outros), quanto na participacdo efetiva nos
encontros (observando os alunos, auxiliando nas discussdes nas e sobre as sessoes).

Sempre neste dia da semana e horario, um dos professores de matematica da
escola ministrava aulas referentes aos contedos vistos em sala. Era uma espécie de aula
de reforco na qual participavam alunos com baixo desempenho nas aulas regulares.
Todos os alunos das duas turmas de 8° ano vespertino da escola foram convidados a
participar de nossa proposta, entretanto, nosso publico ficou bastante restrito aqueles
que ja frequentavam as aulas extras ofertadas. Apenas um deles, aluno que chamamos
James’ n&o frequentava anteriormente o espaco.

Assim, ndo tinhamos controle em relacdo a participacdo dos alunos e por isso
tivemos uma disparidade consideravel quanto ao nimero de participantes, uma vez que
na sessao 1, participaram quatro alunos. Na sessdo 2, seis alunos. Na sessdo 3,
novamente seis alunos. Na sessdo 4 quinze alunos, sendo que onze deles estavam ali
pela primeira vez. Na sesséo 5, doze alunos. Na sesséo 6 e 7, oito alunos. A maioria dos
estudantes ndo considerados em nossas analises apresentou uma participacdo bastante
aleatoria e deste modo tinhamos que dedicar uma atencao especial a eles.

A seguir, resumimos a participacdo dos alunos analisados nas sessdes, cujo
critério de escolha foi a quantidade de sessfes das quais participaram. Nao foi possivel
manter as mesmas duplas do inicio ao fim, pois como nenhum deles esteve presente em

todos os encontros, a cada sesséo as organizadvamos de acordo com a frequéncia.

®Mestrando do Programa de Pés-Graduacio em Educagdo Matematica da Universidade Federal de Mato
Grosso do Sul (PPGEdumat-UFMS), ingressante no ano de 2015.
’Os nomes dos alunos utilizados neste trabalho sdo pseuddnimos.
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Quadro 3 - Participacdo dos alunos nas sessdes

Lisa X X X

Peter X X X X X X

Mary X X X X X
Wendy X X X X X X
Miguel X X X X X X

Jodo X X X X X X
James X X X X

Fonte: Dados da pesquisa.

Estes foram os alunos que, dentro de suas possibilidades e interesses, saiam de
suas casas nas tercas feiras de manhé para participar de nossos encontros. Na sequéncia,
descrevemos suas caracteristicas, de acordo com as impressdes que tivemos.

Lisa era muito proxima de Mary, sempre estavam juntas. Apesar de ter
participado de trés sessdes, mostrou-se participativa e interessada nas atividades que
propunhamos. De acordo com Mary, Lisa adoeceu e por isso ndo conseguiu frequentar
0S encontros, assim como as aulas regulares por alguns dias.

Peter desde o primeiro encontro mostrou preferéncia pelo trabalho individual.
Era um menino de poucas palavras, tanto que nos intervalos sentava no banco ao lado
de fora da sala onde ocorriam as atividades, quase sempre sozinho. Numa de nossas
sessOes, por exemplo, mesmo diante de nossa insisténcia, preferiu trabalhar sozinho.

Mary, assim como Peter, era timida. Falava sempre em tom baixo e,
geralmente, dirigindo-se ao parceiro de dupla. I1sso diminuiu um pouco a medida que as
sessOes ocorreram.

Wendy sempre falante e preocupada com suas notas baixas, tanto nas provas
guanto no boletim escolar. Mesmo assim, estava sempre interessada nas propostas que
desenvolviamos. Assim como Mary, gostava de chegar com bastante antecedéncia em
relacdo ao horario combinado e de se sentar sempre a frente dos demais.

Miguel e Jodo eram inseparaveis, sempre chegando e saindo juntos das sessoes.
Miguel mais desinibido e sempre com suas girias. Jodo mas inseguro e cuidadoso com
as palavras a nos dirigidas. Era preciso dispensar uma atencdo especial a eles, pois se
dispersavam com facilidade e nem sempre se movimentavam para realizar as atividades.
Entdo, procuravamos questionar, conversar sobre as atividades e incentivar a realizacao

das mesmas.
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James iniciou sua participacdo nas sessdes mais tardiamente. Desde o inicio
mostrou ter facilidade em relacionar e reinvestir as propriedades que trabalhdvamos. Ele
foi o Unico, dentre os sete alunos, que nao frequentava as aulas extras ofertadas pelo
professor nos dias e horarios em que ocorreram nNOssos encontros.

Estes sete alunos, assim como os demais que participaram de uma ou outra
sessdo especifica, possuem também outras preocupacfes que extrapolam as paredes da
escola. Certamente elas ndo estdo relacionadas a celular de ultima geracéo,
computadores ou algo do tipo. Um exemplo disso é que nos primeiros encontros alguns
alunos chegaram a achar que os gravadores que utilizamos eram celulares. Por meio das
gravaces e do convivio que tivemos, percebemos que ali havia quem precisasse limpar
a casa para a avo, havia quem precisasse tomar conta do irmdo mais novo, havia quem
ficasse muito feliz porque iria para o centro da cidade® junto da avé. Havia, também,

guem estivesse preocupado com futebol do final de semana...

8 A escola localiza-se a pouco mais de 10 km do centro de Campo Grande.
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5. ANALISE A PRIORI, EXPERIMENTACAO E ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo tecemos nossas analises. Na analise a priori, apresentamos 0s
objetivos da sessdo, as atividades, estratégias de resolucao, possiveis questionamentos e
comportamentos, tanto dos alunos quanto dos pesquisadores. Em seguida, resumimos
como foi a experimentacdo, ou seja, o dia em que ocorreram, quantos alunos
participaram, como as duplas foram formadas, enfim. Na sessdo andlise a posteriori
evidenciamos 0s aspectos que ocorreram, relacionando-os com as analises a priori.
Neste caso, procuramos situar como foi nossa dindmica do encontro, falando um pouco
sobre cada atividade proposta, tanto no que se refere aos dialogos, quanto aos
protocolos. Contudo, enfatizamos as discussdes em que observamos a producgdo de
conjecturas, o debate de validacdo e a producdo de provas. Por ultimo, apresentamos

consideracdes especificas de cada sessdo.

5.1. Sessdo 01

Por ser a primeira sessdo, antes de iniciar com as atividades planejadas
realizamos uma breve apresentacdo pessoal, explanar alguns dos objetivos da sequéncia
didatica, como também, expor como esperamos que 0s alunos se portem diante das
atividades propostas, pois como afirma Machado “a experimentacdo supbe [..] a
explicitacdo dos objetivos e condigdes de realizacdo da pesquisa a populacdo de alunos
que participara da experimentagdo”, bem como “o estabelecimento do contrato didatico
[..]” (2012, p. 244).

Esta sessdo &€ composta por quatro atividades, cujas previsdes de possiveis
estratégias de resolugdo estdo descritas a seguir. A intencdo é identificar conhecimentos
que os alunos ja possuem em relacdo a angulos e a medida de angulos. Pretende-se,
também, observar se conseguem utilizar alguns elementos ja conhecidos para resolver
determinadas atividades. Devido a isso esperamos a produgdo de provas de nivel

pragmatico, pois se trata do primeiro encontro dos alunos com nossa proposta.

67



1. Utilizando o transferidor, identifique a medida de cada &ngulo indicado nas figuras abaixo:

Espera-se que os alunos consigam realizar a atividade com éxito, uma vez que
o livro didatico adotado pela escola, como também as orientacdes legais curriculares
(BRASIL, 1998) propdem a utilizacdo do transferidor e trabalham com a ideia de
angulo, desde o 6° ano do Ensino Fundamental. Vimos que neste nivel de escolaridade,
séo trabalhadas nogdes de angulo reto, angulo de meia volta, angulo raso, entre outros.
Além disso, os PCNs indicam que os instrumentos tais como esquadro, transferidor,
régua e compasso devem ser utilizados para o estabelecimento de relacdes entre as
propriedades geométricas e suas referidas construcbes ja no 3° ciclo do Ensino
Fundamental (correspondente a 5° e 6° ano) (BRASIL, 1998). No entanto, isso ndo
significa que os alunos saibam ou lembrem como utilizar o instrumento de medida.

Com relagdo a resolugdo da atividade, inferimos que existe a possibilidade de
que os alunos encontrem medidas diferentes para os mesmos angulos dependendo do
transferidor, pois pode haver imprecisées ou confusfes quanto ao seu uso. Como é a
primeira atividade da sequéncia, as figuras estdo posicionadas a fim de que os alunos
tenham o minimo de dificuldade possivel para realiza-la, ou seja, ndo seréa preciso, por

exemplo, inclinar o transferidor para encontrar a medida dos angulos dados.

Questéo para discussdo durante a socializacéo das respostas: Seria possivel encontrar

as medidas dos angulos dados sem a utiliza¢do do transferidor?

Esperamos discutir a possibilidade de encontrarmos a medida de determinados

angulos sem o auxilio do instrumento de medida. Esse € o caso, por exemplo, dos
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angulos 1 e 5, que representam respectivamente 90° e 180° e foram inseridos na

atividade intencionalmente por serem angulos cuja medida é de fécil identificacéo.

2. Observe a ilustracdo a seguir:

Ha relacdes entre as medidas dos angulos AOB, AOC e
CcOB? Explique.

Espera-se que os alunos consigam observar que os angulos AOC e COB sdo
suplementares e que, portanto, a soma de suas medidas é 180°, igual & do angulo AOB.
Uma possibilidade é a de que os alunos respondam que juntos, os angulos AOC e COB
formam um angulo raso (que mede 180°).

Caso os alunos ndo percebam a relacdo pretendida por ndo possuirem nenhum
conhecimento a respeito, poderemos solicitar que os alunos identifiqguem todos os trés
angulos da atividade e que os mecam com o auxilio do transferidor. Podera ser
solicitado, também, que construam outros angulos com as mesmas caracteristicas da
figura e que, novamente, identifiqguem suas medidas.

Caso haja necessidade de realizar uma explanacdo acerca dos conceitos de
angulo reto, angulo agudo, angulo obtuso, angulo raso e angulo de uma volta, poderdo
fazé-lo, uma vez que essas no¢fes, a0 menos intuitivamente, sdo importantes para o

desenvolvimento das demais sessoes.

Questdo para discussdo durante a socializacdo das respostas: Descobrindo uma
medida, seja ela a de AOC ou COB, é possivel identificar a outra? Por qué? (se sim) O

que garante que sim?

E se o desenho fosse da seguinte forma, poderiamos afirmar a mesma coisa? Por qué?
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Neste segundo caso, a posi¢do da figura pode influenciar a resposta dos alunos,
pois devido & rotacdo ja ndo é evidente que o angulo AOB possui medida 180°, o que
proporciona um grau maior de dificuldade a atividade, pois ndo se trata de uma situacao
comum, como na primeira figura. Acreditamos ser importante propor diferentes
situacbes a fim de que os alunos percebam que podem fazer uso de propriedades ou
no¢Oes em diferentes casos.

Com a préxima atividade, queremos saber se 0s alunos conseguem utilizar a
ideia de angulos suplementares ou se recorrem ao instrumento de medida e por isso,

optamos pela medida do angulo ser 61°.

3. Tomando por base a informacdo dada pela figura, seria possivel descobrir a medida

do angulo AOD? Justifique a resposta.

Para a resolucdo, os alunos concluem observando que o angulo AOC é
suplementar ao angulo AOD e que, portanto, mede 180°- 61° ou 119°. Logo, AOD
mede 119°.

A medida do angulo AOD pode ser encontrada por meio do instrumento de
medida. E para este caso, mesmo tivéssemos o cuidado de que a medida de AOC fosse
0 mais proximo possivel de 61°. E possivel que os alunos encontrem medidas proximas,
como por exemplo, 120°. Se isso ocorrer, ficara evidente a ndo percepg¢do da relagéo de

suplementaridade.
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4. E possivel descobrir a medida de cada angulo x indicado? De que forma?

r

& A £

De forma parecida a proposta anterior, apesar de ndo haver medidas na figura,
os alunos podem perceber que existe uma relacdo de suplementaridade entre os angulos.
E assim, identificar a presenca do angulo reto (a direita, identificado pelo simbolo
composto por um quadrado e um ponto em seu interior) e concluir que as medidas X
equivalem ao resultado de 180° - 90° (angulo reto) dividido igualmente por quatro.
Logo, x =22,5° (ou 22°, 30).

Outra possibilidade de resolucdo pode ser por meio da medicdo com o
transferidor, tal como ocorreu no pre-teste. Neste caso, alguns dos alunos que assim
fizeram, encontraram medidas aproximadas, pois ‘X’ ndo ¢ inteiro. Outros, nao
perceberam que estavam encontrando medidas diferentes para um mesmo ‘x’.

Para o caso dos alunos ndo conhecerem o significado do simbolo do angulo
reto, vamos realizar uma explicacdo a respeito. Se ocorrer de apenas alguns alunos nao

terem esse conhecimento, outros poderdo ser solicitados para auxiliarem na explanagao.

Atividade para discussdo ao final da socializacdo das respostas: Duas retas se cruzam
de modo que formam quatro angulos de mesma medida. Qual a medida de cada um

desses angulos?
Experimentagéo

Esta sessdo ocorreu no dia 21 de outubro de 2015 e contou com a presenca de 4
alunos. Pedimos para que sentassem em duplas as quais, dentro das possibilidades,
seriam mantidas no decorrer das demais sessdes. Assim, neste dia as duplas foram
compostas por Lisa e Mary, Peter e Wendy. Reunimo-nos num espago pequeno,
deslocado das demais salas de aula e cheio de cadeiras e carteiras sobrepostas umas
sobre as outras. Este local era anteriormente utilizado pelo professor que ministrava
suas aulas complementares. Ao final, realizamos uma discussdo com os alunos acerca

de cada atividade, agregando as questfes propostas em nossa analise a priori e outras
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mais que surgiram no decorrer da sessao. Em seguida, foi realizada a institucionalizacao

de algumas propriedades, prevista por nosso referencial tedrico.
Anélise a posteriori

Em nossas analises a priori, consideramos a possibilidade dos alunos
participantes da pesquisa possuirem algum conhecimento a respeito de angulos em
geral. Entretanto, os quatro alunos participantes desta sessdo relataram, em nossa
conversa inicial, que ndo sabiam muito sobre o assunto. De fato, percebemos que eles
ndo conheciam o transferidor e que ndo sabiam como medir angulos. Também, tinham
dificuldades em identificar, por exemplo, angulos de 90°, maiores ou menores. Uma
aluna (Lisa), quando diante de um desenho que representava um angulo de uma volta
feito no quadro por nods, disse que media 360° por ser “uma bolinha”.

Nossa postura frente a isso foi realizar uma breve explanacdo sobre angulos,
como identifica-los e medi-los. Mesmo assim o0s alunos encontraram algumas
dificuldades relativas ao uso do transferidor. Algo que consideramos natural por ser o
primeiro contato com o instrumento de medida. Desta forma, em relacéo & atividade 01,

temos o seguinte dialogo:

Lisa: E esse daqui que deu bem no meio? Eu Lisa: Por causa que é uma metade de uma
acho que é zero por que aqui ndo tem nenhum bolinha.

grau contando olha... N&o tem nada. Eu acho, Liana: Como assim?

ndo tenho certeza! Espera ai, espera ai! Eu acho Lisa: E porque uma metade da 180°.

que é 180°, por que aqui esta metade de uma Liana: Mary, vocé concorda com ela?

bolinha. Professora? Mary: Eu ndo sei... Eu acho que esta certo, mas
Liana: Por que vocé acha que este angulo mede eu ndo sei.

180°? Liana: Quanto mede uma bolinha?

Lisa: 180°, quer dizer, 360°!

Fica evidente no didlogo a producdo da conjectura de que o angulo 4 da
atividade 01, ao qual se referiam, mede 180°. Num primeiro momento, Lisa leva em
conta a possibilidade da medida do angulo ser 0°, depois, descarta esta possibilidade
passando a acreditar que medida correta do angulo seria 180°. Ela procura validar a
conjectura dizendo que aquele angulo em questdo representava “metade de uma
bolinha”.

De modo geral, na atividade 01, os alunos conseguiram encontrar as medidas
corretas para os angulos dados. Com relagdo a atividade 02, nosso intuito de que 0s

alunos percebessem a relacdo de suplementaridade entre os angulos ndo foi alcancada
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de imediato. Ao longo da sessdo isso foi se tornando mais claro, como veremos mais

adiante.

Os dialogos abaixo ocorreram durante a resolucdo desta atividade:
Primeiro Dialogo Segundo Dialogo
Wendy: Vai dar no 60° de novo! Liana: AOC, 60°. Qual é o AOC? [indicou
Liana: Mas vocé acha que pode? corretamente] Esse angulo AOC é maior ou
Wendy: Ndo! N&do tem como dar 60° de novo! menor que COB?
Liana: Mas vocé acha que mede mais ou Lisa: Menor.
menos? Liana: Olhando para a figura, o que vocé acha?
Wendy: E mais... E mais! N&o é do 60° pra ca! Lisa: Esse ¢ menor [indicando AOC, embora
E do 60° pra l4... [indicando a abertura] fosse maior]

No inicio do diadlogo, vemos que Wendy ndo estd convencida do resultado
encontrado por meio do transferidor e, observando a figura, percebe gque um dos angulos
é maior que o outro. Lisa, por sua vez afirma, no segundo dialogo, que o angulo AOC é
menor que COB baseando-se na medicdo que realizou. Mesmo orientada por nés a
observar a figura, manteve sua afirmacéo. E possivel que isso tenha ocorrido devido a
utilizacdo do transferidor, ainda sendo aprendida, pois sdo dois angulos cujo

prolongamento da semirreta em comum implica em 120° e 60°, a0 mesmo tempo.

2. Observe a ilustragiio a seguir:

f Ha relagdes entre as medidas dos dngulos AOB, AOC

e COB? Explique.
&

oy

Figura 17 - Protocolo da aluna Lisa, sessdo Ola
Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que Lisa, mesmo tendo afirmado anteriormente que um angulo de
meia volta corresponderia a um angulo de medida 180° e representando, a sua maneira
por meio de desenhos, ndo percebeu a incoeréncia ao ter dois angulos suplementares de
medida 60°. Ela apoiou-se no resultado encontrado no transferidor e como se trata do
primeiro contato com o instrumento possivelmente, assim como Wendy, guiou-se pela
medida do angulo da direita (BOC), cujo um dos lados coincide com o angulo AOC.

Na atividade 03, antes das discussdes, tivemos as seguintes repostas:
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Figura 18 - Protocolo aluna Lisa, sessdo 01b
Fonte: Dados da pesquisa
\%0
Mary e T o {
Figura 19 - Protocolo aluna Mary, sesséo 01
Fonte: Dados da pesquisa
3 $ [y d4
P
10
Wendy ’
Figura 20 - Protocolo aluna Wendy, sessdo 01
Fonte: Dados da pesquisa
120°
Peter

(Néo apresentou justificativa)

Vemos que os alunos encontraram a medida do angulo por meio do

Durante a resolugéo da atividade 04 ocorreu a seguinte conversa:

transferidor. Como ja explicitamos em nossas analises a priori, tomamos o cuidado de
que o angulo AOC medisse 61°, pois caso o aluno encontrasse respostas diferentes de
119°, nos mostraria que ainda ndo compreendeu ou ndo consegue reinvestir a relacdo de
suplementaridade. Como a resposta inicial dos quatro alunos foi 120°, podemos afirmar
que eles se utilizaram do transferidor para encontrar a resposta. No caso do protocolo de
Wendy, percebemos que a mesma apagou sua resposta inicial que fora 120°, anotando
119°.
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Primeiro didlogo

Mary: Pra mim deu 20°

Lisa: Eu acho que é 10°

Mary: Eu acho que é 20°, porque aqui... 80°
menos 60°... Eu acho que é 20°

Lisa: Eu acho que é 10° porque 10°, 20°, 30°...

Segundo Dialogo

Wendy: Se eu fizer 90° vezes... Ndo 90° vezes
ndo... 90° dividido pra quatro? Da ou nao?
Liana: O que vocé acha Peter?

Peter: Acho que da...

Liana: Mas porque vocés acham que da certo?

Mary: Eu acho que é 20° porque aqui... Wendy: Sei la...

Lisa: Mas € tudo igual! Ai! Acertei! Liana: Entdo pensem um pouco mais...
Na dupla:
Wendy: Faz ai!

Peter: Faz vocé...

Wendy: Eu ndo sei fazer divisdo! Como que faz
a diviséo?

Peter: Como?

Wendy: Como que faz a divisdo?

Peter: Mede aqui com a régua [transferidor]...

No primeiro dialogo a dupla discute sobre qual medida encontrada estaria
correta, se 10° ou 20°. Embora Mary apresente a resposta que mais se aproxima da
correta, ndo argumenta sobre o “porque” de sua afirmacdo. Pelo didlogo e pelos
protocolos concluimos que eles tentaram encontrar a resposta por meio da medicdo. A
outra dupla tenta encontrar a resposta sem medir e embora ndo tenham chegado a
resposta final, consideramos que se trata de uma tentativa importante por ser nossa
primeira sessdo. Observamos que neste caso, Wendy percebe que as medidas dos quatro
angulos juntos devem resultar em 90° e, embora insegura, cogita a possibilidade da
divisdo. E provavel que a dificuldade em realizar a operacéo, evidente no dialogo, tenha
sido um impedimento para a conclusdo da atividade, pois nos protocolos a dupla
respondeu que havia possibilidade de descobrir a medida de x por divisdo, embora ndo a
tenham efetuado.

Durante as discussdes sobre as atividades, desenhamos no quadro angulos
suplementares, sendo que apenas uma das medidas era conhecida e em posicdes
diferentes. Assim, questionamos se seria possivel descobrir a medida desconhecida em
cada caso e para o primeiro deles (dois angulos suplementares, sendo um deles 60°), 0s
alunos responderam que a medida pretendida era 120°. Para validar a resposta, Wendy e

Lisa apresentaram as seguintes respostas:

Florisval: Como vocés explicariam porque
aquele angulo mede 180°?
Wendy: Por que no de cima, também da 180°.

Lisa: Por causa que... Uma bolinha pela metade
da 180° e inteira d& 360°!

Neste momento do debate, tanto Wendy quanto Lisa, mesmo que usando o

termo ndo convencional “bolinha”, conseguem explicar o porqué de um angulo raso

75



medir 180°. Para o grupo, a explicacdo de Lisa de que a medida do angulo é 180° por
ser a “metade de uma bolinha”, passa a ser uma prova, considerando que todos foram
convencidos pelo argumento.

Em seguida, propusemos ao grupo a discussdo da atividade 03 da sequéncia
didatica, ou seja, se seria possivel identificarmos a medida desconhecida sem a
utilizacdo do transferidor. Pedimos quais respostas as duplas haviam encontrado e, em

seguida, se de acordo com o que estavamos discutindo, estariam corretas ou néo,

Liana: Agora voltando para a atividade 03, que Alunos: N&o!

medidas vocés encontraram? Liana: Quanto seria entdo?

Lisa e Mary: 130° Peter: 119°! Eu acho que é!

Liana: E vocés? Florisval: Como vocé pensou Peter?

Wendy: Deu 120° Peter: Por que ali estd 61° ai... 1° mais 19°, 20°!
Liana: Vocés acham que esta correto? E 100° mais 60° e 160° mais 20° 180°!

Neste caso, 0 grupo reinveste a ideia que esta sendo debatida, ou seja, de que a
medida de dois angulos que formam meia volta, devem resultar em 180°.

Quando perguntamos: duas retas se cruzam de modo que formam quatro
angulos de mesma medida. Qual a medida de cada um desses angulos? Sem demora 0s
alunos apresentaram suas respostas. Por meio da gravacdo em audio, foi possivel
perceber que Mary logo propde a Lisa que a medida dos angulos seja 90°, 90°, 90° e
90°. Peter questiona Wendy sobre quanto seria 360° dividido por quatro e prontamente

ela se manifesta para o grupo todo:

Wendy: Vai dar 90°! Mary: E porque se somar... E a metade...
Peter: 360° dividido por 4! Peter: E! Cada lado...

Wendy: Entéo! 90° olha! Lisa: Os quatro 90°...

Liana: Quanto? Florisval: Como assim a metade?

Mary: 90°. Mary: Eu ndo se explicar...

Wendy: E isso que eu ia falar! Peter: 90° mais 90° da 180°, mais 180°, 360°...

Florisval: Por que 90°?

Embora na sessdo ndo tenhamos focado em angulos de uma volta, Peter
utiliza-se dessa informacao para responder ao questionamento, bem como da ideia de

angulos suplementares, como fica claro em sua ultima fala.
Considerac0es sobre a sesséo 01

Entregamos os protocolos aos alunos e vez ou outra auxilidvamos em questdes

como a utilizacdo do transferidor e a compreensdo da notagcdo de angulos. Ao final,
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realizamos uma discussdo sobre cada uma das atividades da sequéncia, intercalando
com os questionamentos que haviamos proposto.

Observamos que os alunos ndo tinham muito conhecimento sobre angulos e a
medida de angulos em geral, o que reforca a ideia de que os contelidos geomeétricos nem
sempre tém o destaque que deveriam nas aulas de matematica, como discutimos em
nossos estudos preliminares. Apesar disso, trata-se de uma rica oportunidade para que,
de fato, eles possam investigar, descobrir, elaborar suas conjecturas e prova-las. A esse
respeito, tivemos ja nesta sessdo, a elaboracdo de conjecturas acerca da medida de
angulos de meia volta, como também argumentos a fim de valida-las.

Mesmo diante de enunciados que solicitavam justificativas, os protocolos dos
alunos permaneceram praticamente em branco e nesse sentido, quando este tipo de
atividade ndo é comum na sala de aula, o registro escrito € um desafio a mais por que
exige um tipo de representacdo que geralmente ndo utilizam (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2003). Por outro lado, as explicacGes verbais foram surgindo a medida que
questionavamos as respostas apresentadas.

O debate no final da sessdo ocorreu de forma timida, pois de certa maneira, 0s
alunos ndo estavam acostumados nem com nossa presenca, nem com esta dindmica. Em
alguns momentos incentivamos o dialogo por considerarmos que era importante ouvi-
los, entender como pensaram, independentemente da resposta estar correta ou nao.
Assim, embora a producdo de provas, no sentido de Balacheff, quase ndo tenha
ocorrido, consideramos que por ser nosso primeiro encontro, obtivemos resultados
satisfatorios tanto no que se refere as formulacGes apresentadas pelos alunos, quanto ao

envolvimento que tiveram.

5.2. Sessdo 02

Esta sess@o € composta por trés atividades cuja pretensédo € a de que os alunos
elaborem conjecturas sobre angulos opostos pelo vértice (OPV), por meio de atividades
de medicdo e construcio com o transferidor. E de nossa intencdo, também, que eles
utilizem algum tipo de argumento ou prova para valida-la.

As trés atividades que serdo trabalhadas neste encontro possuem em seu
enunciado a expressao explique, por que buscamos justificativas para as respostas

dadas, entender como ou por que motivo os alunos acreditam que a resposta esta
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correta. Isso pode favorecer o aparecimento de provas para as conjecturas produzidas, ja

que se solicita uma explicacdo, uma justificativa para as afirmacoes.

1. Nafigura, o que é possivel afirmar sobre a medida dos angulos?

Existe alguma relagdo entre as medidas dos angulos
COA e BOD? Explique.

Para responder a esta questdo os alunos podem apresentar diversas respostas,
uma vez que se trata de uma atividade ndo muito delimitada, de carater mais aberto se
comparada as demais. Por isso, diferentes respostas podem surgir afinal muitas coisas
sdo possiveis de se afirmar sobre a medida dos angulos propostos. Com relacdo ao
segundo questionamento poderemos ter, por exemplo, as seguintes respostas.

Sobre a relacéo existente entre COA e BOD, responder que s&o dois angulos de
mesma medida baseados na observacgéo do desenho.

Utilizar o transferidor para medir os angulos AOC e BOD e verificar que eles
possuem a mesma medida.

Considerar que angulos OPV séo congruentes, encontrar a medida de qualquer
um deles e em seguida deduzir a do outro.

Caso seja necessario, poderiamos realizar uma explanacdo a respeito dos
conceitos matematicos de retas, semirretas e segmento de reta. Nossa intencdo também
é suscitar uma discussdo sobre medidas aproximadas dos angulos COA, COB, BOD e
DOA e por isso, num primeiro momento néo distribuiremos o transferidor. A figura esta
posicionada de forma que sera preciso inclinar o instrumento de medida para medir 0s
angulos formados, pois queremos que 0s alunos percebam que devem utiliza-lo de
acordo com a posicdo do angulo cuja medida se quer saber. E esperado que os alunos
observem que angulos opostos pelo vértice serdo sempre congruentes.

Considerando a nossa primeira sessdo em que observamos que os alunos nao
tém muito conhecimento sobre &ngulos em geral, esperamos que aparecam provas
pertencentes ao nivel pragmatico. Ou seja, provas cujas fundamentacGes estejam

relacionadas as medi¢des e manipulacdes de exemplos particulares.
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Ainda, esta atividade foi elaborada de modo que contemplassem uma figura
representando angulos OPV, pois possivelmente sera o primeiro contato dos alunos com
a propriedade. Caso precisassem desenhar, a atividade poderia ficar confusa e a intengéo

de produzir conjecturas, ficaria para segundo plano.

2. Quais as medidas dos angulos da figura? Explique como vocé encontrou cada uma

delas.

Com esta atividade, queremos gue 0s alunos encontrem as medidas solicitadas,
seja por meio do instrumento de medida ou de um raciocinio dedutivo, ap6s uma
discussdo ocorrida na sesséo 01 sobre angulos suplementares.

Escolhemos que a medida do &ngulo COB fosse 55° e que ficasse evidente para
favorecer a resolucdo da atividade atraves desta estratégia. Assim, os alunos podem
deduzir que a medida do angulo AOD é 55° por ser o angulo oposto de COB, cuja
medida é indicada na figura. Em seguida, sera possivel concluir que o angulo AOC é o
suplemento de AOD (também é o suplemento de COB) e, portanto, mede 180°-55° ou
125° e pelo mesmo raciocinio, encontrar a medida de BOD. Logo, as medidas de AOC,
AOD e BOD sdo, respectivamente, 125°, 55° e 125°. Trata-se de uma das
possibilidades, considerando a ideia de &ngulos suplementares e OPV.

Também é possivel que os alunos encontrem as medidas por meio do

transferidor.

3. Considerando agora as retas paralelas a e d, interceptadas pela reta transversal b.

Identifique a medida de todos os angulos e explique como vocé as encontrou?
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Com relacéo a atividade 3, a demonstracdo de que retas paralelas interceptadas
por uma transversal resultam em angulos correspondentes congruentes é complexa e
ndo indicada a este ano de escolaridade. O livro didatico adotado pela escola, por
exemplo, quando trabalha estas nocOes apresenta provas pertencentes ao nivel
pragmatico (ver sessdo 2.2). Ainda, de acordo com os PCNs, mesmo que no quarto ciclo
(7% e 8° séries) se inicie um trabalho com demonstragdes, “[...] é desejavel que nédo se
abandonem as verificagdes empiricas, pois estas permitem produzir conjecturas e
ampliar o grau de compreensdo dos conceitos envolvidos” (BRASIL, p. 87, 1998). As
verificacbes das medidas de angulos dados, realizadas por meio do transferidor, por
exemplo, apesar de empiricas podem suscitar questionamentos como: estes angulos tém
a mesma medida? E assim, contribuir quanto a elaboracdo de conjecturas pelo aluno e
também de alguma justificativa.

Nesse sentido, nossa intencdo é que eles facam uma verificagdo empirica de
que determinados angulos, nesta atividade, sdo congruentes. Se necessario, utilizando-se
de outros desenhos formados por retas paralelas interceptadas por transversais. Assim,
esperamos que aparecam provas pertencentes ao nivel pragmatico, ou seja, aquelas
fundamentadas na medicao e validacao para alguns casos particulares.

Apesar disso, os alunos podem utilizar das mesmas estratégias referentes a
atividade 1 para encontrar as medidas dos angulos AEC, CEB, BED e DEA, tendo em
vista que é um caso analogo, porém com medidas diferentes. Entretanto, para identificar
as medidas de FAC, CHG, GHDe DHF, caso os alunos ndo tenham conhecimento,
mesmo que empirico, das propriedades dos angulos formados por duas retas paralelas
interceptadas por uma transversal, poderdo encontrar dificuldades. Se isso ocorrer,
podemos solicitar aos alunos que mecam todos os angulos da figura com o transferidor
e, caso necessario, que desenhem outros angulos formados por paralelas e uma
transversal, para a verificacdo.

E importante destacar que, tanto na atividade 2, quanto a atividade 3, as figuras
estdo posicionadas conforme configuracdo geométrica usual porque a intencdo agora é a
producéo de conjecturas sobre aos angulos OPV. Este aspecto sera explorado em outro

momento oportuno.
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Experimentacao

Esta sessdo ocorreu no dia 27 de outubro de 2015, com a participacdo de 06
alunos. Organizamos as duplas de modo que Lisa e Peter ficassem juntos, pois haviam
participado da sessdo anterior. Miguel e Jodo formaram a segunda dupla e, por ultimo
Ana e Maria. Estas ultimas, ndo foram consideradas em nossas analises gerais, pois
Maria participou pontualmente desse encontro e Ana esteve presente em dois deles. No
inicio, questionamos os alunos com relagcdo as medidas dos angulos de meia volta, de
uma volta e retos para relembrarmos o que foi visto na sessao anterior, bem como, para
integrar os alunos que ndo participaram da sessdo 01. Neste dia trabalhamos no
laboratério de informatica da escola, que proporcionava um espagco maior. Entdo
arrumamos as carteiras que seriam utilizadas pelos alunos entre os espacos dos

computadores. Este foi o local que utilizamos a partir de ent&o.
Analise a posteriori

Em seguida a distribuicdo dos protocolos Peter nos chamou e questionou sobre
como faria para responder a questdo sem o transferidor, até entdo ndo distribuido aos
alunos. Assim, propomos que pensassem em aproximacoes, ou seja, se 0s angulos da

figura mediam, por exemplo, mais ou menos do que 90°, na tentativa de incentivar, aos

poucos, a abandono do transferidor. Sobre isso, tivemos a seguinte conversa:

Liana: Sera que este angulo, BOD, mede mais
ou menos de 90°? E DOA, mais ou menos do
que 90°?

Peter: Mais!

Liana: Mais? Como assim?

Peter: E! Mais de 90°!

Lisa: N&o, eu acho que é a mesma quantidade!
Liana: Qual mede a mesma quantidade?
Peter: Aqui é menos do que aqui, olha!

Lisa: Esses dois aqui!

Liana: Ent&o vocé acha que o DOA e 0 BOC
medem a mesma coisa?

Peter: VVocé acha... Aqui, aqui ¢ menos do que
aqui, olha! Aqui é menos do que
aqui![referindo-se aos angulos suplementares]
Lisa: E! Entdo aqui...

Peter: Esses dois aqui sdo iguais! [referindo-se
aos angulos OPV]

Lisa: E esses dois aqui também séo iguais!
Peter: Entdo! Esse aqui é igual a esse e esse é
igual a esse!

Lisa: Entdo se a gente descobrir esse a gente
descobre esse!

Peter: Sim!

Passado algum tempo

Lisa: Deu70° aqui! Deu 40°... Deu 90°!

Peter: Aonde?

Lisa: Esse daqui!10°, 20°, 30°... N&o espera ai!
10°, 20°, 30°... N&o, deu 110°!

Peter: Aqui olha! Aqui é 50° e aqui é 130°...
Lisa: Aqui no meu deu 110°.

Passado algum tempo

Liana: E o de baixo da quanto?

Peter: Aqui? 130°!

Liana: Vocé mediu?

Peter: N&o, eu acho que é 0 mesmo tamanho...
Passado algum tempo

Lisa: E, esta certo! E 130° mesmo olha aqui!
Olha, 50° mais 50°... e aqui, 130° com 130° da
260° mais 50° mais 50°, da 360°!
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No excerto acima, observamos que a pergunta feita a dupla suscitou uma
discussdo sobre a igualdade dos angulos, possivel por que até entdo ndo haviamos
distribuido o transferidor. Peter observa que os angulos BOC e BOD s&o diferentes e
que o primeiro tem maior medida do que o segundo. Em seguida diz que os angulos
DOA e BOC (que sdo OPV) tém mesma medida a partir da observacdo da figura
presente na atividade, o que ¢ mantido quando, mais tarde, diz achar que tem “o mesmo
tamanho”.

Depois de certo tempo, distribuimos o transferidor as duplas e, embora a
questdo ndo solicitasse, passaram a medir os angulos da figura. Possivelmente isso
decorre do contrato didatico (BROUSSEAU, 1996) estabelecido naquele contexto, pois
mesmo que nos tentdssemos incentivar seu abandono aos poucos, ele vinha sendo
utilizado em todas as sessdes. Vemos que Lisa, diferentemente de Peter, procura realizar
as medicOes e valida-las com o instrumento de medida e mais tarde, alicerca-se na
informagao de que a medida de todos os angulos deve resultar em 360°.

Tendo em vista a afirmacéo realizada pela dupla, de que os angulos opostos
pelo vértice teriam mesma medida, devolvemos o seguinte questionamento: se iSS0O
sempre aconteceria. A resposta imediata foi negativa, nem sempre teriam medidas
iguais. Assim, os desafiamos a testarem com mais exemplos. Sobre isso, tivemos 0s

seguintes dialogos,

Primeiro Dialogo Segundo Dialogo

Liana: Testou? Liana: Seré& que sempre, quando tivermos dois
Lisa: N&o da igual! segmentos concorrentes como dessa forma, 0s
Liana: Que medidas vocé encontrou? angulos OPV terdo mesma medida?

Lisa: Esse daqui deu 130° e esse daqui deu 140° Ana: Ndo

Liana: E os outros? Lisa: Sim! Olha o que eu fiz... Deu a mesma
Lisa: Deu 40° e 40°! coisa! Olha aqui, eu fiz um monte, olha! Deu
Liana: E o que Peter acha? tudo a mesma coisa! Olha aqui o tamanho
Peter: Tem que da 360°... desses!

Lisa: Eu ia contar agora!

Na dupla

Peter: N&o vai dar! Ai ndo da! Vai dar mais!
Lisa: Eu coloquei errado aqui, olha! Aqui da
50°!

Quanto ao primeiro dialogo, ocorrido durante a realizagdo das atividades,
percebemos que mesmo tendo afirmado anteriormente que, descobrindo-se um dos
angulos, € possivel descobrir os demais, Lisa utiliza-se do transferidor para encontrar as
medidas da figura. Como modo de conferéncia utiliza-se, novamente, da informagéo de

que todos eles devem somar 360°. No entanto, tanto ela quanto Peter, ndo percebem de
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imediato que dois angulos suplementares ndo podem ser 50° e 140°. Como neste
momento, j& haviamos nos afastado da dupla, ndo foi possivel interferir com relagéo a
1SSO.

Em se tratando da conjectura que esta sendo elaborada, de que os angulos
opostos pelo vertice possuem a mesma medida, percebemos aqui 0 processo ciclico de
Mason (1982), no qual dada a conjectura, testa-se para alguns casos, coloca-se em
cheque sua veracidade e nesse momento, Lisa e Peter, buscam um contraexemplo e
encontraram um caso em que os angulos OPV ndo sdo congruentes. Mesmo sendo em
funcdo de uma incoeréncia, isso colocou em cheque a conjectura e nesse sentido,
passam a testar para mais casos e dai, decorre o0 segundo didlogo ocorrido durante
discussdo final da sessé&o.

Neste, Lisa infere que os angulos opostos sempre serdo iguais pelo fato de ter
“feito um monte”. Poderiamos assim, classificar esse discurso como sendo o tipo de
prova experimento crucial, cuja concluséo é baseada em diversos exemplos, sobretudo
em algum bem particular, como €é possivel observar nos desenhos do protocolo. E
importante dizer que mesmo tendo desenhado poucos casos, o fato de Lisa ter dito
“Olha aqui o tamanho desses!” significa que para ela aquele desenho cujo

prolongamento das semirretas foi pequeno, foi o caso nao familiar, atipico.

Figura 21 - Protocolo aluna Lisa, sessdo 02a
Fonte: Dados da pesquisa
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Em se tratando da segunda questdo da atividade 1, concernente a existéncia de
alguma relacio entre os angulos COA e BOD, Lisa e Peter responderam “sim, eles tém
a mesma medida”. A dupla Miguel e Jodo, ndo apresentou nenhuma resposta.
Entretanto, discutem bastante na tentativa de encontrar as medidas dos angulos,
vivenciando o processo de investigacdo na busca de resposta. Processo este, “[...] fértil
em acontecimentos inesperados, de movimentos para frente e para tras” (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 15), como fica evidente no excerto abaixo. Apesar

de ser a primeira sessdo da qual participam, neste momento, podemos dizer que ocorreu

a devolucéo e que os alunos estdo vivenciando fases adidaticas,

Miguel: E assim... Tudo tem que dar 360°!
Entdo olha se aqui é 55°... Aqui vai dar...

Jodo: Agora vai dar 155°...

Miguel: Aqui tem que dar 360°...

Jodo: Tudo?

Miguel: Tem que dar... 180°... Aqui, entendi... E
125°...

Jodo: Aham! Por causa que...

Miguel: Nao adianta a gente colocar o 130° aqui
se deu 55°. Aqui deu 130°, tira 5° dali... vai
virar 50° e aqui vai dar 130° e aqui também vai
dar... E coloca em baixo também 155° e 130°!
N&o... Aqui também vai dar 55° e aqui 125°...
Ai, 125° mais 125° vai dar 250° ndo é? 250°
mais... A legal! Olha aqui...

Jodo: 350°!

Miguel: N&o... Olha aqui... 125° mais 125° vai
dar 250° ai mais 50° vai dar... Ai... E 360° que
tem que dar né?

Jodo: E!

Miguel: Entao esta errado!

Jodo: Aqui vai dar tudo 360°?

Miguel: Nao! 125°...

Jodo: 5 mais 5... 250°...

Miguel: Agora 55° mais 55°. 5° mais 5° sobe
um... Vai dar... 120° mais 250° vai dar...

Jodo: 370°

Miguel: Entdo tem mudar...

Contaram novamente

Miguel: T4 certo vai... Entdo vai dar 360°... N6s
fizemos a conta dos dois, ai aqui deu 250° e
aqui deu 110° ai nds somamos e deu 360°.

Nota-se que Miguel, imbuido das discussdes iniciais da sessao, percebe que a

medida do &ngulo suplementar a COB n&o pode ser 130°, argumentando que “ndo
adianta”, pois “tem que dar 180°”. Em seguida, raciocina sobre a possibilidade de, de
fato, ser 130°, concluindo que se assim fosse, o outro angulo deveria ter 50°. Depois de
alguns pensamentos, afirma que os demais angulos também deverdo ter as medidas de
55° e 125° e apoiando-se na condicdo de que todas as medidas somadas devem resultar
em 360°, realizam contas na tentativa de verificacao.

Com relagdo a atividade 03, foram apresentadas as seguintes respostas
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Lisa

Peter

Miguel

Jodo
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Figura 22 - Protocolo aluna Lisa, sessdo 02b
Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 23 - Protocolo aluno Peter, sessdo 02
Fonte: Dados da pesquisa

Figura 24 - Protocolo aluno Miguel, sessdo 02
Fonte: Dados da pesquisa

Figura 25 - Protocolo aluno Jodo, sesséo 02
Fonte: Dados da pesquisa

Lisa: Professor! Eu acho que aqui
da 125°!

Florisval: Por que da 125°?

Lisa: Por que 125° mais 55° da
180°...

Florisval: E ai Peter?

Peter: Eu acho que aqui também da
125°!

Florisval: Como assim?

Peter: Por que 125° mais 55° é
180°...

Lisa mediu o angulo dado no
enunciado

Lisa: Aqui da 50°! Aqui pra mim
deu 50°! Professora?

Peter: Por que aqui deu 50°?
Lisa: Eu contei aqui...

Peter: Mas olha,se aqui é 55° mais
125°...

Lisa: Vai ficar 180° ai aqui...
Peter: Ai aqui olha...

Lisa: 130° mais 50° € 180°...
Peter: Ai esse aqui, 125° mais
155°...

Lisa: Mas aqui... Olha aqui uma
coisa...

Olha o tamanho desse pra esse...
Liana: O que vocés acham?

Lisa: Eu acho que é menor...
Peter: Eu acho que é igual...

Lisa: Na régua...

Peter: Aqui € 55°, mais 125°,
180°! Ai aqui... Quanto é que ia ser
aqui? 125°... 55°!

Lisa: Mas aqui eu medi...

Jodo: Eu coloquei por gque a soma
tem que dar 360°... E 360° no é?
Miguel: E 125° em cima, 125° em
baixo, 55° aqui e ali...

Jodo: Aqui é 125°?

Miguel: E!

Jodo: Ah! Aqui que é 55°, por que
os dois [referindo-se aos angulos
OPV] é 0 mesmo! Os dois sdo o
mesmo...

Miguel: Mas vai ser 0 mesmo, 0
resultado é aquele 14 mesmo...
Como que a gente vai escrever
aqui?

Jodo: Eu coloquei que a soma tem
que dar 360°...

Algum tempo depois

Florisval: Por que vocé disse que
aqui é 125°?

Miguel: Por que aqui a soma tem
que dar 180°...
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Aqui, novamente as respostas de Lisa sdo influenciadas pelo transferidor.
Tanto é assim que procura sempre medir e mesmo afirmando em momentos anteriores
que a soma das medidas de dois angulos que formam meia volta é 180°, bem como
apresentando uma justificativa para isso, quando questionada, o resultado do
transferidor se sobressai. Tomamos o cuidado de que as medidas por nos
convencionadas fossem compativeis com a medida ‘real’ do angulo, por isso,
acreditamos que Lisa, ao medir, tenha encontrado 50° e ndo 55°, por um ‘deslize’ (que
tem se mostrado muito comum) ao posicionar o transferidor.

Peter, por sua vez, percebe que ndo ha a necessidade de medir. Na tentativa de
convencer Lisa que a medida do angulo é 125° e ndo 130°, pois apresenta o seguinte
discurso: ‘Aqui ¢ 55°, mais 125°, 180°! Ai aqui... Quanto ¢ que ia ser aqui? 125°. E
aqui, 55°!”. No momento em que Lisa chama pela professora, estavamos proximos a
dupla e foi possivel observar que Peter, ao mesmo tempo em que questionou Lisa,
realizou movimentos com o transferidor, evidenciando os dois angulos suplementares
(55° e 125°, depois 125° e 55°). Neste caso, 0 aluno procura encontrar a resposta
deduzindo-a a partir da medida dada na figura presente na atividade. Percebemos a
presenca de um raciocinio um tanto avancado, considerando que fora apenas a segunda
sessdo e que os alunos ainda ndo haviam tido um contato expressivo com este tipo de
atividades e contetdo, conforme observamos na sessao 1.

Apesar de ndo podermos classificar o discurso apresentado por Peter como
sendo um dos niveis de prova de Balacheff (1988), ha possibilidade de classifica-lo
como uma argumentacédo, pois, fora feito na tentativa de convencer o colega sobre a
validade do que estava afirmando.

Quanto a outra dupla, quando Jodo afirma “ah! Aqui que é 55°, porque 0s dois
[referindo-se aos angulos OPV] é o mesmo! Os dois s&0 0 mesmo...” temos uma
evidencia da formulagdo da conjectura, iniciada desde a primeira atividade, para a qual
eles discutem as medidas dos angulos formados pela figura dada (dialogo anterior). Eles
concluem que os angulos COB e AOD s#o congruentes, mas encontram dificuldades no
tocante ao registro escrito. Quando Miguel questiona “como € que a gente vai escrever
aqui?”, parece-nos que a exigéncia do enunciado em apresentar uma explicacdo colocou
a dupla a pensar como poderiam responder a atividade, ou seja, como justificariam as

medidas dos angulos encontradas.
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Considerac0es sobre a sesséao 02

Nesta sessdo observamos a formulacdo da conjectura pretendida e nesse
sentido também ficou evidente que as atividades de medir, explorar as medidas dos
angulos, como sugerem Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) e Imenes (1987), por
exemplo, foram importantes para que isso ocorresse. Isso pode ser observado nas
discusses entre os alunos nas duplas que igualmente foi fundamental para observarmos
a producéo de conjecturas. Segundo Magalhdes e Martinho (2014), quando os alunos
estdo em grupos suas opinides e ideias tendem a ser organizadas e claras, pois precisam
comunicar a um outro 0 que estdo pensando e como raciocinam. Esse foi o caso, por
exemplo, de Peter que em boa parte dos dialogos que trouxemaos, estava discutindo com
Lisa seus argumentos sobre a validade de suas afirmagdes em detrimento dos resultados
do transferidor.

Também por meio dos dialogos compreendemos melhor como os alunos
pensaram para a resolucéo das atividades que propomos, como foi o caso de Miguel na
atividade 2.

No que se refere a validacdo da conjectura, Lisa apresentou o tipo de prova que
classificamos como sendo experimento crucial. Apesar disso, no final da sessdo
percebemos que, mesmo apresentando tais discursos e justificativas, alguns pareciam
expressar duvidas com relacdo a propriedade das medidas dos angulos OPV. Por isso,
optamos por retomar na sessdo 3 (angulos opostos pelo vértice) para que, em seguida a
uma melhor compreensdo sobre o assunto, seguissemos adiante. Ademais, devido as
escolhas que fizemos, ndo houve tempo para muitas discussdes sobre a atividade 4 da
nossa sequéncia. Retomaremos este assunto em uma sessdo posterior.

Neste dia Lisa e Peter, que ja haviam participado da sessdo 01 pareciam estar
mais a vontade do que os demais alunos, expondo-se mais nas discussdes finais,
diferentemente de Miguel e Jodo, por exemplo. Estes, embora mais timidos neste ultimo

momento, discutiram bastante entre si a resolucéo das atividades.

5.3. Sessdo 03

Esta sessdo € composta por uma atividade cuja pretensdo € a de fazer com que
os alunos voltem a investigar em relacdo aos angulos OPV (se possuem mesma

medida). Para isso, procuramos propor um questionamento, cuja solucdo 6tima fosse o
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conhecimento pretendido (BROUSSEAU, 1996) e por isso a atividade e fechada, ou
seja, quer-se saber sobre os angulos OPV: se possuem ou ndo mesma medida e por que.
Neste caso, optamos por ndo inserir na atividade nenhuma figura, para ndo influenciar
na resposta a ser dada. Na sequéncia didatica elaborada por Oliveira (2009), por
exemplo, as atividades sem figuras foram consideradas mais dificeis por que o aluno
precisava realizar sua propria construgdo no software com o qual trabalhou. Em nosso

caso, o aluno precisara construir seu préprio desenho, caso sinta necessidade.

1. Angulos opostos pelo vértice possuem sempre a mesma medida? Por qué?

Possiveis respostas a serem apresentadas pelos alunos:

Afirmativa, porque para todos o0s casos realizados, sempre obtiveram a mesma
medida. Neste caso, poderemos classificar a resposta como sendo empirismo ingénuo,
uma vez que neste tipo de prova, de acordo com Balacheff (1988), a afirmacdo €
realizada tendo por base apenas alguns exemplos. A esse respeito, Magalhdes e

Martinho nos dizem que:

Em particular, quando os alunos efetuam as suas primeiras experiéncias em
que é fundamental formular e avaliar conjeturas, verifica-se que a maioria
dos alunos conclui a veracidade destas para a generalidade de objetos de um
determinado universo, a partir apenas da verificagdo de um nimero pequeno
de casos observados e testados (MAGALHAES E MARTINHO, 2014, p.
105).

Afirmativa, porque é valida para todos os casos feitos, inclusive para algum em
especifico. Se o aluno apresentar essa justificativa, a prova sera classificada como
experimento crucial (BALACHEFF, 1988), pois ndo convencido em observar apenas
alguns exemplos, o aluno realizou uma verificacdo para um caso bem especifico,
atipico. Como exemplo deste tipo de prova, tem-se a situacdo de um aluno que constrdi
angulos opostos pelo vértice de modo que um dos angulos é inferior a 10°, sendo
observado que ele ainda ndo estava convencido da validade da propriedade e foi testar
um caso que ele considera um tanto diferente do usual.

Afirmativa, pois dada a construcao:
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AOD® + DOB = 180°
AOD + AOC=180°
Portanto, DOB e AOC s&o congruentes.

Essa reposta pode ser classificada como exemplo

generico.

Experimentagéo

Esta sessdo ocorreu no dia 03 de novembro de 2015. Estiveram presentes 06
alunos de modo que as duplas foram formadas da seguinte forma: Mary e Wendy que
faltaram a sessdo 2, sentaram-se respectivamente com Lisa e Ana. Miguel e Jodo
formaram a outra dupla. Neste dia entregamos o0s protocolos com o questionamento
proposto e procuramos intervir minimamente no trabalho dos alunos, ficando também
mais afastados fisicamente. Esta sessdo, apesar de conter apenas uma atividade, foi uma
das mais longas, ultrapassando as duas horas previstas, pois durante sua aplicacdo
propusemos outras questdes de acordo com a direcdo que os alunos seguiam. Para que
isso ocorresse, também foi importante o envolvimento e comprometimento que eles

tiveram com nossa proposta.
Analise a posteriori

Quando propusemos o questionamento, mesmo se tratando de algo ja abordado
na Gltima sessdo, as duplas aceitaram a questdo, como evidenciamos nos dialogos.
Percebemos que Lisa, mesmo tendo afirmado que os angulos OPV teriam mesma
medida na sessdo anterior, parece apresentar dividas e deste modo, testa para mais

Casos.

’Neste trabalho vamos usar a mesma notacao tanto para angulo quanto para medida do angulo.
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Lisa: Ela quer saber se sempre vai dar igual aqui
e aqui e aqui e aqui...

Mary: Ué! Logico que sim!

Lisa: Mas ndo sei, eles podem ser diferentes! Ai
olha aqui 6...

Mary: Mas do mesmo jeito tudo isso é igual!
Mas é sobre aquele desenho ali ou qualquer
desenho?

Lisa: Ndo vocé escolhe, sd esta perguntando
aqui, olha! Aqui deu quanto?

Mary: Deu dois de 90°!

Lisa: 10°, 20°, 30°... Aqui deu 90° também!
Deu igual!

Algum tempo depois

Mary: Eu acho que vai sim!

Lisa: Deu tudo 60°?

Mary: Entdo! Esse aqui da 60° esse da 60°
também!

Lisa: Vamos tentar com outro angulo... Deu
90°!

Mary: Aqui deu 90° e aqui deu 90°...

Lisa: Vocé mediu?

Mary: N&o, mas vai dar 90°!

Algum tempo depois

Lisa: Quanto deu?

Mary: 140°. Ah! Aqui também deu 140°!
Também deu 140° aqui olha! Eu medi errado
antes...

Algum tempo depois

Lisa: Mesmo pequeno ou grande, da do mesmo
jeito [referindo-se as medidas]

Mary: Entdo vamos para resposta...

Percebemos por meio deste excerto que a dupla estava empenhada na resolucédo
da atividade proposta. No primeiro momento, Mary infere que os angulos seréo iguais
baseada na observacdo do desenho feito por Lisa, pois ndo havia figuras junto ao
enunciado da questdo. A dupla passou a testar para alguns casos a validade da
conjectura de que os angulos OPV possuem mesma medida e a partir disso conclui que
é verdadeira.

Nesse sentido, conforme sdo encontradas as medidas dos angulos em outros
casos, as alunas parecem ficar convencidas de que angulos OPV terdo sempre mesma
medida. Por meio do didlogo, notamos que Lisa expressa novamente certa resisténcia
em deixar o uso do transferidor de lado, como fica claro no momento em que questiona
Mary sobre como encontrou a medida 90°. Nos protocolos, e em especifico, no de Lisa,
novamente ha diferentes desenhos realizados como podemos observar na figura abaixo.
Isso, possivelmente contribuiu para que ela afirmasse que, independente de ser “grande

ou pequeno”, os angulos OPV terdo a mesma medida.
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Figura 26 - Protocolo aluna Lisa, sessdo 03
Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 27 - Protocolo aluna Mary, sesséo 03
Fonte: Dados da pesquisa

De acordo com Balacheff (1988), o tipo de prova produzido Lisa e por Mary
nesta sessdo € (assim como na sessao 02 no caso de Lisa), é do tipo experimento crucial
porque elas trabalharam juntas na validacdo da conjectura e concluiram depois de terem
testado para alguns casos, inclusive para aqueles cujo prolongamento das semirretas
opostas é pequeno. Sabemos que isso ndo interfere na medida do angulo formado, mas
para elas isso fazia diferenca, entdo era como se fosse: se vale para um caso destes, vale
para todos.

Dado o curso da sessdo, questionamos se, a partir de uma medida, seria

possivel descobrir as demais,
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Liana: Sera que a gente consegue sem o0
transferidor, descobrir a medida dos outros
angulos?

Lisa: Sim!

Liana: Como que vocés fariam?

Lisa: 115°... Quantos que falta?

Mary: 115° mais 115°...

Lisa: Vai dar 230°...

Mary: Ai quanto que falta pra chegar no 300°...

Ai da metade aqui e metade aqui...
Lisa: Tira 0 5°, e se esse daqui fosse 20° ia
faltar 60°. Vai ficar 65°!

Mary: Por que esse aqui tem que ser igual a
esse. Af a gente soma 115° mais 115°. Ai vai

dar 230°. 360° menos 230° que vai dar... 130°.

Entdo tem que ver quanto é a metade pra
colocar metade aqui e metade aqui...
Liana: Mas vocé tem certeza que eles séo
iguais?

Mary: E porque... Eu acho que é...

Lisa: Deu 55°, esta errado...

Mary: E que eu sou ruim de divis3o...

Liana: Lisa, agora explica como vocé pensou...

Lisa: Eu contei mais. 115° mais 65° da 180°.

Dai aqui também eu cologuei 0 mesmo
resultado ai tudo d& 360°.

Liana: Por que vocé falou em 300° e dividir?

Neste caso, percebemos que, pelo menos Mary, esta convencida de que angulos
OPV possuem mesma medida, pois parte dessa informacdo para encontrar as demais
medidas dos angulos formados por duas retas concorrentes. Assim, considera dois
angulos de 115° e verifica quanto falta para 360°. O resultado disso é dividido por dois,
de modo que cada um deles é correspondente a uma medida do outro par de angulos
OPV.

Concernente a Lisa, j& consegue observar a relacdo de suplementaridade e
descobre o angulo suplementar a 115°. N&o é possivel afirmar se continuou a encontrar
as demais medidas por meio desse raciocinio ou se as instituiu por ja acreditar que 0s
angulos OPV possuem mesma medida.

Frente a orientacdo de escrever os raciocinios as alunas disseram que nado
sabiam como fazer isso. Nossa orientacdo foi para que eles escrevessem, pelo menos
como ou o que fez com que a conclusdo fosse obtida. Ao analisarmos as producdes
escritas de Lisa e Mary nesta sessdo, percebemos como acima evidenciado, diversos
desenhos de retas concorrentes e alguns calculos de soma e de subtracdo realizados.

Retomando nosso comentario sobre o didlogo, propomos outro questionamento
na tentativa de induzir um pensamento genérico: se dado um angulo de medida x, seria
possivel descobrir a medida do seu oposto pelo vértice, e em seguida, afastou-se. Mary,
pergunta a Lisa sobre o que fariam e afirma “mas como ¢é que a gente vai saber?”. A
dupla levanta a hipétese de todos os angulos formados pelas retas concorrentes medirem
“x”” e abandonam a atividade.

Com relagdo a outra dupla, Miguel e Jodo, evidenciamos os seguintes dialogos,
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Primeiro Dialogo Segundo Dialogo

Jodo: O meu deu 140°! Liana: Quanto mede esse angulo?

Miguel: Mais 150° de novo, olha! Jodo: 50°

Jodo: O meu é de novo 140°! Liana: Entdo?

Miguel: Agora aqui deu 30° e o outro... Vamos Miguel: 130°...

medir... Deu mais 30°! Deu 360°, por que olha... Liana: Entdo quanto vai medir esse?

Mais 30° de novo ai aqui eu medi deu 150° ai... Miguel: 50°! Aqui vai medir 50° por causa que

150° e 150° deu 300°. E eu acabei de medir a medida sempre vai estar de assim e de

aquela hora ali assim deu 30°... assim.... Vai ficar... 50° de um lado e do outro...
Jodo: Aqui tem que ser 50° pra dar 180°, 360°
tudo!

Com relacdo ao primeiro dialogo, Miguel e Jodo utilizam-se do transferidor
para encontrar a medida dos angulos, embora na sesséo anterior tenham mencionando a
possibilidade de encontra-las por deducdo. Miguel parece ficar surpreso quando diz
“mais 150° de novo, olha!”, por ter medido e encontrado 150° novamente. Para conferir
sua resposta, usa a ideia de angulo de uma volta, somando dois angulos de medida 150°,
mais dois angulos de medida 30°.

No segundo dialogo, suscitado com o objetivo de fazer com que os alunos nao
utilizem o transferidor para medir, Miguel parece apoiar-se na crenca de que os angulos
serdo congruentes dois a dois. Jodo, por sua vez, explicita que a medida do angulo deve
ser 50° “para dar 180°”.

Wendy e Ana concluem inicialmente que os angulos OPV nem sempre terdo
mesma medida e entdo questionamos se haviam concluido isso por terem medido. De

pronto, respondem que ndo, ndo mediram e acrescentam o didlogo que segue:

Wendy: Mas da para ver que ndo é igual! Wendy: N&o sei... Mas eu acho que vai dar a
Liana: Meca para ver que medidas encontra... mesma medida nos dois lados...

Algum tempo depois Liana: Mas o que te faz pensar que esse é
Wendy: Eu medi e aqui deu 45° e aqui deu 50°, menor?

mas como que aqui deu mais se aqui é menor? Wendy: O tamanho aqui...

Esta errado? Liana: O tamanho desses segmentos?

Liana: Por que vocé acha que esse é menor? Wendy: E!

A resposta imediata de Wendy concernente ao questionamento proposto foi de
que os angulos OPV ndo seriam congruentes, justificando que dava “da para ver que
ndo ¢ igual” (ao longo do dialogo, percebemos que o que levou a aluna a tal concluséo
foi o comprimento dos segmentos que delimitavam a abertura dos angulos formados,
assim como Lisa e Mary). A esse respeito, Diniz e Smole (2008) escrevem que a
associacdo de angulo aos giros pode evitar a ideia errdnea de que a medida deste €
determinada pelo comprimento das marcas de lapis usadas para sua representacao.

Nesse sentido, essa discussdo foi retomada posteriormente. Por hora, propomos que a
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dupla medisse, verificando por meio do transferidor e, apesar de ter encontrado medidas

diferentes, 45° e 50° (conforme dialogo abaixo), Wendy parece reconsiderar sua

afirmac&o anterior, mostrando-se agora, em duvida.

Na sequéncia, ocorre o0 seguinte dialogo:

Ana: 115°... Esse daqui vai dar 105°... Quanto
que é 115° mais 65°?

Wendy: deu 45°!

Ana: O que?

Wendy: Olha s6, conta aqui! Deu 45° dos dois
lados, olha!

Ana: Mas esta torto! Esse é menor!

Wendy: Mas...

Ana: Espera ai, vamos ver... Esta certo!
Wendy: Agora mede do outro lado...

Ana: 45°!

Wendy: Desse aqui...

Ana: A ndo, aqui é 45° e esse aqui... 45°... Deu
130°... E deu 145°, vai dar certinho!

Wendy: Mas e esse aqui?

Ana: E 145°!

Wendy: N&o é 145°! VVocé estd somando errado!
Ana: E sim!

Wendy: E daqui, olha!

Ana: Professor... Eu ndo sei somar!

Florisval: Como assim?

Ana: O desenho dela esta muito apertado!
Florisval: Mas vocé pode desenhar do jeito que
vocé quiser... Fagam outros desenhos!
Florisval se afastou

Ana: Ali tem que ser 140°, estava certo... 50° la.
Estava certo! Eu contei errado... Olha 50° que
faltou e aqui 140°...

Wendy: E aqui em cima?

Ana: 50°!

Wendy: Deu 380°.

Ana: 380°?

Wendy: Sim...

Ana: Sempre vai ser... Tudo tem que dar isso!
Wendy: Entdo sim, por que ela sempre vai ter a
mesma medida!

Quando Ana questiona acerca da soma dos angulos, a dupla passa a considerar

duas vertentes, o resultado obtido por meio do transferidor e a ideia de angulo raso.
Quando seu colega afirma que “vai dar certinho”, Wendy contesta e afirma que a soma
ndo estd correta, apesar disso, ndo percebem que 140° e 50° graus ndo podem ser
angulos suplementares. No audio, foi possivel observar que algum tempo depois a
Wendy questiona seu colega sobre a soma de todas as medidas dos angulos ter resultado
em 380° e percebem o erro. Infelizmente, antes que fosse possivel a correcdo por
iniciativa propria, intervimos propondo que a partir de um angulo dado (55°), fossem
descobertas as medidas dos demais angulos formados por duas retas concorrentes. Desta
forma, a dupla passa a considerar essa nova proposta, ndo retomando a questdo para
correcdo. Apesar disso, inspirada pelo raciocinio nela empregado, Wendy e Ana néo
tiveram dificuldades, em realizar a nova atividade, encontrando rapidamente as medidas
dos angulos, considerando a situacdo dada.

Nos protocolos, as respostas apresentadas ao nosso questionamento inicial

foram se seguintes:
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Mary Sim, por que medimos com o transferidor e o lado [referindo-se
ao angulo] oposto tem que ser igual ao outro e o total tem que
dar 360° [referindo-se ao total da soma de todos os angulos
formados por retas concorrentes]

Lisa Sim, por que sempre vai ter que dar 180° [a soma de dois angulos
suplementares] ou 360°de todos [0 total da soma de todos os
angulos formados por retas concorrentes]. Por que se ndo der
180° ou 360° nédo vai estar certo [...].

Wendy Sim, por que eles sempre vao ter mesma medida.
Miguel N&o apresentou justificativa escrita.
Jodo Né&o apresentou justificativa escrita.

Lisa e Mary tentam justificar a resposta dada tendo em vista que o enunciado
da questdo solicitava uma justificacdo. Entretanto, o recurso de que dispGe para isso é a
linguagem escrita, como se estivessem contando como ou “por que” acreditam que sua
resposta esta correta. Sobre isso, Aguilar Junior destaca que em seu trabalho “foram
também apresentadas respostas interessantes do ponto de vista da argumentacdo e da
prova matematica, uma vez que os alunos tentaram justificar transcrevendo suas ideias
através das palavras (2012, p. 55)”. Trata-se do que Almouloud e Mello (2000), Ponte,
Brocardo e Oliveira (2003) e outros autores sinalizam em relacdo a argumentacao,
apresentacdo de justificativas a producdo escrita, devido ao fato de ndo haver o costume
de se realizar este tipo de atividade na sala de aula.

Nesse sentido, a dupla se apoia no transferidor, mas ja consegue utilizar outros
elementos de conferéncia, como a no¢do de angulos suplementares e angulos de uma
volta. Essa dificuldade de justificacdo também é evidenciada por Oliveira (2009). Nesse
sentido, a autora aponta que um trabalhno em sala de aula que ndo privilegia as
argumentacdes, bem como as justificativas sobre as estratégias utilizadas, como fatores
causadores de tais dificuldades. Assim, mesmo quando a necessidade de justificar ficava
explicita na atividade, muitos alunos ndo a faziam, ou quando isso acontecia, as
justificativas por eles apresentadas ndo passavam inicialmente de um empirismo
ingénuo (OLIVEIRA, 2009).

Ao final da sessdo foi institucionalizada uma prova da conjectura de que 0s
angulos OPV possuem mesma medida. Nesse momento também retomamos a discussdo

sobre alguns aspectos da noc¢éo de angulo.
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Considerac0es sobre a sessédo 03

Nesta sessdo, percebemos que hd um consenso de que os angulos OPV terdo
sempre mesma medida. O grupo ja aceita a validade da afirmacg&do e aqui entra em cena
o valor relativo da prova (SALES, 1996). Nesse sentido tivemos, assim como na sessdo
2, provas do tipo experimento crucial. Além disso, percebemos que os alunos
mobilizaram nocdes de angulos suplementares e angulos de uma volta. Nos protocolos,
embora muito timidamente, ha tentativas de justificacdo das respostas.

A etapa inicial de uma situacdo é um momento para o qual grande parte dos
alunos gasta algum tempo e aos olhos do professor pode parecer que nada esta
acontecendo ou que os alunos estdo com dificuldades (PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2003), como por exemplo, quando propomos a Wendy e Ana que dados 0s
angulos OPV, cuja medida de um deles fosse 55°, descobrissem as demais achando que
ndo estivessem envolvidas com as resolugcdes. Isso impossibilitou as alunas de
retomarem o caso para 0 qual atribuiram medidas 140° e 50° para dois angulos
suplementares. Sentimos por ndo termos proposto as demais duplas a descoberta da
medida de um angulo oposto pelo vértice de um angulo x, bem como a ndo devolucao
desta atividade a Lisa e Mary em fun¢édo do término do tempo da sessao.

Ainda, de acordo com Balacheff (2009), uma das origens das dificuldades com
relacdo ao ensino e aprendizagem da demonstracdo refere-se ao contrato didatico
emergente das posi¢cdes assumidas, tanto pelo professor quanto pelo aluno, em relagédo
ao saber em jogo. Nesse caminhar, durante nossa institucionalizacdo realizamos com o0s
alunos a prova da propriedade referente as medidas dos angulos OPV com a intencédo de
discuti-la e de mostrar aos alunos como poderiam pensar nas proximas atividades que
exigissem justificativas. Essa postura também foi adotada por Piccelli em sua
experimentagdo ¢ de acordo com o autor, “[...] antes de solicitar ao aluno que prove
algum teorema, é preciso apresentar aos alunos o que realmente é uma prova e dar
condigdes para que eles possam buscar sozinhos os resultados seguintes.” (2010, p. 22).
Ainda, afirma que o aparecimento de provas do tipo exemplo genérico s6 foi possivel
apo6s sua intervencdo em que, por meio de questionamentos, os alunos foram
direcionados a provarem a conjectura gque estava sendo abordada.

Contudo, segundo Boavida et al.,

Nem sempre os alunos conseguem provar as conjecturas formuladas, nem
sequer acompanhar uma prova apresentada pelo professor. Este facto ndo
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constitui um factor negativo, pois a actividade de formulacdo de conjecturas

tem, em si mesmo, valor educativo. Além disso, este facto pode proporcionar

boas oportunidades para os alunos comecarem a compreender a natureza do

trabalho em Matematica onde a formulacdo de conjecturas e a sua prova,

frequentemente, ndo ocorrem em simultaneo. (BOAVIDA et al., 2008, p. 89)

Em sua tese de doutorado, Boavida (2005) salienta que ndo é facil fazer com

que os alunos compreendam que a verificacdo de conjecturas apenas para alguns casos
como fizeram Liza e Mary, por exemplo, ndo sdo simples, sobretudo quando estas
parecem ser verdadeiras e resistem a vérias situagdes. Ainda assim, dada a possibilidade
de que os alunos evoluissem no que concerne as provas apresentadas, esse momento foi
necessario para mostrar outras possibilidades de prova, utilizando-se de diversos

recursos além do transferidor.

5.4. Sessdo 04

Neste encontro o objetivo é que os alunos conjecturem acerca da possibilidade
da igualdade de alguns angulos formados por retas paralelas e transversais e assim
realizar uma discusséo sobre isso.

Para tanto, a sessdo sera dividida em duas etapas. Na primeira delas, 0s alunos
receberdo a tarefa de, a partir de duas retas paralelas interceptadas por uma transversal,
identificar quais angulos possuem mesma medida. Como ja dissemos na andlise
preliminar da sessdo 2, ndo temos a pretensdo de que os alunos provem suas afirmacdes
em relacdo a este assunto em especifico, uma vez que se trata de um raciocinio bastante
rebuscado e ndo adequado para este nivel de escolaridade.

Para esta proposta ndo entregamos nenhuma figura, assim era preciso que 0s
alunos desenhassem e medissem com o transferidor os angulos formados pelas retas
paralelas e transversais. Embora houvesse um direcionamento de nossa parte,
consideramos esta atividade de carater aberto, pois havia a possibilidade de aparecer
outras relacoes, diferentes de uma resposta do tipo sim/néo.

Na segunda etapa, propomos as duplas as atividades abaixo, cuja pretensdo € a
de que os alunos possam reinvestir estratégias e propriedades acerca de angulos
suplementares, angulo de uma volta, angulo OPV e, na medida do possivel, angulos
formados por paralelas e transversais. Assim, trata-se de atividades de determinacdo e
ndo de provas. Para realizar esta atividade os alunos ndo contardo com o auxilio do

transferidor, o que pode tornar a tarefa um pouco mais dificil.
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1. Na figura, temos que 0s segmentos de reta AE CD e EF sdo paralelos e interceptados

por outros dois segmentos transversais, GH e 1J. Identifique a medida do angulo x e

justifique a resposta dada.

\

- f
f—
|II
" |

Para a resolugcdo desta atividade os alunos precisariam fazer uso de
conhecimentos sobre retas paralelas e transversais e por isso, tanto na atividade 1,
quanto na 2, decidimos manter a figura numa posicdo de facil visualizacdo dos
segmentos paralelos. Neste caso especifico, também continha um terceiro segmento
paralelo aos outros dois dados e que passa pelo ponto de interseccdo O, entre 0s
segmentos GH eﬁ, pois essa percepcao nem sempre € tida de imediato e pode ser um
caminho pelo qual a resposta pode ser encontrada. Assim, apresentaremos uma

possibilidade, dentre outras possiveis.

Dada & informacéo de que EOO, mede 100°, o angulo IOF medira 80°, pois se
trata de angulos suplementares. Desta forma, o angulo 10,D também medira 80°, por
serem angulos correspondentes (considerando o segmentoI_J). Como GO;l é OPV de
00,H, medira 50°. Os angulos 10,D e GO;l, juntos formam o angulo GO,D, cuja
medida é 130°. Como os angulos GO,D e GO;B sdo congruentes, pois sdo angulos

correspondentes, considerando o segmento GH. Logo, o angulo GO;B, mede 130°.
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2. Sendo os segmentos AB e CD paralelos, encontre a medida de x e apresente uma

justificativa para a sua resposta.

Para esta atividade, diferentemente da anterior, optamos por ndo inserir um
terceiro segmento paralelo aos demais, pois isso poderia resultar em um caso analogo a
primeira atividade. Deste modo, queremos observar que estratégias os alunos
encontrardo a medida solicitada. Aguilar Janior (2012) propbés em seu trabalho uma
atividade parecida, com a diferenca de que o autor utilizou as letras a e b para
representar as medidas dos angulos que, em nosso caso, sdo 50° e 40°, respectivamente.
N&o ficam claro quantos dos mais de cem alunos que responderam ao questionario
resolveram a atividade, mas nos exemplos explorados ao logo de seu trabalho, os alunos
tracaram por si mesmos o segmento paralelo & AB e CD e que passa pelo ponto de
interseccdo dos segmentos transversais. Ainda, o autor conclui que as “[...] solucbes
refletem o trabalho em sala de aula que valoriza apenas o resultado final, sem explorar a
coleta de premissas para construir argumentos e chegar as conclusdes (2012, p. 62)”.

Uma possibilidade de resolucdo desta atividade consiste em tracar um

segmento de reta paralelo aos segmentos AB e CD. Assim,

O angulo GOF e o angulo de 50° dado pelo enunciado sdo angulos
correspondentes. Logo, GOF = 50°. Por meio de um raciocinio analogo, observamos
que FOI é correspondente ao angulo de 40° dado pelo enunciado. Logo, FOI = 40°.
Como o angulo x é formado pelos angulos GOF e FOI, somar as medidas destes

altimos. Assim, X =50° + 40° ou x = 90°.
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Tendo em vista que as atividades 1 e 2 possibilitam a utilizacdo da ideia de
angulos formados por retas paralelas e transversais. Os alunos podem encontrar
dificuldades, como por exemplo, o reinvestimento dessas propriedades. Como o
transferidor ndo podera ser utilizado pelos alunos, estes poderdo encontrar dificuldades
também nesse sentido. Quanto a atividade 2, em especifico, poderemos sugerir que um

segmento paralelo seja tracado.
Experimentagéo

Nesta sessdo, tivemos a participacdo de 15 alunos, sendo dez deles pela
primeira vez. Nao havia carteiras para todos e espaco agora se tornara menor, por isso,
cada dupla utilizou apenas uma mesa, apoiando-se nela e naquelas sobre as quais
ficavam os computadores. Iniciamos a sessdo com alguns questionamentos sobre a
medida de, por exemplo, angulos de uma (360°) e de meia volta (180°). Percebemos que
alguns sabiam identificar tais medidas e nesse sentido, conduzimos uma discussao.
Apesar disso, foi necessario dispensar uma atencdo especial a eles e principalmente,
ajuda-los quanto a utilizacdo do transferidor. As duplas foram formadas conforme a
participacdo dos alunos da seguinte forma: Mary e Wendy, que como de costume
sentaram-se a frente, Miguel e Jodo que ficaram num espaco mais ao fundo e Peter, que
apesar da insisténcia de nossa parte, preferiu realizar as atividades individualmente e
distante dos demais colegas. Também nesta sessdo, tivemos a participagdo do aluno

James, considerado em nossas analises.
Analise a posteriori

Durante a conversa inicial com os alunos em relagdo aos conhecimentos que ja
tinham acerca da medida de angulos, observamos que James conseguia perceber e
identificar algumas medidas em relacdo a angulos suplementares e angulos de uma
volta. Isso se evidencia no didlogo abaixo, que é referente ao primeiro questionamento

realizado, ao iniciarmos a sessao...

Liana: Vocés saberiam dizer quanto mede um Liana: E se eu tivesse essa situagdo, um angulo
angulo dessa forma [referindo-se ao desenho de medida 60°, eu conseguiria identificar a
feito no quadro de um angulo de meia volta]? medida desse outro angulo [referindo-se ao
James e Jodo: 180° angulo suplementar]?

Liana: Como vocés sabem? James: Seria 120° por que ali é um quarto da
James: Por que a circunferéncia inteira da 360° circunferéncia total...

e como ali é a metade...
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Assim, outras discussdes foram realizadas, tais como, identificar as medidas de
todos os angulos formados por duas retas concorrentes. Em seguida a este momento
demos inicio ao que haviamos planejado em nossas analises a priori. Pedimos para que
os alunos desenhassem diversas retas paralelas interceptadas por uma transversal e que
identificassem a medida de todos os angulos formados. Feito isso, deixamos as duplas
trabalhando nesta atividade, procurando intervir minimamente. Enquanto isso,
auxiliadvamos os alunos que ali estavam pela primeira vez quanto ao uso do transferidor,
pois nesta atividade o instrumento poderia ser utilizado.

Observamos por meio dos dialogos entre as duplas Mary e Wendy (primeiro
didlogo) e Miguel e Jodo (segundo dialogo), que a devolucdo ocorreu e que eles
estavam vivenciando situacGes adidaticas, transitando entre as situacdes adidaticas de

acao, formulacao e validacao.

Primeiro Dialogo Segundo Dialogo

Wendy: Da tudo a mesma coisal! Jodo: Agora a gente vai ter que medir... Vai dar
Mary: Aqui deu 170°, mas era pra dar 180°! Ah! 70°... 120° e 180°! N&o, mas esté errado! E
Deu 110°, ndo deu 170°, é que eu medi errado! daqui pra c4, ndo é?

Wendy: Olha, deu tudo a mesma coisa! Tem Miguel: Vamos fazer esse aqui...

que ver se vai dar 360°... Jodo: Deu um éngulo de 90°...

Mary: Vai dar sim! Miguel: Logico! Esta reto aqui...

Algum tempo depois Jodo: Entdo! Um &ngulo de 90°! Mede ai, entdo!
Wendy: Mentira que vai dar 50° aqui de novo! Miguel: E por que a linha esté reta...

Vocé ja pegou outro [mediu outro caso]? Jodo: Olha, aqui vai dar 70°...

Mary: Nao! Agora eu vou ver se da 360°. Viu! Miguel: Nessa deu 90°, na outra mais 90°, na
Deu 360°! outra mais 90°... Tudo 90°. Olha que massa! 90°
Wendy: Pra mim deu 50° de novo! Faz outro vé mais 90° da 180°! Da 180°, ndo da?

se vai dar a mesma coisa! Mede aqui... [ela Jodo: Da!

trocaram os protocolos para medir] Miguel: Entao!

Mary: 55°?

Wendy: E... 50°!

Mary e Wendy desenharam diversas retas paralelas interceptadas por uma reta
paralela nos seus protocolos. Logo ap6s identificarem algumas medidas, Wendy parece
ficar surpresa por terem encontrado o mesmo valor para as medidas dos angulos
colaterais/alternos (identificados pelo desenho no protocolo), tanto que afirma “Mentira
que vai dar 50° aqui de novo!”. O mesmo ocorre com Miguel, quando verifica que as
medidas dos angulos encontrados havia dado 90°. Observamos aqui que a conjectura a
qual tinhamos a intencdo de que os alunos elaborassem estd presente, mesmo que
implicitamente. Tanto é assim, que Wendy, por exemplo, pede que Lisa teste para outro
caso para conferir se dara “a mesma coisa”. Acreditamos que esse processo de medir,

analisar as medidas encontradas na busca de regularidades e a surpresa que Wendy e
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Miguel tiveram aproxima-se do que Brousseau (1996) chama de “micro sociedade
cientifica” onde os alunos sdo eles mesmos os protagonistas de sua aprendizagem.
Algum tempo depois, questionamos 0s alunos sobre as medidas encontradas e

obtivemos as seguintes respostas:

Primeiro Dialogo Segundo Dialogo
Wendy: Vai dar a mesma coisa sempre, tipo... Miguel: Eu acho que vai ser todos iguais,
N&o importa o jeito que pode estar a figura, mas porque todos que eu fiz deram!

sempre vai dar a mesma coisa!

Liana: Aonde vai dar a mesma coisa?

Mary: Aqui olha, nesses...

Wendy: Ah... Tudo tem que somar 360°, ndo
importa o jeito que esta!

Mesmo ndo tendo a intencdo de que os alunos provassem dedutivamente a
propriedade em questdo, diante de tais argumentos, poderiamos inferir que os alunos se
encontram no que Balacheff (1988) classifica como sendo nivel de provas pragmaticas.
Por meio dos protocolos, ndo conseguimos diferenciar as provas empirismo ingénuo e
experimento crucial, uma vez que os alunos testaram para diversas situacdes motivadas
por nos ¢ ndo por que realmente sentiram necessidade. No entanto, “oS argumentos
empiricos sdo possiveis, legitimos e, muitas vezes, valiosos, numa argumentagdo”
(BOAVIDA et al., 2008, p. 85). E desta forma sdo importantes no processo de provar
conjecturas.

Como o questionamento foi realizado para cada dupla individualmente, em
funcdo do tempo foi possivel propor Mary e Wendy, a descoberta de todos os angulos,
dadas duas retas paralelas e agora, duas retas transversais, tendo estas Gltimas um ponto
em comum. Essa escolha foi intencional por que os angulos a serem descobertos sdo
também os angulos internos e externos de um triangulo, assunto a ser discutido na
préxima sessao.

Percebemos que novamente ocorreu a devolucdo e que a dupla passou o
restante do tempo destinado tentando realizar a atividade proposta. Com isso, foi
possivel perceber que, apesar da afirmacdo anterior, em relacdo a congruéncia de
determinados angulos formados por retas paralelas e transversais, ainda néo
conseguiram reinvesti-la. O que fica claro é a percepcdo e utilizacdo da nocdo de

angulos OPV, como pode-se observar na figura abaixo
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Figura 28 - Protocolo alunas Mary e Wendy, sessao 04
Fonte: Dados da pesquisa

Por meio da observacdo dos protocolos, bem como os didlogos, percebemos
que Peter, Mary, Wendy, Miguel e Jodo consideram as noc¢des trabalhadas
anteriormente (&ngulos suplementares, angulos de uma volta, dentre outros). Contudo,
Peter mostrou-se bastante desconfiado com relacdo a congruéncia de angulos formados
por retas paralelas e transversais. Quando questionado, sobre essa possibilidade,
respondia que ndo, nem sempre os angulos formados seriam congruentes. Entdo,
devolvemos o questionamento cogitando a possibilidade de que ele encontrasse um caso
para o qual as medidas ndo fossem congruentes. E, como observamos na figura abaixo,
o0 aluno procura medir com precisdo e nesse sentido, acaba por encontrar medidas para
angulos colaterais/alternos congruentes e, também diferentes. Observamos que suas
representacdes sdo feitas em diferentes posicdes e diferentemente do que tem se
evidenciado com os demais alunos, demonstra preocupacdo com tragos mais exatos e

medidas precisas.
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Figura 29 - Protocolo aluno Peter, sessdo 04
Fonte: Dados da pesquisa

Verificamos que James, assim como Peter, em alguns casos as medidas
encontradas para angulos colaterais/alternos sdo diferentes. Apesar disso, em todos 0s
casos, obedece a ideia de angulos meia volta uma volta e OPV. Esta Ultima,
possivelmente movido pelas discussdes iniciais.

Nesse caminhar, fizemos uma pequena discussao sobre o que as duplas haviam
percebido com a realizagdo da atividade e, em seguida, distribuimos aquelas previstas
para a segunda etapa da sessdo. Com relacdo a Mary e Wendy, percebemos um extenso
didlogo na tentativa de encontrar as respostas e nesse sentido, afirmamos que a
devolucédo ocorreu. As alunas apoiam-se nas no¢ées de angulos suplementares, angulos
de uma volta e angulos OPV. Por outro lado, ainda ndo é muito clara a ideia das retas

paralelas interceptadas por uma transversal, embora utilizem-se dela para resolucéo.
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Infelizmente, ndo podemos dizer 0 mesmo com relacdo a Miguel e Jodo e
James, pois mesmo propondo algumas questdes para discusséo com as duplas, os alunos

nao demonstraram interesse em resolver as atividades.
Considerac0es sobre a sessédo 04

Sentimos ndo ter proposto a dupla Miguel e Jodo, como também a Peter a
descoberta dos angulos formados por duas retas paralelas e duas transversais, tendo
estas Ultimas um ponto em comum, como fizemos com Mary e Wendy, na primeira
parte da sessdo. Poderiamos té-la explorado e discutido com todos. Observamos que ha
uma evolucdo com relacdo a maneira como 0s alunos se portam diante das atividades
propostas. Quer dizer, fomos solicitados pelos alunos poucas vezes e, em geral, para
conferencia das respostas (embora procurassemos nao dizer se estava correta ou nao). O
exemplo disso, temos os extensos didlogos entre Mary e Wendy durante a realizacdo das
atividades. Esse aspecto pode ter sido favorecido pelo aumento dos alunos, uma vez que
procuramos ficar mais préximo daqueles que ali estavam pela primeira vez. Com
relacdo a Peter, sentimos que poderia ter se envolvido mais com as atividades propostas
se estivesse em dupla.

Além do mais, observamos que com a manipulacédo do transferidor e a medicao
em diferentes situagdes houve a producdo da conjectura pretendida. Sua validacéo,
outro objetivo de nossa investigacdo, aconteceu de modo empirico, pois foi
fundamentada na atividade experimental e recebeu o status de verdadeira, mesmo sem a

producdo de provas mais elaboradas.

5.5. Sessdo 05

Nesta sessdo, composta por duas atividades, temos o objetivo de que os alunos
conjecturem e argumentem a acerca da soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo qualquer. Além disso, pretendemos analisar como e quais conhecimentos
utilizam para realizar as atividades propostas, como também, o modo com o qual
validam suas respostas.

Assim, distribuimos para as duplas diversos triangulos, de diversas formas e
tamanhos. Os alunos deveriam medir o0s angulos internos, anotar as medidas
encontradas e, em seguida, soma-las. No decorrer da sessdo, solicitamos aos alunos que
pintassem e recortassem os angulos internos, seja de um dos triangulos dados, seja de
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outro qualquer. Depois, solicitamos que 0s juntassem em torno de um Unico vertice e

propomos a questdo para discussdo, em especifico, nas duplas:

Questdo para discussdo nas duplas: O que ocorre ao juntar todos os angulos internos

do tridngulo em torno de um Unico vertice? Por qué?

Imenes (1987) ao se referir a geometria experimental escreve que a utilizacdo
de materiais e instrumentos, tais como, papel, cartolina, tesoura, compasso, transferidor
e outros, favorecem a percepcao do aluno em relacdo a determinadas propriedades. Por
exemplo, “recortando um tridngulo de papel, numerando seus angulos, separando-0S
com a tesoura e dispondo-os de modo a representar sua soma, a crian¢a compreende a
propriedade relativa a soma dos angulos de um tridngulo.” (IMENES, 1987, p. 58).
Ainda segundo o autor, sem abandonar as verificaces empiricas nas séries finais do
ensino fundamental e mesmo no ensino médio, o raciocinio dedutivo deve ser
gradativamente intensificado. Desse modo, aceitando por meio de constatacdo empirica,
que angulos correspondentes formados por retas paralelas interceptadas por uma
transversal possuem a mesma medida, pode-se deduzir a medida da soma dos angulos
internos de um tridngulo. Utilizando essa propriedade é possivel deduzir a soma dos
angulos internos de qualquer poligono. A partir disso, deduzir a soma dos angulos
externos de poligonos e assim por diante.

Pudemos observar que este pressuposto esta presente no livro didatico de
matematica adotado pela escola, uma vez que ha o mesmo incentiva a utilizacdo de
propriedades conhecidas para descobrir outras. Consideramos que organizacOes
dedutivas contendo provas “locais”, permeadas por enunciados aceitos ou validados
empiricamente, sdo escolhas validas para esse nivel de escolaridade.

O protocolo que entregamos aos alunos possui duas atividades, a primeira, de
carater fechado e a segunda de carater aberto,

1. Qual é a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer? Justifique

a resposta dada.

De acordo com os PCNs do Ensino Fundamental a demonstracdo desse
teorema € acessivel aos alunos e “[...] a concretizagdo ¢ bastante 1til para levantar

conjecturas sobre esse resultado.” (BRASIL, 1998, p. 127). Também vimos que o livro
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didatico da escola apresenta provas para esta propriedade. No sétimo ano explora
atividades experimentais (nivel pragmaético) e no oitavo propde uma prova do tipo
exemplo genérico.

Optamos por ndo inserir figuras na atividade, pois os alunos ja teriam realizado
medi¢bes nos triangulos com os quais trabalharam anteriormente. Caso tivessem
duvidas ou sentissem essa necessidade, poderiam desenhar a figura por conta propria. A
questdo também exige uma justificativa e assim, algumas possiveis resolugdes séo:

A conclusdo pode ser fundamentada na atividade realizada, observando que
para todos os casos, os trés angulos juntos “aparentemente” formam um angulo de 180°.

Afirmar que a soma dos angulos internos dos triangulos sera sempre 180°
tomando por base alguns tridngulos construidos por eles mesmos, medindo os angulos
com o auxilio do transferidor. Essa justificativa sera classificada como uma prova do
tipo empirismo ingénuo.

Construir um tridngulo muito diferente dos exemplos considerados “normais”
e, entdo se convencer de que a afirmacdo é valida. Caso isso ocorra, tem-se o tipo de
prova e experimento crucial.

Tracar pelo vértice uma reta paralela ao lado oposto e observar relacdes entre
as medidas dos angulos obtidos com os angulos internos do tridngulo”.

~

Assim, b =d e ¢ = & por serem alternos internos.

~

Como d +a + & = 180°,b = d e ¢ = &, substituindo

a+ b + ¢ =180°

Prolongar um dos lados de determinado

tridngulo a partir de um vértice, de modo que passe
uma reta paralela ao angulo oposto a esse Vvértice.
Assim, &+ d + & = 180°.
Como b e & sdo angulos colateraiscorrespondentes
(mesma medida).

Como ¢ ed sdo alternos internos, também sio

congruentes. Substituindo temos:
4+¢c+b=180°
As duas ultimas maneiras de resolucdo serdo classificadas como sendo exemplo

genérico, pois a partir de um triangulo particular, sdo utilizados elementos para uma
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generalizacdo. Pode-se também considerar como uma demonstracdo matematica nesse
nivel de escolaridade, dependendo do discurso dedutivo que acompanha a figura, que
estaria servindo apenas de suporte para o raciocinio dedutivo formalizado.

Propusemos também, uma segunda atividade, de carater mais aberto, com o
intuito de favorecer a investigacdo por parte dos alunos com relacdo ao trabalho
relativo, dentre outras coisas, a descoberta de novas possibilidades de provar que 0s

angulos internos de um triangulo medem juntos, 180°.

2. Sabendo que os segmentos AB e CD sio paralelos, o que € possivel afirmar sobre os

angulos da figura?

H

E
A B

AN

Para esta atividade, os alunos podiam fazer uso do transferidor. E a esse

respeito, a atividade talvez pudesse ser realizada mais facilmente. Embora néao
tivéssemos previsto anteriormente a experimentacdo, vimos que € possivel observar que
se essa estratégia de encontrar as medidas dos angulos por meio do transferidor seria
utilizada. Noutras palavras, se eles utilizariam o instrumento de medida ou um
raciocinio dedutivo.

A figura poderia estar posicionada de outras maneiras, tais como:
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Como a correspondéncia entre angulos formados por retas paralelas
interceptadas por uma transversal havia sido trabalhada recentemente, ndo queriamos
um complicador a mais por que o objetivo principal era observar se 0s alunos
identificariam os angulos congruentes por meio de propriedades ja vistas e se

observariam que a soma dos angulos internos do triangulo sempre sera 180°.
Experimentagéo

A sessdo ocorreu no dia 17 de novembro de 2015 e teve a participagdo de 12
alunos. As duplas analisadas foram formadas por Peter e Wendy, Miguel e Jodo e

também, James e Pedro, que participou pontualmente desse encontro.
Anélise a posteriori

Na primeira parte da sessdo, como haviamos planejado, distribuimos aos
alunos diversos e diferentes triangulos, juntamente com uma folha na qual deveriam
anotar as medidas dos angulos internos encontrados. O excerto abaixo € decorrente
desta atividade, no qual observamos claramente a desconfianca e a evidencia da
conjectura de Wendy de que a soma dos angulos internos de um tridngulo resulta de
180°.

Wendy: Quanto deu a soma aqui? Peter: Vocé ja mediu quantos?

Peter: 180° eu acho... Wendy: Quatro!

Wendy: Olha deu 180° de novo! Peter: Eu estou no terceiro ainda!

Algum tempo depois... Algum tempo depois...

Wendy: Deu 180° de novo! Wendy: Nossa esta dando todos 180°! Eu acho
Peter: Nédo esta dando todos 180° néo! que vai dar todos 180°...

Wendy: Esté dando todos 180°!

Peter afirma que nem todas as somas feitas estdo resultando em 180° e nesse
sentido, observamos em sua folha de anotagdes que seus resultados, para a soma das
medidas dos angulos internos dos triangulos, foram 163° (um caso), 182° (trés casos) e
184° (dois casos). Nas anotacdes de Wendy, por outro lado, todas as somas resultam em
180°. E aqui, ndo é possivel concluir se ele arredondou as medidas dos angulos ou se,
percebendo para um ou dois casos a recorréncia desse valor, modelou os demais.Depois
de um processo de experimentacdo no qual Wendy mediu os angulos internos de varios

triangulos e somou as medidas encontradas, ela diz achar que “vai dar todos 180°”. Esse
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€ um caso em que ha a conjectura implicita de que a soma das medidas dos angulos
internos de um triangulo é 180°.

Com relagdo a Miguel e Jodo, observamos que a partir das atividades
conjecturaram que a soma das medidas dos trés angulos internos de um triangulo deve
resultar em 360°. Por meio do didlogo, fica evidente a influéncia do transferidor para

que eles chegassem a tal formulag&o.

Miguel: Agora eu ndo sei como mede a ponta Miguel: Nossa!

dele aqui, esqueci... Jodo: Deixa eu contar de novo. Nossa deu
Jodo: O meu deu entre 60° e 70° e esse entre mesmo!

40° e 130° Miguel: 180° esse daqui, que legal!

Miguel: Est4 errado! Jodo: 360° o ultimo deu!

Jodo: O meu deu 80°, 60° e 50°. Algum tempo depois

Miguel: O meu 60° 20° e 80°. Olha 220° 0 meu Miguel: Mas no final das contas tem que dar
deu! O seu deu 220°? E Aqui deu 360°, todos 360°... [referindo-se a soma das medidas dos
vai dar 360°? angulos internos de um triangulo]

Jodo: N&o sei, tem que medir... Deu 400°!

E provavel que alguns alunos tenham confundido a medida de angulos internos
e externos no momento de utilizar o transferidor e por isso tenham encontrado medidas
como 220°, 400° e 360°. Assim, mesmo diante de um caso no qual a soma resulta em
180°, Miguel afirma que “[...] no final das contas, tem que dar 360°...”. ESsa conjectura
foi refutada quando a dupla realizou a proposta de pintar os angulos, recorta-los e junta-
los em torno de um Unico vértice. Ao fazer isso, Wendy relaciona a atividade

experimental com as nogdes ja vistas anteriormente e conclui:

Wendy: Ahhh! Nao falei que iria dar 180°! Deu a
metade, olha... 180° aqui mais 180° vai dar 360°!

Logo em seguida, ainda sem realizar uma discussao sobre isso, entregamos 0s
protocolos com as duas questfes e como a primeira era concernente ao valor da soma

dos angulos internos de triangulos, obtivemos as seguintes respostas, aqui transcritas:

Peter 180° é a metade de um angulo de 360°.

Wendy 180°, porque todos sdo a metade de 360°[todos juntos formam a
metade de uma circunferéncia]

Miguel N&o apresentou justificativa.

Jodo Né&o apresentou justificativa.

James Porgue uma meia volta tem que dar 180°.
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Observamos Peter, Mary e James obtém conclusdes por meio da atividade
experimental realizada. Mesmo que Jodo e Miguel ndo tenham apresentado justificativa
escrita, observamos que todos os cinco alunos encontram-se no nivel de provas
pragmatico, pois como evidenciamos nos dialogos, pois concluiram com base na
atividade experimental, observando casos particulares.

Mello (1999) propds uma questdo parecida em seu trabalho na qual os alunos
precisavam assinalar a alternativa que completaria a frase “a soma dos angulos internos
de um triangulo qualquer” e justificar sua escolha. Ele ressalta que a maioria dos alunos
respondeu corretamente e apresentou justificativa, mas nenhuma delas de forma
completa. Assim como em nosso caso, nenhum deles desenhou triangulos em seus
protocolos. O interessante € que alguns alunos apresentaram respostas semelhantes as

de Peter, Wendy e James, como por exemplo,

Um tridngulo tem soma dos seus angulos internos 180 graus porque tem a
metade do quadrado que tem 360°.

[.]
A soma dos angulos internos de um quadrilatero é igual a 360°, assim, a
soma dos angulos internos do triangulo vale 180 graus, pois é a metade.

[]
Se colocarmos em linha reta os angulos, obteremos 180° com a soma deles.
(MELLO, p. 60-61).

Piccelli (2010) na terceira sessdo que desenvolveu tinha a intencdo de que os
alunos conjecturassem sobre a soma dos angulos internos de triangulos por meio do
software Cabri-Géomeétre segundo ele s6 foi possivel chegar ao segundo nivel de
provas, devido a interferéncia do pesquisador. Disso, observamos que o direcionamento
dado pelo professor é importante para que os alunos cheguem ao nivel de provas
intelectuais e que atividades experimentais sdo importantes, pois, por exemplo, grande
parte dos alunos associa/lembra a relacdo entre a soma dos angulos internos de
quadrilateros e triangulos. Isso ndo é ruim, pois como destacamos em nossas analises a
priori atividades experimentais sdo importantes, poderia ser complementado um, um
trabalho que envolvesse aspectos dedutivos como observamos, por exemplo, no livro
didatico que a escola adota. Isso tudo, “[...] nos leva a olhar atentamente o ensino atual
da geometria, as exigéncias e prioridades devem ser refeitas com modificacOes
profundas que tenham como meta facilitar 0 acesso ao raciocinio dedutivo do aluno.”
(MELLO, 1999, p. 61). Levando-o, assim a conjecturar, argumentar e validar suas

respostas.
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Em se tratando da atividade 02, observamos que o aluno James, em meio a
resolugdo, solicita ao seu colega para que meca “o outro angulo”, pois gostaria de
verificar se a medida era 50°. Sua ultima fala nos possibilita pensar que essa hipotese

pode ter sido levantada na tentativa de resolucdo sem o instrumento de medida.

James: Esse aqui é 50°? Pedro: Deu 30°!

Pedro: Esse outro tem que dar 30°! Florisval: Se vocé ndo tivesse o transferidor,
James: Mede de novo, quero ver se é 50°... aqui teria que dar quanto?

Pedro: Esse outro aqui tem que dar 30°! Pedro: 30°!

Ele mediu James: Viu! E légica, eu falei!

Assim, quando James diz “é 16gica”, nos indica que esta tentando relacionar os
resultados obtidos por meio do transferidor com a possibilidade de encontra-los
dedutivamente.

Ainda com relagéo a esta atividade, tivemos a seguinte conversa com Peter e
Wendy:

Liana: Sera que esse angulo vai ter sempre a Wendy: Acho que sim, por causa da...

mesma medida que o outro? [referindo-se aos Peter: Da reta paralela...

angulos correspondentes] Liana: Entdo, quanto vai dar a soma dos trés
Peter: N&o sei... angulos internos do tridngulo?

Liana: Olhando por aquela ideia das retas Peter: 180°!

paralelas... Liana: Como assim?

Peter: Entdo eu acho que sim... Wendy: D4 a mesma coisa aqui da 180° e aqui
Liana: E esse? Aqui é 50°, mas poderia ser também, por que os angulos sao iguais: esses
qualquer valor... Sera que eles vao ter sempre a que da meia volta e esses que estdo no tridngulo.

mesma medida?

Por meio do dialogo, percebemos que Peter se mostra em ddvida com relagdo a
identificacdo de angulos correspondentes. Quando lhe é proposto pensar na ideia de
retas paralelas, responde ao questionamento realizado, contudo, ndo € possivel
identificar certeza em sua fala. Na sequéncia, perguntamos em relacdo a outro angulo e
Wendy prontamente responde achar que sim, eles sempre teriam mesma medida e
conclui o didlogo afirmando que aqueles angulos que formavam meia volta seriam
iguais aqueles que estavam no triangulo. De fato, nas sessGes anteriores, Wendy,
diferentemente de Peter, parece ter se convencido mais da existéncia de uma relacéo de
correspondéncia entre angulos formados por retas paralelas interceptadas por
transversais.

Nossa intengdo com esta atividade era que os alunos percebessem outro modo
de comprovar que a soma das medidas dos angulos internos de triangulos possuem

mesma medida foi atingida com Wendy. Ressaltamos que nossas escolhas podem ter
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influenciado para que isso ocorresse, pois se tivéssemos trabalhado mais com os alunos
a ideia de retas paralelas e transversais, por exemplo, possivelmente os demais alunos

também perceberiam a relagdo pretendida.
Considerac0es sobre a sessédo 05

Nesta sessdo, os alunos Miguel e Jodo ndo se envolveram muito com as
atividades e por isso, os didlogos relacionados as resolugdes das atividades ndo séo
muitos. Por outro lado, Peter, Wendy e James mostram-se bastante interessados e
engajados com nossa proposta. Peter tem se mostrado bastante cuidadoso com relacéo a
medicdo dos angulos, como pode ser observado em seus protocolos, e James parece
perceber que algumas medidas podem ser encontradas por um modo dedutivo.

A0 que observamos, os alunos pareciam convencidos de que a soma dos
angulos internos de um triangulo é 180°, considerando o que realizaram na atividade
experimental no inicio da sessdo, produzindo provas no nivel pragmatico. Isso pode ter
influenciado as respostas nos protocolos referentes ao nosso questionamento, pois como
vimos ap0s a realizacdo da segunda atividade da sessdo, os alunos, em especial Wendy,
perceberam relacbes entre as retas paralelas e transversais com a soma dos angulos
internos do triangulo. Nenhum aluno desenhou outro tridngulo a fim de confirmar a
conjectura. Talvez pudéssemos ter suscitado uma discussdo mais aprofundada sobre
isso, bem como termos proposto questdes outras questoes.

Sobre a utilizac¢do do transferidor, observamos gue houve menos discussdes no
desenvolvimento da atividade 2 do que, por exemplo, nas atividades 1 e 2 da sessao 4,
nas quais ndo era permitido utilizéa-lo.

Neste encontro tivemos a producdo da conjectura referente a soma das medidas
dos angulos internos de triangulos por meio de atividades de medir angulos, como
também de recorta-los e junta-los em torno de um Unico vértice. As provas produzidas
permaneceram no nivel pragmatico, principalmente fundamentadas na atividade
experimental e sobre isso, parece haver uma confuséo entre a formulacao e a validacéo,
pois 0s mesmo argumentos séo utilizados durante as duas atividades.

Ao final da sesséo, realizamos uma discussdo sobre as atividades realizadas,
em especial da atividade 2, para a qual atribuimos valores genéricos aos angulos e
fomos questionando os alunos com a intencdo de provar que a soma dos angulos

internos de triangulos é 180°.
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5.6. Sessdo 06

Nesta sessdo trabalhamos com aplicagdo e reinvestimento de nocdes ja
exploradas nas sessdes anteriores: angulos de meia volta, angulos OPV e soma dos
angulos internos de tridngulos. Acreditamos que estas atividades, cuja intencdo é
determinar e ndo provar é importante para investigar a compreensdo de propriedades,
sobretudo quando precisam reinvesti-las em situagdes ndo comuns. Como verificamos
em sessdes anteriores, quando os alunos podem utilizar o transferidor para encontrar as
medidas solicitadas € possivel identificar qual foi a estratégia de resolucgéo utilizada, por
exemplo, se mediram ou se tentaram descobrir utilizando relagbes sem o uso desse
instrumento de medida. Nesses problemas o objetivo principal era a determinacgdo de
um determinado angulo, ndo sendo solicitada justificativa ou prova no enunciado.

Como dissemos, o livro didatico com o qual a escola trabalha foi importante,
dentre outras coisas, para nos inspirar quanto a elaboracdo e escolha de atividades da
nossa sequéncia e, por isso, algumas delas se assemelham as do livro, como por
exemplo, os triangulos 2 e 4 da primeira atividade. Procuramos, também, explorar
figuras em diferentes posicdes e com que possuissem angulos de medidas variadas
como 85°, 30°, 65°, 35° e 60° porque nesse momento a intengdo era reinvestir as nogoes
anteriormente trabalhadas e somar medidas como 81°, 37°, 68° ou 93° poderia ser um
complicador a mais. A Unica excecdo € o triangulo 2 da atividade 1, que possui um

angulo de medida 57°.

1. Encontre as medidas desconhecidas em cada um dos triangulos abaixo:

110° /{

>~
' ~
II X \“‘\_\ < X
| . .
- .
|| \\\“x .
I| 952 \\\ 57
K 300 N .
> <
100°
- .xHxH
65° \\H
.
T
\\\x 135°

115



Possiveis resolugdes

No tridngulo 1, x = 65°, pois 180° - 85° - 30° = 65°.

No tridngulo 2, x = 53°, ja que o terceiro angulo do triangulo mede 70°
por que é o suplemento de 110° (angulo dado na figura). Assim, 180° - 70° - 57° = 53°,

No tridngulo 3, x = 25°, pois 180° - 65° - 90° = 25°.

No triangulo 4, x = 35°, j& que um dos angulos internos do triangulo
mede 45° por que € o suplemento de 110° e o outro mede 100° por que € OPV do
angulo dado. Assim, 180° - 45° - 100° = 35°.

2. Qual o valor de x + y? 3. Sabendo que todos os lados do

] u triangulo possuem mesma medida, qual

o valor de cada angulo do triangulo?

%

Em relacdo a questdo 2, x +y = 90° por que 90° + x + y = 180°. Entdo, X +y =
180° - 90°, ou x +y = 90°.

Na questdo 3, como se trata de um tridngulo equilatero, todos os seus angulos

internos possuem mesma medida. Assim, cada um deles mede 60°.

4. Encontre as medidas desconhecidas em cada um dos triangulos abaixo:

Para o triangulo a, um dos angulos do triangulo é conhecido, 45°.
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O outro ¢é 35° ja que é OPV de um dos angulos dado. Como a soma dos

angulos internos de um triangulo e 180°, o ultimo &ngulo interno serd 180° - 45° - 35°,

ou 100°. Como a medida do angulo que se quer saber € o suplemento deste, x = 80° <]
Para o caso do triangulo b: -
a corresponde a 180° - 35° - 90°, ou a = 55°
b corresponde a 90° pois é o suplemento do angulo reto dado. ' -_-“x\\
¢ corresponde a 180° - 40° - 90°, ou ¢ = 50°. 8 “\_\\
d mede 180° - 50° - 55°, por que juntos formam um angulo de uma
volta, entdo d = 75° H\d\
€ é o complemento do angulo de 40° dado. Assim, & = 50°. ) k5 \.\

f mede 180° - 75° - 50°, ou f = 55°. e

5. Qual o valor da soma das medidas dos &ngulos internos de um quadrilatero qualquer?

Expligue como obteve a sua reposta?

Nesta questdo de caracteristica fechada, esperamos que os alunos mobilizem
sem grandes dificuldades a propriedade de que a soma das medidas dos angulos internos
de um triangulo é 180°, tendo em vista que ela ja fora discutida nas sessdes anteriores.
Uma das estratégias possiveis de resolucdo é tracar diagonais, a partir de um anico
vértice, com a intencdo de “dividir” o poligono em tridngulos e multiplicar 180° pela
quantidade de triangulos obtida. Neste caso, 2x180=360°.

Outra possibilidade é realizar a divisdo do poligono em tridngulos tendo como
vértice comum um ponto qualquer do interior do quadrilatero. Neste caso, deve-se
multiplicar 180° pela quantidade de triangulos obtida e diminuir 360°, ou 2 x 180°, que
é a medida do angulo central formado.

Qualquer uma dessas duas possibilidades de resposta pode ser classificada
como sendo o tipo de prova exemplo genérico, uma vez que a acao é realizada sobre um
quadrilatero especifico, conclui-se que a soma dos angulos internos de qualquer

quadrilatero é 360°.
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Si=2x180° Si=4x180°-2x180°
Si =360° Si =360°

Ou Ou

Si = (4-2) x 180° Si = (4-2) x 180°

Si = 360° Si = 360°

Caso os alunos justifiquem suas afirmacdes por meio do uso do transferidor ou
porque em um quadrado, por exemplo, a soma de seus angulos internos é 360°, o tipo de
prova sera empirismo ingénuo. Caso testem para diversos quadrilateros, inclusive um
ndo familiar, sera classificado como sendo experimento crucial.

Optamos pela auséncia de figuras, porque em nosso pré-teste, observamos que
varios alunos justificaram que a soma dos angulos internos do quadrilatero é 360° por
ele ser formado por quatro angulos de 90°. Isso nos fez reformular a atividade pensada
inicialmente, cujo objetivo era a generalizacdo da formula da soma das medidas dos
angulos internos de poligonos e que continha as figuras de um tridngulo, um
quadrilatero, um pentadgono e um hexagono regulares, uma vez que percebemos que ao
propormos o quadrado, apresentamos a0 mesmo tempo, a ideia implicita de que todos
0s quatro angulos tinham realmente medida de 90°.

Com relacdo a isso, Souza (2009) realizou uma pesquisa inserida no projeto
AProvaME®™, no qual analisou a resposta de 50 alunos & quest&o: “quadrilatero ¢ um
poligono de quatro lados. A afirmagdo abaixo é verdadeira ou falsa? Justifique sua
resposta. — Quando se somam os angulos internos de um quadrilatero qualquer, o
resultado é sempre 360°” (SOUZA, 2009, p. 33-34). Em suas anéalises, observamos que
alguns dos alunos que apresentaram justificativa para a resposta escolhida, apoiaram-se
na suposicdo de que cada um dos quatro angulos internos do quadrilatero mede 90°,
mesmo ndo tendo nenhuma figura, como em nosso pré-teste. Além disso, como em
outras pesquisas que compBem nosso quadro tedrico, a autora constatou que grande

parte das justificativas possui um raciocinio empirico.

Questdo para discussdo nas duplas: Qual seria a soma dos angulos internos de um

poligono de cinco lados?

19 projeto Argumentagao e prova na Matemética Escolar
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Com relagéo a esta questao, queremos realizar discussdes que possam subsidiar
a generalizagdo da formula relacionada a soma dos angulos internos de um poligono

qualquer. A esse respeito, 0s PCNs versam que:

No desenvolvimento de contetdos referentes a geometria e medidas, 0s
alunos terdo também oportunidades de identificar regularidades, fazer
generalizacOes, aperfeicoar a linguagem algébrica e obter férmulas, como
para os calculos das areas. O aluno também podera ser estimulado a construir
procedimentos que levam a obtencéo das formulas para calcular o nimero de
diagonais ou determinar a soma dos angulos internos de um poligono.
(BRASIL, 1997, pg.118).

Assim, esperamos que os alunos percebam a relacéo entre a soma dos angulos

internos do tridngulo e a soma dos angulos internos de demais poligonos.
Experimentacéo

A sessdo ocorreu no dia 24 de novembro de 2015 e teve a participacdo de 8
alunos. Mary e Wendy ficaram juntas neste dia assim como Miguel e Jodo e James e
Peter. Inicialmente entregamos os protocolos aos alunos sem maiores explicagdes sobre
0 que deveria ser realizado. Apenas orientamos que a dinamica da sessdo seria a
resolucdo das atividades por parte das duplas e, num segundo momento discutiriamos as
respostas e resolucdes. Neste dia, Miguel e Jodo nédo se envolveram muito com nossa
proposta, tanto que suas falas evidenciam-se mais no inicio da sesséo. Por isso e pelos
nossos objetivos, nossas analises estdo mais direcionadas as produgbes das demais

duplas.
Analise a posteriori

Assim que propusemos as atividades as duplas prontamente iniciaram suas
resolugbes e como haviamos previsto em nossas analises a priori, foi possivel
identificar que tentaram encontrar as medidas solicitadas por meio de um raciocinio
dedutivo, utilizando-se de nogdes anteriormente trabalhadas. Um exemplo disso pode
ser observado no didlogo entre Wendy e Mary (que havia faltado na sesséo anterior), e

Jodo e Miguel:
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Primeiro didlogo

Mary: E mais ou é menos? Soma os dois, 115°,
ai 360° menos 115°, 245°! Mas se é 180°... E
360°?

Wendy: Nao! E 180°, por que esse daqui s6 vai
dar assim, olha... Meia volta se for somar tudo!
Lembra? Ah, vocé faltou, a gente viu que 0s
triangulos dao todos 180°, nao da 360°...

Mary: Ah, entendi... Aqui da 115° menos...
Wendy: Vocé fez mais aqui?

Fizeram algumas contas

Wendy: Estéa errado...

Mary: Esta mesmo...

Wendy: Mas ndo é 180° menos 115°? 85° mais
30° quantos que falta? 80°, 90°, 110°, 11°, 12°,

13°, 14°,15°. T4, da 115°, pra dar 180°... 15°...
Deixa eu pensar...

Mary: 67°...

Wendy: N&o da 77°, ndo da...

Contado...

Mary: 75°...

Wendy: Se for 77° passa...

Mary: 75°

Segundo dialogo

Jodo: Esse aqui tem que dar 180°, ndo &?
Miguel: E! Mais 25° aqui...

Jodo: Como assim?

Miguel: Olha, aqui vai dar 25°, deixa 20°, fica
30°, ai 5° mais 5°...

No primeiro dialogo em que a dupla se refere ao tridngulo 1 da primeira
atividade, vemos que mesmo de posse do transferidor, as alunas tentam encontrar a
medida do angulo x fazendo contas, neste caso, a fim de que a soma de todos os angulos
internos do triangulo resulte em 180°.A discussdo continua e as alunas concluem que a
resposta correta € 65°, mas a maneira como elas tentam encontrar esta medida é
interessante, uma vez que elas contam, hora de dez em dez, hora de um em um e
analisam suas suposicdes. Neste caso, nossa opcdo por angulos de medidas mais
comuns (85°, 30°, entre outros) pode ter ajudado de alguma maneira Wendy e Mary em
suas resolucbes, jA que esta € uma pratica comum dos alunos, como também

observamos no segundo dialogo. Neste, Jodo e Miguel discutem qual a medida de x no

triangulo 3 da atividade 1.

Sobre a segunda atividade que solicitava a soma das medidas de dois angulos

do triangulo, conhecendo o terceiro, 90°,

Primeiro didlogo

Wendy: Qual o valor de x mais y?

Mary: Esse aqui tem que dar 180°, ndo é? Aqui
voceé coloca 90°, aqui 65° e aqui coloca 25°...
Wendy: E diferente! Ah!

Mary: S0 esta mais comprido... Vai ser a mesma
coisa ndo vai?

Wendy: Nesse 65° e 25°... Qual é o valor de x
mais y? [fez a conta] Mas passou... 10°... Vai
dar 110° com mais 90°...

Mary: 190°!

Wendy: Entdo ta errado...

Mary: Mas por qué? Aqui deu 180°!

Segundo Dialogo
James: Aqui est4 dificil! Essa aqui X maisy, x e
y...

Peter: Eu ndo sei como vamos fazer esse aqui se
ndo tem nenhuma medida aqui...

Peter: Esse aqui é 90°, aqui é 90° também...
James: 90° mais 90° d& 180° ja...

Peter: Entdo... Tem que dividir...

James: Da... Vai dar quanto? Vai dar 45° pra ca
e 45° pra ca...

Liana: Vocé mediu?

James: Nao, eu fui pela logica!

Liana: Mas veja, neste outro triangulo também
tem um &ngulo de 90° e os demais ndo medem
45°...

James: E, mas aqui as medidas sdo iguais
[referindo-se aos lados do triangulo!]. E aqui
também j& tinha uma [referindo-se a segunda
medida dada em outro tridngulo retangulo]
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Mary inicialmente conjectura a possibilidade de um angulo medir 65° e outro
25° em funcédo da observacéo do triangulo 3 da atividade 1, cujas medidas dos angulos
sdo 90°, 65° e 25°. Numa tentativa de validar a resposta, somam todas as medidas a fim
de que elas resultem em 180°.

James e Peter, por sua vez, estavam discutindo as resolucdes e respostas, neste
caso da atividade 2, mas estavam tdo envolvidos com a proposta que por vezes, em
meio a este didlogo, se referiam a outras atividades. Mas especificamente no excerto
que evidenciamos, Peter diz ndo saber como encontrar a resposta solicitada e James
acredita ser uma questdo mais dificil possivelmente em funcdo da presenca das letras x e
y. Em determinado momento da discussao, Peter percebe que um dos éngulos internos
do tridangulo mede 90° e ja afirma “aqui é 90° também”. Essa medida ¢ dividida
igualmente para cada um dos outros dois angulos do triangulo, embora a atividade ndo
solicitasse as medidas especificas de cada um deles. Quando percebemos que a dupla
havia chegado a tal concluséo, questionamos se haviam utilizado o transferidor e James
nos disse novamente, assim como na sessdo anterior, que havia encontrado a resposta
“pela logica”. Neste momento, queriamos saber o que fez com que eles acreditassem
que os dois angulos medissem 45° cada um, pois em outro caso (triangulo 3 da
atividade 1), isso ndo acontecia. James nos disse que neste tridngulo as medidas de dois
lados eram iguais e que no caso a que foi comparado, ja se conhecia duas medidas dos
angulos internos.

Essa hipdtese também foi utilizada para a resolucdo da atividade 3, como

percebemos na fala de James, em especial, quando supde “se esse aqui € igual aqui

["']”a

James: Se esse aqui € igual aqui pra dar 180°? E que somados resultam em 180° e nem por isso
60°! Se for 60° mais 60° 120°. Mais 60°, 180°! sdo iguais... Por que vocé acha que é 60°?
Algum tempo depois James: Por que esse aqui tem medidas iguais,
Liana: Por que aqui deu 60°? esses aqui ndo tém... [mostrando os lados]

James: Por que tem que somar 180°!
Liana: Mas veja 0s outros casos. Os demais
triangulos também tém seus angulos internos

Esta ideia, de dividir 180° por trés, também foi utilizada por Wendy e Mary em
seus protocolos. Aqui, evidenciamos que nossa escolha pelo trabalho em duplas tem se
revelado muito importante para a compreensdo de como, porque ou que estratégias 0s
alunos utilizaram em suas resolucdes. Nesse trecho, por exemplo, caso James estivesse

sozinho, possivelmente ndo explicitaria sua conjectura de que os trés angulos internos
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do triangulo em questdo possuem mesma medida por que possuem, também, os trés
lados de mesma medida. Além disso, o debate de validacdo entre os alunos da dupla
aparece aos poucos, como no caso de Wendy, ao argumentar sobre a medida dos

angulos na atividade 4a,

Wendy: Aqui, olha da uma voltinha, uma Wendy: Olha, 45°, mais 45° mais 90° vai dar
bolinha... Aqui tem que dar 360°! E aqui 180°, aqui é 45°, mas aqui é 35° por que sao
também... 45°, com 90°... Entdo aqui é 45°... angulos opostos... Entendeu? Por que se colocar
Olha, é tudo 90°... 35° mais 35° ndo vai dar... E aqui é 90°, ndo
Mary: Vai dar 90°? Mais 90°, 180°! tem como colocar 80°.

Wendy: Olha aqui... As aqui dentro tém que dar Mary: S6 esse aqui esta errado...

180°! Fizeram contas

Mary: Ah, entendi o que vocé estd querendo Wendy: Ai da certinho 360°, 45° aqui e 35°
dizer... Aqui, nesses ‘negocinhos’ aqui ¢ 360°, aqui... Pronto!

mas aqui dentro é 180°!

Tendo em vista que Wendy realiza afirmacdes e justifica, explicando para
Mary porque acredita que suas respostas estdo corretas, podemos classificar seu
discurso como uma argumentacdo (BALACHEFF, 1988). Para tanto, ela reinveste
propriedades ja trabalhadas em sessdes anteriores, tais como soma dos angulos internos
de triangulo e angulos opostos pelo vértice.

Essa ideia também € utilizada para a resolucdo da atividade 4b, em que Mary
acredita ser mais dificil por ndo ter “nimeros” ao se referir a medida dos angulos a
serem descobertos. Nesse sentido, Wendy afirma “se vocé descobrir aqui, vocé vai
descobrir aqui, ai vai ter um numero... Por que aqui, olha, da 180°!”, referindo-se a

soma das medidas dos angulos &, ¢ ed, que juntos formam um angulo de meia volta.

Mary: Esse aqui é mais dificil! Wendy: Entdo... Mas... Mas se vocé descobrir
Wendy: Nossa como faz isso? Aqui da 90°... aqui, vocé vai descobrir aqui, ai vai ter um
Olha, séo trés triangulos! Um, dois, trés... Entdo ndmero... Por que aqui, olha, d4 180°!

tem que dar 180° aqui, 180° aqui e 180° aqui! Mary: mais 55° mais 50° ,160°...

Fazem algumas contas Wendy: N&do da 160° ndo! 55° mais 50° vai
Wendy: 55°7? dar... Como que vocé sabe que aqui é 50°?
Algum tempo depois Mary: por que aqui vai dar 90°, ndo vai?

Mary: Aqui ndo tem nimero né...

122



- . é
/’//’ \:(‘,
.9 35 40 \l o
, = O 45
“ X C j ” 7
3 G O YO B WO
/ A < <5 iC S
e — 7 C 5
I /( — T 0 -6 f/
¢ I

Figura 30 — Protocolo aluna Wendy, sessédo 06
Fonte: Dados da pesquisa

Também percebemos que elas, na discussdo, questionam uma a outra porque
acreditam que determinada resposta estd correta o que pode ser um inicio da
compreensdo da necessidade de justificagdo de afirmacdes, inclusive, de conjecturas.
Nestes didlogos vemos também, que Wendy procura deduzir as respostas, a partir de
informacBes ja& conhecidas, em que ha uma sequéncia légica de acontecimentos, ou

ainda,

Deste fato decorre este outro, que por sua vez implica neste outro, que
acarreta esta outra conclusdo, da qual pode-se deduzir esta outra
propriedade etc. Eis um objetivo importante (mas ndo Unico) para o ensino de
geometria no 1° grau: contribuir para que as pessoas aprendam a desenvolver
raciocinios em cadeias I6gicas, como na forma resumida acima (IMENES,
1987, p. 61).Grifo do autor.

Isso tudo é muito importante ao pensarmos nas provas de propriedades, pois
para realizar tal atividade, essa ideia dedutiva quase sempre estd presente. De acordo
com Piccelli (2010), por exemplo, para que uma conjectura seja provada e se torne
verdade, deveriam ser utilizadas afirmacfes ja provadas um uma sequéncia logica de
afirmacdes.

Na atividade 5, observamos assim como analisamos a priori que a estratégia
imediata das duplas foi pensar nos angulos internos de um retangulo, especificamente,
de um quadrado. Isso implicou na elaboragé@o da conjectura de que a soma das medidas

dos angulos internos de quadrilateros é 360°, como percebemos abaixo,
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Primeiro didlogo

Wendy: Qual o valor da soma das medidas dos
angulos internos de um quadrilatero?

Mary: 180° ndo é?

Mary: E esse aqui... Ai vocé vai ter que saber a
medida desses angulos aqui de dentro...
Wendy: 90°!

Mary: Mas eu ndo sei desenhar!

Wendy: Mas é 90°!

Mary: Vamos ver que vai dar... Vou colocar
90°!

James: Entéo vai dar 45°...

Peter: eu acho que é, ai 90° mais 90°, 180°,
vezes dois, 360°.

Algum tempo depois

Liana: Mas e se fosse um quadrilatero muito
diferente? Desenhe um ai...

Ele desenhou

Liana: Sera que a soma dos angulos internos
dessa figura também vai dar 360°?

Peter: N&o...

James: Ndo, por que... A forma dele é
diferente...

Wendy: Aqui também vai dar 90°... Vai dar Liana: Entdo vejam quanto vai dar
360°!

Liana: E se for qualquer outro quadrilatero?
Wendy: N&o sei... Mas vai dar 360° nao vai?
Por que 90°mais 90° mais 90° mais 90°...

Liana: Certo! Entdo teste com outro caso...

Peter: Desenha na folha ai. Desenha um
quadrado. E tem que medir certinho!

James: 90°! Quer medir o0 outro? Vai dar tudo
90°! Mede ai pra vocé ver!

Peter: Ai...

James: Tem que arredondar...

Peter: N&o, tem que dar certinho nessa...
James: Tem que dar 360°

Peter: Se for retinho, assim retinho mesmo, ai
da 360°! Agora aqui nao! Vamos fazer um
retinho desse aqui, olha.

Mary: Cento e... Vai dar 360°! 85°... Agora
deixa eu fazer a soma... Eu gosto de somar...
Deu 365°...

Segundo dialogo
Peter: Mas, vai dar... Acho que vai dar 90°! Vai
dar 90° todos aqui...

Ao perceber que os alunos estavam se apoiando no desenho do quadrado,
devolvemos o questionamento, ou seja, se a resposta seria a mesma considerando
qualquer quadrilatero ou um caso bem diferente a fim de colocar em cheque a
conjectura que estava se evidenciando. Wendy e Mary mostraram-se em duavida e ao
testar em outro caso, encontraram medidas como 365°. Peter e James afirmaram que
nédo poderia ser 360° porque a “forma” seria diferente, mas mesmo assim, insistiram em
desenhar um retangulo sé que com o maximo de precisdo possivel, caracteristico de
Peter. A esse respeito, Ponte (2003, p. 29) sublinha que “[...] a colocacdo de questdes é
uma etapa a que os alunos tendem a prestar pouca atencao [...]. A sua tendéncia natural
é considerarem que a verificacdo de diversos exemplos é suficiente para comprovar a
validade de uma afirmacdo matematica.”Nesse sentido, a autor pontua que uma
experiéncia prolongada com estas atividades evidencia avancos significativos em
relagdo a estes aspectos.

Nos protocolos, os alunos apresentaram as seguintes respostas para esta

atividade:
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Wendy 360°. A soma dos angulos internos sempre sera 360°.

Mary 360°. A soma dos angulos internos sempre sera 360°.
Miguel N&o apresentou justificativa

Jodo Né&o apresentou justificativa

James 360° pelo transferidor

Peter i L \WoemacNg

Figura 31— Protocolo aluno Peter, sessdo 06.
Fonte: Dados da pesquisa

James justificou sua resposta em funcdo do transferidor e Wendy e Mary
apenas realizaram uma afirmacdo e como ndo identificamos nos dialogos, nem nos
protocolos o teste da conjectura para quaisquer casos ndo familiares, classificamos suas
provas como empirismo ingénuo.

Peter pensou em dividir o quadrilatero em tridngulos para responder ao
questionamento que propomos e nesse sentido, classificamos sua justificativa como
sendo o tipo de prova exemplo genérico. E importante destacar que mesmo
considerando a hipotese de que ele tenha sido influenciado pela atividade experimental,
apresenta uma sequéncia légica de afirmacGes a partir da representacdo de um
quadrilatero. Essa classificag¢do seria outra, caso Peter respondesse algo do tipo “¢€ 360°,
por que quando recortamos e juntamos o0s dois tridngulos, vimos que deu dois
triangulos”. Segundo Balacheff (1987), quando se trata de uma evolugédo referente as
provas, em especifico das provas pragmaticas para as intelectuais, o processo é marcado
ndo so por uma evolucdo a natureza do conhecimento, mas também por uma evolucgéo
das caracteristicas linguisticas, como vem demonstrando Peter.

Outro elemento que nos fez atribuir a referida classificagdo a prova realizada,
foi & presenca de duas representacfes do quadrado em seu protocolo. Na primeira delas
aspectos como o traco exato, a utilizagdo da régua e a igualdade de certas medidas
foram importantes para “consStatar” a veracidade da conjectura. Na segunda, ndo ha

preocupacdo alguma em obedecer a tais regras, de modo que O estatuto passa a ser

125



outro. Para Arsac (1982), pouco a pouco o aluno deve evoluir, e 0 estatuto da figura em
geometria também. Isso é dificil de ser explicado ou definido precisamente para o
aluno, mas este deixara de medir ou constatar com réguas ou transferidores para
raciocinar ou ainda deduzir a partir da figura.

Consideramos a reposta de Peter bastante interessante, ja que Souza (2009),
que ndo desenvolveu uma sequéncia didatica, mas tabulou dados de uma populacéo
total de 1998 protocolos constatou que apenas 1,3% dos alunos apresentaram

justificativas para a questdo™

que se aproxima de uma prova e 2,5% justificaram
utilizando propriedades e uma linguagem formal. Souza, que também realizou
entrevistas, ao conversar com uma aluna que apresentou uma justificativa de nivel
intelectual, observou uma memorizacéo e ndo uma compreenséo da resposta. Segundo a
entrevistada, ela respondeu de acordo como o que se lembrava de um exemplo que sua
professora havia mostrado na lousa. Acreditamos que este ndo tenha sido o caso de
Peter, que vém reinvestido no¢es trabalhadas a cada sessao.

Conforme as duplas finalizavam as atividades, pediamos para que recortassem
0 quadrilatero em dois triangulos e logo os alunos perceberam a relacdo entre a soma
dos angulos internos dos triangulos formados e a do quadrilatero.

Antes da discussdo final, para Peter e James, que concluiram com

antecedéncia, propomos a questéo sobre a soma dos angulos internos de um poligono de

cinco lados,

Liana: Qual serd a soma dos angulos internos de Peter: Tém quantos? Vocé colocou 110°?

um poligono de cinco lados? James: Esta certo?

Peter: Assim, olha, um, dois, trés, quatro, cinco... Peter: Se mediu eu acho que esta certo!

Algum tempo depois James: Esta certo? Deu 545°...

James: Ah! Aqui da pra fazer trés triangulos! Aqui  Peter: Acho que aqui esta errado... Aqui vai dar
da para fazer trés triangulos! cem... Quer saber esse aqui, ai olha... Ndo esta
Peter: Faz ai... dando praca...

James: Deixa eu apagar aqui... Mas vai dar mais de  James: Quanto que vai dar?

360°! Peter confere aqui pra mim pra ver se esta Peter: N&o sei ndo... Quanto deu em todo?
certo, porque deu um nimero muito absurdo! James: 545°

Assim que realizamos o questionamento da dupla eles iniciaram a resolucéo e
logo James cogita dividir o poligono em trés triangulos, mas por meio dos dialogos néo
conseguimos identificar se James encontrou 540° multiplicando 180° por trés e achou

como disse “um ntimero muito absurdo” ou se mediu com o transferidor e encontrou

1 \er anélise a priori da sessao 7
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algo proximo disso. Entdo, ele solicita a Peter que confira seu resultado e eles acabam
encontrando 545°.

Enquanto isso, as demais duplas foram finalizando seus trabalhos e dado o
andamento da sessdo, realizamos um apanhado de todas as atividades discutindo as
respostas e as resolucdes. Referente a Ultima questdo da sequéncia, por meio de
questionamentos, fizemos uma prova de que a soma dos angulos internos de

quadrilateros é 360°.
Considerac0es sobre a sessdo 06

Os alunos praticamente ndo utilizaram o transferidor para responder as
atividades que propomos, com excecao da questdo 5, que solicitava a soma das medidas
dos angulos internos de quadrilateros. E ainda assim, depois que propomos o teste da
conjectura para casos diferentes de retangulos e quadrados.

Outro aspecto a ser evidenciado é o desenvolvimento dos trabalhos em duplas,
pois em diversos momentos e nesta sessao em especifico, possibilitou o debate entre os
alunos e a evidencia de estratégias e de conjecturas. Por vezes, eles diziam o que ou
como estavam pensando, mesmo que o colega estivesse atento a outras coisas, como foi
0 caso de James no inicio deste encontro e de Lisa na sessdo 1.

Nesta sessdo, obtivemos a primeira prova exemplo genérico, referente ao nivel
intelectual descrito por Balacheff (1988) o que pode indicar que a realizacdo e discussao
de provas que temos realizado ao final dos encontros, aos poucos, estdo influenciando
nas respostas dadas.

Durante nossa discussdo final, cada dupla precisou expor seus resultados e
justifica-los principalmente diante de divergéncias e nesse processo, “o aluno €
chamado a agir como um matematico, ndo s6 na formulacdo de questBes e conjecturas e
na realizacdo de provas e refutacdes, mas também na apresentacdo dos seus resultados e
na sua discussdo e argumentagdo com os colegas e o professor.” (PONTE, 2003, p. 10).
Contudo, sentimos por Jodo e Miguel ndo terem se envolvido muito com nossas
atividades e mesmo tentando instiga-los por meio de questionamentos, este é um fator
gue ndo podemos controlar.

Por fim, a conjectura de que a soma dos angulos internos de um poligono de
cinco lados resulta em 545° ndo foi discutida em funcdo do tempo, mas sera retomada

no inicio da sessdo 7.
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5.7. Sessdo 07

Esta sessdo é composta por uma atividade cujo intuito € fazer com que os
alunos conjecturem acerca da medida soma dos angulos externos de um poligono

qualquer.

1. Qual serda a soma dos angulos externos de um poligono qualquer? Como vocé

justificaria a sua resposta?

Esta atividade sera realizada com a pretensdo de que os alunos percebam que,
independente do poligono escolhido, a soma dos angulos agrupados em torno de um
unico vértice sera sempre 360°. Como a atividade ndo contém figuras, orientaremos
cada dupla a desenhar diversos poligonos diferentes, inclusive em relagdo ao nimero de
lados, e a prolongar seus segmentos num mesmo sentido. Para encontrar as medidas dos
angulos necessarias, o transferidor podera ser utilizado.

Os alunos podem encontrar todas as medidas utilizando-se do transferidor e
neste caso, se justificarem que a resposta é 360° por que para todos 0s casos
construidos, a soma sempre resultou neste valor, poderemos classifica-la como sendo
empirismo ingénuo por levar em conta as construgdes realizadas. Ainda, se
apresentarem duvidas em relacdo a conjectura e sentirem necessidade de testar sua
validade para um caso em especifico, a prova sera classificado como experimento
crucial (BALACHEFF, 1988), cuja conclusdo é fundamentada em exemplos,
considerando casos ndo familiares.

Outra possibilidade é a dos alunos encontrarem por meio do transferidor as
medidas dos angulos internos do poligono e, em seguida, deduzir as medidas dos
angulos externos.

Pode-se ainda ter respostas, como por exemplo,

(1) |1+|2+|3 + |4: 360°

(2) |1+E1 =180°

()  1,+E, = 180°

(4)  1;+E, = 180°

(5)  I,+E,= 180°

(6) (6) L+E1+1+Ex+ls+Es+l,+Es = 4 X

180°. Substituindo (1) em (6)

E1+E2+E3+ E4+360° =4x180°

E,+E,+Es+ E, = 4 x 180° - 360°
el E1+E2+E3+ E4 =2X 1800, IOgO

Se =360°
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Se este for o caso, a prova sera exemplo genérico por tratar-se de um caso
particular sobre o qual ocorre a generalizagcdo. A prova desta propriedade em questéo,
assim como outras exploradas em nossa sequéncia sdo exploradas no livro didatico
utilizado na escola, o que pode ser um indicativo de que os alunos tém contato com

essas provas, mesmo que o professor ndo as explore demasiadamente.
Experimentagéo

Nossa Ultima sessdo ocorreu no dia 01 de dezembro de 2015 e contou com a
participacdo de 8 alunos. Foi a primeira vez em que numa sequéncia de encontros as
duplas se mantiveram, sendo, portanto compostas por Miguel e Jodo, Mary e Wendy e
também, James e Peter. Num primeiro momento, retomamos a conjectura produzida por
James referente a soma dos angulos internos de um poligono de cinco lados e depois de
discuti-la, demos inicio ao que haviamos pensado para a Ultima sesséo. No final, depois
de encerrarmos as atividades, nos reunimos na frente da escola para uma peguena

confraternizacéo.
Anélise a posteriori

Neste dia, as duplas prontamente se envolveram com nossas atividades,
medindo, discutindo, enfim. E, ao retomarmos a conjectura de James de que a soma dos
angulos internos de um poligono de 5 lados é 545°, tanto Peter e James quanto Mary e
Wendy ja estdo levando em consideracdo a ideia de dividir poligonos em tridngulos.
Ideia esta que € utilizada para refutar a conjectura em questdo, e a0 mesmo tempo,

justificar a resposta dada, como percebeu nos dialogos:

Peter: N&o... N&o é 545°... Na dupla.

Liana: Se é 545° qual é a explicagdo? Mary: Tem que ver quanto vai dar a soma de
Na dupla trés tridngulos...

James: E sim Peter! Wendy: Isso!

Peter: 16, 24... Mary: A soma de trés triangulos vai dar 540°,
James: E que a gente mediu no transferidor... A ndo é?

gente tinha medido no transferidor. Era...

Peter: 540°... Ali vai cortar em trés triangulos... Para a turma em voz alta

Conta ali, trés vezes 180°... Peter: E 540°!

Consideramos que tais argumentos sdo plausiveis e coerentes com 0 que
haviamos discutido em sessdes anteriores, como por exemplo, soma dos angulos

internos de triangulos e soma dos angulos internos de quadrilateros. Segundo Ponte,
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Brocardo e Oliveira (2003) numa fase inicial de contato com provas, como é o caso dos
alunos com quem estamos trabalhando, pois se trata de apenas sete encontros, é
razodvel aceitar justificacbes que se baseiem em raciocinios coerentes e em
conhecimentos que os alunos ja possuem. Nesse sentido, a medida que eles
compreendem a necessidade de justificar e que suas ferramentas matematicas se tornam
mais sofisticadas, fica mais facil o trabalho com provas. Alguns indicios j& podem ser
observados, como por exemplo, o raciocinio empregado por Wendy e Peter nas
resolucdes das questdes da sessao seis e neste caso das duplas ao dividirem os poligonos
em tridngulos. Outro aspecto referente a justificacdo de conjecturas que pode ser
observado neste caso é a que para que isso ocorra faz-se necessario que se encontre “[...]
alguma razéo ou estrutura, que enquadre o argumento, ou seja, que estabeleca uma
ligacdo entre o que se sabe e o que se pretende justificar.” (MAGALHAES, 2010, p.
37). Nesse caso, os alunos ja dispdem de nocdes trabalhadas em sessGes anteriores, 0
que favorece a argumentacdo em prol de justificacGes.

Também questionamos acerca da soma dos angulos internos de um poligono de
6 lados e obtivemos respostas corretas, a partir da mesma estratégia de resolugdo. Em
seguida, entregamos 0s protocolos e, ao medir e somar 0s angulos externos de poligonos
de trés, quatro e seis lados, as duplas encontram valores como 350°, 360°, 365°, 367°.
Como néo havia figuras no enunciado que pudessem ser observados, como exemplo,
alguns alunos realizaram o prolongamento dos segmentos dos poligonos de maneira
equivocada e nesse sentido, também houve a ocorréncia de valores como 380° e 330°.

Esse foi 0 caso de Wendy,

Wendy: 330°... Wendy: O meu deu 360°...

Mary: 365°... Nao vai dar... Tem mais que 335° Mary: Por que aqui deu... E aqui deu 360°? Por
Wendy: O meu deu 330°... que o quadrado...

Florisval: Esse prolongamento... Wendy: Dentro... Dentro tem que dar 180°
Correcéo do prolongamento [referindo-se aos &ngulos internos do tridngulo]
Mary: 40° aqui. D4 120°... Aqui deu 180° certo?

Wendy: Por que aqui deu 120°? Mary: Mas tem que medir o de fora...

Mary: 380°... Deu 365° Wendy... Wendy: Verdade...

No dialogo também é possivel perceber que inicialmente ha também uma
confusd@o em relacdo aos angulos internos e externos, mas que na discussao, passa a ser
resolvida. A dupla Miguel e Jodo trabalham considerando poligonos de trés e de quatro
lados e a partir destes exemplos, Miguel toma a conjectura como sendo conclusiva,

mesmo nos tendo proposto que os alunos testassem para poligonos com mais lados, o
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gque como vimos em nossas analises preliminares € comum quando se trabalha com
conjecturas (PONTE, 2003; 2006).

Miguel: E isso! 360°, certinho, nossa! Olha Jodo: E tudo 90°...

130°, 120° e 110°... Miguel: Deu tudo 90° o deles... L& a pergunta...
Fez algumas contas Jodo leu a pergunta

Miguel: Olhas as centenas... 300°, 10°, 20°, Miguel: 360°!

30°... 40°, 50°, 60°!

Jodo: Entdo, o meu deu 90°! Jodo: Vai ser 360° por que nés medimos o
Miguel: A minha esta reta... Quando estiver reto tridngulo e o quadrado...

assim olha, é 90°!

A (ltima fala de Jodo vai ao encontro do que sinalizamos anteriormente sobre a
relacdo entre o discurso e as justificativas nos protocolos, pois ela foi praticamente

idéntica aquela apresentada nos protocolos.

'Q Ny ' s

A ;__) A :
B AR N0 M OO LOva B TRaam he LAt
Figura 32 - Protocolo dos alunos Jodo e Miguel, sessdo 07
Fonte: Dados da pesquisa.
2 4 ‘ " L1 OSO\WW0 Us /’ N\ ;* 2) ‘&JI
Figura 33 - Protocolo das alunas Wendy e Mary, sesséo 07.
Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 34 - Protocolo dos alunos Peter e James, sesséo 07
Fonte: Dados da pesquisa.

Classificamos as provas apresentadas por Jodo e Miguel e Wendy e Mary como
sendo empirismo ingénuo. A resposta de Peter e James pode ser classificada como
exemplo genérico porque os alunos escolheram o tridngulo e utilizam a relagdo de

suplementaridade entre angulos internos e externos. Eles chegam a soma dos angulos
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internos externos, buscando uma possivel relacdo, mas essa ideia ndo foi explorada nem

nos dialogos, nem nos protocolos.
Considerac0es sobre a sesséo 07

Algo que evidencia é a evolugdo de Peter em relacdo a escrita em linguagem
matematica, pois como observamos em sua resolucdo, esta utilizando elementos
genéricos. Os demais alunos, embora consigam estabelecer relacdes entre propriedades
e mesmo diante das provas discutidas ao final de algumas sessdes, tém justificado suas
respostas nos protocolos pelo uso do transferidor. Entdo, assim como na sessdo 06,
tivemos a ocorréncia de provas empirismo ingénuo e exemplo genérico.

Nos Ultimos encontros, nosso trabalho ficou mais restrito ao planejamento e
acompanhamento da sesséo, pois a maioria deles resolvia e respondia as atividades que
propunhamos de modo independente. Isso ndo ocorreu com todos, como foi o caso de
Miguel e Jodo e ndo sabemos exatamente 0 porqué isso ocorreu se devido a nossa

proposta que ndo os atraiu ou se eles simplesmente ndo estavam interessados.
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CONSIDERACOES E PERSPECTIVAS

O objetivo de nossa pesquisa consistiu em analisar a producdo de conjecturas e
provas de propriedades, relativas a &ngulos de poligonos, de alunos do 8° ano do ensino
fundamental. Nesse sentido, observamos o processo de investigacdo, elaboracdo de
conjecturas, argumentos utilizados pelos alunos para validarem as afirmacdes
realizadas, bem como dificuldades e superacgdes por eles apresentadas.

A andlise dos dados de sete alunos do 8° ano do Ensino Fundamental,
produzidos a partir de uma intervencdo realizada em contra turno escolar, nos permitiu
chegar a algumas conclusdes, as quais apresentaremos a seguir:

e Em relacdo aos argumentos produzidos pelos alunos durante a formulacéo e a
validacao de conjecturas:

Inicialmente o principal argumento, tanto no que se refere a formulagdo quanto
a validacdo de conjecturas, era sustentado pela utilizacdo do transferidor para medir
figuras dadas, presente nas acGes, nos discursos e nos protocolos produzidos pelos
alunos. A medida que os encontros foram ocorrendo, observava-se no discurso o
reinvestimento de propriedades, trabalhadas durante as sessdes anteriormente realizadas
por meio de atividades. Nesse sentido, nem sempre era possivel distinguir as situacdes
de formulacdo e de validacdo no discurso dos alunos, pois na maioria das vezes 0s
mesmos argumentos sdo usados tanto para uma, quanto para a outra. Um exemplo disso
¢ a resposta dada nos protocolos na sessdo 05, referente a soma dos angulos internos de
tridngulos e na sessdo 07, sobre a soma dos angulos externos de poligonos. Na primeira
os alunos “validaram” a resposta com base no procedimento experimental de recortar os
angulos e junta-los em torno de um Unico vértice. Na segunda, sustentado pela
utilizagdo do transferidor.

Ainda sobre a validacdo de conjecturas, conseguimos identificar algumas
provas, sendo a maioria situada no nivel das provas pragmaticas, cujas conclusbes
foram obtidas tomando por base exemplos singulares, manipulag6es, dentre outros, sem
haver elementos relacionados a generalizagdo. Segundo Balacheff (1987), quando se
trabalha com uma geometria baseada na observacdo, a natureza do conhecimento do
qual o aluno dispdem ndo o permite satisfazer as exigéncias de uma demonstracdo de
modo imediato e que independentemente da negociagdo de um novo contrato didatico,

ndo se trata de uma simples passagem das provas pragmaticas até a demonstracao.
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Ainda segundo o autor, esta é constituida por uma sucessao de construcdes sobre o
terreno do conhecimento e da racionalidade e que, portanto, requer certo tempo.

Nesse sentido, essa passagem ndo é tdo simples e demanda certo tempo para
ocorrer, sobretudo quando ndo se conhece muito sobre o tema como foi o caso dos
alunos que analisamos, pois trata-se de um processo a ser percorrido. Entretanto, com o
desenvolvimento das atividades, os alunos foram adquirindo ferramentas para seus
argumentos de formulacéo e validagéo, como percebemos ao longo das sessoes.

e Em relacdo as estratégias utilizadas pelos alunos:

Nas primeiras sessdes as estratégias de resolucdo eram resumidas ao uso do
instrumento de medida. No decorrer dos encontros, procuramos valorizar a utilizacéo de
raciocinios fundamentados em deducdes, resgatando nocGes e propriedades ja
trabalhadas nos encontros anteriores. Para tanto, sempre que tinhamos oportunidade
perguntdvamos aos alunos se era possivel encontrar as medidas solicitadas sem a
utilizacdo do instrumento de medida. A esse respeito, nas ultimas sessdes percebemos
que para algumas atividades, mesmo de posse do transferidor, os alunos ndo os
utilizavam, a ndo ser que fossem incentivados por n6s ou que a proposta exigisse como
ocorreu na Ultima sessdao em que era preciso desenhar diversos poligonos e medir seus
angulos externos.

e Quanto as dificuldades e superacGes apresentadas pelos alunos no decorrer da
aplicacdo da sequéncia didatica:

Ao0s poucos, como ja dissemos, os alunos conseguiram estabelecer relacdes e
reinvestir propriedades que ja haviam sido trabalhadas em sessdes anteriores para
realizar novas situacOes propostas. As discussdoes e o debate de validagcdo foram
surgindo nas duplas e eles passaram a fazer parte dos encontros gradativamente, como
pode ser observado, por exemplo, nas sessdes 02 e 06. Em meio a isso, alguns alunos ja
ndo se satisfaziam com a resposta dada pelo parceiro, passando a questiona-lo sobre o
porqué das afirmacdes, como foi 0 caso de Wendy na sessdo 06. Nessa perspectiva, por
diversas vezes ocorreu a devolucdo e foi possivel perceber a vivéncia de situacoes
adidaticas de formulacgéo e de validagéo.

Em relacdo ao fato dos alunos terem pouco conhecimento sobre angulos em
geral gquando iniciamos a experimentacdo, ha duas questdes a serem pontuadas. Numa
direcdo, isso de alguma maneira reflete o que nossos estudos preliminares apontaram
sobre o fato da geometria ainda ser um contetdo ainda pouco explorado em sala de aula.

Noutra, durante as sessdes realizadas esses alunos tiveram a oportunidade de vivenciar
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um processo de elaboragdo de conjecturas, de investigacdo e de descoberta de
propriedades matematicas. Para nos foi um desafio pensar, ao mesmo tempo, nos
alunos, na presencga (auséncia) deles nos encontros, no espago da experimentacdo, na
abordagem do contetdo e possiveis aprendizagens, uma vez que estdvamos diante da
necessidade de enfrentar tais situacoes.

Outro aspecto a ser considerado é a escrita em linguagem matematica, uma vez
que os alunos, de modo geral, escreviam nos protocolos como se estivessem nos
contando como ou porque acreditavam que sua resposta estivesse correta. Contudo,
trata-se de algo a ser desenvolvido em longo prazo, como pontuamos em nosso estudo
preliminar, mas mesmo assim, alguns mostraram supera¢es com relacdo a isso, como €
0 caso de Peter, por exemplo.

e E, por dltimo, sobre a producdo de conjecturas e provas de propriedades,
envolvendo angulos de poligonos, por alunos do 8° ano do ensino fundamental.

Depois de tudo, dizemos que a producéo de conjecturas, assim como havia nos
sinalizado Ponte, Brocardo e Oliveira (2003), ocorrem de diversas maneiras e em
diferentes situacdes. Em nosso caso, a manipulagéo do transferidor foi fundamental para
que os alunos elaborassem suas conjecturas, como por exemplo, na sessdo 05 em que
por meio da medicdo de angulos internos de tridngulos conjectura-se sobre o valor de
sua soma. As atividades experimentais nas quais foi preciso desenhar, medir, recortar,
manipular, entre outros, também foram importantes, mesmo sendo tomadas como
conclusivas na maioria das vezes.

Ha de se destacar ainda que o trabalho em duplas além de nos possibilitar
observar este processo por meio dos dialogos, foi importante porque os alunos debatiam
uns com 0s outros os resultados obtidos e se auxiliavam nas resolugdes das atividades.

Quanto as provas, desde a terceira sessao passamos a discutir uma prova nos
momentos finais de cada encontro, pois mesmo que os alunos ndo conseguissem
inicialmente acompanhar, eram oportunidades que tinhamos de mostrar outras maneiras
de se validar propriedades matematicas. Como observou Boavida et al. (2008) a
elaboracdo de conjecturas geralmente ndo ocorre de modo simultaneo a elaboragéo de
provas e essa postura do professor pode servir como estimulo para que o aluno comece
a compreender a natureza do trabalho em questéo.

Nesse sentido, consideramos que 0s argumentos produzidos durante a
formulacéo e validagédo de conjecturas — fundamentados principalmente no transferidor

e experimentagOes —, a confusdo entre formulacdo e validagéo, a produgéo de provas em
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sua maioria do nivel pragmatico, a escrita em linguagem (ndo) matematica, dentre
outros elementos que apareceram, estdo todos relacionados uns com os outros. Como 0s
alunos ndo estavam acostumados a trabalhar com validagdes, diante de uma mudanga no
contrato didatico desse tipo é esperado encontrar dificuldades, pois precisaram se
adaptar a um meio diferente do habitual. Nas primeiras sessdes, como o0s alunos
poderiam apresentar provas do tipo experimento mental se ndo as conheciam? Como 0s
alunos poderiam justificar suas respostas se ndo o fazem sempre?

Essas sdo questdes que enfrentamos no decorrer de nossa caminhada.
Acreditamos que outros, sejam pesquisadores ou professores, certamente também
enfrentardo, por que faz parte do processo natural de adaptacdo a uma nova proposta.
Mas, como evidenciamos em nossas analises, ha sim supera¢des, como por exemplo, as
discussbes de validacdo nas duplas, o reinvestimento de nogdes e a apresentacdo de
provas, mesmo que as do nivel pragmatico ainda sejam predominantes. Acreditamos
que um tempo maior de trabalho com os alunos poderia leva-los a atingir niveis mais
elevados de prova, pois as ferramentas para isso aos poucos iam passando a fazer parte
do repertorio deles. E importante dizer que para outros temas, diferentes daquele com
que trabalhamos um intenso trabalho também precisara ser desenvolvido pelo professor
ou pelo pesquisador, pois para a produgdo de conjecturas, e principalmente para a
producdo de provas de propriedades, é preciso que haja a utilizacdo de algumas noc¢des
anteriormente trabalhadas. Aos poucos os alunos passam a entrar nesse “novo jogo” e a

procurar elementos de validacdo para suas conjecturas.

e Qutras coisas a se dizer...

Quando pensamos em desenvolver este trabalho, sabiamos que, de alguma
forma, a realidade da escola iria nos respingar, afinal estariamos 14 por mais de sete
semanas, desde 0 momento em que apresentamos nossa proposta aos responsaveis,
fomos conhecer o espago, as turmas entre outros. Sendo assim, algumas coisas nos
aconteceram as quais achamos pertinente relatar, dentre elas a organizagéo do espacgo no
qual se deu a pesquisa. Haviamos pensado em manter a composicéo das duplas do inicio
ao final da experimentacdo, mas isso ndo foi possivel porque a participacdo dos alunos
nas sessdes oscilou consideravelmente. Agora vemos que este aspecto possibilitou que
eles trabalhassem com parceiros diferentes, discutissem coisas diferentes e aprendessem

coisas também diferentes.
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Como nosso trabalho foi desenvolvido em contraturno escolar e a participacéo
foi voluntaria, alguns compareceram em apenas uma ou duas sessdes. Isso fez com que
as vezes tivéssemos muitos alunos, como foi o caso da sessdo 04 em que dez deles ali
estavam pela primeira vez. Isso dificultou um pouco nosso trabalho, pois foi preciso
dedicar um tempo para inseri-los quanto ao uso do transferidor, identificacdo de
angulos, entre outros conhecimentos ja abordados. Num outro sentido isso fez com o
que os alunos que ja estavam participando dos encontros precisassem agir de modo mais
independente, pois ndo estdvamos sempre por perto para que pudessem fazer perguntas
ou conferir resolucdes, mesmo que nao fornecéssemos respostas.

Pensando em nosso objetivo, elaboramos uma sequéncia didatica com a
intencdo de favorecer a producdo de conjecturas para que pudéssemos analisa-las.
Olhando para as atividades e para o0 desenvolvimento das sessdes, observamos que nem
sempre a producdo de conjecturas esta relacionada a quantidade de questdes, como pode
ser observado nos encontros em que trabalhamos com uma pergunta. Nesse caso, foi
preciso que estivéssemos atentos aos alunos e ao trabalho por eles desenvolvido, sempre
propondo outras questdes a fim de incentiva-los a pensar, trabalhar, colocar em cheque
a conjectura que estava se evidenciando.

Também foram importantes as atividades ou sessdes cujo objetivo foi o
reinvestimento de nocdes ja trabalhadas, pois nestes momentos 0s alunos colocavam em
pratica o “conhecimento teorico” que estava sendo estudado, podendo estabelecer
diversas relacdes. Para nos, foram oportunidades de observar a (ndo) mobilizacdo das
no¢Oes que estavam em jogo em prol da realizacdo da tarefa.

Antes da realizagdo efetiva da experimentacdo, aplicamos as primeiras
atividades da nossa sequéncia com alguns alunos de oitavo ano, mas estes ja haviam
trabalhado durante o ano algumas propriedades referentes a angulos e poligonos. Apesar
da diferenca de contextos, este pré-teste foi importante para que pudéssemos refazer ou
ajustar algumas atividades pensando na producdo de conjecturas. A exemplo disso
podemos citar o enunciado, pois alguns continham sub questdes do tipo a, b, c,
direcionando para a resposta que queriamos ou ainda, questdes cuja resposta estava
presente no enunciado. Nas colunas apresentadas adiante, observamos essas mudangas
em que no primeiro caso, duas atividades sdo transformadas em apenas uma e no
segundo,ha uma reformulacdo na escrita da questdo. Além do pré-teste, para estas
mudangas consideramos a possibilidade de o aluno realizar atividades com vistas a um

processo de investigacdo e descoberta, como pontuamos no referencial tedrico que
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utilizamos. Sendo assim, € importante pensar no enunciado, tanto para favorecer o
aparecimento de provas (OLIVEIRA, 2009) quanto para a producdo de conjecturas, pois
caso tivéssemos optado por perguntar “a soma dos angulos internos de um tridngulo
qualquer sera sempre 180°? Justifique.”, outras conjecturas poderiam ser produzidas,
mas ndo a de que a de que ao se somarmos as medidas dos trés angulos internos de
triangulos, obteremos 180°, pois ela ja aparece no enunciado. Por outro lado, se o
objetivo fosse especificamente a produgédo de provas, esta poderia ser uma boa pergunta
a ser proposta para os alunos e dai a importancia do objetivo a ser alcancado e das
variaveis.

1. Com o auxilio do transferidor, identifique a 1. Na figura, o que ¢é possivel afirmar sobre a

medida pretendida, em seguida, faca o que se
pede:

medida dos angulos?

B

C

A D
0]
o . .
Existe alguma relacdo entre as medidas dos
R angulos COA e BOD? Explique.
AOC=
DOB=

2. Trace dois segmentos de reta quaisquer

(desde que ndo formem 90°), de modo que

sejam concorrentes entre si e meca dois de seus

angulos Opostos Pelo Vértice — OPV.

a. Quais foram as medidas dos angulos

encontrados?

b. E possivel identificar alguma regularidade

com relacdo aos angulos OPV? Se sim,

descreva.
1. Qual ¢ a soma das medidas dos angulos
internos de um tridngulo qualquer? Justifique a

3. A soma das medidas dos angulos internos de resposta dada.

um triangulo qualquer sera sempre 180°?
Justifique.

O referencial teérico adotado, em especial a Teoria das Situacdes Didaticas,
orientou nosso trabalho tanto no que concerne a elaboragdo das atividades e a previsdo
de novos questionamentos e de nossas atitudes frente aos alunos nas anélises a priori,
quanto a implementacdo das mesmas. Com relagcdo a este aspecto, por exemplo, néo
forneciamos respostas, sempre questiondvamos os alunos em relagdo as afirmacgdes e

procurdvamos deixa-los trabalhar da maneira mais independente possivel.
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Embora saibamos que a préatica pode ser muito distante do que pensamos a
priori, 0 uso da Engenharia Didatica nos permitiu pensar nas sesses e respectivas
atividades, suas resolucdes e possiveis estratégias a serem utilizadas pelos alunos. Isso
fez com que nos sentissemos mais seguros em relacdo ao nosso objetivo, como também,
ao momento da aplicacdo do que planejamos. Nesse processo, consideramos que as
varidveis macro e microdidaticas foram importantes tanto na previsdo quanto na
implementacdo do que propomos, como foi 0 caso dos momentos em que identificamos
tentativas de encontrar respostas sem o uso do transferidor (sessdo 1). Existem, porém,
aquelas que escapam ao nosso controle, sobre as quais pouco podemos agir, como por

exemplo, a frequéncia dos alunos nas sessoes.

e Perspectivas

Depois de tudo, deixamos aqui questbes que ndo foram possiveis de serem
exploradas ou ainda, que nos surgiram ao longo do desenvolvimento do trabalho:

Como teria sido desenvolver um trabalhno em que envolvesse, além de
conjecturas verdadeiras, conjecturas falsas? Aqui, ndo se trata da elaboragdo, mas da
exploracdo delas e a partir dai a necessidade de uma prova que ultrapasse verificaces
empiricas.

Ha diferenca quando se trata do reinvestimento de nogdes cujo nivel de prova
pertenceu ao nivel pragmatico e daquelas cujo nivel é o intelectual? Esta inquietacdo
advém das primeiras sessdes, quando Lisa chegou a apresentar uma prova do tipo
experimento crucial, mas posteriormente, mostrou-se em davida.

Outra questdo que deixamos para uma reflexdo futura € em que medida a
manipulacdo de softwares teria contribuido para a producdo de conjecturas? Neste caso
considerando a ferramenta como um caminho para se chegar a producao de conjecturas
e possivelmente, de provas.

E ainda, em que medida a producdo de conjecturas e provas é abordada e
discutida na formag&o de professores? Isso partindo da hipotese de que muitos deles ndo
trabalham nessa perspectiva de descoberta, de realizacdo de experimentagdes e
manipulagdes, preferindo institucionalizar j& no primeiro contato dos alunos com o
conteddo, talvez ndo conhecerem outros modos de trabalho diferente deste.

Por fim, como estdo nossos alunos hoje? O que Lisa, Peter, Mary, Wendy,

Miguel, Jodo e James diriam sobre nds e sobre o tema com o qual trabalhamos?

139



Deixamos aqui nossa inquietagdo com relacdo a estes elementos e que por razdes que
ultrapassam nossa vontade ndo sdo contempladas neste trabalho, mas que podem ser
futuramente investigadas.

Esperamos que nosso trabalho, assim como estas questdes que apresentamos,
seja como a “utopia” do inicio do texto ou ainda, COMO 0 autor mesmo escreve: como a
linha do horizonte... Mesmo que perfei¢des ou respostas as inUmeras perguntas, nunca
sejam possiveis de serem alcancadas, que nos inspirem e nos movam para que

continuemos sempre a caminhar.
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ANEXO 1 - SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Sessdo 01

1. Utilizando o transferidor, identifique a medida de cada &ngulo indicado nas figuras abaixo:

2. Observe a ilustracdo a seguir:

C

Ha relacbes entre as medidas dos angulos AOB, AOC e

COB? Explique.

3. Tomando por base a informacdo dada pela figura, seria possivel descobrir a medida

do angulo AOD? Justifique a resposta.

4. E possivel descobrir a medida de cada angulo x indicado? De que forma?
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Sessao 02

1. Nafigura, o que é possivel afirmar sobre a medida dos angulos?

Existe alguma relagdo entre as medidas dos angulos
COA e BOD? Explique.

2. Quais as medidas dos angulos da figura? Explique como vocé encontrou cada uma

delas.

A 55°
D/

3. Considerando agora as retas paralelas a e d, interceptadas pela reta transversal b.

Identifique a medida de todos os angulos e explique como vocé as encontrou.

[

11o0°

b
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Sessao 03
1. Angulos opostos pelo vértice possuem sempre a mesma medida? Por qué?

Sessao 04

1. Na figura, temos que os segmentos de reta AB, CD e EF so paralelos e interceptados
por outros dois segmentos transversais, GH e 1J. Identifique a medida do angulo x e

justifique a resposta dada.

2. Sendo 0s segmentos AB e CD paralelos, encontre a medida de x e apresente uma

justificativa para a sua resposta.
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Sessao 05

1. Encontre as medidas desconhecidas em cada um dos tridngulos abaixo:

2. Qual o valor de x +y?
[l

AN

35¢

110°

3. Sabendo que todos os lados do
triangulo possuem mesma medida, qual

o valor de cada angulo do triangulo?

(="

5. Qual o valor da soma das medidas dos &ngulos internos de um quadrilatero qualquer?

Explique como obteve a sua reposta?
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Sessdo 07
1. Qual sera a soma dos angulos externos de um poligono qualquer? Como vocé

justificaria a sua resposta?
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