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Resumo

Este trabalho trata dos conhecimentos basicos e intermediarios sobre equacoes diferenciais
ordindrias (EDO) até a segunda ordem. Para solu¢oes de EDOs de primeira ordem, foram
estudados os métodos de variaveis separaveis, fatores integrantes, equacgoes exatas, equagoes
de Bernoulli e equagoes de Riccati. Para o caso de EDOs de segunda ordem foram estudados
primeiramente o caso homogéneo com coeficientes constantes, logo apds, estudamos o caso
nao homogéneo usando o método de coeficientes indeterminados e para casos com coefici-
entes variaveis, estudamos o método de variagao dos parametros. Para casos mais gerais,
utilizamos o método das séries de poténcias.

Palavras Chaves: Equacoes Diferenciais Ordinarias; Séries de Poténcias.
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Abstract

This paper addresses the basic and intermediate knowledge of ordinary differential equations
(ODE) to the second order. To first order ODE solutions, methods of separable variables
were studied, integrating factors, exact equations, Bernoulli equation and Riccati equations.
In the case of second-order ODE they were first studied the homogeneous case with constant
coefficients, after we studied the inhomogeneous case using the method of undetermined
coefficients and for cases with variable coefficients, we studied the variation of parameters
method. For more general cases, we use the method of power series.

Keywords: Ordinary Differential Equations; Power Series.
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Introducao

O estudo das equacoes diferenciais se inicia com a criagao do Cdlculo por Isaac Newton
(1642 - 1727) e Gottfried Wihelm Leibniz (1646 - 1716) durante o século XVII, que de forma
independente, descobriram técnicas de derivacao e integracao que ainda sao usadas nos dias
atuais.

Newton nasceu na Inglaterra num vilarejo préximo a cidade de Londres, apesar de
ser reconhecido como um fisico renomado, foi professor de matematica na cadeira Luca-
san durante boa parte da sua vida. Newton teve suas descobertas sobre célculo e leis da
mecanica datadas em 1665, mas devido a sensibilidade as criticas, divulgou seus resultados
privadamente apenas a seus amigos, apesar de ter uma atuacgao relativamente modesta na
area das equacoes diferenciais, conseguiu classificar as equacgoes diferenciais de primeira or-
dem de acordo com as formas dy/dx = f(x), dy/dx = f(y) e dy/dz = f(z,y), que serdo
estudadas no capitulo 1. Ainda desenvolveu um método para resolver equagoes diferenciais
no caso em que f(x,y) seja um polinémio usando séries infinitas.

Leibniz que nasceu na Alemanha na cidade de Leipzig era um matematico autodidata,
embora tenha completado seu doutorado em filosofia com apenas 20 anos, teve seu desen-
volvimento matematico apds esse periodo. Leibniz obteve seus resultados sobre o célculo de
maneira independentemente, embora tenha sido em um periodo posterior a Newton, foi o
primeiro a publicar algo sobre calculo em 1684. Leibniz ao contrario de Newton, que tinha
notacgoes préprias e de dificil compreensao, compreendia bem as vantagens de boa notacao, a
notagao dy/dx que entendia a derivada como um quociente de dois diferenciais, o stmbolo da

integral [ e os métodos como de separagao de variaveis, de reducao de equagoes homogéneas

e o procedimento para resolver equacoes lineares de primeira ordem sao devidos a ele. Leibniz
ainda passou boa parte da sua vida como conselheiro e embaixador de diversas familias reais
alemas, ajudando-o a ter uma correspondéncia intensa com outros matematicos da época,
entre eles os irmaos Bernoulli.

Os irmaos Jakob (1654 - 1705) e Johann (1667 - 1748) Bernoulli, de Basel, con-
tribuiram com o desenvolvimento de diversos métodos para resolver equacgoes diferenciais
com diversas aplicacgoes fisicas. Jakob era professor de matematica em Basel em 1687, que
mais tarde pertenceu a seu irmao apés seu falecimento, desenvolveu um método para resolver
uma equacao diferencial de primeira ordem nao linear transformando-a em linear, fazendo
uma mudanca de varidvel. Outra equacao de primeira ordem redutivel a uma equacao linear
é a equacao de Riccati, desenvolvida pelo fisico matematico italiano Jacopo Francesco Riccati
(1676 - 1754), apesar de ter considerado diversas classes de equagdes diferenciais é conhecido
principalmente pela Equagao de Riccati que recebe o seu nome em sua homenagem.

Leonard Euler (1707 - 1783), que foi aluno de Johann Bernoulli e préximo a familia
Bernoulli, ficou conhecido como o maior matematico de sua época, devido a sua prolificidade
de suas obras. Seus interesses incluem diversas areas da matematica em especial as equacoes
diferenciais. Euler identificou a condicao para que uma equagao diferencial de primeira or-
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dem seja exata e a teoria de fatores integrantes em 1734 - 1735. Euler também encontrou
a solucao geral para equacoes lineares homogeéneas de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes em 1743, estendendo esse resultado para equagoes nao homogéneas em 1750 - 1751,
estas equagoes serao estudadas no capitulo 3.

Até o fim do século XVIII, varios métodos haviam sido descobertos para resolver
equacoes diferenciais, porém, no século XIX, iniciou-se a investigacao de questoes mais
tedricas a respeito de existéncia e unicidade de solucoes e métodos mais robustos e me-
nos elementares como solugoes em expansao em séries de poténcias que serao estudadas no
capitulo 4.

Este trabalho é composto de 4 capitulos, onde abordaremos vérios assuntos de equagoes
diferenciais ordinérias, dando énfase para uma escrita sucinta de facil leitura, para que sirva
de apoio a disciplina de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

O capitulo 1, tem por objetivo principal, mostrar as principais defini¢oes necessarias e
a teoria basica para compreendermos o conteudo deste trabalho, como a classificagao quanto
ao tipo, a ordem e a linearidade de uma equacao diferencial, solu¢ao de uma EDO e problema
de valor inicial (PVI).

No capitulo 2, estudaremos varios métodos tedricos para resolver equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem, sendo eles o método das varidveis separaveis, método dos
fatores integrantes, equacoes exatas, equagao de Bernoulli e equacao de Riccati.

No capitulo 3, estudaremos as equacgoes diferenciais ordinéarias de segunda ordem com
coeficientes constantes, comportamento de solugoes de EDOs homogéneas com coeficientes
constante, equacao de Euler, os métodos de coeficientes indeterminados e o de variagcao de
parametros.

Ja no capitulo 4, daremos inicialmente uma breve revisao de séries de poténcias,
solugao em série de poténcias para alguns tipos EDOs de primeira ordem e solugao em série
de poténcias para EDOs de segunda ordem, sendo solugoes para pontos ordinario e singulares
regulares.



Capitulo 1

Terminologia e Definicoes Basicas de
uma Equacao Diferencial

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos basicos da teoria das Equagoes Dife-
renciais. As equagoes diferenciais podem ser classificadas pelo tipo, ordem e linearidade. Se
uma equacao diferencial contém somente derivadas ordinarias de uma unica variavel depen-

dente, ela é chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO), exemplo:
Equacao de Bernoulli

d
T p()y” = @)y,
Equacao de Riccati
d
= alx) + bla)y + c(x)y’,

_ 4y dy
v =+ (52).

dy dy
1Pz ot + By =0.

Uma equacgao que envolve as derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes
de duas ou mais varidveis independentes é chamada de equagao diferencial parcial (EDP),

exemplos:
ou_ o (0 0
ot~ ¢\ o oy )’

Equagao do Calor
Pu_ (O,
otz ox?2 oy )’

P o _
ox2  Oy?

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da mais alta derivada da varidvel
dependente que aparece na equacao. Por exemplo,

d*y dy
S5 () —ay =t
dl‘2+ (dm) y=¢

5

Equacao de Clairaut

Equacao de Euler

Equacao da Onda

Equacao de Laplace

0.



¢ uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem (ou de ordem dois). J& a equacao

ZO'u 0%

e Wl g |
C o T op

é uma equacao diferencial parcial de quarta ordem. Embora as equacoes diferenciais parciais
sejam muito importantes, seu estudo demanda um bom conhecimento da teoria de equacoes
diferenciais. Portanto, na discussao deste trabalho, limitaremos nossa atencao as equacgoes
diferenciais ordinérias (EDOs).

Para prosseguirmos com os estudos deste trabalho, sera necessario classificarmos as
equacoes diferenciais ordinarias entre lineares e nao lineares. No decorrer do trabalho,
veremos que algumas equagoes diferenciais nao lineares poderao ser reduzidas a uma equacao
diferencial linear. Uma equacao diferencial ordinaria

F(a:?y?y,?"'?y(n)) :O7 (1.1)

é dita linear se F' é uma funcao linear nas varigveis y, ¢/, ..., y™. Assim, a equacdo diferencial
ordinaria linear geral de ordem n é dada por

ag(2)y"™ + a1 (x)y" ) + .. + an(2)y = g(2), (1.2)

onde ag,aq,...,a, ¢ g sao fungoes dadas de uma variavel x.

Observe que as equacoes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas proprieda-
des:

(i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau,

(ii) Cada coeficiente depende apenas de uma varidvel independente x.

No caso onde F' é fungao linear a equagao diferencial (1.1) é dita equagao diferencial
ordinaria nao linear.

Consideremos agora o conceito de solugao de uma equacao diferencial ordindria.

1.1 Solucao de uma Equacao Diferencial

Definicao 1.1.1 Uma solu¢io de uma equacio diferencial F(x,y,y',y",....y™) = g(x) em
um intervalo (o, B) € uma funcdo y tal que ', y", ...,y"™ existem e satisfazem

g(x) = Fa,y(2),y (), y" (@), ..y (2)), (1.3)
para todo x € (a, f3).

Exemplo 1.1.1 A funcdo y = xe® é uma solucdo para a equacdo linear y’ —2y' +vy =0 no
intervalo (—o0, +00).

Para verificar isso, calculamos
y = xe® +e” e y" = xe® + 2e".
Observe que
y' =2y +y = (ve" +2") — 2(xe” + €¥) + xe® = 0,

para todo nimero real.



1.2 Problema de Valor Inicial (PVI)

Um problema de valor inicial ou problema de condic¢oes iniciais é uma equacao
diferencial acompanhada do valor da funcao a determinar em um ponto dado chamado de
valor inicial ou condigao inicial. O ntmero de condic¢oes coincide com a ordem da equacao
diferencial ordinaria, e o PVI fica descrito como

F dy d"y
cee g T =
<x7 y7 ll” Y ll’n> g(x)7

y(ﬂfo) = Yo,

d

%(%) = Y1,
dn—ly

W(xo) = Yn-1,

onde g € I € yo, ,Y1, ..., Yn_1 Sa0 constantes dadas.

A terminologia condi¢cdes iniciais vem da mecanica, onde a variavel independente x
representa instante e normalmente é simbolizada como t. Entao, se ty ¢ o instante inicial,
y(to) = yo representa o local inicial de um objeto e y(to) indica sua velocidade inicial.

Note que até o momento, verificamos que tais funcoes sao solucoes, nos proximos
capitulos, mostraremos como encontrar as solugoes.

Exemplo 1.2.1 Dada a fun¢io y(x) = sen(x) — cos(x), mostraremos que € uma solu¢ao
para o problema de valor inicial para

d*y

CYiy = 0

gp2 TV ;

dy(o) = -1 (1.4)
Y

Yoy = 1

5 (0)

De fato, observe que

y(x) = sen(x) — cos(x),
y'(x) = cos(x)+ sen(x), (1.5)
y'(x) = —sen(z)+ cos(x),

sao todos definidos em (—o0, 4+00). Substituindo (1.5) em (1.4), teremos

d2
d—z +y = [—sen(z) + cos(x)] + [sen(z) — cos(x)] = 0,
x
que se mantém para todo x € (—oo, +00). Quando verificamos as condigoes iniciais, desco-

brimos

dy

y(0) = sen(0) — cos(0) = —1 e 7

(0) = cos(0) + sen(0) = 1.

Portanto, y(x) = sen(z) — cos(x) é uma solugdo para o problema de valor inicial (1.4).



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais de Primeira
Ordem

No capitulo anterior, foi definido as terminologias basicas necesséarias para o desen-
volvimento deste trabalho. Ja neste capitulo, veremos que se uma equacao diferencial de
primeira ordem puder ser resolvida, veremos que a técnica ou método para resolveé-la, de-
pende do tipo de equacao de primeira ordem com que estamos lidando. Durante anos,
muitos matematicos posteriores a Newton e Leibniz, se esforcaram para resolver diversos ti-
pos particulares de equacoes diferenciais, por isso, ha varios métodos para se encontrar uma
solugao; o que funciona para um certo tipo de equacao de primeira ordem, nao se aplicara
necessariamente a outros tipos de equagoes diferenciais.

Para algumas equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, veremos que essas
por sua vez, podem ser resolvidas analiticamente, usando apenas as técnicas de integracao
vistas no curso de calculo diferencial e integral. Comecemos por estudar o caso mais simples
das equagoes diferenciais de primeira ordem, que sao as equagoes da forma

dy
%—f(x).

De modo simples, esta resolucao ja era feita no curso de calculo de modo implicito, apenas
encontrando uma funcao f dada a sua primitiva F'. Para esse tipo de equacao, resolviam-se
facilmente, usando apenas o Teorema Fundamental do Célculo.

y(z) = / f(z)dz + C,

em que C' é uma constante arbitraria que serd determinada futuramente pelos problemas
com valor inical (PVI).

2.1 Método das Variaveis Separaveis

Uma classe simples de equagoes diferenciais de primeira ordem que podem se resol-
vidas usando apenas as técnicas de integracao é a de equagoes separaveis (ou varidveis
separaveis). As equagoes de primeira ordem do tipo

Y~ ) (21)



9

que podem ser reescritas de modo a isolar as variaveis x e y em lados opostos da equagao.
Considerando

- N(y)’
sendo M e N fungoes dependentes das variaveis x e y respectivamente, com N nao nula.
Deste modo, a equagao (2.1) poderd ser reescrita como
dy _ M(z)
dr  N(y)’

(2.2)

Definicao 2.1.1 Uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem € dita separdvel ou
de varidveis separdveis se pode ser escrita na forma (2.2).

Para resolvermos a equagao separavel dada em (2.2), vamos reescrevé-la como

dy _

M(z) + N() S

0. (2.3)
Considere H; e Hs, primitivas de M e N respectivamente. Como
Hi(x) = M(z) e  Hy(y)=N(y),

a equacao (2.3) podera ser reescrita como

dy
Hi(x) + Hyly) o = 0. (2.4)
Pela regra da cadeia, temos
dy d
H)(y)-—= = —H
Q(y)dx dz %

logo, podemos escrever a equagao (2.4) como

[ (@) + Haly)] = 0 (2:5)

e integrando (2.5), obtemos a solugdo dada implicitamente pela equagao
Hl(x) + HQ(y) = Ca

onde C' é uma constante arbitraria.
O procedimento utilizado anteriormente pode ser seguido para qualquer equagao di-
ferencial de variaveis separaveis. Vejamos a seguir um exemplo.

Exemplo 2.1.1 Considere a equac¢ao

dy 2x+1
dr vy

. (2.6)
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A equagao (2.6) é separavel, pois pode ser escrita na forma (2.2), pois M (z) = 2z +1
e N(y) = y, assim a resolugao de (2.6) poderd ser resolvida usando apenas as técnicas de
integracao, pois

dy — 2zx+1
de y
dy
Yo o
Y T+ 1,

d (1,

L(22) = 2041

dx (2y) Tt
Ly
SV = (22 + 1) dx,
1
§y2 = " +a+C,

v = 227+ 22+ Oy,

que é a solugao implicita da equacao (2.6), onde C; e Cy sdo constante arbitrarias de inte-
gracao.

2.2 Meétodo dos Fatores Integrantes

Outra classe de equacoes de primeira ordem

Y =F(z,y)

que iremos trabalhar sao aquelas onde a funcao F' depende linearmente da variavel y, cha-
mada de equacao diferencial ordinaria linear, e sua forma geral é dada por

y' + p(x)y = q(x), (2.7)

onde p e g sao fungoes dadas dependentes apenas da variavel x, em algum intervalo /. Quando
q(z) = 0 na equacao (2.7) para todo x € I, a equacao é dita Equagao Homogénea.

O Fator Integrante é uma fungao u(x) tal que o produto da EDO linear de primeira
ordem por (), faz com que o lado esquerdo da equagao (2.7) possa ser visto como a derivada
do produto de duas funcgoes.

Multiplicando (2.7) por p(z), teremos

p(@)y' + p(@)p(x)y = p(a)q(w).
Somando e subtraindo /(z)y(z) no primeiro membro, obtemos
@)y + p (@)y(x) — p'(@)y(x) + p@)p(e) y = w@) q(z), (2.8)
assumindo que
=i (@)y(x) + plx)p(a)y(z) = 0, (2.9)

a equacao (2.8) fica



ou ainda

d

75 W@)y(@)) = uz)e(z).

Integrando a equagao (2.10) em relagao a x, obtemos

logo obtemos a solugao

11

(2.10)

Para determinarmos p(z), temos que levar em consideracao a equagao (2.9). Resol-

vendo esta equagao temos

y(x)(—p(x) + p(z)p(x)) =0,

ou seja,
—p/(x) + p(x)p(z) =0
Note que
/;/((j)) = p(),
d
Slnp@)] = plo),

e integrando a equacdo (2.11), teremos

[ amu@lde = [ b s
Inp(x) = /p(x)dx—i—C’,

o p(@) dztC _ [ p(a)dx O

plz) = )
considerando C' = 0 ja que p(z) é um fator da equagao (2.7), portanto

p(x) = elr@dr

Exemplo 2.2.1 Considere a equacao diferencial
v +y=0.
Para resolvermos esta equacao (2.12), vamos calcular o fator integrante
(z) = el 14 — o
multiplicando (2.12) por u(z) = €®, obtemos

ey +e*y=0

(2.11)

(2.12)
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que pode ser reescrita como

d
Tyl = ()
o [e"y] =0,

e integrando em relagao a x, teremos
e’y =C,

onde C' é uma constante de integracao, assim obtemos a solucgao
y=Ce ™.

Veremos nas proximas secoes, trés casos especiais em que EDOs de primeira ordem
nao lineares que também podem ser resolvidas através de um método especifico.

2.3 Equacoes Exatas

Para o estudo das EDOs de primeira ordem, existem na pratica diversos métodos
de resolucoes aplicaveis, sendo as EDOs lineares de primeira ordem e as separaveis, que
discutimos anteriormente as mais simples de serem aplicadas. Consideremos agora, uma
classe de equacoes, conhecidas como equacgoes exatas. Lembrando que essas equacoes de
primeira ordem podem ser resolvidas por métodos elementares de integracao e sao bastante
especiais, sendo que a maioria das EDOs de primeira ordem nao podem ser resolvidas dessa
maneira.

Considere uma equacao diferencial na forma

M(z,y) + N(z,y)y" = 0. (2.13)

Suponha que podemos identificar uma funcao F' tal que

OF OF

%(x,y) = M(z,y), @_y(x’y) = N(z,y), (2.14)

e tal que F(x,y) = C define y = f(z) implicitamente como uma funcao diferenciavel de z.
Entao

oF oF dy d
M N ! = - —_— _— = —F
(2.9) + Nwy)y' = 5o y) + 5@y g0 = g Fle (@)
e a equacao diferencial (2.13) fica
4 Pl y(2)] = 0 (2.15)
- Fle y(@)] = 0. .

Nesse caso, a equagao (2.13) é dita uma equacao diferencial exata. Solugoes da equagao
(2.13), ou da equacao equivalente (2.15), sdo dadas implicitamente por

F(z,y) =C, (2.16)

onde C' é uma constante arbitréria.
O teorema a seguir nos fornece um modo sistematico de determinar se uma equagao
¢ exata, para isto, vamos utilizar o seguinte lema:
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Lema 2.3.1 (Teorema de Clairaut)

Suponha que f seja definida em uma bola aberta D C R* que contenha o ponto (a,b).
Se as funcoes fr, e fy. forem ambas continuas em D, entao

fay(a,b) = fya(a,b). (2.17)
Dem: Ver [6] na pagina 960.
Teorema 2.1 (Critério para Diferencial Exata)

Suponha que as fungoes M, N, M,, e Ny, onde os indices denotam derivadas parciais,
sao continuas em uma regido R: a <x < B, v <y <. Entao a equacao

M(z,y) + N(z,y)y' =0
¢ uma equacao diferencial exata em R se, e somente se,
My(z,y) = Na(z,y) (2.18)
em cada ponto de R. Isto €, existe uma fungao F satisfazendo
Fo(z,y) = M(z,y) e Fy(z,y)=N(z,y),
se, e somente se, M e N satisfazem a equagao (2.18).
Dem: Primeiramente vamos verificar que se
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.19)

é exata, entao

0 0

I M(z,y) = = N(z,y).

gy M@ y) = 5N ()

Como a equagao (2.19) é exata, existe uma fungao F(x,y) de tal modo que F,(z,y) = M (z,y)
e Fy(x,y) = N(z,y). Assim, derivando M em relagdo a y, temos

oM 0 (OF 0’F
() = . 2.2
dy Oy (83:) Oyox (2:20)
Derivando N em relagao a x, obtemos
2
0 (08 _ 9 0F _ FF 2
Oy \ Or Oxr Jy  0zdy

Pelo lema (2.3.1), as equagoes (2.20) e (2.21) sao equivalentes, logo

ou_ow
oy Oz’

como queriamos.
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Vamos mostrar agora que se M e N satisfazem a equacao (2.18), entdo a equagao
(2.13) é exata. A demonstracao envolve a construgao de uma fungao F' satisfazendo as
equacoes

Fo(z,y)=M(z,y) e  FyJ(r,y)=N(z,y9).

Suponha que exista uma fungao satisfazendo (2.14), entao integrando em relacao a x, e
utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

F(x,y) = /M(x,y)dx+g(y). (2.22)

Agora derivando (2.22) em relagao a y e usando o fato de que F,, = N, temos
9 /

J) = N - ([, (2.23)

Para encontrar a funcao g(y), basta integrarmos a equagao (2.23) em relacao a v,

= /N(:c,y)dy—/(% </ M(&r,y)dw> dy, (2.24)

e substituindo (2.24) em (2.22), encontramos

)
Flo,y) = / Mz, y)dz + / N(z, y)dy — / (% ( / M(x,y)dx) dy. (2.25)

Observe que em (2.24) a fungao g é realmente uma equagao que depende s6 de y, pois

derivando
0 0 0
g (y) = /a (z,y)d az/—(/M(x,y)dx)dy

_ /[a_xzv(x,y) oy /Ma:ydm]dy

_ /[%N(m,y)—%M(Iay)] dy

= /Odyzo,

portanto a fungao F' descrita em (2.25) é a funcao procurada.
O exemplo a seguir, ilustra bem o método descrito anteriormente para encontrarmos
uma solucao de uma EDO exata.

Exemplo 2.3.1 Considere a EDO
(322 — 2xy) + (2y — 2%) y = 0. (2.26)
Definindo M(z,y) = 32> — 2zy e N(z,y) = 2y — 2, temos

My(l'7y) =2z = Nz(l‘,y)7
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desse modo, a equagao (2.26) é exata, logo existe uma F(x,y) tal que

Fo(x,y) = 32*— 2wy (2.27)

F,(z,y) =2y — 2°. (2.28)
Integrando (2.27) em relacao a x, teremos
F(z,y) = 2" — 2"y + g(y). (2.29)
Agora, derivando (2.29) em relagao a y e usando (2.28), obtemos
Fy(z,y) = —a” +¢'(y) = 2y — 2*,

assim

Integrando a equacao precedente em relacao a y, teremos
9(y) =y* + C, (2.30)

onde C' é uma constante de integragao.
Substituindo (2.30) em (2.29), obtemos a solugao geral

F(z,y) =2° — 2y +y* + C.
Portanto, a solucao de (2.26) é dada implicitamente pela equagao
v} — 2%y +y? =C.

Para certas EDOs nao exatas, existe uma maneira para transforma-las em exata
multiplicando-se por um certo fator integrante. Deste modo, suponha que a equagao

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (2.31)

nao seja exata, assim multiplicamos a equagao (2.31), por um certo fator u, de tal modo,
que

plx, y) M (z,y)dx + p(z, y)N(z,y)dy = 0, (2.32)
seja exata. Pelo Teorema (2.1), a equagao (2.32) é exata se, e somente se,
(uM)y = (uN)o. (2.33)

Como M e N sao fungoes reais dadas, a equacao (2.33) tem que satisfazer a equagao dife-
rencial

My, — Ny + (M, — N)p = 0. (2.34)

Se conseguirmos encontrar uma func¢ao pu, que satisfaga a equagao (2.34), entdo a equagao
(2.32) se transforma em equagao exata.
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Supondo que p é uma funcao de z, teremos

dp
(uM)y = pM, e (uN)e=pNe + N-.
Assim, se (uM), € igual a (uN),, é necessario que a equacao
dp M, — N,
de N

seja valida. Se (M, — N,)/N é uma funcdo sé de x, entdo o fator integrante p existe e
dependerd sé de x. Além disso, pu pode ser encontrado resolvendo-se a equagao (2.35),
usando o método das varidveis separaveis.

Um procedimento semelhante pode ser usado para se determinar uma condigao sobre
a qual a equagao (2.31), tenha um fator integrante que depende s6 de y. Neste caso

dp N, — M,

= ) 2.35
- 7N (2.35)

Exemplo 2.3.2 Consideremos a equagao diferencial dada por
(22% +y) dx + (2*y — x) dy = 0. (2.36)

A equacdo (2.36) é nio linear, verifiquemos se é exata, definindo M (xz,y) = 22° +y
e N(x,y) = 2°y — x, vemos que se

oM _ ON

oy e e (2zy — 1).
Pelo fato de que
oM, ON
dy ox’
entao a equagao (2.36) nao é exata Vamos procurar entdo um fator integrante
OM/Oy —ON/Oxz _1—(2zy—1) 2(1—=y) _ 2
N %y —x —z(1 — xy) x

Obtemos uma func¢ao de apenas x, de modo que um fator integrante é dado por

w(z) = el T g2,

Quando multiplicamos a equacio (2.36) por u(z) = 22, obtemos uma equacio exata
2+yr?)dr+ (y—z )dy=0.

Solucionando essa equacao, por fim encontramos a solu¢ao dada implicitamente pela
equacao

2
2x—yx*1+%:C,
onde C' é uma constante arbitraria.

Algumas EDOs de primeira ordem nao caracterizadas anteriormente também podem
ser resolvidas usando outras técnicas auxiliares, como a Equagao de Bernoulli e a Equacao
de Riccati, que sao EDOs de primeira ordem nao lineares e que nao se encaixam em nenhum
tipo estudado até agora. Supondo apenas que exista uma solucao, veremos que sera possivel

reduzir uma EDO nao linear de primeira ordem em um EDO linear de primeira ordem.
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2.4 Equacao de Bernoulli

A Equacao de Bernoulli apareceu pela primeira vez na investigacao de um problema
bem famoso: o do célculo da curva isécrona, que fundamenta a construcao de relogios de

péndulo.
A Equacao de Bernoulli, pode ser definida como
dy n
o T @)y = q(@)y", (2.37)

onde p(z) e g(z) sao fungoes continuas definidas num intervalo aberto I e n um nimero real
nao nulo, diferente de zero e de um, fixado. Sua resolucao se reduz a substituir

v=y"" (2.38)

na equacao (2.37). Esta substituigao transforma a equagao (nao linear) em uma equagao
linear, ou seja, se multiplicarmos a equagao de (2.37) por y~", obtemos

_.dy

v + p(x)y' ™ = q(z). (2.39)

Observe que derivando v = y' ™™ em relacdo a z, teremos

dv dy
(12
o = (L=njy™
assim,
ady 1 dy
el (2.40)

Substituindo (2.38) e (2.40) na equacao (2.39), obtemos

1 dv
ou ainda
W1~ mp(a)e = (1 - n) gla)
. n)p(x)v = n)q(x),

que é uma EDO de primeira ordem linear, que pode ser resolvida facilmente usando o método
do fator integrante.

Exemplo 2.4.1 Considere a EDO
Y+ 2tg(x)y = \/y sen(2z). (2.41)

Identificando n = 1/2, p(z) = 2tg(x) e g(x) = sen(2z), vamos dividir a equag¢ao por
VY, ou seja

Y2y + 2g(x)y? = sen(2x). (2.42)

Tomando v = y?2 teremos por consequéncia v’ = —y?2 ¢/, que substituindo em (2.42), obtemos

N | —

20" 4 2tg(x)v = sen(2z),
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VvV 4 tg(x)y = sen§2x). (2.43)

Deste modo, a equacao (2.41) se transforma em uma equagao linear de primeira ordem nao
homogénea. Usando o método dos fatores integrantes, encontraremos

sec(x)v = —cos(z) + C, (2.44)
onde C' é uma constante de integragao. Substituindo v = /y em (2.44) teremos,

Vysec(x) = —cos(z) + C,
ou entao

y(x) = [C cos(z) — cos®(x)]*.

2.5 Equacao de Riccati

Considere a EDO

dy _

o = al@) +b(@)y + c(x)y”, (2.45)

onde a(z), b(x) e ¢(z) sdo fungdes dependentes de x. Se conhecermos uma solugao particular
yp da equacao, a seguinte mudanca de varidvel transformard a equacao em uma equacao
linear

Y=y —+ l _— / — I iv/
p v Y yp U2 .
Substituindo em (2.45), temos
o1, 1 11°
by~ v’ = ala) + b(e) [+ | +cle) g+ | (2.46)

Como y, ¢é solugao da equacao (2.45), segue que

Yp = a(x) + b(x)y, + C(x)y;,
desta forma, podemos reescrever a equagao (2.46) como

1y M) | 2pele) | el)
v (% (% (%

(2.47)

multiplicando a equacdo (2.47) por —v? teremos

/

v = —b(z)v — 2uypc(z) — c(z),
que pode ser resolvida facilmente usando o método dos fatores integrantes.

Exemplo 2.5.1 Encontre a solugdo geral da seguinte equagdo sabendo que y,(x) é uma
solucao particular

T

y =y —y+e,  y(r) = —e Tcotg(x).
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Trata-se de uma equacao de Riccati e para a resolver usamos a seguinte substituicao

/
/ /

1 v
y:yp+; = y:yp_ﬁ

¢ conveniente nao substituir y, pela funcao dada, ja que o fato desta ser solugao da equagao
simplificara os resultados. Substituindo na equacao de Riccati obtemos

v . Yy 1 1 .
y;,—— = e (yf,+2?p+ﬁ)—yp—;+e
v? (y;—exy§+yp—e_x) = v+ (2" — 1) v +e”

como ¥, ¢ solugao, o termo nos parénteses no lado esquerdo é nulo e obtém-se a seguinte
equagao linear para v(x)

v — (2cotg(z) + 1)v = —€”. (2.48)
A solugao de (2.48) é dada por
v = e"sen®(z)(cotg(z) + c) = e*sen(z)(cos(x) + csen(z)),
logo a solugao de (2.48) é

_,sen(z) — ccos(x)

v=e cos(x) + csen(z)’



Capitulo 3

Equacoes Diferenciais de Segunda
Ordem

Neste capitulo, concentraremos nossa atencao as EDOs lineares de ordem 2. Comegamos
a discussao sobre EDOs homogéneas com coeficientes constantes. Inicialmente, vamos nos
atentar a desenvolver uma teoria elementar para a compreensao das EDOs homogéneas e
posteriormente, trataremos do caso nao homogéneo com coeficientes constantes e um caso
especial de coeficientes variaveis.

Uma equagao diferencial de segunda ordem tem a forma

d*y dy
ZJ _F - 1
dx? (x,y, daj) ’ (3:-1)

onde F' é alguma funcao dada. Neste capitulo, vamos tratar o caso linear, ou seja, no caso
onde a funcao f tem a forma

F (o 52) = ota) = p(o) 3 = ool (32)

Assim, reescrevemos a equacao (3.2) como
y" +p(@)y +q(x)y = g(z), (3.3)

Para discutirmos a equagao (3.2) e procurar uma possivel solugdo, vamos nos limitar a
intervalos nos quais as funcgoes p, ¢, e g sejam continuas.

Inicialmente daremos uma atencao inicial as EDOs lineares homogéneas como veremos
a seguir.

3.1 Solucoes de EDOs Lineares Homogéneas

Vamos estudar nesta se¢ao o PVI dado por

y' + @)y +al@)y = g(x),
y(zo) = Yo, (3.4)
/ /
Yy (‘1.0) = Yy
onde p, q e g sao fungoes definidas em um intervalo aberto I contendo xg e yg, y; sao
constantes dadas.

20
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O préximo teorema nos fornece condigoes suficientes para a existéncia de uma tinica
solucdo para (3.4).

Teorema 3.1.1 (Existéncia e Unicidade)

Considere o problema de valor inicial

y' o) (@)y +qz)(x)y = g(x),
y(xo) = Yo,
y/(l“o) = ?/17

onde p, q e g sao continuas em um intervalo aberto I que contém o ponto xqg. Entao , existe
exatamente uma solugcao y deste problema e a solucao existe em todo o intervalo I.

Dem: A demonstracao poderd ser encontrada em [2] na pagina 38.

No teorema a seguir, trataremos que a soma, ou a superposicao, de duas ou mais
solugoes de uma equacao diferencial linear homogénea é também uma solugao, para isto,
usaremos a notacao de operador diferencial.

Teorema 3.1 (Principio da Superposigao)

Se yy e ys sao solucoes da equagao diferencial,
Lyl =" + p(@)y' + q(z)y =0, (3.5)
entao a combinacao linear
y = ayi(z) + coya(z),
em que ci e Co, sao constantes arbitrdrias, também € solucao.

Dem: Sejam y;(z) e ya(x) solugoes de (3.5) Se definirmos y(z) = c1y1(z) + caya(z),
entao

Llewys + eyl = [eayn + cayo]” 4 p()[crys + cay]’ + q(2)[cryn + cayo]
= ayl + s +ap(@)y; + cp(x)yy + ap(@)y + coq(2)ys
= alyl +p@)y; + a(@)n] + vy + p()ys + q()ye]
= ¢ Llyi] + caLlyo].

Como Lly;| = 0e Llys] = 0, segue que L[c1y1+cay2] = 0. Mostramos assim que y = ¢141+Cayo
também ¢é solugao.

—T

Exemplo 3.1.1 As funcgoes y; = e * e yo = we * sdo ambas solugoes para a EDO ho-
mogénea de sequnda ordem

Lyl =y"—2y'+y=0
no intervalo (—oo,00). Pelo principio da superposi¢do, a combinagao linear
y(r) = cre”" 4 coxe™®

¢ tambem uma solugao para a EDO no intervalo.
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De fato,
Y = —cre”" + e " — core™” e y' = cie”" —coe " + come™ " — coe””
logo,
Liyl(z) = e —cpe ™ + e —coxe™ ™ + 2[—cre” " + coe™ " — coxe” | + cre” " + coxe™

= 2016 %+ 200" — 20072 — 2 — 167 4 2007 — 2come ™™

= 0.

No Teorema (3.1), mostramos que com apenas duas solugoes da equagao (3.5), pode-se
construir uma familia de solugoes dadas por

Y = C1Y1 + C2¥Y2.

A seguir, veremos que tipo de solugoes sao essas.

3.2 Dependéncia e Independéncia Linear

As definicoes a seguir sao de suma importancia para o estudo de equagoes diferenciais
lineares.

Definicao 3.2.1 Dizemos que um conjunto de fungoes fi e fo sao linearmente dependentes
em um intervalo I se, existem constantes c; e co nao nulas, tais que

a1 fi(z) + cafe(x) =0

para todo x € I. Caso contrdrio, dizemos que o conjunto de funcoes € linearmente indepen-
dente.

Exemplo 3.2.1 As funcgées fi(z) = sen(2z) e fo(x) = sen(x)cos(x) sdo linearmente de-
pendentes no intervalo (—oo, +00), pois

c1sen(2z) + cosen(z)cos(x) =0
¢ satisfeita para todo x real se ¢y =1/2 e ¢y = —1.

O Teorema a seguir proporcionara uma condicao suficiente para a independéncia
linear de 2 fun¢oes em um certo intervalo. Supondo que cada funcao seja diferenciavel. Este
Teorema é devido a Josef Maria Hoéne Wronski 2.

Teorema 3.2 (Critério para Independéncia Linear de duas Fungoes)

Suponha que fi e fo sejam diferencidveis. Se o determinante

fi(z)  fa(x) ‘
3.6
fil) 7) 30
for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo I, entao as fungoes fi e fo serao
linearmente independentes no interalo I.

2Josef Maria Hoéne Wronski (1778 - 1853) nascido na Polonia e educado na Alemanha, Wronki
passou a maior parte de sua vida na Franca. Mais um filésofo do que um matematico, ele acreditou que a
verdade absoluta poderia ser alcagada através da matemética [1].



23

O determinante do teorema precedente é denotado por

W(fl<x)> fQ(x))

e é chamado o Wronskiano das funcoes f; e fs.

Dem: Suponha que W( fi(z0), f2(xo)) # 0 para algum z, fixado no intervalo I e que,
fi(z) e fao(x) sejam linearmente independentes no intervalo. O fato de que as fungoes sao
linearmente dependentes, significa que existem constantes ¢; e co, nao nulas, para as quais

c1fi(x) + cafo(z) =0

para todo x em I. Derivando essa combinagao, temos

cfi(w) + cafy(x) = 0.

Obtemos entao um sistema de equacoes lineares

lel(x) + Cgfg(]?) = 07
{le{(l‘) + afyr) = 0. (3.7)

Mas a dependéncia linear de f; e fy implica que (3.7) possui solugao nao trivial para cada x
no intervalo. Logo,

W) 2 = | 1100 B0 | <o

para todo x em . Isso contradiz a suposi¢ao de que W ( f1(zo), f2(xo)) # 0. Concluimos que
f1 e fo sao linearmente independentes.

Corolario 3.2.1 Se f; e fy sdao diferencidveis e linearmente dependentes em I, entao

W(fi(x), fo(x)) =0

para todo x no intervalo.

Exemplo 3.2.2 Para fi(x) = ™%, fo(x) = ™", my # mo,

mi1x mox
e e"?

W(emlxa emgx) = m1em1x mzemm = (m2 - ml)e(m1+m2)x 7& 0

para todo valor real de x. Logo, fi e fo sao linearmente independente em qualquer intervalo
do eixo x.

3.3 Solucoes Linearmente Independentes

Nesta secao, estaremos interessados em encontrar duas solugoes y; e y» para uma
equacao diferencial homogénea que sao linearmente independentes. Surpreendentemente, o
Wronskiano nao nulo de um conjunto de duas solugoes em um intervalo I é necesséario e
suficiente para a independéncia linear.
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Teorema 3.3 (Critério para Independéncia Linear de Solugées)

Sejam yy e yo solugoes para a equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem em um
intervalo I. Entao, o conjunto de solugoes € linearmente independente em I se, e somente
se,

W(y(x), y2(x)) # 0

para todo x em I.

Dem: Se o W (yi(z),y2(z)) # 0 para todo x em I, segue-se imediatamente do Teo-
rema (3.2) que y; e yp sao linearmente independentes.

Agora, devemos mostrar que, se y; € yo sao solugoes linearmente independentes para
uma equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem, entao W (y1,y2) # 0 para todo
x em [. Para ver isso, vamos supor que ¥; € y» sejam linearmente independentes e que exista
um ponto xy em I para o qual

W (o), v () = 0 = ‘ zigg) v (o) ’ o

entao existem c; e ¢y, nao nulas, tais que

c1y1(xo) + caya(xo) = 0,

a1y (zo) + cays (o) = 0. (3.8)
Se definirmos y(x) = c1y1(z) + cay2(x), entao, em vista de (3.8), y(x) satisfaz também
y(@o) =0, y'(zo) = 0. (3.9)

Mas a fungao identicamente nula satisfaz a equacao diferencial e as condigdes iniciais (3.9).
Portanto, pelo Teorema de Unicidade de Solugao, tem-se y = 0, ou seja,

ay(z) + coye(z) =0

para todo x em I. Isso contradiz a suposicao de que y; e Yo sao linearmente independentes
no intervalo.

No préoximo Teorema, veremos que para encontrarmos uma solucao geral, basta ter-
mos duas solugoes LI.

Teorema 3.4 Suponha que y; e ys sao duas solugoes da equacgao diferencial
Lyl =y" + p(x)y + q(z)y = 0. (3.10)
Entao a familia de solugoes da equagao
y = ay(x) + coyz(z)

com coeficientes arbitrdrios ¢ e ¢y inclui todas as solugoes da equagao (3.10) se, e somente
se, existe um ponto xog em I onde o wronskiano nao € nulo.

Dem: A demonstracao pode ser encontrada em [1] na pagina 115.
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3.4 EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Cons-
tantes

Nesta secao vamos analisar a equagao do tipo
ay” + by + cy =0, (3.11)

na qual a, b e ¢ sd@o constantes com a # 0. A solucao deste tipo de equagado, pode ser
analizada intuitivamente, ja que uma possivel solucao seria

y=e

onde r é uma constante qualquer, poi tem a propriedade de ser linearmente dependente de
sua primeira e segunda derivada. Para que essa fungao seja uma solucao, sera preciso que

ay’ +by' +cy = ar’e™ +bre™ + ce',
= e(ar’ +br +c) =0,

como a exponencial nunca se anula, tem-se que
ar® +br +c =0, (3.12)

sendo

B —b+Vb?% — 4ac —b—Vb? — 4dac

2a 2a

r1

as raizes de (3.12).

Este polinomio designa-se polinomio caracteristico e é fundamental para prosseguir-
mos nossos estudos com as equacoes diferenciais. As raizes podem ser distintas, iguais ou
complexas, deste modo, estudaremos separadamente os 3 casos.

Raizes Reais Distintas

O caso em que as raizes da equagao caracteristica (3.12) referente a equagao (3.11)
sS40 11 € Ty com 11 # o, temos que

yi(z) = e e up(r) =e

sao solugoes para a equagao (3.11). Temos ainda que

e e
T reT\ __ _ rox _T1T T 9T
W (e"?®, e*) = e paert | roe 2% e’ — rie’e
= (ro —rp)emtrae,
ri+ra)z

Como tinhamos suposto r1 # 5 e que €' # (0 para todo x, entao

W(e™®, e™*) £ 0, Vr € R,
logo, pelo Teorema (3.4), temos que a solugao geral é dada por

Yy = c1e* 4 coe™”.
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Exemplo 3.4.1 Dada a EDO homogénea
Y+ 3y +2y=0,
encontre a solucao geral.
Temos que a equacao caracteristica é dada por
r? +3r+2=0,

que obtém como solugao r; = —2 e r = —1, deste modo, a solugao geral é dada por
xX

= c1e” % + cpe” ",
1 2

Raizes reais iguais

Para o segundo caso em que as raizes sao iguais, utilizaremos o método de d’Alembert?.
Neste caso, o discriminante é b> — 4ac = 0 e a tinica raiz é dada por r = —b/2a. Logo temos
uma solucao dada por

—bx/2a
Yy = ¢€ .

Para encontrar uma segunda solucao, supomos que

y = v(z)y(z) = v(z)e b/

onde v(x) é uma funcao a determinar. Note que

b
I —bx/2a _ 7 —bx/2a
V= V(@) — Do)t
€
" " —bzx/2a b / —bz/2a —bx/2a
y' =v"(x)e — —v'(z)e + —v(z)e

2a 4a?

Entao, substituindo na equacao (3.11), obtemos

{a (v”(m) _ gv'(x) + 4b—;v(w)> +b (v’(:zc) _ %v(m)) + cv(x)} ebel2 _ )

Desconsiderando o fator e **/?* que nunca se anula, e rearrumando os termos restantes,
encontramos
b? b?
I / —
av’(x) 4+ (b —b)v'(z) + <@ 5t c> v(z) = 0. (3.13)

A parcela envolvendo v'(z) é obviamente nula. Além disso, o coeficiente de v(z) é c— (b*/4a),
que também é zero, pois b* —4ac = 0 no problema em consideracio. Assim, a equacio (3.13)
se reduz a

V" (x) = 0; (3.14)

3Jean d’Alembert (1717 - 1783), matemético francés, foi contemporaneo de Euler e Daniel Bernoulli, e é
conhecido, principalmente, por seu trabalho em mecanica e equagoes diferenciais. O principio de d’Alembert
em mecénica e o paradoxo de d’Alembert em hidrodinamica receberam esse nome em sua homenagem [1]
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integrando duas vezes a expressao (3.14), teremos
v(z) =1 + xea.

Portanto, obtemos duas solugdes y;(z) = e 2% e ya(z) = (c1 + ch)e’%x, assim temos a
solucao geral

—bx/2a —bx/2a

y(x) = e + coxe

Exemplo 3.4.2 Determine a solucao geral para a equagdao diferencial

Y+ 4y + 4y = 0. (3.15)
O polinomio caracteristico da equagao (3.15) é dado por

r? +dr +4 =0,
sendo r; = ry = —2 a raiz. Deste modo a solugao geral é dada por

Yy = cre” 2 4 core™ ",

Raizes complexas

Para o caso em que o discriminante
b — dac < 0,
as raizes do polinomio caracteristico (3.12) s@o um par complexo conjugado

r=a+1iS e Ty = o — 13,

b
onde « = —— e f = V4ac — b%. Formalmente, ndo hé diferenca entre este caso com o outros
dois ja mencionados anteriormente em que

(a+iB)z (oif)w

Y =cre + coe

Porém na pratica, preferimos trabalhar com funcoes reais em vez de exponenciais complexas.
Para este fim, usamos a férmula de Euler: ¢ = cos(ux) + isen(ux) com p € R.
Deste modo, teremos as solucoes

y1 = e@TOT — o5 Br) + e sen(fx) e Yy = el 7B = 0o (Bx) — e sen(f).

As solucgoes ¥, e y» encontradas anteriormente, sao fungoes que tém valores complexos e que
por conveniéncia e praticidade, nao usaremos, ja que os coeficientes da EDO sao ntmeros
reais. Pelo Teorema do Principio da Superposi¢ao, a soma e a diferenca entre solucoes
também ¢é uma solugao, assim vamos simplificar a expressao da solucao fazendo,

Y1 + Yo = 2 cos(fr) e Y1 — Yo = 2ie*“sen(fx).

Substituindo os termos constantes 2 e 2¢ por constantes arbitrarias, teremos como solugao
geral

y(x) = c1ecos(Br) + caesen(fz), (3.16)

onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias
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Definigao 3.4.1 Se y; e yo sao solugdes da equacao (3.10) em algum intervalo I tais que
W(y1(x),y2(z)) # 0 para todo x € I, entao dizemos que y, e yo formam um conjunto
fundamental de solugoes.

Notemos que a equagao (3.16) forma um conjunto fundamental de solugoes, pois se
considerarmos

u(z) = e*cos(fx) e v(z) = e*sen(fx)
entao
v (1) = ae*cos(Br) — Be*"sen(Br) e v'(2) = ae*sen(Bz) + Be*Fcos(Br)
logo
_ u(r) v(x) _ ' _ Aol
Wateote) = | 40 50 [ uoto) - o) (3.17)

substituindo u, u’, v e v' em (3.17), teremos

W(u(z),v(z)) = e*cos(fx)aesen(fz) + fe*“cos(fr)]
—e“sen(fx)[ae* cos(fx) — Pe*Tsen(fx)]
= ae®cos(fz)sen(fz) + Be**Tcos fx)
—ae*sen(Bz)cor(Bz) 4+ fe** sen?(Bx)
= Be***(sen’®(Bz) + cos*(Bx))
Be?** £ ().

Portanto a familia u(z) = e*cos(fz) e v(z) = e**sen(fx), formam um conjunto
fundamental de solucoes, logo a solucao é dada por

y = c1e®cos(fx) + coe*sen(px).
Exemplo 3.4.3 Dada a EDO
y" 42y + 8y =0,
encontre a solucao geral.
O polinomio carateristico é
r? 4+ 2r +8 =0,
sendo duas raizes complexas
ro=—14+iV7 e ry = —1— V7,
logo a solucao geral é dada por

y = e "leysen(VTx) + cacos(V 7).
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3.5 Comportamento de solucoes de EDOs homogéneas
com coeficientes constante

Nesta secao, estamos interessados em fazer uma analize para o comportamento das
solucoes a medida que x — oo para alguns casos especiais que veremos logo em seguida.

Suponhamos uma EDO linear homogénea de modo que a, b e ¢ s@o constantes posi-
tivas, e mostraremos que todas as solugoes da equacao

ay” + by + cy = 0, (3.18)

tendem a zero quando x — oo. Para isto, faremos 3 andlises para possiveis solugoes.

Caso 1: Raizes Distintas

Inicialmente faremos uma anélise para as raizes da equacdo caracteristica ar’+br+c =
0 associada a equagao (3.18), que sao

B —b+Vb? — 4dac —b — Vb? — 4dac

(§] o =
2a 2a ’

1
de modo que a solugdo para a equacao (3.18) seja
y(x) = c1e™" + cpe™".
Como estamos supondo constantes positivas, temos b > 0 = b? > 0, entéo

b > b — dac = b > Vb2 — 4dac,

como 2a > 0, teremos

—b+Vb% -4
b+ Vb2 —4dac< () = +2 ac<0.
a

Desta maneira, concluimos que y < 0. E claro que r, < 0, assim

lim y(z) = lim cie™® + cpe”,
T—>00 T—>00
= lim c;e™* + lim cpe™?,

T—00 T—00

— 040,
= 0,

ja que r1 e r9 sao ambos negativos.

Caso 2: Raizes Iguais

Vimos na secao anterior que, da equacio caracteristica ar? 4+ br + ¢ = 0 associada a
equagao (3.18) no caso em que Vb? — 4ac = 0, as raizes sao iguais, assim a solugao é dada
por

y(x) = c1e™ + coze™,
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b
onde r = —— < 0, logo teremos que
2a
lim y(x) = lim ¢e™ + coxe’™
T—>00 T—00
= lim ¢ + lim cowe™
T—r00 T—r00

. _b . _b
= lim ¢je” 2a® + lim coxe™ 2a*
T—r00 T—r00

= 040
- 0

Caso 3: Raizes Complexas

Para o caso em que a equacdo caracteristica ar?+br+c = 0 associada a equacio (3.18)
obtenha raizes complexas, teremos que considerar v b?> — 4ac < 0, obtendo como solucao

B —b £+ iv/4ac — b? b n Vdac — b2

T = _ —_— T —,
2a 2a 2a
Vidac — b?
chamandode a=—— ¢ [ = voae o teremos
2a 2a
r=az+ 0,

deste modo teremos a solucao
y(x) = c1ecos(Br) + caesen(fz).

Antes de analizarmos o comportamento da solucdo, veremos um lema importante
para a analise.

Lema 3.5.1 Se f € uma funcgao limitada e g € uma fungao tal que lim g(x) =0, entao
T—>00

lim f(x)-g(x) =0.

T—00

Fazendo a andlise do comportamento, teremos

lim y(x) = lim ¢;e*cos(Bzx) + cae*sen(fx),
= lim ¢;e*cos(fx) + lim cee*sen(fz),
como as fungoes cos(fzx) e sen(fx) sdo limitadas e a fungao e** — 0, pois a = ~5. < 0,
a

entao pelo Lema (3.5.1)

lim y(x) = lim ¢;e*cos(fzx) + lim cee®sen(fx),
T—00 Tr—r00 T—00
— 0+0,

= 0.



31
Caso 4: Coeficiente b =0

O comportamento da solugao da equagao (3.18) para o caso em que a > 0 e c > 0
mas b = 0, nao terd o mesmo resultado dos casos anteriores, pois, da equacao caracteristica
associada a equagao (3.18)

ar’ + ¢ =0,

c
a
e a solucao geral é dada por

y(x) = cicos (x\/g) + cosen <x\/§) :

Note que quando x — oo a solugao nao sera nula, porém, permanecerd limitada.

que tem como solucao

Caso 5: Coeficiente ¢ =0

Para o caso em que a > 0 e b > 0, mas ¢ = 0, obtemos como equacgao caracteristica
ar? 4+ br = 0 associada a equacio (3.18), que tem como raizes

b
rr=20 ou ro = 0
logo, obtemos a solugao
y(x) = c1 + coe™”. (3.19)
Assim o comportamento da solu¢ao quando xr — oo é
lim y(z) = lim ¢; + ce™",
T—>r00 T—>r00
= lim ¢; + lim ce™*,
T—r00 Tr—r00
como ry = —— < 0, temos
a
lim y(z) = lim ¢ 4 coe™”
1 2 9
Tr—r00 T—>r00
= ¢+ 0,
= (.

Para este caso, nota-se que a solugao quando x — 0o, tende a uma constante a determinar.
Considere agora um valor inicial y(0) = yo e 3'(0) = y; para o caso em que a > 0 e
b>0ec=0. Assim

y(0) =y = ¢+ e,

= 1+
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e derivando a solugao (3.19), teremos
y'(x) = coroe”™” (3.20)
e substituindo y'(0) = y; em (3.20), obtemos

y'(0) =yy = carae’,

= (2T
ou entao
b /
——Cy = Y.
.2 Yo
Deste modo, teremos o sistema
c1+C = Yo,
_QC — y,
a 2 0>
ayy, + b a
sendo ¢; = w € Cy = —Zy{], portanto, a solucao torna-se
ayo+b% A, e
y(x) = OT - g?/f)e e
e consequentemente
. o ayh by a ey
Ayt = T e
g Wt e
= i T e e
= ayo +byo _ 0
b )
~ayy +byo
= =

3.6 Equacao de Euler

Nesta segao, apresentaremos um certo tipo equacao linear homogénea em que os
coeficientes sao variaveis e que pode ser resolvida através de um método desenvolvido por
Euler. A equacao de Euler é dada por

az*y" + bry' + cy = 0, (3.21)

sendo a, b e ¢ constantes.

Para este caso, observa-se que a solucao para esta equacao tem a propriedade cuja pri-
meira derivada multiplicada por z e segunda derivada multiplicada por z? sejam linearmente
dependentes da funcao original. Uma funcao que tem esta propriedade é a funcao

y=z" (3.22)

em que r é qualquer constante real dada.
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Substituindo (3.22) na equagao (3.21), obtemos
ar(r — 1)z" 4+ bra” + cx” = 0,
portanto teremos
ar(r—1)+br +c=0, (3.23)

cujas raizes sao

a—b++/(b—a)?—4ac a—b—+/(b—a)?—4dac
2a ’

€ o = %

r =

A equagao (3.23) é conhecida como polinémio caracteristico, sendo que cada raiz
e 1o, nos conduz a uma solugao particular. Consideremos entao os 3 casos:

Raizes reais Distintas

As raizes r; e ry neste caso sao reais e distintas, que nos conduz a duas solugoes
particulares. Pode-se mostrar que o Wronskiano das duas solugoes correspondentes é nao
nulo e portanto a solucao geral é;

Yg = a1z” + o (3.24)

Temos ainda que

T1 T2

T
™

T
ok

T T re T 71 .7 r1+r
W(z™, ™) = - v = a2 — raa"? = (ry — 1y )a 1)

(r+72) £ () para todo z néo nulo, entio

Como tinhamos suposto r; # o € que x
W(z™,x™) #0,
logo, pelo Teorema (3.24), temos que a solucao geral é dada por

Yy =crx"™ + cox"?,

onde

r =

a—b+/(b—a)?—4ac
2a

Raizes reais Iguais

Se as raizes r; e 19 sao iguais, entao conhecemos apenas uma solucao y; = z', da
equagao (3.21). Deste modo, vamos aplicar o método de d’Alambert para descobrir uma
segunda solugao linearmente independente de y; procurando entao y, onde

Y2 = VY1, (3.25)
que nos da

Yo=vyitoy; e yy ="y + 20y +oyf (3.26)
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Substituindo (3.25) e (3.26) em (3.21) teremos
az® (v"yy + 20"y, + vy!) + bz (v'yr +vy)) + cvyp = 0.
Agrupando os termos, obtemos
ax?y1v" + (2az’y) + bry )V + (ax?y! + bay, + cyi)v = 0. (3.27)

Como y; = 2™ é solugao particular da equagao (3.21), entao o argumento de v da equagao
(3.27) é nulo, logo podemos reescrever

az" 2" + (2r T 4 b T = 0,
que ao simplificar, obtemos a equacao
azv” + (2r1 + b)v' = 0. (3.28)

Como 11 = 79 temos que a raiz do polinomio caracteristico é dada por

a—>b
2a

rn="T2=
Logo, substituindo 2r; + b = a na equacao (3.28), obtemos a equagao
arv” +av’ =0,
ou ainda,
" + v =0,

que pode ser redutivel para uma EDO de primeira ordem. Fazendo a mudanca de varidvel
2z =, obtemos

- =0
xdx+z

Separando as variaveis, integrando e tomando nulo a constante de integracao, encontramos

Inz=—Inz,
de onde segue
1
=y =, 3.29
vi=z=o (3.29)

Integrando a equagao (3.29), segue que v = Inz, logo
yo ="t Inx.
Portanto a solucao geral da equacao de Euler é dada por

y(z) = 1™ + cox™ In |z].
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Raizes Complexas

Uma das raizes é r = o + i e a correspondente solucao é complexa. As partes real e
imagindria dessa solugao serao solugoes reais. Para separar a parte real e imaginaria usamos
o seguinte método

g@ti8) = goelnll = gegibolel — g leog(B1n |z| 4 isen(B1n |z|)] .

A solugao geral é a uma combinacao linear das partes real e imagindrias (as quais sdo
linearmente independentes)

y(x) = 2%[cy cos(B1n |z| + casen(B1n|z|)].

Na préoxima secao, sera desenvolvido o caso em que as EDOs nao sao homogéneas,
sendo que a solugao geral consiste em achar uma solugao da equacao homogénea associada
a EDO e uma solugao particular que veremos a seguir.

3.7 EDOs Lineares nao Homogéneas

Nesta secao, nos atentaremos as equagoes diferenciais lineares nao homogéneas, ou
seja, equagoes do tipo

Lly] = y" + p(x)y + q(x)y = g(z), (3.30)
em que as funcgoes p, q e g s@o continuas em um intervalo aberto I. A equacao
Llyl = y" + p(z)y + q(z)y =0, (3.31)

chamada de equacao homogénea associada a equacao (3.30) em que p e ¢ sd0 as mesmas
fungoes da equacao (3.30). Os resultados a seguir, nos fornecem uma estrutura de solugoes
para a construcao de uma solugao geral.

Teorema 3.5 Se Y| e Y,y sdo duas solugdes da equagao (3.30), entdo sua difereca Y1 — Y3
¢ uma solugcao da equagdo homogénea associada (3.31). Se, além disso, y, e ya formam um
conjunto fundamental de solugoes para a equagao (3.81), entao

Yi(z) = Ya(x) = ciya(z) + caya(), (3.32)
onde ¢1 e ca sao constantes determinadas.
Dem: Notemos inicialmente que Y; e Y; satisfazem as equacgoes
Y/ +p(@)Y] +qx)Y1=0 e Y, +p)Y;+q(x)Ys=0.
Subtraindo as equacoes, teremos
Y=Yy +p(a)[Y) = V3] + q(z)[Y1 — Yo = 0, (3.33)
pela propriedade da soma e diferenca de derivadas, temos ainda que

Y1 = V5" + p(x)[Y1 = Yo| + q(z)[Y1 = Y2 = 0, (3.34)
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o que prova que a diferenca Y; — Ys, também é solugao para a equagao (3.31), deste modo,
podemos escrever

LY, — Y] =0, (3.35)

de onde segue que Y; — Y, é uma solugao da equagao (3.31). Como as solugoes da equagao
(3.31) podem ser dadas por uma combinacao linear de fungdes em um conjunto fundamental
de solugoes, entao a equagao (3.32) é vélida, o que prova nossa demonstragao.

Teorema 3.6 A solucao geral da equagdo nao homogénea (3.30) pode ser escrita na forma
y = c1yi(w) + ya(z) + Yy (2), (3.36)

onde y; e yo formam um conjunto fundamental de solugoes da equacdo homogénea associada
(3.31), c1 e co sao constantes arbitrdrias e Y, é uma soluc¢do particular da equagdo ndao
homogénea (3.30).

Dem: Segue do Teorema precedente nossa demonstragao. Notemos que a equagao
(3.32) é vélida se assumirmos que Y; como uma solucdo arbitraria de y da equacdo (3.30) e
Y, particular Y,. Da equacgdo (3.32) obtemos assim,

y(a) = Yp(2) = e (x) + (),

que equivale a equagao (3.36). Como y é uma solucao arbitraria da equacao (3.30), a ex-
pressao da equagao (3.36) inclui todas as solugoes da equagao (3.30).

De modo geral, encontrar uma solucdo geral ciy;(x) + coyo(), em que y; e Yy sdo
solugoes fundamentais da equagao homogenénea associada serd chamada de solucao da
equagao homogénea associada yj. E encontrar uma solugao Y (z) da equagdo ndo homogénea
serda denotada por solugao particular y,. Pelo Teorema (3.6), a solucao geral é dada por
Yg = Yn T+ Yp-

Para as proximas secoes, vamos discutir dois métodos para determinarmos as solugoes
das equagoes diferenciais de segunda ordem, que sao conhecidos como método dos coeficientes
indeterminados e variacao dos parametros, verificando suas vantagens e desvantagens.

3.8 Meétodo dos coeficientes indeterminados
Consideremos as EDOs lineares de coeficientes constantes

Y+ by +cy = g(x).

Para alguns casos, a fun¢ao g torna simples o célculo para encontrarmos uma solugao parti-
cular. Consideraremos alguns casos para que posteriormente generalizaremos o método.

Consideraremos inicialmente o caso em que g é uma funcao exponencial, logo é
razoavel supor que a solugao y(x) seja proporcional a exponencial, j& que as derivadas da
funcao exponencial sao multiplos da propria funcao exponencial. Por exemplo, esperamos
que a equagao

y" + 3y + 2y = 2%, (3.37)
tenha solugoes particulares da forma

Yy, = Ae*,
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onde A é um coeficiente a ser determinado. As derivadas da funcao sao
y = 3Ae* ey =94,
Substituindo na equagao (3.37), teremos
9Ae™ + 3(3A4e%) + 2A4e* = 237,
que obtemos

20Ae3" = 2¢37,
3x
logo, obtemos A = 1/10, deste modo teremos a solu¢ao y, = —. Da solugdo homogénea,

10

temos

- -2
yp = cre” "+ coe” 7,

portanto, pelo Teorema (3.6), a solugao geral é dada por

3z

€
Yg = Yn -+ Yp = clef"” -+ C2€721 + ﬁ

Para o caso em que a funcao g for um polinomio, a solugao é de certa maneira parecida
com o exemplo anterior, pois se considerarmos por exemplo

y' — 4y + 2y = 227,
temos que g ¢ um polinémio de segundo grau, deste modo, podemos supor
Y, = A+ Bx + C2®
e substituindo na equacao diferencial
y' — 4y +2y =20 — 4B +2A + (2B — 8C)x + 20z = 227,
temos que € necessario que os coeficientes A, B e C' verifiquem as seguintes equagoes

24 — 4B + 2C = 0,
2B — 8C 0,
2¢ = 2.

A solugao deste sistema da os coeficientes que definem a solugao particular

Y, =7+ 4z + 2°.

2+v2 -+ 0262_\/5

Como a solugao homogénea associada é y, = cie entao a solucao geral é dada

por
Yg = 01€2+ﬁ + 0262_\/§ + 7+ 4x + 22,

Vejamos o caso onde a fungoes g é uma funcao trigonométrica.
Considere a EDO

y" — 3y + 2y = 10sen(2z). (3.38)
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Para EDOs de segunda ordem deste tipo, ou seja, que envolva seno ou cosseno, seria
razoavel supor que a solucao seria algo do tipo y = Asen(2z) que nos conduziria a

—4Asen(2z) — 6Acos(2x) + 2Asen(2x) = 10sen(2z),
—2Asen(2z) — 6Acos(2z) = 10sen(2z),

que ao resolver nos daria A = —5 e A = 0, um absurdo, desta forma, admitimos a solucao
como

y = Acos(2x) + Bsen(2z),
e substituindo na equagao (3.38), obtemos
y" =3y +2y=(—4A — 6B + 2A)cos(2x) + (—4B + 6A + 2B)sen(2x),

como 0 seno e o cosseno sao fungoes linearmente independentes, esta tltima combinagao
linear delas s6 podera ser igual a 10sen(2z) se

—4A — 6B + 24 = 0
—4B + 6A + 2B = 10.

1 3
A solucao deste sistema é A = —3 B = e solucao particular é

1 3
Y, = —=cos(2x) + —sen(2x).
2 2
Como y;, = ¢1€” + €%, temos que a solucao geral é dada por

1
Yy, = c1e” + coe®* — 5003(2@ + §sen(2x).

Como vimos anteriormente, a solucao da equacao era determinada como uma com-
binacao linear de solugoes que coincidentemente eram sempre linearmente independentes,
na qual comparavamos seus coeficientes. No entanto, se alguma das fun¢oes independentes
fosse também solucao da equacao homogénea associada, a equacao obtida nao teria solugao
particular, como podemos ver por exemplo na equacao

y' =3y —dy=e", (3.39)
pois, se usarmos o método do primeiro exemplo,
y=Ae" = y' -3y —4dy=(A+34A—4A)e " =0
a solucao particular neste caso tem a forma
y = Axe ?,
assim, substituindo na equagao (3.40)

y = Ae™® — Axe™™ e Y =—-Ae" —Ae" + Aze"

onde A pode ser determinado por substitui¢ao na equacao, ja que neste caso a funcao anterior
nao ¢ solugao da equagdo homogénea (se fosse, teriamos multiplicado mais uma vez por ).
Logo teremos

—Ae " — Ae " 4+ Axe ™ — 3(Ae™® — Aze ™) —4Aze " = e 7, (3.40)
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o que nos da

1
—bAe " =" = A= —

portanto a solucao geral é dada por

y(x) = cre* + e —

5

Para ampliarmos nosso conjunto de equagoes que podemos utilizar o método de coefi-
cientes indeterminados, consideremos que o lado direito como um produto dos trés primeiros
casos, por exemplo a equacao

y' — 6y + 9y = (2 + x)e*cos(2x).
Desta forma a solugao particular tera a forma
y = (A + Br)e*cos(2x) + (C + Dx)e* sen(2z),
mas se o lado direito fosse
y' — 6y +9y = (2+x)e*,
teriamos a solug¢ao como
y = (A2® + Ba*)e* + (Cx® + Da®)e*.

Vimos que foi preciso multiplicar os dois polindmios duas vezes por z, ja que as funcdes e
e ze3® sao solucoes da equacdo homogénea associada e os coeficientes A, B, C' e D podem
ser determinado usando raciocinio analogo aos exemplos anteriores determinando assim a
solugao particular e posteriormente a solugao geral.

Embora o método dos coeficientes indeterminados seja relativamente facil de exercu-
tarmos, ele é limitado a um conjunto restrito de fungoes consideradas anteriormente, sendo
seus coeficientes constantes. Para outros tipos de equagoes lineares sera preciso usar outros
métodos como, por exemplo, o método de variagao de parametros, que nao se restringe a
EDOs com coeficientes constantes.

3.9 Meétodo de variacao de parametros

O método de variacao de parametros podera ser utilizado para EDO linear, e nao ape-
nas para EDOs lineares com coeficientes constantes como foi visto no método de coeficientes
indeterminados. No entanto, para vermos a sequéncia do método é preciso primeiro conhecer
a solucao geral da equacao diferencial homogénea associada, e s6 assim para que possamos
comecar o método. Consideremos uma equacao diferencial linear de segunda ordem

y' +p(@)y +q(x)y = g(x). (3.41)
Vamos admitir que a solucao da equacao homogénea associada é dada por

Yn = C1Y1 + C2¥2,



em que ¥y e Yo sao solugoes fundamentais e também uma solucao particular
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Yp = U1Y1 + U2y2, (3.42)

em que u; e uy sdo fungoes a determinar. Derivando a solugao (3.42), teremos

I

Y, = uhy1 + uyys + ury) + uayy,

assumindo que

uiyy + ujys =0 (3.43)

e derivando novamente a equagao (3.42), chegamos a
Yy = U Yy + UsYs + wryy + usyy.

Substituindo a dltima igualdade na equagao (3.41), teremos

1/

Yy + 0y, + qyp = uiyh +uhyh +ua () + oyt + qun) +ua(ys + pyh + qye)-

Os termos entre paréntesis sao nulos, ja que tanto y; e yo sao solugoes da equacao

homogénea associada. Obtemos assim

uyy; + usys = g(x).

Esta equagao junto com a equagao (3.43), constitui um sistema linear de duas equagoes que

permite calcular as fungoes u; e usy, ou seja, teremos que resolver a equacao matricial
FREIRP
Y Y Uy g(z) |’

Y1 Y2
Wy, =
(yl Z/z) ‘ ?/1 yé

em que

0,

desta forma, podemos utilizar o Método de Cramer para resolver o sistema e encontrar

oy @@ i)
W(y1,y2) ? W (yr,v2)

Calculando as primitivas

e, [ n@)g()
W(y1,y2) ! (o) W (1, y2) o

teremos portanto a solugao particular

Ul(JJ) =

Y(z) = —wpi(x) yg(w)g(x)d + y2(x) yl(m)g(x)dx

W (y1,y2) Wiy, y2)
Logo, obtemos a solugao geral dada por
y2(z) g(2) yi(z) g(z)
x) =y (x) + coya(x) —yp(x) | S————=dr +ya(x) | S———=dx.
Yo() 191() + caya(z) — 1 () W (yr, o) ya() W (g1, o)

Veremos a seguir, um exemplo de uma EDO linear nao homogénea, que pode ser

usado o método de variacao de parametros.
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Exemplo 3.9.1 Consideremos a EDO com coeficientes varidveis
z2y" — 3xy + 4y = 2. (3.44)

Note que a equacao dada é uma equagao de Euler. Primeiramente, vamos determinar
a solugdo homogénea associada a equagao (3.44), logo admitimos que a solugao é dada por
y = z" em um intervalo I = (0, 00), deste modo, derivando duas vezes teremos

y/ — ’I“l’r_l e y// _ T(T o 1)1,7*—2’

substituindo na equagao homogénea associada, teremos

2*r(r —Da" 2 = 3(ra" ) + 42" = 0
2" r(r—1)—=3r+4 = 0

P —4r+4 = 0

(r—2* =0,

onde r = 2 é a raiz de multiciplidade 2 e consequentemente a solucao da equacao homogénea
associada é dada por

Yn = 122 + cox’Inz.

De acordo com o método precedente a este exemplo, admitimos que a solugao particular da
equacao (3.44) é

Yp = w2 + usz? Inx
e seguindo o método de variagao de parametros, derivamos y, duas vezes, ou seja,
y, = uja® +upr’ Ina 4+ w2z + up(2cInz + x).
Assumindo que a parcela u)z? + uyz? Inz = 0,
y, = w2r+uy(2rlnz 4 x),
derivando y,, teremos
yy, = ui2x +2uy +uy(2rine + x) + upg[(2Inw +2) + 1].
Substituimos na equagao (3.44)

2 )20 + 2uy + uy(2rInw + 2) + up[(2Ina + 2) + 1]]

—3x[ui27 + uy (2 Inz + )] + 4[us2® + upr*lnz] = o

ou ainda,

uyr® + w22’ Inz + 1) = .

Deste modo, da deducao do método de variacao de parémetros, o coeficiente de y” é neces-
sariamente igual a 1, logo vamos dividir a equacdo anterior por 2, assim teremos o sistema

2vu) + uy(2rlnz+2) = 2%
ujr® + uhz? In z = 0,



que equivale a resolver a equagao matricial

v 2*Inx uw | |z
2¢ 2rxlnz+x uy |

onde
W x? ?Inx _ 3
20 2xlnx +x
Pela Regra de Cramer, temos que
uy(xr) = —zlnz,
uy(z) = x,
e as primitivas sao
(z) z?’lnz  z2?
u(r) = — —
1 92 4 ’
2
x
us(x) = 5

Portanto a solugao geral da equagao (3.44) é

Yy(r) = c12° + o’ lnw + .

4



Capitulo 4

Método das Séries

Até agora, podemos ver varios métodos sistematicos para resolver EDOs de segunda
ordem com coeficientes constantes e um tipo especial com coeficientes variaveis no capitulo 3.
A partir de agora, trataremos de uma classe muito maior de equagoes e a principal ferramenta
serd a representacao em série de poténcias. Para isto, utilizaremos algumas vezes, EDOs com
resultados analiticos para que possamos verificar sua veracidade.

4.1 Revisao de Séries de Poténcia

Primeiramente faremos um resumo dos resultados mais pertinentes sobre séries de
poténcia nas quais usaremos em nossos resultados.

Definicao 4.1.1 Uma serie de poténcia é uma série da forma
(o]
n __ 2
E ChX = ag+ a1x + asx” + - -
n=0

onde x € uma varidvel e ¢, sao constantes. Uma série de poténcias pode converqir para
certos valores de x e diwergir para outros valores de x.

De modo geral, a série

Zan(x —20)" = ag + a1(x — x0) + ag(v — 20)* + - - -,

n=0

é chamada de série de poténcias centrada em . E claro que toda série de poténcias é
convergente para r = xy. Para analisarmos a convergéncia da série de poténcias podemos
utilizar os seguintes testes:

Teste da Razdo. Suponha que a, # 0 para todo n € N e que x # xy. Pelas proprie-
dades de limite temos

n+1

an+1(1’ - 330) QAn+1

n—00 an(:zj — :Eo)n

= |z — xo| lim = |z — xo|L,
n—

n

entao a série de poténcias converge para todos valores de x para os quais |z — zo|L < 1 e
diverge para os valores de = que |z — x9|L > 1. Se |z — z9|L = 1 o teste nao é conclusivo.

43
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o0 n

Ve N A . l‘ .
Exemplo 4.1.1 A série de poténcias Z — converge para todos os valores reais de x.
| “— nl
Para a série dada,
l.n xn+1
Up =— € Qpy] = ——.
"ol T (4 1)
Assim, aplicando o teste da razao,
1 |
(e . "t nl
lim |2+ = lim |————
n—o0 | Gy n—00 (n -+ 1)' xm
i 1
= |z| lim
= 0
< 1

Logo, pelo teste da razao a série converge para todos os valores reais de x.
Teste da Raiz. Suponha que a, # 0 para todo n € N e que = # xy. Temos que
lim {/|a,(x — x0)"| = |z — x0| lim {/|a,| = |x — x| L,
n—oo n—oo

entao a série de poténcias converge para todos valores de = que |z — xo|L < 1 e diverge para
os valores de = que |t —xo|L > 1. Se |z —x¢|L = 1 nenhuma conclusdo relativa a convergéncia
pode ser tirada do teste.

[e.e]
Exemplo 4.1.2 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias Zn%” converge.

n=0

Para a série dada temos a,, = n>z"™. Usamos o teste da raiz e calculamos lim ¥/|a,,|.
n n
n—oo

lim {/|n3z"| = |z| lim na (4.1)

n—oo n—oo

. : 3 3 . 3 .
Para determinar lim n», seja y = n». Entdo, Iny = —Inn. Assim,
n—00 n

1
lim Iny = 3 lim ﬂ:0,

n—o0 n—oo M

assim lim y = 1. Substituindo esse resultado em (4.1), temos

n—oo
lim R/ |n3z"| = |z|.
n—oo
Logo, a série a série de poténcias converge para |x| < 1. A série é divergente quando |x| > 1.
oo
Se x =1, a série de poténcias torna-se g n3, que € divergente, pois lim n® # 0. De modo
n—oo
n=0

andlogo, a série de potencias € divergente quando x = —1.

Para cada valor de x o qual a série converge, ela representa um ntimero que ¢é a sua
soma, assim, uma série de poténcias define uma funcao. A funcao f, com valores funcionais

f(x) = Z anx”,
n=0

tem como dominio todos os valores de x para os quais a série de poténcia converge. Para a
série de poténcias temos um importante teorema enunciado a seguir.
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o0

Teorema 4.1.1 Seja Z an(z — x0)" uma dada série de poténcias. Entdo uma, e somente

n=0
uma das sequintes afirmacoes é verdadeira:

(i) a série converge somente para T = Xo;

(ii) a série converge para todos os valores de x;

(iii) existe um nimero nao negativo p, chamado de raio de convergéncia, tal que a série
converge para todos os valores de x para 0s quais |x — xo| < p e diverge para todos os valores
de x para o0s quais |r — xo| > p.

No exemplo 4.1.1 a série converge para todos os valores reais de z enquanto que no
exemplo 4.1.2 temos que a série converge no intervalo (—1, 1), ou seja, o raio de convergéncia
ép=1.

Para o estudo do método de solucao por séries de poténcias, sera necessario o uso de
derivagao nas séries. O seguinte teorema estabelece em que condi¢oes podemos derivar uma
série de poténcias.

e 9]

Teorema 4.1.2 Seja E an(x — x0)" um série de poténcias cujo raio de convergéncia é

n=0
p > 0. Entao, se [ for a fungao definida por

o0
= Z an(x — x0)"
n=0

f'(x) existird para todo x no intervalo aberto (—p, p), sendo dada por

o0
= Z apn(x — x)" "t
n=1

Exemplo 4.1.3 No exzemplo 4.1.1 foi mostrado que a série de poténcias Z - € conver-
n!

n=0
gente para todos os valores reais de x. Assim, se f for a funcdo definida por

fa) =3~

n=0

o dominio de f serd o conjunto de todos numeros reais. Seque do Teorema 4.1.2, que

. 0 ’I’Ll’nil
flla)=> ——
n!
n=1
n 1 ,
Uma vez que — = ————, podemos reescrever f° como
n! (n—1)!
=2 i
n=1 n=0

Concluimos que f'(x) = f(x) para todos os valores reais de x. Assim, a fungdo f satisfaz a

equacao diferencial
dy

dr ="
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T

o qual tem solugdo geral y(x) = Ce®. Logo f(x) = Ce®, mas como f(0) =1 entao C = 1.

Concluimos que

4.2 Solucao em Séries de Poténcias para Equacoes Di-
ferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Comecamos a secao com uma definicao importante para prosseguirmos nossos estudos.

Definicao 4.2.1 Dizemos que uma funcao f € analitica em a quando ela pode ser repre-
sentada em série de poténcia em (x — a) com um raio de convergéncia p > 0.

Note que fungdes usuais como e®, sen(x) e cos(x) sao analiticas em todos os seus
pontos mas a fungao 1/x é analitica em todos os pontos exceto em z = 0.

Vejamos algumas EDOs de primeira ordem homogéneas que sao resolvidas usando
séries de poténcias.

Exemplo 4.2.1 Considere a equacao diferencial
y' =0. (4.2)

Supondo que esta equacao tenha uma solucao em série de poténcias
o0
y(x) = Z apx"
n=0

(o)
temos que y'(z) = E a,z" !, assim
n=1

y'(x) = Zanx” =0,
n=1
implica em
a1 = Q9 = a3 = = 07

Logo a solucao é dada por

y(r) = ao
Exemplo 4.2.2 Seja agora a EDO

y+y=0. (4.3)

Supondo que a EDO admita uma solugao em série

y(x) = Z anx"

n=0
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temos que sua derivada primeira é dada por
o0

Y (x) = E apnz"
n=1

assim, substituindo em (4.3), teremos

(@) oo
E annx”_l%—g a,z” = 0,
n=1 n=0

> lana(n+ D) +aja” = 0,
n=0
logo
ani1(n+1)+a, =0. (4.4)

Atribuindo valores para n e resolvendo a recorréncia (4.4), concluimos que a solugao para a
equacao (4.3) é dada por

y(x) = aoe™,
que confere com o resultado do exemplo (2.2.1) no capitulo 2.

Exemplo 4.2.3 Considere a equacao diferencial

"+ kry = 0,
{yym)y = . (45)

Suponhamos que a solucao de (4.5) seja dada por uma série de poténcias de x

0
_ § n
y - anx 9
n=0

assim
y/ — Z(n + 1)&n+1$n
n=0
e substituindo em (4.5), teremos
Z(n + Dap12" + kx Z apx" = 0,
n=0 n=0
$ 0+ Do + k™) = 0

3
I
o
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que pode ser reescrita da seguinte forma,
ay + (2ag + kag)z + (3az + kay)x® + (4dayg + dag) + ... =0,

assim temos que

a; = 07
k
2a2+ka0:0:> Ay = _%7
3az +ka; =0—=—= a3 = O,
day + kay = 0 = Kag
0 a9 = a =
4 2 4 1.9
Sas + kas =0— a5 = 0,
6ag + k 0= Kag
a ay = ag = —
6 4 6 6.4.2
generalizando,
—1\kn
Qop = ( ) o (S Aop1 — 0.

- (2n—2)---6-4-2

Pelo fato de que y(0) = ag e y(0) = o, temos ag = yo, logo a solugao de (4.5) é dada
por

nkn
) = 0 +Z bor™ —. (4.6)

Resolvendo a equagao (4.5) pelo método dos fatores integrantes, temos

N

ka?
Y = Yo€ 2 y(0) = vo-
Calculando a série de MacLaurin, temos

ka2
y'(x) = woe = (—ka),
ka2

22
y'(x) = yoe't k2a? —yoe' s k

= yoe 2 [K*a? — k],
y'(@) = yoe'T (~ka) K3 — K]+ yocT [2k%a]
= yoe%[ E*z® + 3k*z],
Y (1) = yoe'S (—ka)[—K3a® + 3k%2] + yoeS [—3K522 + 347

= yoe 2 [k'a* — 6k32? 4+ 3K7,

e também



Logo teremos

"0) 2 "0) 3 (4v) 0)
y(r) = y0+y'(0)x+y (©) +y (0) er (0) + ..
2! 3! 4!

kyox?  yo3k3xt

= Yo — +
2! 4!

kyox®  yok?xt

= Y 2 + 12 + ...

nkny0$
- °+Zzn (2n—2)-6-4-2

que ¢ a série encontrada em (4.6)
Exemplo 4.2.4 Considere a equagao
y + ka™y = 0.

Supondo que a equacao admita uma solucao em série de poténcias

Y= Z anx”,
n=0
assim
oo
Y Z(” + Danz™"
n=0
e substituindo-as em (4.7), teremos
Z[(n + Dapp 12" + ka,z"™™) = 0.
n—0

Desenvolvendo (4.8), teremos

ay + 2a57 + 3asr® + ...+ mapx™ 7+ [(m 4 Damgr + kaglz™ +
+[(m + 2)amy1 + ka]la™ ™ + o+ [(2m+ Dagmg + kay o™ +

+[(2m + 2)agmia + kapmp|2*™ T + .. =0
assim, podemos notar que
a; = 0
2&2 = 0
3@3 =0
4&4 =0
ma,, = 0

o que nos da
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(4.7)



50

kao

M4 D + kg =0 = @y = — b
( ) +1 0 +1 (m+1)

seguindo o raciocinio, temos ainda que

(m + 2)am+2 + k‘(lg = 07

(2m + 1)agmy1 + ka,, = 0,

que nos da
Am4+2 = 43 = ... = Q2m41 — 07
assim
k2a0
(2m + 2)azmi2 + kam 41 A2m+2 2m + 1)
e também
(Zm + 3)a2m+3 + /{:am+2 = 0,
(2m + 4)a2m+4 + kam+3 = 0,
(3m + 2)agm+s + kagmi1 = 0,
que nos da
(3m + 3) +k 0= k
m a3m A3mia = A3me3 = ——————0U2m12,
3m+42 3m+4 3m+3 B3m+3) 2m+2
ou seja,
l{?ao
a3(mi1) = — )
3(m+1) 32(m+1)3
Concluimos que a solucao é dada por
o oo (_1)nkny0 n(m+1)
y(x)—ao+;n!(m+1)nx :

Na préxima secao, resolveremos o caso mais geral y' + p(x)y = 0.

4.2.1 Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs de Primeira
Ordem Lineares

Lema 4.2.1 Sejam f(x) e g(x) polinomios tais que g(x) # 0. Entao f(x)/g(x) tem uma
representacao em série de poténcia de x,

M:wax”
g(x) ;" ’

que converge para |z| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na
origem tal que g(z) # 0, para todo z € C com |z| < r.
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Dem: Suponhamos sem perdas de generalidade que o grau de f(x) seja menor que
o grau de g(z), pois caso contrario, o algoritmo de euclides nos garante que um quociente e
um resto, onde o grau do numerador do resto ¢ menor que o seu denominador, deste modo,
teremos

9(x) = ao(x — a1)™ -+ (x — ap)™
com ag, ai, as,...,a; € C. Decompondo f(x)/g(x) em fragdes parciais, obtemos a relagao
n;

k
= =22 Gy
g(x) (x — a;)7

=1 j=1

&h

/‘\

Para a € C, usando a série geométrica, temos que

1 1 1 1 & -1\ ,
z—a  a—z al— 7_571 () Z(a”+1>z’

n=0

que converge para |z/a| < 1, ou seja, para |z| < |a|. Além disso,

() = 2 @) = ()

n=0

que também converge para |z| < |a|. Como

(;%Ey::¢4y;%j—1ﬂggjl(zia)

entao ——— tem uma representacao em série de poténcia de z para 7 = 1,2,... que
z—a)l

converge para |z| <lal.
Logo f(z)/g(z) tem uma representagao em série de poténcias de z que converge para
todo z € C com |z| < r, em que r = min{|ay|,...,|ax|}. Donde segue o resultado.

Teorema 4.1 Considere a equagdo

P(z)y + Q(z)y =0, (4.9)

em que P(x) e Q(x) sdo fungdes analiticas e sem fatores comuns. Se P(0) # 0, entdo a
equacao tem solugao geral em série de poténcias

o]
_ E n
y - anX )

n=0

em que y € a solugcdo que convergem para |x| < r sendo r o raio do maior circulo no plano
complexo com centro na origem tal que P(z) # 0, para todo z € C com |z| < r.

Dem: Dividindo-se a equagao (4.9) por P(z), obtemos entao

Y +p(r)y =0, (4.10)
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Q(x)

onde p(z) = Pl Pelo Lema (4.2.1) os coeficientes podem ser escritos em série de poténcias

de x, sendo entao

00

n

- § PnZ,
n=0

que converge para |z| < 7, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro na
origem tal que p(z) # 0, para todo z € C com |z| < r. Suponha que a solu¢do da equagao
seja dada em série de poténcias de x como

= ianx”, (4.11)
n=0

logo a derivada é representada como

o0

y(@) =) (n+ Danz". (4.12)

n=0
Substituindo-se (4.11) e (4.12) em (4.10), obtemos
S0 s+ S S = 0

n=0
oo

d |41 an+1+2pn kag| 2" = 0,

n=0 k=0

o que implica que os coeficientes sao iguais a zero. Assim

(n+1)ant1 = an k- (4.13)

e}

Como a série an:c” é convergente, temos que existe um M > 0 tal que |p,|t" < M e

n=0
lgn|t" < M, para 0 < t < r. Da equacao (4.13), temos

Y

(n+1)‘an+1‘ = ‘_ankak

n

M
< Zn_k|ak|7

k=0

M n
2 lalt®.
k=0

IN

[ee)
Consideremos a série E A,z", definidos por
n=0

AO = |a0| € (n—i—l n+l = —Z|ak|tk
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oo
Por indugao, temos que |a,| < A, paran = 0,1,2,.... Vamos mostrar que a série g A,z
n=0
é convergente para |z| < r, o que implica que a série de y(x) também é convergente pelo
teste da comparagao. Deste modo, temos que

M|,
(DA = | DAt + At |
k=0
n—1
11 M
= o 2 At MA|
. k=0
= A (G M),
t
Pelo teste da razao
Appzntt Api1 n+ Mt ||
A | || Y || (1)t — quando n — 00.
Portanto a série ZAnxn converge |z| < t, para todo t < r, logo converge para |r| < r.
n=0

Como |a,| < A,, entdo pelo teste da comparagao, a série y = Zan:p" também converge
n=0
para |z| < r.
O Teorema de Existéncia e Unicidade nos garante a existéncia da solugao, mas nem
sempre esta solucao é dada explicitamente em fungoes analiticas usuais, o que pode ser visto
em grande parte das solucoes em série de poténcias.

4.3 Solucao em Série Perto de um Ponto Ordinario
para EDOs de Segunda Ordem lineares

Nesta secao, estaremos interessados em resolver equacoes diferenciais ordinéria line-
ares de segunda ordem pelo método de séries de poténcias. Para este estudo, considere
inicialmente a EDO linear homogénea

P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y =0, (4.14)

em que P, () e R sao polinomios.

Virios problemas nas engenharias, fisica e na matematica nos leva a equacoes da
forma (4.14) com coeficientes polinomiais, como por exemplo a Equagao de Bessel, dada
por

22+ xy + (22 — )y =0, (4.15)

sendo v constante, que é muito utilizada no estudo da vibragdes de membranas.
A seguir, veremos uma definicao importante, para prosseguirmos nossos estudos.

Definicao 4.3.1 Dizemos que um ponto xy é ponto ordindrio ou nao-singular da equacao
diferencial (4.14) se P(xqg) # 0, caso contrdrio é chamado de ponto singular da equagao.
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Exemplo 4.3.1 Todo ponto x da equacao
Y’ + ey + sen(x)y =0
¢ ponto ordindrio, em particular, x = 0 também € ponto ordindrio.

Note que na equagao de Bessel dada na equagao (4.15), z = 0 é ponto singular. No
Teorema de existéncia e unicidade a seguir, veremos solugoes em séries poténcias em um
ponto ordindario centrado na origem para uma EDO linear homogénea de segunda ordem.

Teorema 4.2 (Existéncia e Unicidade de Solugoes em Série de Poténcias)

Considere a equagao

P(x)@ + Q(x)% + R(x)y =0, (4.16)

dx?

em que P(x), Q(x) e R(x) sao polinémios sem fatores comuns. Se P(0) # 0, entao a equagdo
tem solucao geral em série de poténcias

y(x) = Z anx” = ag (1 + Z b,@") + aq (x + Z cnx"> ,
n=0 n=2 n=2
em que y1(x) =1+ Z b e yo(z) = = + chx” sdo solugoes fundamentais da equagao
n=2 n=2

que convergem para |z| < r sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro
na origem tal que P(z) # 0, para todo z € C com |z| < r.

Dem: Dividindo-se a equacao (4.16) por P(z) obtemos entao
y' +p(@)y +q(x)y = 0. (4.17)

Pelo Lema (4.2.1) os coeficientes podem ser escritos em série de poténcias de z, sendo entao

Qx = n R(z = n
PE ) = ;pnx € Q<x> = PE$§ = ;an )

x)
que convergem para |x| < r, sendo r o raio do maior circulo no plano complexo com centro
na origem tal que P(z) # 0, para todo z € C com |z| < r. Suponhamos que a solugao da
equagao (4.17) possa ser escrita em série de poténcias de x como

y(x) = Z anz".
n=0

As derivadas 3/ (z) e y"(x), sao representadas em série de poténcia como

p(x) =

o0 (e 9]

Y (x) = Z(n + Day 2" e y'(x) = Z(n + 1)(n + 2)an02".
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Substituindo-se na equacao obtemos

Z(n +2)(n + 1)ay 02" + an Z(n + Dayp2™ + an Zanaﬁ = 0
n=0 n=0 n=0

Z n+1)(n+2)ay2+ Z[pn,k(k + Dags1 + gnorax] | 2" = 0,
0 k=0

o que implica que os coeficientes sao todos iguais a zero. Assim

n

(n+1)(n+2ansz = = > _[pa-i(k + 1)ag + gnoral. (4.18)

Por outro lado, se aplicarmos o médulo na equagao (4.18), temos

n

(n+ 1)+ 2)|anya| = > [po-r|(k + Dlars] + |gn-r/ax] (4.19)

Da convergéncia das séries de p(z) e ¢(x), temos que existe um M > 0 tal que |p,|t" < M e
lgn|t™ < M, para 0 <t <ren=20,1,2,... Usando isso na equagao (4.20), obtemos

(n+ 1)+ 2laneal < Z et Dlaal + g
M n
< t_Z [(k + 1) aga] + [ar])t"
M n
< t—z [(k + 1)|aper| + |ag|]t* + M|an]t. (4.20)
k=
Vamos considerar a série ZAnx", com os coeficientes definidos por Ay = |ag| e
n=0
Ay = |aj|onde
M < "
(n+ D)+ 2)An = D (k4 1) Aper + AtE + MA, it (4.21)
k=0
Usando (4.20) e (4.21), por indugado, temos que |a,| < A,, para n = 0,1,2,.... Vamos

mostrar que a série Z Apx™ é convergente para || < r, o que implica que a série de y(x)
n=0
também é convergente pelo teste da comparacao. Usando (4.21) temos que

—1
(TL + 1)nAn+]_ —

Jth + M At

=0
-2

M
n(n—1)A, = pre; [(k+ 1) Apq + AJth + M A, _1t.
k=0
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Assim

(n+1)nA,, =

SN
f—'“—\

—2
Z [(k+ 1) Ag1 + Al + MnA, + A, 1]t }+MAnt
k=0

1
= Z{n( — 1A, — MA, 1t + M[nA, + An — 1|t} + M A,t
A,
= T{ n(n—1) + Mnt + Mt*} .
Entao
Ap2™t n(n—1) + Mnt + Mt? ||
o T Dn |z| — e quando n — oo.
Assim a série ZAnx” converge |z| < t, para todo t < r. Logo a série ZAnx” converge
n=| n=0
para |z| < r. Como |a,| < A,, paran = 0,1,2,..., entdo também converge para |z| < r a
série

o0
= E anx"
n=0

Agora, fazendo n = 0 em (4.18), obtemos ay como combinacdo linear de ag e a;.
Substituindo-se este resultado em (4.18) para n = 1 obtemos também a3 como combinagao
linear de ag e a;. Continuando desta forma obtemos

a, = bpag + cpaq, para n=2,3,....
Assim,
y(x) = ap (1 + Z bnx”> + a; (a: + Z cnx"> :
n=2 n=2
Verifiquemos que y; (z) = 1~I—Z bpx" e ya(x) = :B+Z cpx” sao solugoes fundamentais
n=2

da equagao (4.17).
Fazendo ag = 1 e a; = 0 obtemos yl(O) =1 e fazendo ag = 0 e a; = 1 obtemos
y2(0) = 0. Além disso

<
_ =

(0) wmw
(0)

W y1,2)(0) =‘

Como W (y1(0),42(0)) # 0, sendo y; e ys solugoes da equagao (4.16), entdo y; e yo sdo
solugbes fundamentais da equagao (4.16).

Um exemplo de uma equagao linear muito simples que nao pode ser resolvida pelos
métodos dos capitulos anteriores e que pode ser resolvida pelo método das séries, é a equagao
de Airy, que veremos no exemplo a seguir.

O =

0
1‘_1%0
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Exemplo 4.3.2 Considere a EDO
y" =y =0, (4.22)
conhecida como equacgao de Airy.

A funcao P neste caso é 1, de maneira que a solucao sera analitica em x = 0 e pelo Teorema
de Existéncia e Unicidade (4.2), nos garante que existe uma solugao da forma

y(x) = Z A" (4.23)
n=0
Derivando duas vezes a solugao (4.23), teremos
y'(z) = Z n(n — 1a,z" 2. (4.24)
n=0

Substituindo as equagoes (4.23) e (4.24) em (4.22), vamos obter

oo oo
g n(n — 1a,z" 2 — g a,r" =0,
n=0 n=0
deslocando os indices do somatdrio teremos
o0 o0
E (n+3)(n + 2)a, 2"t — E apr" ™ = 0.
n=-—3 n=0
Vemos na primeira série que os dois primeiros termos para n = —3 e n = —2, 0s termos sao
nulos e o terceiro para n = —1 temos o termo 2as, logo reescrevemos

2as + Z[(n +3)(n + 2)ani3 — a,]z™ ™ = 0.
n=0

Para que a série de poténcias seja nula em qualquer ponto z, é necessario que todos os
coeficientes sejam nulos, deste modo, obtemos a relagao de recorréncia

(n+3)(n+2)apis —a, =0, (4.25)

sendo ay = 0.

A solugao da recorréncia (4.25), consiste em determinar os coeficientes multiplos de
3, multiplos de 3 mais 1, e multiplos de 3 mais 2, ou seja, ay determina as, que por sua
vez determina ag, ag, ...; a; determina ay4, a7, ajg, ...; € as que determina as, ag, aiq, ...,
como as = 0, conclui-se imediatamente que a5 = ag =a;; = ... = 0.

Para sequéncia multipla de n, obtemos

Qo
a = —
3 2.3
as Qo
a = =
6 5.6 2-3-5-6
Qg Qo
g =

89 2.3-5-6-8-9
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e generalzando, teremos
©2-3-5-6---(3n—1)3n’

a3n n Z 4,

Para a sequéncia multipla de n 4 1, temos

o
ay = —
4 347
ay aq
a = =
! 6-7 3-4-6-7
ary ay
Q1o = =

9-10 3-4-6-7-9-10’

que em geral teremos

a1

1l = , >4

Bl =367 mBnt 1) T
Assim a solucao da equacao de Airy é dada por
A R o -+
= a
Y 0 2:3 2-3:5-6 2:3-5-6---(3n—1)3n
.I4 137 x3n+1
oo {“3.4+3-4~6-7+'“+3-4.6-7~~3n(3n+1)+"‘]’

onde ag e a; sao duas constantes arbitrarias. Em alguns casos as séries obtidas podem ser
identificadas como alguma fungoes elementar conhecida, mas neste exemplo as séries nao
correspondem a nenhuma fun¢ao conhecida, e constituem duas fungoes especiais designadas
funcoes de Airy.

Na proxima secao, estudaremos o caso em que o ponto x = 0 centrada na origem nao
seja ordinario.

4.4 Pontos Singulares Regulares

Para resolvermos a equacao diferencial
Px)y" + Qx)y + R(z)y = 0, (4.26)

onde z( é ponto singular, ou seja, P(xg) = 0 sendo que Q(xq) # 0 e/ou R(xq) # 0, necessi-
tamos de um novo método, ja que infelizmente o método anterior nao é aplicavel a EDOs de
segunda ordem com pontos singulares em xg, ja que em x as fungdes nao seriam analiticas,
logo nao existe uma série de Taylor em x — x.

Estendendo o método das séries de poténcia das secoes anteriores para pontos singu-
lares, vamos restringir ao caso em que as singularidades das fungoes /P ¢ R/P em 3 nao
sao muito ”severas”. Claro que uma singularidade nao muito severa nao é muito aceitavel
no ponto de vista matematico, para isto, definimos ”singularidade nao muito severa’ou
"fraca” se

. Q) . .
xlgglo(x — ) P) é finito,
lim (z — x0)? R(z) é finito.

T—rx0 P(,Z‘)
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Veremos isto de maneira mais clara escrevendo a equagao (4.26) como

St @y/ N % —0, (4.27)
onde
p() ggg q(x) x?iég,

para termos a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.4.1 O ponto singular x = 0 da equacdo (4.26) é uma ponto singular regular
se as fungoes p(x) e q(x) sao ambas analiticas em x = 0. Caso contrdrio, trata-se de um
ponto singular irregular.

Exemplo 4.4.1 Considere a equagao diferencial

221+ 2)y" +x(4 —2°)y + (2 + 32)y = 0. (4.28)

Colocando a equacao (4.28) na forma padrao y” + p(z)y’ + q(z)y = 0, serd reescita como

y 4—a2% n 24+3x
Y x(1+x)y x2(1—|—x)y—
Considerando
4 — 2 2+ 3z
P — =
@ =ty ¢ QW=
teremos que
, 4 — 22 , 2+ 3x
Imr— = e limr——— = o0,
z—0 x(l—{—gj) z—0 332(1—|—x)

conclui-se que em x = 0 é ponto singular. Para verificarmos se essa singularidade é regular
ou irregular, vamos escrever a equagao (4.28) na forma (4.27), ou seja,

(4—x2)/<1+$)y,+ (24 3z)/(1+x)

y' + . . y =0,
isto é,
_(4—x2) . (24 32)
p(z) = (1+ ) alw) = (1+x)

Verifica-se que o limite de p(x) e ¢(z) quando = tende a zero é finito para ambos os casos,
conclui-se que p(x) e q(z) sao analiticos em 2z = 0. Deste modo, z = 0 é ponto singular
regular da equacao diferencial dada.
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4.4.1 O Método de Frobenius

O método que veremos nesta se¢ao, consiste em determinar solucoes para EDOs de
segunda ordem em um ponto singular regular. Veremos inicialmente uma equacao de Euler
dada por

22y" + poxy’ + qoy = 0, (4.29)

que pode ser reescrita como

bo 4o

y'+ =y + Y =0,
i X

sendo p(x) = qo e q(z) = qo, em que y(x) = 2" é uma solugao da equagao (4.29) se r é raiz
da equacao quadratica

r(r—1) 4+ por + qo = 0.

Em geral, consideramos p(x) e ¢(z) como séries de poténcias quando p(x) e ¢(x) s@o nao
constantes, assim a solugao tera a forma

o o
) = x" a, " = a, "’
n n

= aqor" +ar " + a4 L.

Note que esta notagado nao ¢ uma série de poténcias necessariamente inteiras, logo nao
podemos chamar de séries de poténcias inteiras.
Para a investida de acharmos uma solucao para a equacao

y'+ =2y + =y =0,
T

vamos multiplicar por z*, obtendo a equacio

2y + ap(z)y + q(z)y = 0. (4.30)

Se z = 0 é um ponto singular regular, temos que p(z) e ¢(x) sao analiticas em z = 0, deste
modo , temos as séries

po+px +pax’ + ..,
q(r) = qo+qr+gr+... (4.31)

=
&
|

Supondo que a equagao (4.30) tenha solugao

0
Yy = 2 anxn-i—r
n=0

e assumindo que ag # 0, as derivadas ¢’ e y” serao

y = Z(n%—r)anx"”_l (4.32)
n=0
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= Y (n+r—1aa""? (4.33)
n=0

Substituindo as equagoes (4.31) e (4.33) em (4.30), teremos

[r (r — Dagz" + (r + Draa™™ + .. ]
+pox + p1a® + .. Jfrapgr” + (r + Dagx” + .. ]
+qo + prz + .. Jlagr” + a1 +..] = 0. (4.34)

Como ag # 0, segue que
r(r—1)+por+q =0 (4.35)

A equagao (4.35) é dita equagao indicial da equagao (4.30) e suas raizes (distintas ou
iguais) s@o os expoentes da equagao diferencial dada (no ponto singular z = 0).

Em geral, as raiz da equacao indicial pode ser conduzida a uma solucao em séries de
poténcias. Mas em alguns casos especificos é possivel determinar apenas uma tinica solucao.
O teorema a seguir, ira descrever o método para resolvermos uma EDO com pontos singulares
regulares, e suas particulares.

Teorema 4.3 (Frobenius)

Se ry ey sao duas raizes da equagdo indicial (em x = 0) de uma EDO linear de sequnda
ordem com ponto singular em x = 0, existem trés casos, a depender dos valores de ry e ry:

1. Se r1 — ry for diferente de zero e diferente de um numero inteiro, cada raiz conduz a
uma solucdo diferente.

2. Se ri =1y, € possivel obter uma unica solugao y, a partir do método de Frobenius. A
sequnda solugdo terd a forma:

yo(z) = Z bt +yIn
n=0

onde a sucessao b, deverd ser obtida por substituicao de y, na equacdao diferencial.

3. Seri—ry for um numero inteiro, existird uma solugao y; com a forma usada no método
de Frobenius. A sequnda solugao serd:

Yo(z) = anx"”l +cy1In x,
n=0

onde ¢ € uma constante. Nos casos em que ¢ = 0, a sequnda solu¢ao tem também a
forma do método de Frobenius, o qual implica que aplicando o método de Frobenius é
possivel encontrar as duas solugoes y; e ys linearmente independentes. Quando ¢ ndao €
nula, o método de Frobenius permite encontrar apenas uma solucao e a sequnda solucao
deverd ser encontrada por substituicao da forma geral de ys na equacao diferencial.
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Com as duas solucoes encontradas seguindo o método indicado pelo teorema de Fro-
benius, a solugao geral sera:

y(z) = ayi(z) + caya().
Vejamos um exemplo pratico usando o método de Frobenius.
Exemplo 4.4.2 Considere a EDO de segunda ordem homogénea dada por
day” + 2y +y = 0. (4.36)

Podemos obsservar que o ponto z = 0 é um ponto singular, portanto, nao pode ser
usado o método das séries visto nos exemplos anteriores. Para determinar se x = 0 é ponto
singular regular e usar o método de Frobenius, calculamos

2r 1 . x? _0
po0dz 2 ehodw
que existem e sao finitos, logo x = 0 é ponto singular regular. Deste modo, podemos assim
usar o método de Frobenius e a equagao indicial pode ser dada por

2r(r —1) +r =0,

com raizes r; = 0 e r9 = 1/2 que caird no primeiro caso do método de Frobenius, assim

E : n

y - anX I
n=0
0o

r n—1

y o= > na,a" !
n=0

y' = Zn(n — 1a,z™ 2.
n=0

Substituindo as equagoes precedentes na equagao diferencial (4.36), obtemos

Z[Zm(n — Da,z™ ' + 2naa™t + a2 =0,
n=0

logo
Z[4n(n + Dans1 +2(n + 1)ap1 + ay)z”™ = 0.
n=0

Pelo principio da identidade do somatério, teremos a férmula de recorréncia que sera dada
por

(n+1)(4n + 2)ay41 + a, = 0. (4.37)
Substituindo os termos para n =0, 1, 2, 3, ... teremos
)
ay = _37
_ _ w4
“2 T Tyi3T 132
(05} Qo
a3 = — =

6-5 6-5-4-3.2
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e generalzando, teremos

Com esta sequéncia e considerando ay = 1, a série de poténcias da primeira solugao particular
é

n

— (-1 1/2
Y= go ((271;! 2" = cos(z'/?).

. 1 . . .
Usando a segunda raiz ro = 2 a série de poténcias da segunda solucao sera

[e's)
_ E n+1/2
y - anx /7
n=0
[e's)

v = Z(n + 1/2)anxn71/27

n=0
[eS)

y' = Z(nQ— 1/4)a,z" 32,

n=0

Substituindo as equagoes precedentes na equagao diferencial (4.36), obtemos

o)

Z[(4n2 — Dapz™ V2 + (2n + Va2 + a2 /2 = 0.

n=0
Agrupando as séries, teremos

o0

D [(4n® + 80+ B)ans1 + (20 + 3)ans1 + ay)z" 2 =0,
n=0

sendo a formula de recorréncia dada por
(2n+2)(2n + 3)an41 + a, = 0.
A solucao geral, obtém-se de forma semelhante ao caso da primeira solugao, pois

(2n + 3)!

(2n+2)(2n+3) = 2

De maneira analoga teremos

— (-1m ntl/2 1/2
Yo _Z—(Qn—l—l)!x = sen(z/*).

n=0

Portanto, pelo método de Frobenius a solugao geral é uma combinagao linear das duas
solugoes particulares y; e yo que é dada por

y(z) = cicos(xt/?)eysen(xt/?).



Consideracoes Finais

Este trabalho teve por objetivo estudar as equacoes diferenciais ordinarias de primeira
e segunda ordem, apresentando uma abordagem histérica simples e direta, desde a desco-
berta do cdlculo diferencial com Newton e Leibniz no século XVII até solugoes em séries de
poténcias.

Logo de inicio, foi apresentada de maneira clara e objetiva as principais defini¢oes
para o entendimento dos estudos abordados neste trabalho. Nos capitulos posteriores, vimos
varios métodos de resolucao de EDOs de primeira e de segunda ordem, sendo esta tltima
apenas para o caso linear. Logo apds, vimos outro tipo de solucao usando séries de poténcias,
que serviu de ferramenta para demonstrarmos o Teorema de Existéncia de solucoes para
EDOs de primeira e segunda ordem, para esta iltima, considerando apenas pontos ordinarios.
Desenvolvemos também o caso em que o ponto é singular regular para uma EDO linear de
segunda ordem homogénea, extendendo ao Teorema de Frobenius.

Para o desenvolvimento, propusemos a elaborar uma escrita sucinta, rigorosa e didatica,
de tal modo, que possa ser usado tanto para notas de aulas para cursos regulares de graduagao
na disciplina de Equagoes Diferenciais Ordindrias (ou Célculo III por algumas instituigdes),
quanto para material de apoio para modelagem de varios problemas fisicos. Embora nao
abordados de maneira direta, as EDOs contribuiram para o desenvolvimento da ciéncia
como um todo, o mundo ao qual vivemos hoje é apenas um reflexo de grandes contribuicoes
matematicas feitas por Newton e Leibniz na criacao do Célculo Diferencial e Integral por
exemplo, que por sua vez, contribuiu direta e indiretamente para a modelagem de problemas
fisicos usando equagoes diferenciais.
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