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RESUMO

O trabalho apresenta uma introducé&o a trigpnometria hiperbdlica, em analogia
com a trigonometria circular. A proposta € apresentar o assunto como complemento a
formacéao de professores e alunos do ensino médio, ressaltando que uma teoria similar
pode ser construida com outra figura plana, a hipérbole. Objetivamos, também,
explorar o assunto como aplicacdes de exponenciais, através da obtencdo de
identidades trigonométricas hiperbdlicas. Este assunto tem uma motivacao forte na
literatura Matematica, pois as funcbes hiperbdlicas descrevem, dentre outras, a
modelagem da catenaria. Uma curva plana semelhante as que seriam geradas por

uma corda suspensa pelas suas extremidades e sujeitas a acao da gravidade.

Palavras — chaves: hiperbdlica, catenaria, trigonometria, funcdes

trigonométricas.
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ABSTRACT

The paper presents an introduction to hyperbolic trigonometry, in analogy with
the circular trigonometry. The proposal is to present the subject in addition to teacher
training and high school students, noting that a similar theory can be constructed with
other flat figure, hyperbole. Also aimed to explore the subject as Exponential
applications, by obtaining hyperbolic trigonometric identities. This subject has a strong
motivation in mathematics literature, because the hyperbolic functions describe,
among others, modeling the catenary. A flat curve similar to those that would be
generated by a rope suspended by its ends and subjected to the action of gravity.

Key - words: hyperbolic, catenary, trigopnometry, trigonometric functions.
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INTRODUCAO

O estudo de geometria tem ganhado um destague maior nos materiais
escolares, deixando de ser citado como um conteudo de final de livros, de bimestres
ou ano letivo e passando a ter frentes proprias ou até livros proprios nas escolas.
Acontece que, mesmo com esse brilho maior, os alunos nem sempre tem a
oportunidade de atingir niveis mais elevados de conhecimento nesse assunto.
Quando completo, o estudo de geometria encerra-se na trigonometria circular, ndo
possibilitando espaco a outras vertentes como a trigonometria hiperbdlica. Este
trabalho, com a utilizacdo da trigonometria hiperbdlica, € uma contribuicéo significativa
para a formacao de professores e alunos do ensino médio com o objetivo de estender
nogdes trigonomeétricas e inter-relacionar com outros conceitos matematicos.

De modo geral, neste trabalho assumimos que o aluno tenha conhecimentos
prévios sobre a trigonometria circular, bem como sobre hipérboles e suas equacdes,
pois suas definicbes, propriedades e formulas sdo essenciais para que possa
distinguir e apreciar semelhancas e diferencas entre as duas trigonometrias.

Mas, por que é interessante ao aluno ter acesso a esse conhecimento? De
maneira semelhante a circular, a trigonometria hiperbdlica € capaz de tracar
resultados unindo a geometria e a algebra, em um belo desenvolvimento matemaético,
onde podem ser introduzidos identidades e exemplos de func¢des importantes, bem
como exploradas propriedades de exponenciais e logaritmos. Considera-se, também,
as aplicacdes utilizadas principalmente na engenharia civil, como é o caso da
catendria, mas também em outros conceitos da fisica.

O estudo das hiperbdlicas se inicia em meados do século XVI quando
Gerhardus Kremer, ou Gerhardus Mercator, como era mais conhecido, planificou o
globo terrestre a fim de auxiliar os navegantes. Isso ocorreu de forma téo eficaz que
atualmente seu trabalho ainda tem colaborado em navegacdes por todo o mundo.

Muita coisa mudou desde a projecédo de Mercator. A duvida deixada com seu
trabalho fez com que outros matematicos, como Riccati e Lambert, se interessassem
pelo assunto, obtivessem formulas, propriedades, novas aplicacdes, etc. Essas
aplicacdes, em sua maioria na engenharia, estdo diariamente sob nossos olhos e nos
desperta curiosidades que podem ser utilizadas como atrativo para apresentar novas

ideias aos alunos.
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No primeiro capitulo do trabalho apresentamos uma breve histéria da
trigonometria hiperbdlica, desde suas primeiras aplicacdes até como se tornou
extremamente importante nos dias atuais. No capitulo 2, nosso foco é a trigopnometria
circular, com a parte tedrica, inclusive com demonstracfes, desde o triangulo
retdngulo até suas formulas de adicdo de arcos e construcdo de graficos. De forma
analoga, o capitulo 4 apresenta os mesmos itens da trigopnometria circular, porém na
trigonometria hiperbdlica, apos fazer um breve estudo da hipérbole no capitulo 3.

Apoés a apresentacao da parte tedrica, o capitulo 5 oferece uma sugestao de
como apresenta-lo aos alunos do ensino meédio. Claro que ndo se trata de uma
verdade absoluta, pois o publico alvo tem suas especificidades e essas variam de
regido para regiao, escola para escola, entre turmas e até entre alunos de uma mesma
turma, porém, serve como um parametro para se iniciar um trabalho.

Em todo o trabalho imagens s&o disponibilizadas a fim de facilitar o
entendimento do leitor. A criacdo/obtencdo dessas imagens foram a partir de sites ou
livros que constam na bibliografia ou ainda, quando necesséria sua construcao, foram
utilizados os softwares Geogebra na obtencéo de graficos e Corel Draw na criacao de
imagens.

De qualquer forma, o objetivo principal do trabalho é reunir a maior quantidade
de informacdes importantes sobre o assunto a fim de ser util a professores e
estudantes interessados diretamente no tema, ou mesmo indiretamente, como

recurso para sedimentar os aprendizados classicos da trigopnometria circular.
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1. TRIGONOMETRIA HIPERBOLICA — HISTORIA

Em meados do século XVI, mais precisamente em 1569, Gerhardus Kremer
(1512 — 1594), ou Gerhardus Mercator, como era mais conhecido, fez a primeira e
uma das mais marcantes aplicagdes da trigonometria hiperbdlica: a “Projecéo de
Mercator”.

Essa obra, composta por 18 paginas, tratava-se de uma “planificagéo” do globo
terrestre devidamente adaptada para o uso em navegacoes. Os meridianos ficaram
todos paralelos entre si e, assim como qualquer projecdo, ha uma deformacéo que,

nesse caso, ocorre nos polos, deixando-os maiores do que realmente séo.

Figura 1 - Projecé@o de Mercator. Fonte: infoescola.com

De qualquer forma, a projecédo de Mercator representou um grande avango na
navegacao e é utilizado até hoje em graficos de profundidade de navegacao no
mundo.

Mas muita coisa aconteceu até que a trigopnometria tivesse a forma que se tem
atualmente.

Em meados do século XVIII, Vincenzo Riccati (1707 — 1775) estudou as

funcBes hiperbodlicas obtendo as formulas de adicdo e subtracdo de funcgdes
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hiperbdlicas, analogas as trigpnométricas. Riccati foi o primeiro a introduzir siglas para
as funcbes, sendo Sh e Ch utilizadas para seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico,
além de Sc e Cc para a trigonometria circular. As notag6es senh x e cosh x surgiram
apenas em 1768, com uma publicacdo do matematico Johann Heinrich Lambert (1728
— 1777), onde se encontra o primeiro desenvolvimento sistematico das funcdes
hiperbdlicas. Apesar de ser mais conhecido pelo trabalho sobre , Lambert deu as
funcdes hiperbdlicas 0 mesmo tratamento dado por Euler as funcdes trigonométricas,
ficando assim associado a trigopnometria hiperbdlica do mesmo jeito que Euler ficou
associado a trigonometria circular.

Com a criacao e aperfeicoamento da ponte pénsil, producao e distribuicdo de
grandes quantidades de energia, surgimento dos telégrafos ou qualquer outra coisa
gue necessitasse de cabos suspensos, o interesse pela trigopnometria hiperbdlica
também sofreu um aumento exponencial, sendo de grande importancia em varias
disciplinas e, principalmente, no ramo da engenharia.

O cosseno hiperbdlico, por exemplo, é o principal conceito matematico utilizado
na obtencdo de uma familia de curvas denominadas catenaria. No que diz respeito a
aparéncia, a catenaria trata-se de uma curva que pode ser facilmente obtida a partir
de um cabo suspenso pelas suas extremidades, mas fisicamente, a catenaria
apresenta uma interessante caracteristica: tendo uma forca aplicada em qualquer
ponto da curva, tanto na parte cbncava quanto na parte convexa, essa forca é
distribuida igualmente por toda a extensdo da curva. Essa caracteristica permite que
a curva suporte um peso muito maior do que o suportado por uma curva qualquer.

A modelagem da catendria é obtida a partir da funcao
X
f(x) = a.cosh (E)

onde a € um parametro obtido por meio das forcas exercidas em um ponto
especifico da curva.

A seguir, algumas imagens de situacdes que envolvem o estudo da
trigonometria hiperbdlica. Em todos os casos, para a manutencdo da estrutura, €

imprescindivel a distribuicdo igualitaria da forca, que é proporcionada pela catenaria.
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e Ponte suspensa por cordas.
Aparentemente fragil, o cabo é capaz de suportar todo o peso da ponte devido

ao seu formato, que nada mais € que parte de uma catenaria.

Figura 2 - Ponte Ambassador Bridge é uma ponte pénsil que ligas as cidades de Detroit- EUA e
Windsor-CAN. Fonte: site megaengenharia.blogspot.com.

e Fios e cabos suspensos

Sabendo que a curva formada pelos fios e cabos seguem uma funcao
hiperbdlica, € possivel calcular, por exemplo, 0 custo necessario relacionando a
distancia entre as torres e o comprimento de fios/cabos que serao utilizados, podendo

minimizar os custos para as construcoes.

Figura 3 - Fios elétricos. Fonte: http://www.fotocommunity.es



http://www.fotocommunity.es/
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e Fundo da lata de refrigerante/cerveja

E facil perceber que o fundo da lata é uma superficie curva. Essa curva é obtida
rotacionando uma catenaria em torno do seu eixo de simetria. Isso torna a superficie
muito mais resistente as for¢as vindas do interior da lata. Sem esse formato é provavel
que o fundo da lata sofreria deformacdes assim que o liquido fosse armazenado.

Figura 4 - Fundo da latinha de refrigerante € um conjunto de catenarias. Fonte: Autor.

e Iglu
Diferente de outras constru¢des os blocos de neve ndo séo fixados por algum
tipo especial de cola. Apenas a neve € acrescentada aos espacgos depois de tudo

montado. Como o formato do iglu segue uma catenéria, entdo todos os blocos se auto-

sustentam e mantém o formato original.

Figura 5 - Um iglu (casa de neve). Fonte: http://www.frag-floh.de/natur/mensch/was-ist-ein-eskimo
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e (Cascadeovo

Tente quebrar um ovo utilizando os dedos polegar e indicador, aplicando forcas
apenas nos vértices. E possivel quebrar, porém verificara facilmente que a forca
necesséria para tal sera muito maior que aquela que parecia ser suficiente. Isso se
deve ao fato do formato do ovo seguir duas catenarias rotacionadas em torno do
préoprio eixo. Dessa forma a forca aplicada nos vértices esta sendo distribuida para
toda a casca do ovo, o que torna a forca aplicada em cada ponto muito menor, devido

as caracteristicas da catenaria.

Figura 6 - Ovo de aves, cujo perfil € composto por duas catendrias. Fonte:
http://www.dasmariasblog.com/post/71703/como-ovos-e-emagreca-3kg-em-uma-semana

e Tlneis
No Brasil e no mundo hé taneis que passam sob montanhas, rios e até mares.
Utilizando o formato da catenéria esse tanel é capaz de suportar grandes extensdes

de terra ou 4gua. Com outro formato essa constru¢éo nao seria possivel.

Figura 7 - Tanel com formato de catenaria. Fonte:
http://matematicacritica.blogspot.com.br/2012_01_01_archive.html
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2. TRIGONOMETRIA CIRCULAR

Nas proximas paginas nossa pesquisa se destina a trigopnometria circular, pois,
apesar do objeto principal do trabalho ser a trigopnometria hiperbdlica, grande parte
das definicbes, funcdes e formulas da trigonometria hiperbdlica séo obtidas de forma
analoga as da trigonometria circular. As comparacdes sao inevitaveis. Tanto as

semelhancas quanto as diferencas entre as duas trigonometrias merecem destaque.

2.1. Circulo Trigonométrico

A trigonometria circular é iniciada com as razfes entre os lados de um triangulo
retangulo, onde define-se 0 seno como sendo a razao entre o cateto oposto ao angulo
e a hipotenusa, o cosseno como a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a
hipotenusa e, a tangente como a razdo entre 0s catetos oposto e adjacente,

respectivamente.
Dessa forma, temos:

x o

A

Figura 8 - Tridngulo retangulo. Fonte: autor.

BC
sena = —
AC

AB
cos @ = —
AC

. BC
ad = —
9¢=7B

A construgéo da trigonometria circular consiste, basicamente, em utilizar essas
propriedades dos triangulos retangulos em uma circunferéncia com o centro na origem

do sistema de eixos e raio medindo uma unidade. Para analisarmos essas
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propriedades vamos determinar a equac¢do dessa circunferéncia, pois sera bastante

atil no estudo e na obtencédo das fungdes e relacdes trigonométricas.
Uma circunferéncia é definida como sendo o conjunto dos infinitos pontos

pertencentes a um mesmo plano, que sdo equidistantes a um ponto fixo, denominado

centro da circunferéncia. Essa distancia entre os infinitos pontos e o centro

denominamos raio.

w e —
w O a— — —
e

l

Figura 9 - circunferéncia de centro C e raio r. Fonte: Autor

Na figura acima o tridngulo retdngulo PDC nos fornecerd a equacao reduzida
da circunferéncia, por meio da aplicacdo do teorema de Pitagoras. Para isso, observe

que (a, b) sdo as coordenadas do centro C e, as medidas dos lados CD e DP sé&o

dadas, respectivamente, por |x — a| e |y — b]|.
Assim, aplicando o teorema de Pitagoras, obtemos

(PC)? = (CD)? + (DP)?
r? = (Ix —al)? + (ly — b])?
r2 = (x — a)? + (y — b)?
(x — a)? + (y — b)? = 12

que é a equacéo reduzida da circunferéncia de centro (a, b) eraior
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Como a circunferéncia que utilizaremos tem centro na origem e o raio é unitério,
temos a=b=0er=1.
Entao,
(x—a)*+y—-b)*=r?
(x—02+ @y -02=1°
x2+y*=1

-1

Figura 10 - Circunferéncia de equagéo x2 + y2 = 1. Fonte: Autor.

Cada vez que tomamos um angulo central nessa circunferéncia, obtemos
também um arco de mesmo valor numérico do angulo. Esse arco pode ser medido
também de acordo com seu comprimento.

Temos que o comprimento de uma circunferéncia qualquer é calculado por
27ntr, onde r € o raio da circunferéncia. Como temos r = 1, entdo o comprimento sera
2.1m.1 ou 2 unidades de comprimento. Como aqui tomamos 0 raio unitario como
unidade de medida, entdo essa circunferéncia tem 2w rad de comprimento. Dali,
concluimos que um arco de 2w rad compreende um angulo de 360° e, a partir desses
dados podemos relacionar qualquer medida de arco com o angulo central
compreendido pelo mesmo.

Além disso, podemos relacionar um angulo com a area do setor circular
determinado por esse angulo.

Observe que o angulo central para uma volta completa do circulo trigonométrico

mede 2m radianos e que a area do circulo trigonométrico vale nr? unidades de area.

Como o raio é unitario, entdo vale 7t unidades de area.
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Podemos estabelecer a seguinte relacdo para uma volta completa. O angulo
central 2m do circulo trigonométrico corresponde a area mr® e o angulo central a do
setor circular corresponde a area do setor As. Resolvendo essa propor¢ao obtemos o

valor da area do setor circular As, subentendido pelo angulo a

2T = r?

a — As

As.2m = a.mr?

a.mr
As = o
ar?
As = T
Comor =1,
a
As = E

a
Portanto, podemos dizer que As = ) unidades de area.

As

A
A 4

Figura 11 - Angulo @ e a area As do setor circular. Fonte: Autor.
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Dessa forma, podemos dizer que um angulo trigopnométrico mede « radianos
- . - a - ’ Ve -
se o setor circular subtendido por ele forigual a ) unidades de area. Essa Ultima forma

de interpretarmos a medida de um angulo é de extrema importancia, pois é a partir
dela que definiremos como obter a medida do angulo hiperbdlico ou argumento
hiperbdlico.

E importante ressaltar que qualquer circunferéncia poderia ser utilizada na
construgéo da trigonometria circular. Por convencéao, utiliza-se essa circunferéncia de
raio unitario e centro na origem para que as propriedades do triangulo retangulo sejam
mais facilmente estudadas e interpretadas. Na figura a seguir, devido a essas
propriedades, veremos como interpretar os valores das razdes trigpnométricas de um

angulo nessa circunferéncia.

=

1

v

Figura 12 - Ciclo trigonométrico e as razdes trigonométricos. Fonte: Autor.

Na figura acima o angulo a determina um ponto P na circunferéncia. AO mesmo
tempo, obtemos o tridngulo retangulo de hipotenusa OP = 1 (raio da circunferéncia).
Os catetos adjacente e oposto medem, respectivamente, x unidades e y unidades.

A partir das propriedades do triangulo retangulo, temos:

sena=2=%=
op 1 7
X X
COS 0l —F=—=—=X
0P 1
y sena
tga ===
X cosx
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Dessa forma, podemos também dizer que o angulo a determina na

circunferéncia um ponto P de coordenadas (cos a, sen «).

A

—

— tangente

r
A 4

1

\ 4

Figura 13 - Tangente no ciclo trigonométrico. Fonte: Autor.

A tangente € representada geometricamente pela reta tangente a
circunferéncia, conforme a figura anterior. Utilizando as propriedades de triangulos
semelhantes, é facil demonstrar que o segmento indicado corresponde a razdo entre

0 seno e o0 cosseno, conforme foi definido anteriormente.

Observe ainda que tg a nao esta definido para a igual a 90° e 270°, pois temos
cos a = 0 nesses casos e, geometricamente, esses angulos se encontram sobre o
eixo y, paralelo a reta tangente.

Ao trabalhar esses conceitos no ensino fundamental e/ou médio, os angulos de

30°, 45° e 60° sdo denominados angulos notaveis e tem suas razdes escritas como:

Angulos (graus) | 30° | 45° | 60°
T | T | T
Arcos (radianos) | — | — | =
6 | 4|3

Seno l Q \/_§
2122
Cosseno \/_§ E 1
2 2 2

Tangente \/_§ 1 /3

3
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Agora, apos definidas as razdes trigonométricas, podemos definir também suas

inversas, denominadas cossecante, secante e cotangente, onde:

1
cossec a@ =
sen«a
1
seca =
cos
1 cos a
cotga =

tga sena

Para obté-las geometricamente vamos considerar a imagem a seguir (figura
14). Seja s a reta que passa pela origem e tem coeficiente angular igual a tangente
de a e r, a reta perpendicular a s e tangente a circunferéncia. Sejam, também, as
retas de equacdes y =1 e x = 1. A reta s determina os pontos K e L nas retas
x =1ey =1, respectivamente. A reta r determina os pontos Q e N nos eixos x e v,
respectivamente. M é a intersec¢do do eixo y comaretay = 1 e P, aintersecgdo do
eixox comaretax = 1.

Dessa forma:

cossec a = ON

seca=0Q
tg a = PK
cotg a = ML
N
r
cosseca

cota L y=1

TN

ol seca p

=)
v

x=1

Figura 14 - Cossec, sec, tg e cotg no ciclo trigonométrico. Fonte: Autor.
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E facil observar, tanto algebricamente como geometricamente, que cosseca
nao esta definido para a igual 0°, 180° e 360°, pois nesses casos temos sen a = 0.

Ja sec a ndo esta definido para a igual 90° e 180°, visto que cos a = 0 para
esses angulos e, pelo mesmo raciocinio, cotg a ndo esta definido para a igual 0°,
180° e 360°.

2.2. Gréficos das fung¢bes seno, cosseno e tangente.

Como a funcéo seno é definida de R — R, o dominio é o conjunto dos numeros
reais. Como no circulo trigonométrico o raio é unitario, entdo a imagem da fun¢éo seno

serd o intervalo [— 1,1]. A funcao seno é periédica de periodo 2.

Figura 15 - Gréfico da fungéo seno. Fonte: Autor.
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A funcao cosseno também possui como dominio o conjunto dos numeros

reais, o intervalo [— 1, 1] como imagem e é periddica com periodo 2.

Figura 16 - Grafico da fung&o cosseno. Fonte: Autor.

A funcao tangente apresenta alguns detalhes a mais quando comparada

as duas anteriores. Como a tangente nao esta definida para os angulos de 90°, 270°

. A
e seus multiplos, entdo existem assintotas verticais nos arcos do tipo By + 2km com

k € Z. Assim, o dominio ndo é o conjunto dos ndimeros reais. Sua imagem sera o

intervalo (—oo, +00) ou 0 conjunto dos nimeros reais e é periodica de periodo .

e + v @ » @ a N @ o«

O - T T N R R

Figura 17 - Grafico da fungéo tangente. Fonte: Autor.
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A seguir apresentamos os graficos das funcdes cossecante, secante e
cotangente.

T—

| BN
V/ER\VEBLVEELY,

M N N

|

Figura 18 - Grafico da fungdo cossecante. Fonte: Autor.

\"'——-——_

"
U

/_______
N
/

M\
ERI ERINE/AR

| N

Figura 19 - Gréfico da fung&o secante. Fonte: Autor.
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Figuré 20 - Funcéo cotangente. Fonte: Autor

2.3. Ildentidade Fundamental da Trigonometria e RelagOes obtidas a partir
da Identidade Fundamental

Inicialmente, vimos na sec¢éo 2.1 que o angulo a determina na circunferéncia
um ponto P de coordenadas (cos a, sen «), portanto x = cos a e y = sena. Como
a circunferéncia é dada pela equagdo x* + y* = 1, entéo:

x2+y2=1

cos’a+sen*a=1
ou,

sena + cos’a =1

Essa relacdo, conhecida como Relacdo Fundamental da Trigonometria ou
Identidade Fundamental da Trigonometria € de extrema importancia e utilidade para

a trigonometria. Por meio dela podemos obter varias outras rela¢gdes, como veremos
a sequir.

Dividindo a relag&o fundamental por sen®a, com sen®a # 0, obtemos:

sen’a cos’a 1

+ =
sena sen’a sen‘a
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1+ cotg? a = cossec’a
cossec? a = cotg®> a + 1
Dividindo a relag&o fundamental por cos?a, com cos?a # 0, obtemos:

sen*a cos’a 1

cos?a  cos’a cos’a

tg? a + 1 = sec’a

sec’a=tg*a+1

2.4, Adic&o e subtracéo de arcos

As demonstracfes desse capitulo sdo muito importantes tanto para os alunos
como para o professor. E muito comum os alunos confundirem a adi¢&o de arcos com
a adicao dos senos de dois arcos, principalmente quando estdo tendo seus primeiros
contatos com o assunto e as demonstragdes colaboram bastante no esclarecimento
dessas duvidas.

Para as adicfes de arcos temos as seguintes férmulas:

cos(a+ B) = cosa.cos B —sena.sen f
e cos(a—pB) =cosa.cospf+sena.senf
e sen(a+ p) =sena.cosp + sen f.cosa

e sen(a— ) =sena.cos B —senpf.cosa

tga+tg
1-tgatg p

_tga-tgp
tg(a—p) = 1+tg a.tg B

e tgla+p)=
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Demonstraremos cada uma dessas formulas. Para isso, vamos observar a

imagem a seguir:

Figura 21 - Demonstracéo - adicdo e subtracdo de arcos. Fonte: Autor.

Na figura 21, o arco AP é a determinado pelo angulo a, PQ é determinacéo de
S e AQ é determinacéo de (a + f3).

Observando as construcdes geomeétricas no circulo trigonométrico acima,
podemos deduzir que os triangulos OMP, OVS e QTS sé&o retangulos e semelhantes.

Entdo, podemos construir algumas relagoes:

(1) OM =cosa
(2) 0S=cosp
(3) MP =sena
(4) SQ=senp
(5) ON = cos(a + p)
(6) NQ =sen(a+p)
(7) 0P =0Q =1 (raio)

Como AOVS~AOMP,

=S
Q| ©
A&

Substituindo as relagdes (1), (2) e (7) naigualdade acima, temos:



OV cosp
cosa 1

(8) OV =cosa.cosf

Como AQTS~AOMP,

Sk
SIS

Substituindo as relac¢des (3), (4) e (7) naigualdade acima, temos:

TS _ senf
sena 1

(9) TS =sena.senp

Conhecendo essas relacdes, ja podemos provar que

cos(a + B) = cos a.cos B — sen a.sen 8
Da igualdade (5) temos que:

cos(a + B) = ON

Mas, ON = OV — NV, entio:
cos(a +B) = 0OV — NV

Além disso, pela figura, observe que NV = TS e substituindo as igualdades (8)
e (9), podemos concluir que:

cos(a + B) =0V —TS, e

31
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(10) cos(a+ B) =cosa.cos B —sena.senf
Para demonstrar que cos(a — ) = cos a.cos B + sen a.sen B devemos
lembrar que cos B = cos(—p) e sen(—f) = —sen .

A partir da igualdade (10), observe que:

cos(a + B) = cos a.cos B —sen a.sen B
cos(a — B) = cos(a + (—,8)) = cos a.cos(—fB) — sen a.sen(—p)
Substituindo os valores de cos(—f) e sen (—f) chegamos em:

(11) cos(a—pB) =cosa.cos B+ sena.sen

Se dois angulos a e § sdo complementares, entdo sen @ = cos . Ou ainda

(12) sena = cos (g — a)

(12) cosa = sen (g — a)

Assim, temos que:

sen(a + B) = cos (g —(a+ ﬁ))

sen(a+,8)=cos<g—(a+,8)>=cos(g—a—ﬁ)=cos<(g—a)—ﬁ>

Aplicando a relagéo (11)

T

sen(a + B) = cos((%—a)—ﬁ) = cos(i—a).cosﬁ+sen(g—a).sen,8
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Das relagbes em (12)
sen(a + B) = sen a.cos f + cos a.sen 8

ou, equivalente a

(13) sen(a+ B) =sena.cos B + sen B.cos a
Se quisermos determinar sen(a — ), podemos escrever a relagdo acima
como:
sen(a — B) = sen(a + (—B)) = sen a.cos(—f) + sen(—f).cos a
No entanto,
sen(—pB) = —sen f e cos(—fB) = cos B
e substituindo, concluimos que:
sen(a — B) = sen a.cos B + (—senp).cos a
(14) sen(a—pB) =sena.cosf —sen f.cosa

Utilizando as relag6es (10), (11), (13) e (14) podemos encontrar as formulas

de adicdo e subtracdo de arcos para a tangente, como veremos a segulir:

sen(a + ) sena.cosf+senf.cosa

tg(a +p) = cos(a + B) ~ cos a.cos f —sena.sen f

Dividindo o nhumerador e o denominador por cosa.cosf



sen a.cos f+senf.cosa  sena  senf

toa+ B) cos a.cos f§ cosa  cosf
g cos a.cos f—sen a.sen f _sena.senf
cos a.cos cos a.cos
sena , senf
cosa  cosfS tga+tgp
tgla+p) = =

_senasenf l-tga.tgfp
cos a.cos

tga+tgp
1-tgatgp

(15) tgla+p) =

Paraatg(a — ), facamos:

ta( ) sen(a—pB) sen a.cos f—sen [.cos a
gla=p) = cos(a—B)  cos a.cos B+sen a.sen B

Dividindo o numerador e o denominador por cosa.cosf3

sena.cos f—senf.cosa  sena senf
cos a.cos f cosa cosf

t — = =
C cos a.cos f+sen a.sen | 4 Senasen p

cos a.cos cos a.cos

sena senf

cosa cosfs tga—tgp
sena.senfS  1+tga.tgpB
cos a.cos

tgla—p) =

34
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tga—tgp
16) t - p) =
(16) tgla=p) =3
2.5. Formulas para arco duplo, arco triplo e bisseccao de arcos

Em qualquer um dos casos, para obtermos a formula de arco duplo, basta que

consideremos a = . Assim,
sen(2a) = sen(a + a) = sen a.cos a + sen a.cos a = 2.sen a.cos «
Entao,

(17) sen(2a) =2.sena.cos a

Analogamente,

cos(2a) = cos(a + a) = cos a.cos a — sen a.sen a = cos’a — sen’a
(18) cos(2a) = cos’a — sena
Agora,

tgattga  2tga
1-tga.tga 1-tg’a

tga) = tgla+ a) =

2.tga

(19) tgQa) = 1-tg’a

Conhecendo as férmulas de arco duplo, as férmulas de arco triplo séo
facilmente obtidas.
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sen(3a) = sen(2a + a) = sen(2a).cos a + sen a.cos(2a)

Substituindo as igualdades (17) e (18)

sen(3a) = sen(2a + a) = 2.sen a.cos a.cos a + sen a.(cos’a — sen’a)
sen(3a) = 2.sen a.cos’a + sen a.cos*a — sena

sen(3a) = 3.sen a.cos*a — sena

Para que sen(3a) fique apenas em funcdo de sena, vamos retomar a

identidade fundamental:

sen’a + cos’a =1

cos’a =1 — sen’a

Entao,

sen(3a) = 3.sen a.(1 — sen’a) — sena

sen(3a) = 3.sen a.—3sen*a — sen3a

(20) sen(3a) = 3.sen a.—4sena

Para obtermos cos(3a), temos:

cos(3a) = cos(Qa + a) = cos(2a) .cos a — sen(2a).sen a

Substituindo as igualdades (17) e (18)
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cos(3a) = (cos?a — sen’a).cos a — 2.sen a.cos a.sen «
cos(3a) = cos®a — sen®a.cos a — 2.sen’a.cos «
cos(3a) = cos®a — 3sen?a.cos a
Como sen?a = 1 — cos?a, temos:
cos(3a) = cos3a — 3.(1 — cos?a).cos a

cos(3a) = cos®a — 3.cos a + 3cosia

(21) cos(3a) = 4.cos®a—3.cosa
Veremos, agora, como obter tg(3a). Para essa demonstragdo vimos, na

obtencéo dos arcos triplos de seno e cosseno que:

) sen(3a) = 3.sen a.cos?a — sena

1) cos(3a) = cos®a — 3sen?a.cos a

sen(3a) 3.sen a.cos’a — sena

tg(Ba) = =
9B3a) cos(3a) cos3a — 3.sen’a.cos a

Dividindo o numerador e o denominador por cos*a

3.sen a.cos’a—sen3a  3sena sen’a
- 3
tg(3a) = cos’a __cosa__cosla 3tga-tga
9 cos3a—-3.sen?a.cos a _3.sen’a 1-3.tg*a

cos’a cos’a
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3.tga—tgia
1-3.tg°a

(22) tgBa) =

As formulas da bisseccédo de arcos, também conhecidas como arco metade ou
semiarco, sao facilmente encontradas a partir das formulas que ja demonstramos e

da identidade fundamental, como veremos agora.

- N a
Vamos, primeiro, obter a expressao para cos (7)

Como a identidade fundamental vale para qualquer angulo, entéo:

sen? (%) + cos? (E) =1

Tendo em vista que,

Podemos escrever cosa como:

asemans(545) <ot () s ()

Da relacdo fundamental, temos que

sen? (%) =1 — cos? (g)

Entao,
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cos = cos*(5) - (1= o5 (3))

cos a = cos? (%) — 1+ cos? (%)

cos a = 2.cos? (g) -1

Trabalhando com essa expresséao, chegamos que:

(23) cos(3)=+ @

Para determinarmos o seno do arco metade, o raciocinio é analogo.

(24) sen (;) w

Concluindo o capitulo, para obtermos a tangente do arco metade, basta

tomarmos:
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2.6. Transformacdo de soma em produto (Prostaférese)

Essas seguintes formulas sao rapidamente encontradas a partir das férmulas
de adicdo e subtracdo de arcos.

() sen(a+pB) =sena.cosf + senf.cosa

(I sen(a—pB) =sena.cos f —sen f.cos a

(1 cos(a+ B) = cos a.cos B — sen a.sen 3

(IV) cos(a —B) = cosa.cos B + sena.sen 3

Em todos os casos vamos considerara + f =x e a — f =y, 0 que implica

que:
W) a=x;y
XYy

v p=

Fazendo (I) + (II) e substituindo (V) e (VI), chegamos em:

B x+y xX—y
(26) senx+seny—2.sen( 2 ).cos( > )

Fazendo (I) — (II) e substituindo (V) e (VI), chega-se em:

X — X+
(27) senx—seny=2.sen( zy).cos( Zy)

Fazendo (I1I) + (IV) e substituindo (V) e (VI), chega-se em:

B x+y xX—y
(28) cosx+cosy—2.cos( > ).cos( > )
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Fazendo (I11) — (IV) e substituindo (V) e (VI), chega-se em:

3 x+y xX—y
(29) cosx—cosy——z.sen( > ).sen( > )

Finalmente,

senx seny senx.cosy-+seny.cosx sen(x+y)

tgx + tgy = + = _
gx T gy cosx cosy COS X.COS 'y COS X.COS 'y

sen(x +y)

30) t +t =—

(30) tgx+tgy COS X.COS Yy

e, de forma analoga,

sen(x —y)

31) tgx—t = —

(D) tgx—tgy COS X.COS Yy

3. ESTUDO DA HIPERBOLE

3.1. Definicdo de hipérbole

Assim como foi feito para a trigonometria circular, faremos agora uma
abordagem similar para a trigonometria hiperbdlica, foco da pesquisa. Considere dois
pontos fixos F; e F, de um plano, tais que a distancia entre estes pontos seja igual a
2c,comc > 0.

Denomina-se hipérbole, a curva plana cujo modulo da diferenca das distancias
de cada um de seus pontos P a estes pontos fixos F; e F, € igual a um valor constante
2a ,ondea<c.

Assim, temos por defini¢cdo, que:
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|d(P,F1) _d(PlFZ)l = 2a

b 4

Figura 22 - Hipérbole de origem no centro e eixo transverso horizontal. Fonte: Autor

Os pontos F; e F, sdo denominados focos e a distancia d(F;, F,) é conhecida

como distancia focal da hipérbole, com medida 2c.

. C 7 - . . - 7 7
O quociente — é conhecido como excentricidade da hipérbole e esta
a

diretamente relacionada a concavidade da hipérbole. Observe que a excentricidade
€ sempre maior que a unidade, pois por definicdo temos que a < c.

O segmento de extremidades em A; e A, é denominado eixo real ou eixo
transverso da hipérbole e mede 2a, enquanto que o segmento de extremos B; e
B, € denominado eixo ndo transverso ou eixo conjugado da hipérbole e mede 2b.
Observe na figura acima que é valida a relagéo: ¢*> = a® + b?.

Toda hipérbole possui duas assintotas obliquas. Essas assintotas séo as retas de

) b b
equagdesy =—xey=— —x
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De fato,
x2 y2 1
a2 b?
2 2
y X
22!

vl =~ P —a’ <~ b = —|x|

b x| < <b
o lx _y_a.|x|

Podemaos, ainda, definir a hipérbole de forma geométrica seccionando um cone
com um plano. Método esse que define, além da hipérbole, a parabola e a elipse. A

hipérbole é obtida quando a seccado ocorre de forma que o plano esteja paralelo ao
eixo do cone.
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Figura 24 - Obtenc¢do geométrica da parabola, circunferéncia, elipse e hipérbole, respectivamente.
Fonte: Educagratis.org.

Figura 25 - Determinagdo geométrica da hipérbole. Fonte: http://www.pensevestibular.com.br/wp-
content/uploads/2010/11/coneehiperbole.jpg?81dcbe

3.1.1. Equacéao da hipérbole

Para estudos futuros desse trabalho vamos precisar da equacéo algébrica
reduzida da hipérbole. Essa equacdo € deduzida a partir da prépria definicdo
geomeétrica de hipérbole.

Vimos que um ponto P pertence a hipérbole se |d(P, F,)-d(P,F,)| = 2a.
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1° caso: o eixo focal esta sobre o eixo das abcissas.

Tomando um sistema ortogonal, com o centro C da hipérbole na origem do
sistema, temos que:

A1A2 cXx eBlBZ C y

Figura 26 - Hipérbole de eixo real sobre o eixo das abcissas. Fonte:
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2011/05/equacao-da-hiperbole.html

Seja um ponto P(x,y) da hipérbole, cujos focos sdo os pontos F;(-c,0)

e F,(c,0). Por definicdo temos que:

|d(P)F1) _d(P,Fz)l = za

Em coordenadas:

‘\/(x+c)2+(y—0)2—\/(x—c)2+(y—O)2 = 2a

J(x+c)2+y2=J(x—c)2+y2+2a
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Quadramos ambos os lados:

(x+c)2+yz=(x—c)2+yz+4a\/(x—c)2+yz+4a2

x2+2cx+cz+yz=x2—2cx+cz+yz+4az+4a\/(x—c)2+y2

4cx — 4a? = 4a\/(x—c)2 + y?

Quadramos novamente ambos os lados:
(cx — a®)? = a®(x — ©)* + a®y?

c?x? — 2a’%cx + a* = a?x? — 2a’xc + a*c? + a*y?

(c? — a?)x? — azyz — az(cz _ az)

Mas, c? — a? = b?, dai:

b2x? — a?y? = q?b?

Dividindo ambos os lados por a®b?, resulta em:

x2 yZ

2 ﬁ=1

Q

Que é a equacéo da hipérbole.

2° caso: o eixo focal esta sobre o eixo das abcissas.

Tomando um sistema ortogonal, com o centro C da hipérbole na origem do

sistema, temos que:

AA,cyeBB,Ccx
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Figura 27 - Hipérbole de eixo real sobre o eixo das ordenadas. Fonte:
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2011/05/equacao-da-hiperbole.html

Analogamente ao primeiro caso, chegamos a equacao da hipérbole:

N

y

2
aZ

%

Observe que, por processos de translacdo, podemos obter a equacao de
qualquer hipérbole, desde que esta possua seu eixo real vertical ou horizontal.

Para uma hipérbole de eixo real vertical com centro de coordenadasC =

- 2 _ 2
(x¢,¥c), a equacéo € dada por & afC) _v bZC) = 1.

Se a hipérbole tem centro em C = (x,,y,.), porém o eixo real for horizontal,

o . (- J’c)z (x— xc)z
entao temos a equacao pe - b2 = 1.

Para nosso estudo, vamos considerar a hipérbole unitéria, isto é, a hipérbole

de equacdo x* — y? = 1, cujo gréafico esta representado a seguir.


http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2011/05/equacao-da-hiperbole.html
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Figura 28 - Gréfico da hipérbole x> — y* = 1. Fonte: Autor.

Observe que asretas y = x e y = —x sao assintotas da hipérbole e o semieixo
transverso tem medida igual a 2, ja que a distancia do centro a cada um dos veértices

tem medida a = 1.
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4. A TRIGONOMETRIA NA HIPERBOLE

Nosso objetivo é construir a trigonometria na hipérbole de maneira similar ao
gue apresentamos na trigopnometria circular. Veremos que a semelhanca € muito
grande, desde a defini¢cdo inicial do argumento na hipérbole até as definicdes de
fungdes hiperbdlicas e suas inversas.

Na trigonometria tradicional (circular), as funcdes seno, cosseno e tangente sao
obtidas inicialmente em tridngulos retangulos e, a seguir, ampliadas para a
circunferéncia de raio unitério e centro na origem do plano cartesiano, ou seja, uma
circunferéncia de equacéo x* + y* = 1.

Em nosso estudo de fun¢des hiperbdlicas, o triangulo retangulo continua sendo
a base da trigopnometria, mas ampliaremos essas ideias para uma hipérbole unitaria
de centro em (0, 0), isto &, a hipérbole de equacdo x* — y? = 1, cujas propriedades

e elementos foram estudados no capitulo anterior.

4.1. Definicdo do argumento

Nosso objetivo nesta se¢do é definir angulo hiperbdlico fazendo uma analogia
com o angulo do circulo trigonométrico. Sabemos que a medida do angulo central do
circulo trigonométrico é igual a medida do arco circular por ele subtendido, mas existe
outra maneira de encontrarmos a medida do angulo trigopnométrico através do calculo
da &rea do seu setor circular.

Vimos do capitulo 2, item 2.1 que um angulo trigonométrico mede a radianos

a
se o setor circular subtendido por ele for igual a ) unidades de area.

De forma analoga, definimos angulo hiperbdlico como sendo o dobro do valor

numérico da area do setor hiperbdlico subtendido por ele. Se a area do setor

6
hiperbdlico mede > unidades de area, o0 angulo hiperbdlico medira 6.
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Figura 29 - Hipérbole equilatera de equacdo x> — y* = 1. Fonte: Autor

Definicdo 4.1.1. Um ponto K sobre a hipérbole x> —y% =1 define um setor
hiperbélico LOK e um angulo LOK. Dizemos que o angulo hiperbélico LOK mede 6

se a area do setor hiperbdlico LOK medir g unidades de area.

Normalmente, a area de uma figura ndo é um nimero negativo, mas as vezes
€ conveniente usar areas orientadas, ou seja, providas de sinal + ou - (ELON LAGES
— A matematica do Ensino Médio- 2006, pag. 197).

Definiremos a area orientada do setor hiperbdlico que esta acima do eixo x com
sinal positivo e, a area orientada do setor hiperbdlico que esta abaixo do eixo x, com

sinal negativo. Se observarmos o ponto K poderemos tirar as seguintes conclusoes:

Figura 30 - Area orientada. Fonte: Autor.
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) Se o ponto K esta acima do eixo das abscissas, a area do setor hiperbdlico
terd sinal positivo e, consequentemente, o angulo hiperbdlico definido por
ele, também.

1)) Se o ponto K estd abaixo do eixo das abscissas, a area do setor hiperbdlico
terd sinal negativo e, consequentemente, o angulo hiperbdlico definido por

ele também tera.
: A : . : 1 -
Assim, um angulo hiperbdlico, tendo medida iEA(OLK), assumira valores

entre (—oo, +00).
Ainda observando a figura acima, repare que na circunferéncia esse mesmo

T T
angulo estaria no intervalo (— 7 Z) porém essa unidade de medida nao é utilizada

na trigonometria hiperbalica.
4.2. Definicdo das func¢des hiperbdlicas em paralelo as circulares

As funcdes hiperbolicas séo definidas, de modo geral, da mesma maneira que
as funcdes circulares, sendo que, as primeiras, sdo definidas a partir de uma hipérbole
equilatera, enquanto que as circulares, a partir de um circulo de raio unitario.

Definidas as principais funcdes trigonométricas (no capitulo 2), a seguir
definiremos as principais fungdes hiperbdlicas. Para tal, consideremos a hipérbole

equilatera de equacgéo x* — y% = 1.

A_y
4
R
senh@
tghf
& .
} 0 cosh@ \L W x

Figura 31 - Hipérbole de equacéo x* — y* = 1. Fonte: o Autor.
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Seja K um ponto sobre a hipérbole equilatera de modo que o setor hiperbdlico
0 .
LOK tenha &rea medindo > unidades de &rea. E importante lembrar que 6 é uma

forma equivalente do angulo, embora estejam em unidades distintas. Enquanto um é

dado em radianos, o outro € dado em unidades de area. Podemos dizer, entdo, que o
angulo LOK tem 6 unidades de &rea. Seja, ainda, LR a reta tangente a hipérbole no
ponto L.

A projecdo ortogonal do segmento OK sobre o eixo y determina o seno
hiperbolico do angulo hiperbdlico 8. Essa proje¢do tem medida igual a medida do
segmento WK. A projecdo ortogonal do segmento OK sobre o eixo x representa o
cosseno hiperbdlico do angulo hiperbdlico 8, e a distancia do ponto L ao ponto R, na
reta LR, representa a tangente hiperbdlica do angulo hiperbdlico 6. Definimos aqui,

entdo, o seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hiperbdlica do argumento
6.

O ponto K tem coordenadas x = OW = cosh e y=WK =senh@ .

Portanto, podemos definir:

senh 8 = WK
cosh @ = OW

Como K = (x,y) pertence a hipérbole, entao:
x?—y2=1
(cosh 0)? — (senh 0)? =
ou,
(26) cosh?0 — senh?0 =1

(Conhecida como Relacdo fundamental da trigopnometria hiperbdlica)

Ainda na figura 31 temos, pelo caso AA, que AOLR~AOWK.
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LR WK
0L oW
Como OL = 1, obtemos:
senh 6

27) tgh@ =
@7) tg cosh 6

Analogamente a trigonometria circular, sao definidos sech 8 =

cosh 0’

tah 6 = cosh @
senh 0 € cotg " senh @

cossech 6 =

Sabemos que cosh?8 — senh?8 = 1. Dividindo ambos os membros por

cosh?8, temos:

cosh?0 senh29_ 1
cosh?0  cosh?0  cosh?@

(28) 1-—tgh?0 = sech?6
Dividindo, agora, cosh?0 — senh?6 = 1 por senh?6, temos:

cosh?0 senh?6 1
senh?0 senh?0 senh®0

(29) coth’0 — 1 = cossech?0

Observe que demos as funcdes hiperbdlicas o mesmo tratamento dado as
funcdes trigopnométricas.

4.3. Parametrizacao de senh e cosh

Nesta secdo vamos relacionar as fungdes hiperbdlicas com as exponenciais e

com as logaritmicas. Para tal, utilizaremos as definicdes de area e logaritmo natural,
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estudadas em Célculo Diferencial e Integral. Apesar de algumas dessas no¢des nao
serem estudadas no ensino médio, seu resultado sera de extrema importancia para
novas definicbes que estudaremos a seguir. Algumas férmulas s6 serdo possiveis de

serem deduzidas depois dessa parametrizacdo que apresentamos agora.

Nosso primeiro passo é comparar o grafico da curva definida por y = 2— ea
X

hipérbole equilatera de equacgio x? — y? = 1. Vamos analisar, inicialmente, as areas

de OLK e FBLK na figura 32 abaixo e concluir que sédo iguais.

1
Figura 32 - Curvay = P Fonte: Autor,

1
Tomemos o plano cartesiano xy e nele tragamos a curva y = s Fazendo
X

T[ . - s = . .
uma rotacao de Z’ no sentido anti-horario, no sistema xy obteremos um novo sistema

cartesiano XY e a hipérbole equilatera X* — Y2 = 1, que passa a representar a curva
1 . . ~ L . :

y = o nesse novo sistema de eixos. Essa rotacdo de 7 no sistema xy a fim de se
x

obter o novo sistema XY, em algebra linear, € o que chamamos de mudanca de base.

1
Vamos demonstrar, entdo, que a curvay = ox no plano xy é representada
X

pela hipérbole equilatera X*> — Y2 = 1, no plano XY.
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, 1 :
Figura 33 - Curvay = 55 €0 sistema XY. Fonte: Autor.

Seja K um ponto qualquer sobre a curva. Suas coordenadas, em xy e em XY,
seriox =0F,y= 0G,X=0]eY =K]J.

Como HJ = 01, pelo triangulo retangulo JHO, temos:

O ‘u
i i i
Figura 34 - Triangulo retangulo JHO, com 8 = Z' Fonte: Autor

HJ
0]

sen @ =

_ — s
I =0].senf = 0].senZ
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OH
cos 0 = —
0]

- — T
OH =0].cos 0 = OJ'COSZ

Sabendo que T/ = FH e KT = IG. Pelo triangulo retangulo KT/, temos:

K

T J
. A ~ n
Figura 35 - Triangulo retangulo KT/, com 8 = " Fonte: Autor

FH
sen = —
Kj

- — s
FH =K].sen 8 = K].senZ

cos 0 =

& S

— — T
IG =K].cos 8 = K].cosz

Pela figura 33,

x=0F =0H—-F

entao,

- T s
X = FzOH—FHzO].cosZ—K].senZ
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Fazendo X = O] e Y = KJ, obtemos:

. m _ w2
x=OF=0H—FH=0].COSZ—K].SenZ=7.(X—Y)

Do mesmo modo, temos que

y=0G=0I+1G

entao,
. m __ m 2
y=0G=01+1G =0].sen—+KJ.cos—=—.(X+Y)
4 4 2
Logo,
1
y_Zx
1
2=
1 V2 V2
—=—. X-Y)—.(X+Y
= (A= X+ Y)
1 1
—=—.(X?*-Y?
5 =5 ( )
XZ Y2=

1
Portanto, a curvay = o corresponde a hipérbole x* — y? = 1.

1
Tomemos, agora, dois pontos K e W na curvay = 2— no sistema xy (veja
x

figura 36).
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O ponto K terd coordenadas x = OF e y = OG e W tera coordenadas x = OR e

y = 0S.
yll
G K
S T W
0 F R

. 1
Figura 36 - Curva 'y = o Fonte: Autor

A area do retangulo OFKG é dada por:
- 1
AOFKG = OFOG = xy =E
A area do retangulo ORW S é dada por:
— 1
AORWS == OROS = xy == E
Logo,
Aorke = Aorws

Logo,

Astke = Aprwr

Para que possamos calcular a area do setor hiperbélico OLK, rotacionaremos

T
a figura em 2 tomando a hipérbole equilatera X* — Y2 = 1.
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Figura 37 - Curva X — Y2 = 1. Fonte: Autor

Observe que:

Aorx = EAOFKG = EAOBLC = AopL

Aok = Aorkx + ArpLk = Aok + AosL

Mas,
Aorx = Aopl

Entao,
Aok = ArprLx

Com raciocinio analogo, concluimos que:

Aok = AgcLk = ArpLk

Como podemos notar, para calcular a area do setor hiperbodlico OLK, basta que
calculemos a area de FBLK e agora sim, podemos parametrizar as fun¢gfes senh e

cosh.

Definicdo 4.3.1.: O logaritmo natural de x € denotado por In x e definido pela

integral
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Inx =

*1
[La
1 ¢

1
Voltando aos eixos x,y e acurvay = Z (figura 37), a area FBLK é a regido

1
plana limitada superiormente pelo grafico da curva y = Z inferiormente pela reta

y = 0 e lateralmente pelas retas x = FK e x = BL.

Entao:

1 1
Arprk =§ln|x| =j _xdx =

1
=3 |InBL — InFK| =

1| BL

=2|"ﬁ=

A partir dai podemos fazer a seguinte analise:

Se K estiver a esquerda de L, entdo:

2 1 l BL y 1 ] GK
=—.ln—e =—.ln—
FBLK 2 FK GCLK 2 CL

E se K estiver a direita de L, entao:

1 FK 1 CL

A =—.lIn—¢eA =—.ln—
FBLK = 5 gL © fecik =5 CK
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Seja o ponto K sobre a hipérbole X? — Y2 = 1 de tal forma que a area do setor

) R
hiperbdlico gerado por ele seja; unidades de &rea. Dessa forma, LOK seré igual a

0.
No plano XY o ponto K tem coordenadas X = OW = coshf e Y = WK =

senh 6 e, no plano xy tem coordenadas x = OF e y = 0G.

Figura 38 — Hipérbole X? — Y? = 1. Fonte: Autor

Das igualdades obtidas na seg¢é&o 3.3, temos:

__ V2 V2
0F=x=7(X—Y) =7(cosh9—senh9)
__ V2 V2

G =y=7(X+Y) =7(cosh9+senh9)

Dadas as coordenadas do ponto L, ouseja, X =1,Y =0ex = 0B,y = 0C, e

o8 V2
lembrando que OB = e C = -

X

, obtemos:
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V2
A —1103—1l 2 = 1l h6 h 6
FBLK = 5" nOF_Z nﬁ(coshe—genhe) =5 n(cos senh 6)
2
€,
1 06 1 g(cosh9+senh9)
Accrx = zln% = Eln 7 = Eln(cosh 0 + senh 0)
2

Ja vimos que o angulo hiperbdlico é igual ao dobro do valor numérico da area

0
do setor hiperbdlico, entdo Ap; x = > Como Apix = Appri, teMOS:

0 1
5=73 In(cosh 8 — senh 0)

E como AOLK = AGCLK1 temos:

6 1
>=3 In(cosh 6 + senh 0)

1
suprimindo o termo > e aplicando a exponencial em ambos os membros,

obtemos
e ® = cosh @ —senh 6

e® = cosh @ + senh 0

Somando as duas equacgobes, temos:
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E subtraindo, obtemos:

o 0 _ g6
senh 6 = >
A partir dai, observemos que:
h( 9)_6_9—6_(_9)_6_9—89_ ef —e 0 _ ho
sen = > = > = > = —sen

e + e‘(‘(’) et + e? _ e? + e

cosh(—8) = > = 5 = 5 = cosh 0
o0 _o—0
RO = senh® —5 —  eb-e? 70?01 €261
Y= cosh ~ eP+e=0 ~ o040 e=0e20+1) e20+1
2
oh = 1 e*+1
cotg "~ tgh6  e20 —1
ho = 1 _ 2
SeC Y = osh 6 e +e?
1 2
cossech 0 =

senh e? —e?

Podemos, também, utilizar a forma parametrizada de senh 8 e cosh 6 para
verificar a relacdo fundamental da trigonometria hiperbdlica:

cosh?6 — senh?6 =



4.4.

Entao,

cosh?0 — senh?0 =1

Adicao e subtracéo de arcos

64

Definidos e parametrizados senh e cosh podemos iniciar o estudo das formulas

de adicdo e subtracdo de arcos. As primeiras féormulas serdo obtidas utilizando as

formas parametrizadas de senh e cosh, porém a maior parte das formulas seréo

provadas com a parametrizacdo apenas num capitulo a parte, haja vista que se

enguadra na forma com que esse tema sera estudado e aplicado ao ensino médio.

Nesse capitulo, demonstraremos que:

e senh(f + 0) = senh B.cosh 0 + senh 6. cosh 8
e senh(f — 60) = senh .cosh 8 — senh 6.cosh f8
e cosh(B + 0) = cosh B.cosh 0 + senh B.senh 0

e cosh(B —0) = cosh B.cosh 0 — senh B.senh 0
_ tghp+tgho

© tgh(B+0) =1 3nBtgh o
_ tghp—-tghao

© tgh(B-0) =14 hptgho
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No final do capitulo 3, item 3.3 vimos que
(30) e ®* =cosha—senha

(31) e*=cosha+ senha

a e—af

Em senha = £ > tomemos a = B + 6; Logo:

e(B+0) _ o= (B+0) B ef.e® —e B e ?

senh(f +60) = > = >

Utilizando as igualdades (30) e (31) e substituindo, obtemos:

senh(f +60) =

(cosh B + senh f3).(cosh 0 + senh 8) — (cosh B — senh B).(cosh 6 — senh 0)
z =

Efetuando os devidos produtos e reduzindo os termos semelhantes,

2.senh f.cosh 8 + 2.senh 6.cosh 8
2

senh(f +0) =

(32) senh(pB + 0) = senh B.cosh 6 + senh 6.cosh 8

Como senh(—6) = —senh 6 e cosh(—80) = cosh 0 e, utilizando a férmula da

adicao de arcos, obtemos:
senh(B — 8) = senh(B + (—80)) = senh B.cosh(—6) + senh(—0).cosh B
senh(B — 0) = senh B.cosh 6 + (—senh@).cosh

(33) senh(p — 0) = senh B.cosh 8 — senh 6.cosh B
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Para a adicao e subtracao de arcos na funcéo cosh o procedimento é analogo

ao de senh, temos:

e*+ e @
coshag = ———

Tomandoa = + 6

e(B+0) 4 o= (B+0) o o0 4 o=F o—0
2 B 2

cosh(f +06) =

Utilizando as igualdades (30) e (31) e substituindo, obtemos:

cosh(f +6) =

(cosh B + senh f).(cosh 6 + senh ) + (cosh B — senh B).(cosh 6 — senh 0)
z =

Efetuando os devidos produtos e reduzindo os termos semelhantes,

2.cosh B.cosh 8 + 2.senh 3.senh 0
2

cosh(B +6) =

(34) cosh(B + 0) = cosh B.cosh 6 + senh B.senh 6

Para a subtracéo de arcos,

cosh(B —0) = cosh(ﬁ + (—9)) = cosh B.cosh(—8) + senh B.senh(—6)
cosh(B — 6) = cosh B.cosh 0 + senh B.(—senh 6)

(35) cosh(p — 0) = cosh B.cosh 6 — senh B.senh 6
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Utilizando as igualdades (32), (33), (34) e (35) podemos obter as formulas

para adicao e subtracdo de arcos para tgh.

senh(f +60) senhp.cosh 6 + senh 6.cosh 8
cosh(B +6) cosh B.cosh 6 + senh B.senh 6

tgh(B +6) =

Dividindo numerador e denominador por cosh [.cosh 6,

senh B.cosh 8 senh 6.cosh

cosh B.cosh 8 cosh .cosh @
tgh(B +0) = 5sh B.cosh® senh B.senh 6

cosh B.cosh 8 cosh .cosh 0

senh 3 senh 6

cosh f cosh@
tgh(B +0) = —senn B.senh 0
cosh B.cosh 6

__ tghpB+tgho
(36) tgh(B +6) == tgh B.tgh 0

Demonstrando a subtracao de arcos,

senh(f —60) senh f.cosh 8 — senh 6.cosh 8
cosh(B —6) cosh B.cosh 6 — senh B.senh 6

tgh(B —0) =

Dividindo numerador e denominador por cosh [.cosh 6,

senh B.cosh 8@ senh 6.cosh f3
cosh B.cosh 6 "~ cosh B.cosh 6
tgh(B —0) = Cosh B.cosh® senh B.senh 6
cosh B.cosh 6 cosh B.cosh 6
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senh  senh 6

cosh “cosh 6
tgh(B = 0) = —senn B.senh 6

"~ cosh [.cosh 6

tghp—tgho
1—-tghp.tgho

(37) tgh(B - 06) =

4.5. Formulas para arco duplo, arco triplo e bisseccéo de arcos

Conhecidas as formulas de adicdo e subtracdo de arcos, obtemos as formulas
de arco duplo e arco triplo.

Para obtermos as férmulas de arco duplo, tomemos a = . Assim, da
igualdade (32),

senh(2a) = senh(a + a) = senh a.cosh a + senh a.cosh a
(38) senh(2a) = 2.senh a.cosh a
Pela igualdade (34),
cosh 2a = cosh(a + @) = cosh a.cosh a + senh a.senh a

cosh 2a = cosh?a + senh’a

Como cosh?a — senh?a = 1,

cosh?a = 1 + senh®a

ou



senh?a = cosh?a — 1

Substituindo cosh®a chegamos em

(39) cosh2a =1+ 2.senh’a

E substituindo senh?a obtemos

(40) cosh2a = 2.cosh’a—1

Formula da tangente do arco duplo:

tgha +tgha
1+tgha.tgha

tgh2a = tgh(a + a) =

2.tgha

41) tgh2a =————
(#1)  tgh2a 1+ tgh’a

Para as férmulas de arco triplo, basta tomarmos 3a = 2a + «.

senh 3a = senh(2a + a) = senh 2a .cosh a + senh a.cosh 2a

69

Substituindo senh 2a por 2.senh a.cosha e cosh 2a por 1+ 2senh®a ,

temos,

senh 3a = (2senh a.cosh a) cosh a + senh a (1 + 2.senh*a)

senh 3a = 2.senh a.cosh?a + senh a + 2.senh3a

Substituindo cosh®a por 1 + senh*a, temos

senh 3a = 2.senh a. (1 + senh?a) + senh a + 2.senh®a
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senh 3a = 2.senh a + 2.senh3a + senh a + 2.senh®a
(42) senh3a = 4.senh®a + 3.senha
Para cosh 3a,
cosh 3a = cosh(2a + a) = cosh 2a.cosh a + senh 2a. senh «

Substituindo cosh 2a por 2.cosh’a —1 e senh 2a por 2.senh a.cosh a .

temos,

cosh 3a = (2.cosh?a — 1).cosh a + (2.senh a.cosh a).senh «

cosh 3a = 2.cosh3a — cosh a + 2.senh®a.cosh a

Substituindo senh?a por cosh’a — 1:

cosh3a = 2cosh®>*a — cosha + 2 (cosh®* a - 1) cosha
cosh3a = 2cosh®>a — cosha + 2 cosh®a- 2 cosha

(43) cosh3a = 4.cosh3a + 3.cosha

Finalizando o capitulo, vamos obter as férmulas para bissecc¢ao de arcos (arco

metade).

Da igualdade (39) e usando a = g , temos:

cosh 2 (g) =1+ 2.senh? (g)

cosh B =1+ 2.senh? (g)
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Fazendo as operacfes necessaérias,

(44) senh (g) =+ /%

Analogamente, pela igualdade (40).

cosh 2 (g) = 2.cosh? (g) -1

cosh B = 2.cosh? (g) -1

ApOs as operacdes basicas,

(45) cosh (g) =+ /w

senh(g)
Considerando que tgh (E) = —ﬁ) e substituindo as igualdades (44) e

cosh(;

(45),

B\ coshf -1
(46)  tgh (E) =3 ‘coshﬁ +1

4.6. Transformacdo de somaem produto (prostaférese)

Na obtencao dessas transformacfes de soma em produto, vamos retomar as
formulas (32), (33), (34) e (35).
(32) senh(B + 6) = senh B.cosh 6 + senh 6.cosh 8



(33) senh(B — 0) = senh B.cosh 6 — senh 0.cosh 8
(34) cosh(B + 0) = cosh B.cosh 6 + senh B.senh 6
(35) cosh(B — 0) = cosh B.cosh 8 — senh B.senh 6

Somando as igualdades (32) e (33),

senh(B + 6) + senh(B — 6) = 2.senh B.cosh 0
Subtraindo (33) de (32),

senh(B + 0) — senh(B — 6) = 2.senh 6.cosh B
Somando (34) e (35),

cosh(B + 6) + cosh(B — 6) = 2.cosh a.cosh B
Subtraindo (35) de (34),

cosh(B + 6) — cosh(B — 6) = 2.senh a.senh B

Para todos esses casos, vamos considerar

(fro=c

Resolvendo esse sistema, chegamos que

a+ a—
aty o _a-y

F=7 2

e substituindo nas igualdades anteriores obtemos as formulas:

a+ a—
(47) senh a + senhy = 2.senh (Ty) .cosh ( y)

72
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a— a+
(48) senha — senhy = 2.senh (T]/) . cosh( 5 y)

a— a+
(49) cosha + coshy = 2.cosh (Ty) .cosh ( y)

a— a+
(50) cosha — coshy = 2.senh (Ty) .Senh( y)

4.7. Func8es Hiperbdlicas e seus graficos

De acordo com o que ja vimos, as funcdes hiperbdlicas podem ser definidas, a
partir da extensao real de angulo hiperbdlico. As parametriza¢des obtidas para 0 seno
e cosseno hiperbdlico, confirmam que de fato podemos considerar as funcdes senh x
e cosh x, definidas em toda reta. A funcéo seno hiperbélico é uma fungao impar, onde
o dominio é o conjunto dos nimeros reais, assim como o conjunto imagem. A funcéo
cosseno hiperbdlico € uma funcéo par, definida em R, como o dominio sendo o
conjunto dos nimeros reais e a imagem, o intervalo [1, +0).

Existem iniameros métodos de se obter os gréficos das fungbes seno

hiperbdlico e cosseno hiperbdlico. Um desses métodos consiste em esbocar,

- ~ . e
separadamente, os graficos das fungdes exponenciais y = - €Y = —5— e somam-

se ou subtraem-se as coordenadas y correspondentes. Esse método € chamado de
adicdo de ordenadas. Nossa abordagem sera diferente. Esbocaremos o gréafico a
partir do comportamento da funcdo, fazendo uso das propriedades da derivada
primeira, derivada segunda e limites no infinito. O conceito de derivada esta ligado ao
problema de tracar uma reta tangente a uma curva. A integral, por sua vez, esta ligada
ao problema de determinar areas de uma figura qualquer.

Na secdo 4.8. apresentamos algumas derivadas e antiderivadas que serao
Uteis para a constru¢ao dos graficos.

Considere a relacédo que representa a fungcéo do seno hiperbalico:
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eX — X
senh = {(x, y):y = senh x = T}

. senh(0)=0
. senh(—x) = —senh (x). Entdo y = senh (x) € uma funcdo impar.

Logo, se conhecermos seu grafico para x > 0, basta tomarmos o

simétrico em relagcéo a origem para completa-lo para x < 0.

d d (e¥—e™* eX+e %
. (senh x) = — = = coshx > 0 para todo x
dx dx 2 2

(como veremos logo a seguir), ou seja, como a primeira derivada € maior
que zero para todos os valores do dominio, a funcdo y = senh x é dita

estritamente crescente. Lembrando que a primeira derivada esta

relacionada ao crescimento ou decrescimento da funcao.

dZ
2 (senh x) = senhx . A segunda derivada nos fornece a
concavidade da funcdo. Se x > 0, entdo senh x > 0 e, se x < 0, entdo
senh x < 0, portanto y = senh x é céncavo para cima quando x > 0 e

cbncavo para baixo quando x < 0, e 0 é o ponto de inflexao.

. . eX—e™* .

lim,_senh x = lim,_,q — —=to e lim,__,senhx =
. eX—e™X . .

llmxﬁ_ooT = —oo0 OU seja, a imagem da funcdo y = senh x é

todo o intervalo (—oo, +0).
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6. Comoe*>0e e™™ >0 para todo x, entdo —e™* < e* —e ™™ < e*.
e * e*
Logo — — < senhx < PR

X —X
7. lim,_ o (senh x — %) = lim,_ o (— eT) =0 e lim,,_,(senhx+
e~ . e~ _ 4
) = limy, () =0".

X
e
Pelas propriedades observadas, temos que: senh x se aproxima de >

—-X
e
guando x cresce, vindo por baixo, e se aproxima de — S guando x decresce, vindo

por cima.
e* e*
O gréfico a seguir representa as funcdes y = senh x, y = > ey=-— PR
Jky
Yy =senhx
ex
y=? .......
X
y=-%

Figura 39 - Seno Hiperbdlico. Fonte: Autor.
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Considere a relacdo que representa a funcéo cosseno hiperbdlico:

e* + e‘x}

cosh = {(x, y):y = coshx = 5

Temos:
1. cosh(0) =1

2. cosh(—x) = cosh(x), isto €, y = cosh x é uma funcao par. Assim, o grafico

é simétrico em relagéo ao eixo y.

o} a
3. E(coshx) = senhx >0, sex>0 e E(coshx) = senhx < 0 se

x < 0, portanto, y = cosh x é decrescente se x < 0, crescente se x > 0 e

tem um minimo global em x = 0. Logo, cosh x > 1.

d2

P (cosh x) = coshx = 1, e logo y = cosh x € sempre cdncavo para
X

cima.

5. limy_;coshx = lim,_,_,coshx = +oo, ou seja, a imagem da fungéo

y = cosh x é o intervalo [—1, +0).

6. Comoe* >0 e e > 0 paratodo x, entdo —e™* < e* —e™ < e*. Logo
e—X eX

—— <senhx <—.

2 2

X —X
7. lim,_ o (coshx — %) = limx_,oo(eT) =0t e lim,,_o(coshx—

—X X
"’T) = limx_,_oo(%) = 0%,
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ex
Pelas propriedades observadas, temos que: cosh x se aproxima de > gquando

—-X
- e Ve -
X cresce e se aproxima de — — quando x decresce, mas é sempre maior que

ambas.

L ¢ . ~ e
O gréfico a seguir representa as fungbes y = coshx,y = ey =——.

y=coshx [

Sl
<

2o

(N

A 4

Figura 40 - Cosseno Hiperbdlico. Fonte: Autor

Tomemos agora a forma parametrizada da tangente hiperbdlica e seja f(x) =

tgh x. Queremos esbocar o grafico de f(x).

e?* —1

f(x)=tghx=m

Observe que como e?* + 1 # 0, Vx € R, entdo D(f) = R.

Assintotas horizontais e verticais

e?*—1  0-1
e2x+1  0+1

lim,_,_otgh(x) = lim,_,_q = —1. Entdo y = —1 é assintota

horizontal.
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. . ezx—l ITyA .+ ) (e _1)2
lim,_,ootgh(x) = lim,_ 1o —er_I_lR. deL'Hopital = limy_, ;0o ~——— P

2x
e
limy 100 —= " = lim,_,,1 = 1. Entdo y = 1 é assintota horizontal.
e

Como a funcgéo é continua em R, entdo ndo existe assintota vertical.
Observe que, para x = 0, temos tgh 0 = 0 e paray = 0, temos x = 0. Entdo
o ponto (0,0) é ponto de interseccéo do grafico com os eixos x e y.Como a derivada

primeira de f(x) determina onde f(x) € crescente e/ou decrescente, entao:

[tgh x]' = sech®(x)

2 2
gl = (G5 =)

4_er
[tghx]' = ——
(e?* +1)
4ezx
Portanto, como (eT-I-l)Z > 0 paratodo x, entdo f(x) = tgh x é crescente no

intervalo (—oo; +00).
Precisamos determinar a derivada segunda de f(x).

4e2*

N

8e?*, (1 — e?¥)
(e?* +1)3

') =

Observe que 8¢?* >0 e (e** +1)3 > 0 para todo X, entdo basta que

analisemos (1 — e?%).

1—-e?* <0 ex>0
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1—e?*>0 ox<0

A fungdo apresenta concavidade voltada para cima quando x <0 e

concavidade voltada para baixo quando x > 0, e (0,0) € ponto de inflexdo, pois

£(0) = tgh(0) = 0.

Utilizando essas informacdes ja podemos esbocar o gréfico de f(x) = tgh x.

Figura 41 - Gréfico de f(x)=tgh(x). Fonte: Autor.

A sequir, os gréaficos de sech, cosh e cotgh.

g
2 -1 0 1 2

Figura 42 - gréfico de sech. Fonte: Autor.



Figura 43 - Gréfico de cossech. Fonte: Autor

Figura 44 - Gréfico de cotgh. Fonte: Autor.

4.8. Formulario de derivadas e antiderivadas das func¢des hiperbdlicas

4.8.1 Formuléario de derivadas

d
* (senh x) = cosh x

d
* (cosh x) = senh x



dZ
P (senh x) = senhx
d2
e (cosh x) = cosh x

a _ o2
» (tgh x) = sech®x

d 2
(cotgh x) = —cossech®x
dx

d
Ix (sechx) = —sech x.tgh x

d
dx

Demonstracdes:

(cossech x) = —cossech x. cotgh x

d d [eX—e™* eX—e™X

— (senhx) = — =|———) =coshx

dx dx 2 2

d d [eX+e™* eX—e™X

— (coshx) = — =|——— ) =senhx

dx dx 2 2

d d (senhx cosh?’x—senh?x 1 5
— (tghx) = — = > = —— = sech“x
dx dx \cosh x cosh“x cosh“x
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e Corsn) = ()
dx cotgn x ~dx tgh x

d

dx

(o)
cosh x

d
Ix (sechx) =

d

dx

=
senh x

d
x (cossech x) =

4.8.2 Formulério de antiderivadas

[ senh xdx = coshx + C

[ cosh xdx = senh x + C

[ sech?xdx = tghx + C

[ cossech?xdx = —cotghx + C

[ sech x.tgh xdx = —sechx + C
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sech®x 5
>— = —cossech“x
tgh-x
]
senh x
-— = —sechx.tghx
cosh®x
]
cosh x
— >~ = —cossech x.cotgh x
senh“x
]

[ cossech x.cotgh xdx = —cossech x + C



Demonstracdes

e [senhxdx =coshx+C

eX —e™* 1 1
j(T) dx = fzexdx—JEe‘xdx

2 2 2

e [coshxdx =senhx+C

eX+e™* 1 1
](T) dx = jzexdx—kae‘xdx

2 2 2

e As demais demonstracdes sdo desenvolvidas de maneira anéloga.

1 11 _ e¥+e*
=—Jexdx——je *dx = ———=coshx+c

1 11 _ e¥ —e™*
=—jexdx+—Je *dx = ————=senhx +c

83
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5. ARRESENTAC}AO DAS FUNCOES HIPERBOLICAS NO ENSINO
MEDIO

Durante o ensino médio, mais precisamente no 2° ano, os alunos tém acesso
a trigonometria circular, estudo da hipérbole — inclusive a unitaria, bem como a
exponenciais, operacdes com exponenciais, estudo de funcdes, etc.

E fato que boa parte das demonstracdes aqui utilizadas n&o sdo possiveis de
serem trabalhadas com os alunos. Essas destinam-se, exclusivamente, a professores
ou interessados no assunto, mas uma parte substancial das definicbes, conceitos
podem ser aplicadas direta ou indiretamente.

Apos os alunos conhecerem a trigonometria circular, suas propriedades e
férmulas, a forma de se medir um angulo em funcao da area do setor a ele submetido
deve ser apresentada para que se possa mostrar como definir a medida de um angulo
hiperbdlico. A partir dai pode se apresentar as definicbes basicas da trigonometria
hiperbdlica a partir da trigopnometria circular.

Alguns comentarios sobre o processo de parametrizacdo das funcdes seno
hiperbdlico e cosseno hiperbdélico podem ser feitos, mas o essencial € que os alunos
compreendam que essas func¢des podem ser escritas utilizando um parametro, que
foi apresentado como uma medida de angulo hiperbdlico. Parte do conteudo utilizado
na obtencdo dessa forma parametrizada, como mudanca de base e aplicacado de
integrais, ainda ndo € conhecido pelo aluno do ensino médio e mostrar seu
desenvolvimento por completo pode causar um desconforto desnecessario nos
alunos. O professor pode comentar levemente sobre esses contetdos a fim de que o
aluno saiba da existéncia dos mesmos e sinta-se interessado em conhecé-los
futuramente.

Com a forma parametrizada inicia-se a pratica dos alunos, propriamente dita.

eX—e™X eX+e™*
Considerando que senh x = — e coshx = o o trabalha apresenta
dezenas de formulas, definicbes e identidades trigonométricas que os alunos podem
verificar a veracidade utilizando esses parametros. Procedemos desta forma na
pagina 65 quando mostramos que cosh?x — senh?x = 1, ou ainda na obtencdo das
férmulas de adicdo de arcos. Para essas atividades o aluno devera por em pratica as
propriedades entre poténcias de mesma base e a expansao de alguns produtos

notaveis, por exemplo.
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Na sec¢do 4.4 obtemos a férmula do seno hiperbdlico para adicdo de arcos e,
logo abaixo, h4 uma sugestdo de como o aluno pode verificar a veracidade dessa
férmula apenas utilizando as formas parametrizadas e conteudos ja conhecidos.

Verificacdo da férmula do seno hiperbdlico da adicdo de arcos:

senh(a + ) = senh a.cosh§ + senh f8. cosh «

Pela definicdo de seno hiperbdlico temos que

edtB_o—a-p

senh (a + p) = >

Trabalhando com o segundo membro da igualdade:

senh a.cosh f + senh 3. cosha =

(e“ —Ze) | (eﬁ +2e-ﬂ> . <eb’ —Ze-ﬁ> | (e“ +2e) _

et ef e e P —e @ ef —o @B % B 4% ef — % 7B _ o=@ o=F

senh(a + f)

Uma outra sugestdo de abordagem para explorar o tema € o estudo qualitativo
das funcdes hiperbdlicas: estudo da paridade, periodicidade, construcdo de graficos

de cada uma das fungdes.
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Observemos que é perfeitamente factivel uma visualizagdo intuitiva dos
esbocos dos gréficos das funcdes hiperbdlicas, sem a utilizacdo das ferramentas do
calculo diferencial e integral. Nesse processo desenvolve-se a ideia de paridade,
obtencdo de alguns pontos do grafico pelo método da adicdo de ordenadas,
aproximacoes de outras fungcdes quando x cresce ou decresce e limitagdes (por
exemplo senh x estd entre duas funcbes exponenciais e, por consequéncia, 0 seu
grafico esta “espremido” entre elas).

Ao final da secédo 4.3 verificamos a paridade das funcdes senh e cosh. Esse
desenvolvimento sera retomado de forma didatica a seguir como sugestdo de como
apresentar ao aluno.

Discutir a paridade das fungdes f(x) = senh x e g(x) = cosh x.

e* —e™*

f(x) =senhx = —

Por outro lado,

-X _ e—(—x) e X — g% x —-x

f(=) = senh (—x) = ———— =" =~ T = —f(x)

Como f(—x) = —f(x) ouainda f(x) = —f(—x), concluimos que f(x) é uma
funcao impar.

Fazendo a mesma andlise para g(x), temos:
g(x) = cosh x = ex.;—e—x

Por outro lado,

e *+e* e*+e™”*
2 2

g(=x) = cosh (=x) = =g()

Como g(x) = g(—x), concluimos que g(x) é uma funcéo par.

Um detalhe util para o esboco dos gréaficos é verificar que, tanto f(x) como g(x)
e* e X
podem ser obtidas a partir das funcées h(x) = e l(x) =— — onde:
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fO) = h(x) +1(x) e g(x) = h(x) — I(x).

Tomando que e = 2,71, vamos esbocgar os graficos de h(x) e l(x), cujas

informag6es usaremos na construcdo do gréafico de f(x).

x 3 -2 1 0 1 2 3
ex e—3 e—Z e—l eO el eZ e3
2 2 2 2 2 2 2 2

h(x) | 0,024 | 0,067 | 0,183 0,5 1,36 3,7 |10,042

" h(x)

Figura 45: Gréfico de g(x). Fonte: Autor



X -3 -2 -1 0 1 2 3

e * e3 e? el ef e~ 1 e~ 2 e 3
2 2 2 2 2 2 2 2
[(x) -10,042 -3,7 -1,36 -0,5 -0,183 | -0,067 -0,024

Figura 46: Grafico de 1(x). Fonte: Autor

Ix)
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Utilizando o método da adicdo de ordenadas e considerando que f(x) =

h(x) + l(x) , montamos a tabela de ordenadas a seguir e podemos esbocar o gréafico

de f(x).
X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x) -10,018 | -3,633 -1,177 0 1,177 3,633 10,018




89

§ (&Y

h

Figura 47: Gréfico de f(x). Fonte: Autor

Isso permite observar que f(0) = 0 e obter os conjuntos dominio e imagem de

f, sendo ambos o conjunto dos nimeros reais.

h(x) o LI
4

3 2 A 0/4—"’—5— 5w

Figura 48: Gréficos de f(x), h(x) e 1(x). Fonte: Autor
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Na figura 48 podemos observar que a funcéo f(x) se aproxima da fungéo h(x)
a medida que x cresce, e se aproxima de [(x) a medida que x decresce. Sendo
assim, a curva que representa a funcéo senh x estara sempre compreendida entre as

fungdes exponenciais h(x) e I(x). E possivel verificar esse fato algebricamente,
como faremos a seguir:

Como e* > 0 e e™ > 0 para todo x, entdo:

—ef<ef—eF <e*

I(x) < f(x) < h(x)

Como g(x) = h(x) — I(x), podemos eshocar o grafico da funcdo g(x) =
cosh x fazendo as mesmas andlises que fizemos para f (x).

Ja& vimos que g(x) é uma fungéo par, entdo g(—x) = g(x), que implica que o
eixo das ordenadas € eixo de simetria no gréfico de g(x).

Assim como fizemos para f(x), vamos montar a tabela com alguns pontos

utilizando o método de adi¢do de ordenadas. Ja que g(x) = h(x) — I(x), obtemos:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
g(x) | 10,066 | 3,767 | 1,54 1 1,54 | 3,767 | 10,066
ex

Temos? >0,Vx R, logo

e* e X e ™

— + — = coshx >
2 2

,Vx €R.

e—x
Similarmente, como T >0, Vx €R,
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ex e—x X

— + = coshx > — ,Vx €R.
2 2 2

e, por consequéncia, g(x) > h(x) e g(x) > —I(x). Concluimos, entdo, que a curva
da funcédo g(x) = cosh x estard sempre acima das curvas definidas pelas funcées

exponenciais h(x) e —L(x).

9(x)

-I(x)

T T T T T T
5 4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Figura 49: Gréficos de h(x), g(x) e -1(x). Fonte: Autor

Apbs o esbogo do grafico é facil perceber que o dominio de g é conjunto dos
numeros reais, enquanto que a imagem de g é o intervalo [1, +0).

A analogia com a trigonometria circular deve sempre ser enfatizada e
apostamos ser este o principal recurso para a trigopnometria hiperbdlica apresentar-se
de maneira significativa aos alunos. Desta forma, os conteidos devem ser inseridos
em paralelo, ressaltando a similaridade entre os mesmos, ou quando nao, a
adaptacdo minima. Neste sentido é recomendavel as comparacgfes entre: equacdes
fundamentais, adicdo e subtracdo de arcos, relagbes trigonométricas, paridade das
funcdes e imagens de x = 0. Por outro lado, ressalta-se também a divergéncia no
comportamento dos graficos, enquanto as circulares sédo periodicas, as funcbes
hiperbdlicas ndo desfrutam desta propriedade. Essa comparacdo entre as
trigonometrias gera interesses e davidas nos alunos e uma discusséo para entender

0 porqué dessas divergéncias trara grandes beneficios e conhecimento.
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Ao final desta sequéncia de estudos, o aluno tera conhecimento de conceitos
bésicos de trigonometria hiperbdlica e esse conceito pode, inclusive, ser ampliado
com exemplos mais simples sobre a catenaria, ja que esta diretamente relacionado
com a forma parametrizada da funcdo cosseno hiperbdlico.

Uma vez que os alunos ja fizeram, em anos anteriores, o estudo da parébola,
poderdo comparar os graficos e verificar que, apesar de visualmente parecidas, nao
se tratam da mesma familia de curvas.

Dispondo de um tempo limitado para o assunto, muitos aspectos aqui
levantados podem ser desenvolvidos, a partir da apresentacdo direta das
parametrizacbes de senh x e cosh x. Consideramos a seguinte sequéncia didatica
para apresentacdo do assunto: “Vamos definir fungbes seno e cosseno com
comportamentos parecidos ao da trigonometria que estudamos, mas com algumas
diferencas, por isso faremos uma distingdo desde seus nomes, serdo chamados

senh x e cosh x e definidos por

—e X eX+e X
senhx =—— e coshx =——

Observamos que estas fun¢des satisfazem uma identidade
cosh?x — senh?x = 1,

ou seja, sdo pontos de uma hipérbole. Por esta razéo, senh x e cosh x séo ditas
funcdes hiperbdlicas, enquanto que sen x e cos x sao fungdes circulares. Podemos
definir, para esta nova trigonometria, tangente e as demais funcdes trigonométricas
paralelas as que ja conhecemos...”. Mostra-se, a partir dai, as diferencas e as
multiplas semelhancas entre as trigopnometrias e o desenvolvimento proposto nos

demais paragrafos deste capitulo.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

A elaboracéo do trabalho foi feita de forma que um aluno, professor ou qualquer
interessado no conteldo possa utilizar esse trabalho como uma ferramenta Util para
obter informacfes necessarias para um entendimento substancial do assunto. Por
isso, foram apresentados contelddos classicos, como trigonometria circular e
caracteristicas da hipérbole, e seguiu-se com as propriedades, definicbes e
demonstracdes da trigonometria hiperbdlica a fim de se obter informagdes gerais, mas
precisas sobre o tema.

E fato que esse estudo de trigonometria hiperbdlica é impossivel de ser
apresentado de forma completa aos alunos do ensino basico, haja vista que varias de
suas demonstracdes exigem conhecimentos que, em geral, sdo acessiveis no ensino
superior especifico, mas isso, no entanto, ndo esta impedido que nocdes basicas
sejam apresentadas, estudadas, aplicadas e relacionadas com outros conceitos
matematicos.

Neste sentido, concluimos o trabalho apresentando uma sugestdo de
abordagem do conteddo aos alunos do ensino médio, que objetiva explorar as
manipulacdes algébricas, advindas de aplicacdes das propriedades de exponenciais,
visualizacdo intuitiva dos graficos e sobretudo ressaltar as semelhancas entre as

trigonometrias, circular e hiperbdlica, em todos seus aspectos.
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