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RESUMO

As equagdes algébricas tem uma importancia impar no desenvolvimento da
algebra. Neste trabalho sdo apresentados métodos de resolucdo das equacbes cubicas e
quarticas, como também comentarios da nao solubilidade por radicais das equacdes de graus
maior ou igual a cinco. A férmula de resolugdo da equacdo do terceiro grau trouxe a
necessidade de trabalhar com extracdo de raizes quadradas de nimeros negativos, motivando
0 surgimento dos numeros complexos. Embora as expressdes para as solucdes das equacdes
clbicas e quarticas sejam pouco praticas, suas descobertas impulsionaram o estudo das
equacdes algébricas e, em consequéncia, a algebra. Apresentamos sugestdes de metodologias
e técnicas de resolucdo diferenciadas, como contribuicdo para o ensino de polindmios e

equac0es algébricas no ensino médio.

Palavras-chaves: polinbmios, equacdes algébricas, raizes.



ABSTRACT

Algebraic equations has a singular importance in the development of algebra.
In this research, methods of solving the cubic and quartic equations, as well as considerations
of non-solubility by radicals of equations of higher degrees or equal to five are presented. The
formula for the resolution of the third degree equation has brought the need to work with the
extraction of square roots of negative numbers, encouraging the emergence of complex
numbers. Although the expressions for the solutions of cubic and quartic equations are
impractical, their findings have boosted the study of algebraic equations and therefore the
algebra. We present suggestions of methodologies and techniques of differential resolution, as

a contribution to the teaching of polynomials and algebraic equations in high school.

Keywords: polynomials, algebraic equations, roots.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos os métodos classicos de resolucdo das equacgdes
algébricas de graus 3 e 4, nos quais apresentamos expressdes para determinar as raizes das
equacOes clbica e quartica, expressdes estas que sdo dadas em funcdo dos coeficientes das
equacdes. As operacBes envolvidas sdo as operacdes algébricas fundamentais (adigdo,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo) além da extracdo de raizes quadradas e

cubicas. Dado um polindmio f(x) de grau n, neN, consideremos a equacdo f(x)=0.

Resolver esta equacdo por radicais, € resolvé-la por meio das operagdes basicas e da extracdo
de raizes.

Métodos para a resolucdo da equacdo do primeiro grau ja eram conhecidos
pelos egipcios em 3500 a.C, enquanto que a formula da solucdo da equacdo do segundo grau

foi estabelecida pelos babilénios, em 1700 a.C. Para a equacdo do primeiro grau ax+b=0

x b . .
onde a=0, temos a solugdo X =—— que pode ser expressa por meio de radicais, de fato, se
a

—920 entdo x=—9= (—9)2, enquanto se —9<0 tem-se x=—9=—/(—9)2.
a a a a a a

Enquanto a equagdo do segundo grau ax®+bx+c=0 onde a=0, tem solugdo expressa por

. —b++/b? —4ac

2a
A resolucdo de equacbes do terceiro e quarto graus também podem ser

, mesmo no caso de b>—4ac<0.

apresentadas por meio de radicais. Conforme descreve Garbi [7] a descoberta envolveu uma
grande disputa entre Girolamo Cardano (1501 — 1576) e Nicolo Fontana (Tartaglia) — (1499 —
1557). Por volta de 1510, Scipione del Ferro, professor de Matematica da Universidade de

Bolonha, encontrou uma solugdo da equacdo X+ px+q=0. Este ndo a publicou, mas

revelou-a a um de seus alunos, Antonio Maria Fior, que mais tarde tentou levar vantagem em
um desafio com Tartaglia. Na época era comum o langamento de desafios entre sabios, e Fior
desafiou Tartaglia. O desafio consistia na resolucéo de diversos problemas, e Fior pretendia

apresentar questdes que envolviam equacgdes do terceiro grau, da qual somente ele tinha a
solugéo. Tartaglia encontrou a solucdo das equagdes do tipo x*+ px+q=0 e também do tipo

x® + px® +q =0, deste segundo tipo de equacdes, Fior ndo conhecia a solucfo e com isso Fior

saiu humilhado do desafio.



Ainda segundo Garbi [7], por esta época Cardano estava escrevendo o livro
“PRATICA ARITHMETICAE GENERALIS”, conhecido como Ars Magna. Cardano pediu a
Tartaglia para que lhe revelasse a solucdo das equacdes do terceiro grau para que fosse
publicado em seu livro, mas, Targaglia ndo concordou, pois ele mesmo queria publicar sua
descoberta. Mais tarde, sob juramentos de que ndo publicaria a solucdo, Tartaglia revelou a
solucdo das equagbes do terceiro grau a Cardano. Ao saber que Scipione del Ferro j& havia
encontrado tais solugdes, Cardano quebrou seus juramentos e publicou a solucdo das equacdes
do terceiro grau em seu livro Ars Magna em 1945. Cardano publicou também a solucéo das
equacdes do quarto grau, que seu discipulo Ludovico Ferrari (1522 — 1560) encontrou, como
continuidade a solucdo da equacdo do terceiro grau. Nas palavras de Garbi [7]: “No final, a
posteridade foi injusta para com o sofrido Tartaglia: a formula que ele deduzira e que
ensinara ao desleal inimigo, ao invés de receber seu nome, € hoje generalizadamente
conhecida como Férmula de Cardano.”

Descobertas as formulas das equacgdes cubicas e quarticas, 0 proximo passo
seria descobrir a formula da equacdo do quinto grau. Muitos tentaram, mas sem éxito. Niels
Henrik Abel (1802 — 1829) provou por meio da algebra classica a insolubilidade dessas
equacOes. Em 1832, Evariste Galois (1811 — 1832) provou a impossibilidade de equacgdes de
grau maior ou igual a cinco ter solucdo por radicais, que foi um dos pilares para o surgimento
da &lgebra moderna. Galois construiu uma teoria nova, associando a cada polinbmio com
coeficientes reais uma estrutura chamada Grupo de Galois. Segundo Garbi [7], por varias
vezes Galois enviou para a Academia de Ciéncias seus manuscritos, mas ndo eram lidos ou
eram deixados de lado, por conta do grande grau de dificuldade.

Neste trabalho, no primeiro capitulo é dada a solugcdo da equacao cubica como
também a relacdo entre o sinal do discriminante e os tipos de raizes da cubica. No segundo
capitulo descrevemos os procedimentos para a solucdo da equacdo quartica. No terceiro
capitulo discutimos a ndo solubilidade por radicais das equacdes de graus maior ou igual a
cinco, abordando de forma breve e resumida, alguns conceitos da algebra necessarios para o
entendimento da impossibilidade da resolucdo por meio de radicais das equacdes de grau
n>5. No quarto capitulo detalhamos de maneira geral as equacdes algébricas destacando
abordagens e aplicacdes interessantes da teoria, entendendo que muitas delas poderiam ser
disponibilizadas para o ensino médio, como facilitador e estimulador da aprendizagem. Neste

sentido, organizamos no quinto capitulo um roteiro de sugestdes para o estudo dos polinémios



e equacdes algébricas no ensino médio, através de uma sequéncia didatica de conteudos e
discussoes, além de exercicios dirigidos.
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1. EQUACAO CUBICA
1.1 — A histéria

A descoberta da formula para a resolugdo da equagdo clbica aconteceu na
Itdlia, no século XVI. Por volta de 1510, Scipione del Ferro encontrou a solucdo para a

equagdo cibica x>+ px+q=0. O mesmo ndo publicou sua descoberta, mas antes de sua

morte a revelou a um de seus alunos, Antonio Maria Fior. Querendo ganhar fama, Fior
escolheu Nicolo Fontana, conhecido como Tartaglia, para um desafio matematico. O apelido
Tartaglia, que significa gago, se deve aos traumas de sua infancia. Mal comecou a ser
alfabetizado, sua mée o tirou da escola por ndo ter condi¢des de pagar. Tartaglia entdo passou
a estudar sozinho em livros que conseguia.

Desafios eram comuns nessa época entre os sabios, e Fior pretendia propor a
Tartaglia problemas que envolvessem a resolucdo da equagdo cubica. Tartaglia ficou sabendo
das inten¢des de Fior, e concentrou todas suas atencfes para a resolucdo da equacdo cubica.
Conforme consta em Garbi [7], Tartaglia relatou: “mobilizei todo o entusiasmo, a aplicacéo e
a arte de que fui capaz, objetivando encontrar uma regra para a solucdo daquelas equacdes,

0 que consegui a 10 de fevereiro de 1535”. Antes mesmo do desafio, Tartaglia ja conhecia a

solugéo das equacdes do tipo x*+ px+q=0, o que Fior também conhecia. Mas, Tartaglia foi

além. Ele também descobriu a formula para a resolucfo de equacdes do tipo x>+ px*+q=0,

0 que ndo era conhecido por Fior. Dessa forma, o resultado do desafio ja é esperado.
Enquanto Tartaglia resolveu todos os problemas propostos por Fior, o contrario ndo ocorreu,
pois Fior ndo soube resolver todos os problemas propostos por Tartaglia.

Por esta época, a historia coloca na vida de Tartaglia 0 matematico Girolamo
Cardano. Este ao saber do feito de Tartaglia, pediu que lhe fosse revelado a solugdo da
equagdo do terceiro grau, para que a mesma fosse publicada em seu livro “PRATICA
ARITHMETICAE GENERALIS”, conhecido como Ars Magna. Tartaglia ndo concordou em
revelar sua descoberta alegando que ele mesmo a publicaria em seu livro a ser escrito.
Passado algum tempo, Tartaglia recebe uma carta assinada por um nobre italiano,
convidando-o para visita-lo em Mildo. Ao chegar la se deparou com Cardano, que o implorou,
sob juramentos de segredo, pelas formulas da resolucao da equacgéo cubica. Cardano jurou que

ndo publicaria, mas que estava curioso para saber a solugdo. Diante de tais promessas,

11



Tartaglia revelou sua descoberta a Cardano. Porém, em 1545, Cardano quebrou suas
promessas e publicou os resultados em Ars Magna. Ele atribuiu os resultados a Tartaglia,
embora tenha citado que os mesmos resultados ja haviam sido obtidos de forma independente
por Scipione del Ferro.

Embora a historia tenha sido justa com Tartaglia em seu desafio com Fior, a
mesma foi injusta para com Tartaglia em sua relacdo com Cardano. A férmula para a
resolucdo da equacdo do terceiro grau tem por nome Formula de Cardano.

Veremos a seguir, que quando Tartaglia resolveu equagdes do tipo
x® + px+q =0, ele ndo resolveu somente um caso particular de equag&o do terceiro grau, mas

deu uma férmula para a resolucéo de qualquer equacéo do terceiro grau.
1.2 — Forma reduzida

A forma geral da equacdo do terceiro grau (ou equacdo cubica), na variavel y, é

dada por:
ay® +by’ +cy+d =0 (1)

com a,b,c,d eR e a=0. Fazendo a substituicdo y=x-+h, na equacdo (1) acima, obtemos:

a(x+h)® +b(x+h)* +c(x+h)+d =0.

Expandindo os bindmios, efetuando as multiplicacGes e agrupando os termos semelhantes,

chegamos a expressao:

ax® + (b+3ah)x* +(3ah® + 2bh +c)x + (ah® +bh* +ch+d) =0.

Com o objetivo de zerar o termo do 2° grau (coeficiente de x*), facamos h =—% e assim,

obtemos:

b? 2b°®  be
ax’ +(C——)x+ ~—+d)=0.
( 3a) (27a2 3a )

12



Agora, multiplicando a equacgéo por i, obtemos a forma reduzida da equacdo do terceiro
grau, dada por:
x®+ px+q=0 (2)

onde p—E—b—2 eq= 2° _be
a 3a’ 27a° 3a’

d
+—.
a

Se soubermos resolver a equacdo (2), entdo teremos a solucdo da equacéo (1),

b : . . .
uma vez que y=x—£. Vemos assim que, quando Tartaglia resolveu equagdes do tipo

x®+ px+q=0, ndo resolveu apenas um caso particular, mas deu a solucdo geral das

equacOes do terceiro grau, uma vez que toda equacdo da forma (1) pode ser transformada na

forma (2) e vice-versa.

1.3 — Solucéo da equacéo cubica

Seja a equacdo cubica X°+px+q=0 e suponhamos que a solucdo x seja

composta por duas parcelas u e v, isto €, x=u+V. Dessa forma, temos:

X=u+v)}) < xX*=u+V+3uw(u+v). Logo, X*—3uv(u+Vv)—(U*+v)=0 e como
X=U+V, obtemos a seguinte equacdo em x: x> —3uvx—(u®+Vv®)=0. Comparando com a

equacdo x>+ px+q=0 temos, da igualdade de polindmios que p=-3uv e gq=—(u’+V*).

3

P

Portanto, U +Vv*=—q e W =-=,ou equivalentemente, u® +v° =—q e u3v® =P

E .

Assim, temos que u® e v* sdo dois nimeros dos quais conhecemos a soma e 0

produto, e este é um problema classico que se resolve com equagdes do segundo grau. De

fato, a equacio do segundo grau x*—Sx+P =0 tem solugBes X, e X, tais que X +Xx, =S e

13



3
x X, =P. Dessa forma, temos que u® e Vv’ sdo raizes da equagio x2+qx—%:0.

Resolvendo-a pela formula de resolucdo de equacBes do segundo grau temos:

—q+,9*+
- 27 :_gi /
2 2
2 3
Assim, obtemos que u® :—ﬂ+4/q—+p— eVvi= 4/ . Portanto,
2 4 27

Jg / J_a_ [,
2 2 4 27

Como X =U+V temos que:

X:3_ﬂ+ q_2+p_3+3_ﬂ_ i+p_3
2 4 27 2 4 27

é uma solucéo da equacéo (2), isto &, de x*+ px+g=0e

2 3 2 3
yng_L q_+p_+§/_9_ @ 0 b
2 4 27 2 4 27 3a

é uma solugéo da equacéo (1), isto ¢, de ay® +by*+cy+d =0.

Esta é a chamada férmula de Cardano, que ndo foi descoberta por ele, mas sim
por Tartaglia. Podemos chama-la por formula de Cardano-Tartaglia. Por simplicidade de

2
notacdo, denotaremos por A o discriminante da equagdo acima, isto é, A:q—+

3
p_. Da
27
mesma forma que o discriminante da equacdo do segundo grau fornece os tipos de raizes da
equacdo quadréatica, veremos adiante, que o sinal do discriminante da equagdo cubica nos

fornecera os tipos das raizes da equagédo cubica.

Observacdo: E correto chamarmos A de discriminante, uma vez que seu

13

significado é: que discrimina; discriminador” encontrado em

[http://www.dicio.com.br/discriminante/].

14


http://www.dicio.com.br/discriminante/

Apresentada a formula para a resolucéo de equacdes do terceiro grau, pensava-
se que as mesmas estavam vencidas, que ndo havia mais nada a descobrir a cerca das mesmas.
Mas, logo comecaram a surgir raizes quadradas de numeros negativos, 0 chamado caso
irredutivel. Além disso, a formula fornecia somente uma raiz da equacdo como solucdo. Mas
como isso é possivel? Se a formula de resolucdo das equacbes do segundo grau fornecem duas
raizes, a formula de resolucdo das equacBes do terceiro grau deveria fornecer trés raizes.

Inicia-se assim a investigacao que acaba por criar a historia dos nimeros complexos.

Supondo agora apresentada a teoria dos numeros complexos, observemos que
tanto u como v possuem trés raizes complexas e para obtermos x=u+v ndo podemos

combinar qualquer dos valores de u com qualquer dos valores de v, pois eles estdo sujeitos ao

produto uv = —g .

Dessa forma, se U, é uma das raizes de u, as outras duas sdo U, =UW e

2w, . 27 . ,
u, =uw’, onde w= cos(?)ﬂ.sen(?). Assim, se Vv, é o correspondente do valor de v tal

que u,v, :—g , entdo, combinamos u, com v, e U, com V, e o fato que w’ =1 temos:

U,V = (UW) (W) = (U )W = (U,V,).1=uV, = —g

u3V2 = (ulwz)(V1W) = (u1V1)W3 = (Ulvl).l = u1V1 = —g

Assim, as raizes da equagdo (2) sdo: X, =U, +V;, X, =U,+V; e X; =U,+V,, eas
] « « b b b
raizes da equacdo (1) sdo: y,=uU, +V,——, Y, =U,+V,—— e Yy, =U, +V, —— . Portanto,
3a 3a 3a
temos as trés raizes da equacao cubica, dadas a partir da formula de Cardano-Tartaglia.
Outra maneira de conhecer as outras duas raizes y, e y,, conhecendo uma das

. . L N . b
raizes, digamos vy, , € utilizando as RelagOes de Girard. Destas, segue que Y, +Y,+Y,=—— €
a

15



d ) b d .
ylyzysz—g. Dai, supondo vy, #0, y2+y3:—5—y1 e yzysz—ﬁ, de onde vy, e y, séo
1

dois nimeros dos quais conhecemos a soma e 0 produto, o que é facilmente resolvido pela

formula de resolucdo das equacGes do segundo grau.

1.4 — Relacdo entre o sinal do discriminante e os tipos de raizes

da cubica

Vejamos agora a relacdo entre o sinal do discriminante A e 0s tipos de raizes

da equacdo clbica x*+px+q=0, com p,qe R. Sejam X,X, & X, as raizes da equagéo
x>+ px+q=0. Segue das Relacdes de Girard, que:

i) X +X+% =0

i) X% ==

i) XX, +X X+ XX =P

De (i) segue que X, + X, =—X, e dai em (iii) obtemos:

P=XX + XX+ XX, = Xi(XZ + Xs) XX = Xl(_xl) XX = XX — X12 .

Logo temos p=XX-X" € g=-XXX ou ainda, p’=(%%-x’)° e

0° = (=X%,X;)* = X’x5xZ. Substituindo em A obtemos:

A:£+p_3 P A:X12X22X32+(X2X3_X12)3.

4 27 4 27

Logo, temos A escrito em funcéo das raizes da equacdo x*+ px+q=0.

Observacdo 1: A clbica x>+ px+q=0 s possui trés raizes reais e iguais se,
e somente se, p=q=0, isto &, se a equacéo for x* =0. De fato, se X =X, = X;, segue de (i)

segue que 3x, =0 e, portanto, x, =0.

16



Observagdo 2: Se um numero complexo z=a+ i é raiz de uma equagdo
clibica, entdo, o seu conjugado z =« — fi também é raiz da equacéo.

Vejamos agora a relagdo entre o sinal do discriminante A e o0s

tipos de raizes da clbica x*+ px+q=0.

Caso 1: Trés raizes reais, onde duas sdo iguais.

Suponhamos X, # X, = X; € R. Segue das relagdes (i) e (ii) que:

24,22 233 2,,2,,2 2 2)3
A= X1)2X3 + (X2X327X1) . Mas, X, =X, temos A = XNiin + 06 27X1) . Ainda, da relacéo de

Girard (i) temos: X, +X, +X, =0, e dai X, =—X, —X; =—2X,. Segue que

_ (_2X2)2X22X§ + (X22 _(_2X2)2)3
4 27 '

A

4x3 N (-3x2)°

Logo, A= 2 =0. Portanto, A=0. Analogamente para X, =X, #X; € X, =X; #X,.

Portanto, a clbica x°+ px+0=0 possui trés raizes reais, sendo duas delas idénticas, isto ¢,

uma raiz de multiplicidade 2, quando A =0.

Suponhamos agora que A=0. Entéo x:2§/€é uma raiz real da equagéo
x*+px+q=0. Digamos que seja X :2@. Das relagbes de Girard temos que:
X +X+% =0 e dai X,+X =-X. Ou seja, x2+x3=—2i/€. Ou ainda, x2+x3=%/ﬁ. E

— 2
XX, X; =—Q, OU Seja, XX, :Zq' Equivalentemente, X,X; =—q. Ou ainda, XX, =13/q7.

23 _ﬂ
2

2
Entdo, x, e X, sdo raizes da equacdo do segundo grau x* —x3/4q +13/q7:0, cujo

17



2
discriminante é dado pela expressao (—Q/ﬂ)2 —4.%/% = 3/16q2 —«3/16q2 =0. Ou seja, x, =X,

sdo as duas raizes reais iguais. Dessa forma acabamos de demonstrar o seguinte resultado:

Proposicdo 1: A clbica x*+ px+q=0 possui trés raizes reais, sendo duas

delas idénticas se, e somente se, A=0.

Caso 2: Trés raizes reais e distintas.

Sejam x,, x, € x, as raizes da equacio x°+ px+q=0 e suponhamos x,, X, € X,

reais e distintas duas a duas. Temos: X, +X, +X, =0=>—X, =X, + X, = X = (X, + x,)*. Entdo,

A= )(12)(22)(32 + (X2X3 _ Xiz)s . Logo, A= (Xz + X3)2-(X2X3)2 n (szs _(Xz + X3)2)3
4 27 ’ 4 27

=ﬂ2a2 +((X—IBZ)3

. Sejam a =X, %,

2 2 3 _na, 22 4 6
A=a,8+a 3a°p° +3ap ,B.

e f=X+X. Entdo, A , e dai,

Portanto, A pode ser escrito na forma:

A= %.(4053 +15a°B% +12aB* —48°).

4 27 4 27

Note que % —2a = (X, +X%,)" —2%,%, = X; + X5 >0, pois X, #X,. Fazendo f°—2a=y>0 (

[ =y +2a) teremos:
A= %.(40{3 +150° (y + 2a) +12a(y + 20)* — 4(y + 20)°) .
Efetuando os produtos e agrupando os termos semelhantes, obtemos a expresséo:
A= 1 (500° +15a°y —12ay® — 47°)
108 '
Podemos escrever ainda,
15 12

50 3 2 2 4 3
A=— (" +—=ay——ay" ——r").
108 % 5097 5% 57

Fatorando a expressao que esta entre parénteses, obtemos:
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50
108’

A= (a+§y)2.(a—%7/).

. : 1
Vejamos 0 que acontece com o sinal de « —57/.
. x 1
Afirmagéo: o —57 <0.

De fato, se fosse a—%yzo teriamos azéy e dai y<2a. Como

y =" —-2c teriamos f°—2a<2a e, portanto, f°<4a. Mas B=X,+X, € a=XX,, assim

(X, +%)° <4x,X, e, portanto, (x,—X;)><0. Mais ainda, como X,#X,, teriamos

- 1
(X, —X,)> <0, uma contradicéo. Portanto, segue que —57/ <0.

O fator (04+§;/)2 é ndo negativo, isto &, (oz+§7/)2 >0. E mais ainda,
. 2 : . 2
afirmamos que (a+§7/) >0. De fato, vejamos que ndo ocorre a+—y=0. Se fosse

a+§7/=0 teriamos a:—éy e dai S5a=-2y. Como y=p°-2a, teriamos

Sa=-2(f°—2a) e, portanto, a=-2p". Entdo, XX, =—2(X,+x,)> e dai

25 +5x,X, +2x2 = 0. Resolvendo a equagio na variavel X,, temos:

X, = —5X, J_r\/(5>2<3;2 —4.2.2%; o %= —5x34i 3X,

1
X, =—§x3, ou X, =—2X,.

Mas sabemos que, X +X,+X =0. Dai, se Xx,=-2X;, entdo, teremos que

X+ X, + % =X +(—2X%)+ X, =X —% =0 edai x =X,,0queéuma contradicéo.

1 . 1 1 . 1
Se x2=—§x3, entao x1+x2+x3:x1+(—§x3)+x3=x1+5x3:o e dai Xl:_EX?’ e

portanto, X, =X,, 0 que tambem é uma contradigao.
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2 : 2 1
Portanto, sempre temos a+€y¢0, e assim, sempre (a+§7/)2>0' Como a—Ey<O,

concluimos que A <0. Assim acabamos de demonstrar que a clbica x>+ px+0=0 possui

trés raizes reais e distintas se A <0.

Caso 3: Duas raizes complexas e uma real.

Sejam X, =a+fi, X, =a—pi e X, € R, as raizes da equagéo X3+ px+q=0.

De X, +X,+% =0 vem que o+ fi+a—fi+x% =0, ouseja, X,+2a =0, ouseja, X,=—2c.
Temos também da teoria dos nimeros complexos, que X,.X, = (a + Bi).(a — fi) = a’ + 5°. De
XX XX HXX =P vem que XX, +X.(X+X)=a’+f +Xx.20=p e, assim,

3 2 _n 243
o’ + 7 +(=2a).2a=p, e, portanto, p=S°—3a’. Dai, 5—7 = % . De XXX, =—(

vem que XXX, = (a’ + B%).(~2a) =—q e, portanto, q? _le +ﬁz.(—2a)] =a’.(a” + ).

3 42 2 _na 2\3

Dai, A=%+%=%+a2.(az+ﬂz)z. Logo,

_p-9p'? + 21 — 270
27

A +a®+2a' B+ o’ B,

e, portanto,

ﬂs 42 2 2,4
A=L—4+3 +— )
o7 o’ f 3a,B

Se =0, teremos que A=0, e teremos trés raizes reais, sendo duas delas iguais, conforme

visto no caso 1. Aqui teriamos X =X, =a,X%€ R. Supondo S=#0, temos

2 6
3a’ f° +§a2ﬂ4 >0 e % > 0. Portanto, temos que A > 0. Portanto, segue o resultado:

Proposicédo 2: A equacio x°+ px+q=0 possui duas raizes complexas e uma raiz real se,

e somente se, A>0.
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1.5 — Detalhando um pouco mais o caso do discriminante

negativo

Quando A<O0 teremos: u3:—%+ A e v3=—%—\/Z. Escrevendo esses

nameros na forma trigonomeétrica,

w=-9y A:—%+i. ~A = |Uu®|.(cos@+i.send)

2
v3:—%—«/_:—%—i. “A = |V®].(cosg+i.seng)

Como u® e v* sio complexos e conjugados, os madulos de u® e v* sdo iguais, logo,

Wl = V] \/( q)+(\/_)—\/——A Jp

27

3

enquanto 0s argumentos Ssdo simétricos e, portanto, temos coséd=cos¢ e

0= arccos(%) = arccos(—%. —%) .
P
Dai,
4, /7 [cos(— )+|se (—+2—)]
e
./ /7 [cos(— ——)—i.sen (—+—)] para k=0,1,2.
Ou ainda,
[ 3 0 2krx 0 2krx
u=\/u_=,/—%.[cos(§+T) sen(— —)]
e
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0 2krx, . 0 2kr
v=32 = .- PL [cos(Z+ 25 —isen(Z + 220)], para k=0,1,2.
\/ 3L (3 3 ) (3 3 ). p

Para k =0 obtemos:

U, = /— %.[cos(g) + i.sen(g)] ev, =, /— %.[cos(g) - i.sen(g)] .

Assim,

f p 0 / p 1 q 27
u +v, =2. [——.cos(=) = 2.,|——.cos(=arccos(——. |——)).
l+ 1 3 (3) 3 (3 ( 2 p3))

Note que U, +V, € R.

Para k =1 obtemos:

U, = /— %.[cos(g +2§) + i.sen(g +2§)]

/ 6 2z, . 0 2 .
V, =,[— %.[cos(§+?ﬂ)—|.sen(§+?ﬂ)] . Assim,

u, +v, =2. /—E.cos(g+2—7[)=2. /—E.cos(larccos(—g. —2—Z)+2—7[).
3 3 3 3 3 2 p 3

Note que U, +V, € R.

Para k =2 obtemos:

Us = /— %.[cos(g+4?”)+ i.sen(g+4?7[)]

V; =, /— %.[cos(g + 4?7[) - i.sen(g + 4?7[)] :
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Assim,

Uy +V, =2. f—B.cos(ngA'—”)=2.,/—£.cos(}arccos(—ﬂ. —Z—Z)+4—7[).
3 3 3 3 3 2 p 3

Note que U, +Vv, € R.

Estas sdo as trés raizes da equacdo x>+ px+q=0 e sdo todas reais. Os fatos
expostos acima juntamente com 0 que expomos nO caso 2 garantem que a equagao
x® + px+q =0 possui trés raizes reais e distintas se, e somente se, A <0. Assim acabamos de

demonstrar o seguinte resultado:

Proposicéo 3: A cubica x*+ px+q =0 possui trés raizes reais e distintas se,

e somente se, A<0.
1.6 — Exemplos numéricos

Vamos aplicar os métodos desenvolvidos nesta secdo para alguns casos

particulares.

Exemplo 1: Na equagdo y°—y’—y+1=0 fazemos y=x—3—t;=x+%.

. 1 1 1 . .
Assim, obtemos: (x+§)3 —(x+§)2 —(x+§)+1=0. Resolvendo as poténcias e agrupando os

4 1 4 1 .
termos semelhantes obtemos: x3—§x+2—$=0. Logo, p=——= e qzz—i. Assim, temos:

3
2 3 16 2 _4 3
Azq—+p (/‘217) +( Zé) =0.

4271

Portanto, como A =0 teremos trés raizes reais, sendo duas iguais, ou seja, temos uma raiz de

multiplicidade 2. Resolvendo,
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_16 _16
X:d_ng A+?\:/—ﬂ—«/Z:i/ 27+i/ 27:—ﬂ.
2 2 2 2 3

Logo, X, = —% é uma das raizes da equacéo X —%x+g =0. Sendo X, e X, as outras raizes,
N . : 4 16
temos das relagBes de Girard, que: X, +X, +X%, =0, ou seja, X, + X, =3 e XX, X5 = 57 ou

. 4 . . N 4 4
seja, x?_.x3:§. Portanto, X, e X, sdo as raizes da equagdo x2—§x+§:0. Mas,

xz—ﬂx+ﬂ—(x—g)2e ortanto, X, = X _2
37 g g oP AR

Portanto, as raizes da equagdo y*—y?—y+1=0 sdo: y, = x1+1=—g+1=—1
1 21 . « s 3 2 . .
e vY,=Y;=X, +§:§+§=1. O conjunto solucdo da equagdo y°—y“—y+1=0 € o conjunto
S={-11.

Exemplo 2: Na equacdo y°—6Yy® +11y —6=0fazemos a substituicdo y=Xx+2
, desenvolvemos as poténcias e agrupamos os termos semelhantes, obtendo a equacédo
x®—x=0. E claro que temos a relagdo x> —x=x(x—1)(x+1), e, portanto as raizes si0 0, 1 e

— 1. Mas vamos resolver a equacdo aplicando a formula de Cardano-Tartagila. Temos, p=-1

2 3 2 _1\3
e 9=0. Dai, A:q—+p—:o—+ﬂ:—i e temos A<0 e, portanto, temos trés raizes
4 271 4 27 27

reais e distintas.

Resolvendo,

q q 1 1
X=3-—+vA+3-——-+vA =30+ /——+3O— -—— .
\/ 2 \/ 2 VA \/ 27 \/ 27
: .{1 .fl fl
Sejam u=0+i..,/[— e v=0-i.,/— .Temosque |u| = |v| =,/— e
27 27 27

0= arccos(—ﬂ. —Z—Z) =arccos(0) = z
2 p 2
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Dai,

Dai,

Dai,

u = \f (cos(—+—)+| sen(£+2kT”))

1 x 2km. . 7 2krx
Iv =, |=.(cos(=+—=)—i.sen(=+—=)), para k=0,1,2.
Iv \g( (6 3 ) (6 3 ). p 1,

Para k =0 temos:

Y0 = X (cos(Z) +isenZ)) e v = X (cosEy—isen(E
«/J—\fs.(cos(6)+|.sen(6)) e, v \/;'(COS(G) |.sen(6)).

X, =§/U+$/\7:2\/%.cos(%):%.§:l e, portanto, y, =X +2=3.

Para k =1 temos:

3fu = \E.(cos(% + 2?”) + i.sen(% + 2?7[))

v = \/g.(cos(%+2§) - i.sen(%+2§)) .

X, =3Ju+3v =2 \/700 (?) 2 (—ﬁ):—l e, portanto, y, =X, +2=1.

Para k =2 temos:

= \/g.(cos(% + 4?”) + i.sen(% + 4?7[))
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1 T 4r, . T 4r
IV =, |=.(cos(=+—) —i.sen(=+—)).
v \E( (6 3) (6 3))
Dali,
=3u+=2 \[cos(—) —.0=0 e, portanto, y, =X, +2=2.
O conjunto solugdo da equagdo y* —6y°+11y—6=0 é S={1,2,3}.

Exemplo 3: Considere a equacdo y*—6y*+10y—8=0. Fazendo a substituicio

y=x+2, resolvendo as poténcias e agrupando os termos semelhantes, obtemos a equacéo:

2 3 A2 (_9)3

x*—2x—4=0. Logo, p=-2 e g=-4. Dai, A:q—+p—:( 4) +( 2) :100. Assim,
4 27 4 27 27

vemos que A>0 e, portanto, a equacao possui uma raiz real e duas raizes complexas e

conjugadas.

Resolvendo,

x=§/—g+ A+i/—ﬂ—«/_—32+ /100+32 100
2 2 27 27

Olhando para a equacdo x°—2x—4=0 percebemos que X =2 € raiz. Dessa forma temos que

#2+ %ﬁ/Z 12070 =2. Mas, esse fato ndo é facil de verificar algebricamente. Foi

Rafael Bombelli (1526 — 1572) quem analisou completamente os tipos particulares de
equacdo cubica, em seu trabalho Algebra (1572). Abaixo descrevemos em linguagem atual o

procedimento de Bombelli para esse exemplo.

Fazemos ,3/2+ a+J_ M e 43/2 J_(II) Dai, fazendo

(1).(I1) obtemos a relaco: a’ _b_§ Ainda, fazendo (1)*+(I1)° obtemos a relacio

a®+3ab=2. Logo os valores de a e b satisfazem o sistema de equacdes a’—b :g () e
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a®+3ab=2 (IV). Agora, de (I1I) vem que b=a’ —% (V) e dai substituindo em (1V) obtemos
a equacdo 4a’—2a—2=0 (VI). Uma raiz desta Gltima equagdo é a=1. Dali, substituindo em

1 1 1 . : «
(V) vem que b :§' Portanto, x=(1+ §)+(1— §) =2 € uma raiz da equacao
x}—2x—-4=0.

O trabalho de Bombelli foi de grande importancia, pois 0s numeros complexos
surgiram ou comegaram a ser utilizados a partir dele. Assim, foram langadas as bases para o

desenvolvimento da teoria dos niUmeros complexos.

Dai, sabendo que x=2 é uma raiz da equacio x°—2x—4=0 e fatorando a
expressdo x° —2x—4 temos: X’ —2X—4=(x—2).(xX* +2x+2). Portanto, x> —2x—4=0 se, e
somente se, x—2=0 ou X*+2x+2=0. Resolvendo a equagio X* +2x+2=0 obtemos:

X_—Ziﬁ_—Zizi
2 2

=-1+i.

Portanto, as raizes da equacdo y®-6y°+10y—-8=0 sdo: y,=2+2=4, y,=-1+i+2=1+i e

y, =—1—i+2=1-i. O conjunto solugdo da equagdo y*-6y*+10y—-8=0 é S={4,1+i,1-i}.
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2. EQUACAO QUARTICA
2.1 — A histdria

A solucdo das equacdes quarticas, ou equacdes do 4° grau, foram descobertas
por Ludovico Ferrari (1522 — 1560). Ferrari, nascido em Bolonha, de familia muito humilde,
aos 15 anos foi trabalhar como servo na residéncia de Cardano, o qual percebendo sua notavel

inteligéncia o promoveu a seu secretario. Cardano tinha um desafio a resolver que envolvia a

equacdo x*+6x>—60x+36=0 e apos inimeras tentativas sem éxito, passou a questdo para
que Ferrari resolvesse. E Ferrari ndo sO resolveu a questdo como encontrou um método de
resolucdo para as equacdes do 4° grau em geral. O método encontrado por Ferrari foi
publicado em Ars Magna, em continuidade a solucdo das equacfes do 3° grau. O método de
Ferrari consiste em reescrever a equacdo de modo a se obter quadrados perfeitos e assim

reduzir o problema a resolucéo de equacdes do 2° grau.

2.2 — Forma reduzida

A forma geral (ou canénica) da equacdo do quarto grau, na variavel y, € dada

por:
ay* +by® +cy’ +dy+e =0, (1)
com a,b,c,d,ecRe a=0. Fazendo a substituicdo y=x+h, obtemos:
a(x+h)* +b(x+h)® +c(x+h)*+d(x+h)+e=0.

Desenvolvendo os produtos e agrupando os fatores semelhantes em x, obtemos:

ax* + (4ah +b)x® + (6ah® +3bh +c)x* + (4ah® + 3oh? + 2ch+ d)x + (ah* +bh® +ch® +dh+e) =0

Multiplicando a equacao por %, obtemos:
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3 2
) ( 4 m+£+@+2)=0_
a a

a a

X* + (4h + )x LT
a a

3bh’ @ d
a

Com o objetivo de zerar o coeficiente do termo do terceiro grau, isto e, 4h+g =0, fazemos

b . N « .
h= e Assim, chegamos & equacéo reduzida do quarto grau, sem o termo de X°,
a

x* + A +Bx+C =0, 2)
onde seus coeficientes sdo dados por:

2 3 4 2
asC ¥ g d bo b e B b bd
a 8a’ a 2a° 8a a 256a"° 16a° 4a

2.3 — Solucéo da equacao quartica

Na equacdo x*+Ax®+Bx+C=0 somamos e subtraimos 2sx’+s® ao seu

primeiro membro, o0 que leva a
X* 4+ AX® +Bx+C +2sx* +5* —2sx* —s” =0.

Dai, agrupamos a expressao em duas somas da seguinte forma:

(X* +2sx° +5%) + (AX® + Bx+C —2sx* —s?) =0.
Temos que x* é fator comum em duas parcelas no segundo parénteses, assim reescrevemos:

(x* +2sx* +5?) + ((A—2s)x* + Bx+C —s?) =0.
Observamos que X* +2sx* +s° = (x> +5)°, reescrevemos a expressio da seguinte forma:

(x> +5)* —((2s— A)x* =Bx—C +s?) =0.

O objetivo agora é obter (2s— A)x> —Bx—C+s? como um produto de fatores lineares, isto é,
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(2s— A)X* —Bx—C+s* =(2s— A)(x—x,)(x—x_), onde X, e X s&o as solugdes da equagdo do

segundo grau (2s—A)x’ —Bx—-C+s* =0.

B+4/B2 —4(25— A)(s*—C)

Temos, X =
2(2s-A)

, de onde vem que,

. B +4/B%—4(25- A)(s*~C) oy - B—/B? —4(25— A)(s? -C)
o 2(2s—A) - 2(2s—A) '

B

Se fizermos B®-4(2s-A)(s°-C)=0, teremos que X, =X =———.
2(25— A)

Dessa forma o termo (2s— A)x* —Bx—C+s’ se transforma em um trindbmio quadrado perfeito.

Para que isso aconteca, devemos ter
B*—4(2s—-A)(s°-C) =0,
ou seja,

8s® —4As* —8Cs+(4AC—-B?) =0,

que € uma cudbica em s, equacdo esta que ja sabemos resolver. Sendo X, = x_ =—2(2 > )
S_
temos que
(25— A)X* ~BX—C+5? = (25— A)(X-=———".
2(2s—A)

Dai a equacao
(x> +5)* —((2s— A)x* =Bx—C +s?) =0,
pode ser escrita na forma

B

(X*+s)"—(2s— A)(x— 225 A)

) =0,

ou equivalentemente,

2 2 2 B 2
(X +5)* = (V25— A) '(X_Z(ZS—A)) =0
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Ainda, podemos escrever

2, )2 BV2s—-A,, _ 2,2 NS B 2 _
(X“+59) —(X\/ZS—A—M) =0 0u (X*+5s)*—(xv2s— A ZM) =0.

Portanto, a equacao pode ser escrita na forma,

(X*+s+xv2s—A— ).(X2+S—XNJ25— A+

=0.

B B
2\2s—A 2\/28—A)

Portanto,

X2 +5+X/25— —L:O,ou x2+s—x\/23—A+L:0.
2425 — A 24/25s—A

As raizes da primeira equacdo verificam a equagdo do segundo grau em U;

B
U?+U+/2s-A+(s————=)=0.
( 2\/28—A)

E as raizes da segunda equacéo verificam a equacdo do segundo grau em V;

VZ—V\/ZS—A+(S+L):O.

2J2s—-A
Assim, temos que as solucBes da equacdo reduzida do quarto grau (2) sdo as solugdes das
equacdes:
B B
U’+UV2s—A+(s————=)=0 e V? V25— A+(s+——=)=0.
( 2\/23—A) ( 2\/23—A)

Assim, para resolvermos a equacdo do quarto grau x*+ Ax*+Bx+C=0

precisamos resolver as duas equac6es do segundo grau acima, onde s é uma solu¢do da cubica

8s® —4As* —8Cs+(4AC—B?)=0.

As solucGes da quartica reduzida s&o:

X =U, :—1\/25—A+l -A-2s+ 2B
2 2 2s—A
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em que s € uma solucao da equacéo cubica auxiliar
8s® —4As® -8Cs+(4AC—B?)=0.

As solucdes da equacdo geral do quarto grau inicial ay* +by® +cy® +dy+e=0

sdo dadas por:

b .
=X —— , para i 2,3,4}.
Yi=X—52P {1,234}

2.4 — Exemplo numerico

Consideremos a equacdo algébrica x* —15x*—10x+24=0. Note que esta

equacdo ja estd na forma reduzida. Aplicando o método de Ferrari, somamos e subtraimos
2sx” +s* no primeiro membro da equac&o, obtendo assim a equacao:
x* —15%* —10X + 24+ 2sx* +s* —2sx* —s* =0.

Reorganizando os termos, obtemos a equacao:

X* +2sx% +5% = (25 +15)X* +10x +s° —24.
Notemos que o primeiro membro da equacdo € um quadrado perfeito, pois
x* +2sx* +5” = (X* +5)*. Quanto ao segundo membro da equagéo, (2s+15)x* +10x+s” —24
vamos escrevé-lo como um produto de fatores lineares, de forma que o mesmo seja um
quadrado perfeito. Para que isso aconteca, devemos ter 10> —4.(2s+15).(s*°—24)=0. Esta
tltima equacgdo é equivalente a equacgdo 2s®+15s® —48s—385=0. Observando a equagdo
vemos que s=5 € solugdo da mesma. Substituindo s=5 na equacdo
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X* +25x% +5% = (25 +15)x* +10x +5° — 24, obtemos a equagio x* +10x? + 25 = 25x2 +10x +1,

e esta possui 0s dois membros sendo quadrados perfeitos, isto &, (x> +5)* = (5x+1)°.
Extraindo a raiz quadrada nos dois lados da equagdo, teremos

|X*+5| = |5x+1]|, ou equivalentemente, x*+5=5x+1 ou X*+5=—(5x+1). Resolvendo

as duas equacOes do segundo grau, obtemos a solucdo da equacdo do quarto grau dada, cujo

conjunto solucéo é dado por S ={-2,-3,1,4}.
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3. EQUACOES ALGEBRICAS DE GRAU n>5

Até o0 ano de 1545, ano em que Cardano publicou seu livro Ars Magna, as
equacdes até grau 4 tinham suas solugdes por meio de radicais. As equacles de graus 1, 2 e 3
apresentavam formulas para suas resoluces e embora a equacdo de grau 4 ndo apresentava
uma formula, a mesma era manipulada algebricamente até chegar a equacdo do segundo grau,
logo ela também é soltvel por radicais.

Naturalmente, o proximo passo seria encontrar uma formula, ou técnicas de
manipulacdo para encontrar a solucdo da equacdo do quinto grau. Aplicando a mesma técnica
que foi aplicada nas equacdes de terceiro e quarto graus, € possivel escrever a equacao

completa do quinto grau na sua forma reduzida sem o termo de quarto grau, isto é, a equacgéo

ay’+by* +cy*+dy*+ey+f=0 pode ser escrita na sua forma reduzida
o b
x° + Ax® +Bx* +Cx+ D=0, fazendo a substituicdo y=x—§. De um modo geral, toda

equacdo polinomial de grau n na variavel y, a y"+a . y"'+..+ay’+a,y’+ay+a,=0

pode ser escrita como uma equacdo de grau n, na variavel x sem o termo de grau n-1,

N a
bastando fazer a substituigdo y = x ——=.
na

Por aproximadamente dois séculos e meio, varios matematicos se dedicaram na
busca pela solugdo da equacdo do quinto grau, mas nenhum obteve éxito. Euler, por volta de
1750, tentou reduzir a solucdo da equacdo do quinto grau para uma equacao quartica, mas nao
obteve sucesso, como também, Lagrange, por volta de 1780. Apds muitas tentativas sem
éxito, ndo tendo sido encontrada nenhuma solucéo por meio de radicais para equagoes de grau
superior a cinco, era natural que alguns estudiosos pensassem na possibilidade de tais
equacOes ndo terem solucdes por meio de radicais. No final do século XVIII, Ruffini (1765 —
1822), deu uma prova sem muito rigor matematico da impossibilidade de resolver equacdes
de graus maiores ou iguais a cinco por meio de radicais.

No inicio do século XIX nascem dois génios da matematica. Niels Henrik Abel
(1802 — 1829) e Evariste Galois (1811 — 1832). Segundo Garbi [7], a vida de Abel foi curta e
muito sofrida. Passou por muitas dificuldades econdmicas e tinha uma salde precaria. Em
1823, Abel acreditava ter encontrado a formula para a resolucéo das equagdes do quinto grau.

Seus professores ndo encontraram nenhum erro N0 Processo e enviaram para 0 matematico
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Ferdinand Degen, para que opinasse. Este também n&o identificou nenhum erro, mas, pediu
para Abel maiores informacdes. Ao explicar, o proprio Abel descobriu que sua solucao estava
incorreta. A partir desse momento a obsessdo de Abel para resolver as equacdes do quinto
grau s6 aumentaram.

No final do ano de 1823, Abel finalmente demonstrou de um modo geral que é
impossivel resolver equacgdes do quinto grau utilizando apenas as operagdes algébricas. Abel
publicou seu trabalho em francés, buscando atingir a melhor comunidade matematica da
época, que se encontrava em Paris. Dessa forma Abel provou o resultado de Ruffini.

Galois d& uma resposta final sobre a questdo de solubilidade por radicais de
equacdes algébricas. Este desenvolveu uma nova teoria que, ndo apenas provou a
insolubilidade por radicais das equacdes algébricas de grau maior ou igual a cinco, mas
contribuiu para muitas outras areas da Algebra. Para melhor entendermos alguns resultados da
solubilidade por radicais dada por Galois, faremos agora alguns comentéarios que sdo pré-
requisitos para tal estudo.

3.1 — Teoria dos grupos

Dado G um conjunto ndo vazio e uma operacdo *:GxG — G, dizemos que G é

um grupo se * satisfaz as seguintes condicdes:

i) Associatividade, isto é, a*(b*c)=(ax*b)*c, Va,b,ceG;
i) Existe um elemento neutro, isto é, 3eGtal que a*e=a=exa, VaeG;
iii)  Todo elemento possui um elemento inverso, isto é, VaeG, 3beG tal que
ax*b=b*a=e.
Dizemos que o grupo G é abeliano ou comutativo se valer:
iv) Comutatividade, isto é, a*b=bx*a, Va,beG.
Podemos observar facilmente que na estrutura de um grupo temos:
1) O elemento neutro é unico.

2) O elemento inverso € Unico.
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Sejam S um conjunto ndo vazio e o a operacdo de composi¢do de funcoes.

Consideremos o conjunto G ={f :S —S: f bijetiva}. Dessa forma, G € um grupo, chamado
de grupo das Permutagdes do conjunto S. Se S ={1,2,3,...,n} denotamos esse grupo por S, .

O ndmero de elementos de S, é n!. Observemos que, para n>3 o grupo S, ndo é abeliano.

Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos que H é um
subgrupo de G, e denotamos por H <G, se H for um grupo com a mesma operagéo de G.

Uma condicao necessaria e suficiente para que H seja um subgrupo de G é que H seja ndo
vazio e paratodo a,b e H deve-seterque ab™ eH.

Na sequéncia deste capitulo que segue consideraremos sempre G um grupo e H
um subgrupo de G.

Dado um elemento xe G, o conjunto Hx={hx/h e H} é chamado de classe

lateral a direita de H em G, e o conjunto de todas as classes laterais a direita de H em G,
G . . G . . :
denotado por s isto €, m ={Hx/ x € G}, é chamado de conjunto quociente.

Sendo G um grupo finito representamos por |G| a ordem de G, sendo definido
como o nimero |G| de elementos do grupo G. Um resultado importante é enunciado no
seguinte:

Teorema (Lagrange): Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G, entdo
| H| é um divisor de |G|.

A demonstracdo deste importante teorema pode ser encontrada em [8].

3.2 — Subgrupos normais e grupos soluveis

Dizemos que elementos X,y eG sdo conjugados se existe geG tal que
y=g'xg. Denotaremos x’=g'xg. A classe C ={x°/geG} é chamada de classe de
conjugacdo determinada pelo elemento xeG. Sendo H um subgrupo de G, definimos o

conjunto H? ={h® =g'hg/heH}, o qual é também um subgrupo de G. Dizemos que um

subgrupo Hde G é normalem G se H? — H, vg e G. Para representar que H é um subgrupo

normal de G usamos a notacdo H < G.
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Os subgrupos triviais de G, {e} e G, sdo sempre subgrupos normais de G. Se G

é um grupo abeliano, entdo qualquer subgrupo H de G é normal em G.

Dizemos que um grupo G é um grupo simples se 0s Unicos subgrupos normais
de G sdo os triviais. Dessa forma temos que 0s Unicos grupos simples abelianos sao 0s grupos
ciclicos de ordem prima.

Para definirmos grupo quociente, consideremos G um grupo e N um subgrupo

normal de G. Gracas a normalidade de N, definimos de modo natural, a operacdo
. : G G |
NxNy = Nxy no conjunto quociente N Pode-se mostrar que N é um grupo com esta

operacdo, onde o elemento neutro € Ne, onde e é o elemento neutro do grupo G, e 0 inverso
do elemento Nx é Nx*, pois NxNx* = Nxx" = Ne.

Um grupo G é dito sollvel se existem subgrupos {e}=G,,G,,...,.G, ;,G, =G de

G de modo que G, <G, para todo ie{l2,..,n} e GG—' é abeliano para todo ie{l,2,...,n}.

i-1
Assim temos, {€}=G, <G, <..<G_ , <G, =G, chamada série normal de G. Um resultado

que nos interessa neste trabalho é que pode-se mostrar que o grupo S, para n>5 , ndo é

soltvel.
3.3 — Grupos isomorfos

Sejam G e J grupos e consideremos a aplicacdo f :G — J. Dizemos que f é
um homomorfismo se, para quaisquer x,yeG, valer f(xy)=f(x)f(y). Se f for um
homomorfismo bijetivo, dizemos que f € um isomorfismo. Se existir um isomorfismo de G em
J, dizemos que G e J sdo grupos isomorfos e denotamos por G=J. Um isomorfismo
f:G—>G é dito um automorfismo de G e o conjunto de todos os automorfismos de G €
denotado por Aut G. Observemos que sendo G um grupo, o conjunto Aut G também é um

grupo com a operacdo de composicédo de funcoes.
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3.4 — Extensdes de corpos e grupo de Galois

Dados um conjunto ndo vazio K e duas operagdes +,-: KxK — K dizemos
que o terno (K,+,-) é um corpo se, e somente se, (K,+) e (K”,-) forem grupos abelianos e a
operacéo - for distributiva em relagéo a operacéo +.

Sejam K e F dois corpos. Analogamente ao caso de grupos, uma aplicagdo

f:K—>F ¢ dito um homomorfismo de K em F se, para quaisquer Xx,yeK, valer
f(x+y)=f(X)+f(y) e f(x-y)=f(X)- f(y). Se f for um homomorfismo bijetivo, dizemos
que f & um isomorfismo. Se existir um isomorfismo de K em F, dizemos que K e F sdo

isomorfos e denotamos por K=F. Um isomorfismo f :K — K é dito um automorfismo de K

e 0 conjunto de todos os automorfismos de K é denotado por Aut K.
Dado um corpo F, dizemos que K é uma extensdo de F, e denotamos por
K> F, se F for um subcorpo de K. Sendo K uma extenséo de F podemos ver K como um

espaco vetorial sobre F, onde os vetores sdo elementos de K e os escalares sdo os elementos

de F. Dessa forma podemos falar em base e dimensdo de uma extensdo. Por exemplo, C é
uma extenséo de R de dimenséo 2, onde o conjunto {L,i} é uma base de C sobre R, e R é uma

extensdo infinita de Q.

Dada uma extensdo K > F do corpo F, temos um processo para criar corpos
intermediéarios entre F e K. Se A< K for um subconjunto qualquer de K, a adjuncdo K(A) é o
menor subcorpo de K contendo F e A. O caso mais simples é quando A for um conjunto

unitario, ou seja, quando se tem a adjuncdo de um Unico elemento. Por exemplo, o conjunto

Q[\/§]={a+b\/§/a,b € Q} ¢é uma extensdo do corpo Q dos numeros racionais, sendo um
corpo intermediario entre Q e R, e 0 menor subcorpo de R contendo Q e J2. Analogamente

o conjunto Q[ i]={a+bi/a,beQ} é uma extensdo do corpo QQ dos nimeros racionais.

Uma extensdo K de F € dita uma extensdo algébrica se todo elemento « € K

for raiz de um polindmio com coeficientes em F.
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Seja Ko>F uma extensdo do corpo F. Consideremos o automorfismo

f : K — K do corpo K. Se a restri¢do de f ao corpo F for a identidade, isto é, f(x)=Xx para

todo elemento x € F, dizemos que f é um F-automorfismo de K.

Exemplo: Seja Q[\/E] D Q a extensdo do corpo dos numeros racionais e
consideremos a aplicacdo ¢: Q[\/E] — @[\/5] definida por (p(a+b\/§) =a—b/2. Temos

que se x for um ndmero racional, ¢(x) = (0(X+0\/§) =x—042=x. Logo a restricdo de ¢ ao

corpo Q é a identidade. Além disso, ¢ é um automorfismo. De fato, dados a+by2, c+dv2

€ @[\/5] temos:

o((a+by2)(c +d+2)) = p((ac + 2bd) + (ad +bc)v/2) = (ac + 2bd ) — (ad +bc)/2 .
Por outro lado,
p(a+by2)p(c+d~2) = (a—b2)(c—d~/2) = (ac+2bd) — (ad +bc)~/2 .
Ainda,
p((@a+bv2) +(c+dv2)) = p((a+c)+ (b+d)v2) = (a+c)—(b+d)V2 = (a—by/2) + (c—d~/2) =
=p(a+bv2)+p(c+d2).

A verificagdo de que ¢ é bijetivo é imediato. Portanto, ¢ € um Q-automorfismo de Q[\/E].

Seja F um corpo. Definimos F[x]={a, +ax+...+a,x"/a € F, neN}, isto é,

F[x] é o conjunto de todos os polindmios, na varidvel x, com coeficientes em F. Seja
f (xX) € F[X] um polinémio ndo constante. Dizemos que uma extensdo K de F € um corpo de
decomposicdo (ou corpo de raizes) de f(x) sobre F, se todas as raizes de f(X) estdoem K e

todo subcorpo intermediario E tal que F cE <K ndo tem essa propriedade. Em outras

palavras, K é um corpo de raizes de f(x) se f(x) pode ser decomposto em fatores lineares
do primeiro grau, f(X)=(X-a)(X—a,)..(Xx—¢,), em F(X), e para todo corpo intermediario
FcEcK, f(x) ndo tem uma decomposicdo desse tipo. Dizemos que um polinémio
irredutivel f(x) e F[x] é separavel quando ndo tem raizes maltiplas em qualquer corpo de

decomposicao.
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Seja K >F uma extensdo do corpo F. Consideremos o conjunto de todos 0s
F-automorfismos de K, que denotaremos por G(K;F). Pode-se mostrar que este conjunto,

munido da operacdo de composicdo de funcbes, tem estrutura de grupo, denominado grupo de

Galois. No caso de K o>Q ser uma extensdo de @, K contendo todas as raizes de um
polinbmio f(x)=a,+ax+...+a,x" com coeficientes em Q, um automorfismo ¢:K — K

que fixa Q, isto €, um Q-automorfismo, leva uma raiz r de f em outra raiz de f. De fato, como

r é raiz de f, temos a, +a,r+...+a,r" =0. Aplicando ¢ em ambos os membros da igualdade
temos ¢(a, +ar+..+a,r")=¢(0)=0. Dai, ¢(a,)+e(ar)+..+¢(ar")=0. Como ¢ é um

Q-automorfismo temos que a, +a@(r)+...+a,(r)" =0, ou seja, ¢(r) é raiz de f. Portanto, a

restricdo de ¢ ao conjunto {&,,,...,@,} induz uma funcéo deste conjunto sobre ele mesmo.
Alem disso, essa fungéo é injetiva, pois ¢ é um automorfismo. Como o conjunto é finito,
segue que ¢ € sobrejetiva e, portanto, ¢ € uma bijecdo do conjunto {¢,,,,...,a,} sobre ele

mesmo, ou entdo uma permutacdo do conjunto. Como as raizes distintas de um polinédmio de
grau n sdo no maximo n, vemos que a aplicacdo ¢ apenas alterna (ou permuta) as raizes de f,

por isto € natural esperar a validade do seguinte:

Teorema: Seja K o corpo das raizes de um polindmio separavel f(x) e F[X]

que tem m raizes distintas. Entdo G(K;F) é isomorfo a um subgrupo de S, .

A partir deste resultado, Galois pode vincular a existéncia de uma extensdo de

corpos com elementos expressos por radicais a solubilidade de um grupo, o grupo de Galois

G(Q;K). Em particular, para um polindmio de grau 5, G(Q;K)=S,, o que mostra que

polinbmios de grau maior ou igual a cinco ndo tem raizes expressas por radicais, pois 0 grupo

S,, n>5, néo é soluvel.
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4. UM POUCO MAIS SOBRE EQUACOES ALGEBRICAS E
POLINOMIOS

Quando estudam Matematica, a grande maioria dos alunos, se ndo sua
totalidade, buscam logo uma aplicacdo imediata dos contetudos estudados. Este ndo € o Unico
caminho a ser seguido, pois mesmo um contetdo essencialmente abstrato, como polindmios e
equacdes algebricas, permite aplicacbes em varios contextos do dia a dia, visto que qualquer
problema que possa ser resolvido através de numeros estard, direta ou indiretamente, ligado a

uma equacao algébrica.

Analisando as sete competéncias esperadas para o0 dominio da matematica
apontadas pelo ENEM — Exame Nacional do Ensino Médio, podemos notar que o contetido
de polindbmios ndo se enquadra diretamente em nenhuma delas. Dessa forma, ndo sendo
prioridade para o ingresso em faculdades e universidades, muitas escolas aboliram esse
conteddo importante de suas estruturas curriculares. O reflexo maior incide sobre a formacao
deficiente dos alunos que ingressarem em cursos de graduacgéo ligados as ciéncias exatas, mas
ndo somente este, pois o desenvolvimento l6gico-dedutivo propiciado pela matemaética fica
aflorado quando se explora sua forma abstrata. Os polindmios tem uma importancia impar no
desenvolvimento da algebra e, em consequéncia, no desenvolvimento de competéncias
imprescindiveis para a formacdo matematica. A sua exclusdo do ensino médio também exclui
o0 estudo de ferramentas e técnicas que exercem peso diferenciado na abstragdo e 0s processos
I6gico-dedutivos, tornando incompleta construcdo e generalizacdo do conhecimento

requerido.

O problema de calcular as raizes de equactes algébricas sempre foi objeto de

estudos dos matematicos ao longo dos séculos e como vimos ao longo deste trabalho, o
desenvolvimento da algebra deve muito a esses estudos. Porém, um fato importante que
devemos destacar aqui € o de dar a devida importancia de saber resolver uma equagéo
algébrica e a finalidade de sua resolucdo, ou seja, por que encontrar os zeros de uma equacgao
algébrica ou de um polindmio? Qual é o significado dos zeros de uma equacao polinomial?
N&o podemos deixar que as formulas sejam incorporadas por nossos alunos de modo a se
tornarem um procedimento mecanico, ou simplesmente, um algoritmo vazio de significado.
Uma metodologia a ser aplicada ao ensinar a resolucdo de equagdes do segundo grau, por
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exemplo, é o de, primeiramente, ensina-los a resolver uma equagdo do segundo grau por
fatoracdo. Somente depois de aprendidos o procedimento de fatoragdo ajuda-los a deduzir a
formula. Nota-se que muitos alunos resolvem a equacédo quadratica simplificada ax® +bx =0
utilizando a formula de resolucdo de equacdes do segundo grau, o que mostra a auséncia
completa de significados, onde basta substituir as letras por nimeros para encontrar as raizes

da equacéo.

Um dos objetivos de ensinar a fatorar uma equacdo do segundo grau é que
escrevendo a equagdo ax’ +bx+c=0 na forma a(x—x).(x—x,)=0, onde x, e X, sdo as
raizes da equagdo, este processo pode ser generalizado para equagdes de graus superiores.
Além disso, no momento em que um aluno se deparar com uma equac¢do do segundo grau
incompleta, do tipo ax*+bx=0 ou ax*+c=0, 0 mesmo podera dar as raizes de um modo
mais simples e rapido, sem a necessidade de ficar aplicando a formula. Os processos de
construcdo da fatoracdo da equacdo do segundo grau devem ter uma abordagem explicita, e
devem ser acessiveis a todos os alunos. Estes processos se tornardo os alicerces dessa
abordagem no momento em que generalizarmos para equacOes polinomiais de graus
superiores. Segundo Eisenberg [21], os polindmios sdo onipresentes em matemaética, e é

importante que os alunos os dominem com seguranga.

No que diz respeito a fatoracdo de polinémios, temos resultados importantes
como o teorema do resto que diz: “O resto da divisdo de um polindmio p(x) por Xx—a &
igual a p(a)”. Como consequéncia pode ser enunciado o seguinte resultado conhecido como
teorema do fator: “Um polindomio p(x) € divisivel por x—a se, e somente se, a é uma raiz de

p(x)”. Ou seja, se um polindmio p(x) é divisivel por x—a, entdo existe um polinémio

g(x), com grau uma unidade menor que o grau de p(x), de modo que p(x)=(x—a).q(x).

Num primeiro momento os alunos compreendem o fato de a ser uma raiz de
p(x) se, e somente se, Xx—a é um fator de p(x). Porém a dificuldade encontrada se da no
momento de construir o polindmio q(x) . Este momento é muito oportuno para a apresentagéo
do Algoritmo de Briot-Ruffini, como alternativa eficiente para o algoritmo da divisdo. E
momento apropriado também para relacionar divisdo de polinbmios com divisdo de nameros
inteiros, isto é, podemos discutir a divisdo de polindmios fazendo uma analogia a aritmética
dos numeros inteiros. Com efeito, podemos observar que os polindmios da forma x—a fazem

papel semelhante ao dos numeros primos na aritmética, tendo em vista que tem apenas 0s
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divisores triviais (polinbmios constantes e ele proprio). Dessa forma, os alunos sdo
estimulados a procurar analogias aritméticas para outras atividades algébricas, 0o que pode
facilitar a compreensdo e a consolidacdo das estruturas algébricas na formacdo matematica

dos alunos.

A possibilidade de fatoracdo de um polinémio é garantida pelo Teorema
Fundamental da Algebra, demonstrado em 1799 por Carl F. Gauss. Este diz: “Todo polindmio
p(x) de grau maior ou igual a um possui pelo menos uma raiz complexa (real ou ndo)”.
Assim, sendo a uma raiz do polindmio p(x), temos que p(x)=(x—a).q(x). Fazendo um
processo analogo, buscamos uma raiz do polindbmio q(x), € sendo b uma raiz de q(x),
podemos escrever p(x)=(x—a).(x—b).q,(x) . Dessa forma temos que b € também uma raiz de
p(x). Sendo p(x) um polinbmio de grau n, este processo pode ser repetido n vezes. Assim,
se p(x)=a,x"+a, X" +..+a,x +ax+a, € X,X%,.., X , S30 as raizes de p(x) temos que

p(x) =a,(X—%)(X—X,)...(x—x,) . Logo, todo polindmio de grau n possui exatamente n raizes

complexas.

E conhecido também da teoria dos nimeros complexos que, se um nimero
complexo da forma a+bi é raiz de um polinémio, entdo, o conjugado a—bi também & raiz.
Como consequéncia, temos que todo polindmio de grau impar possui pelo menos uma raiz
real. No polinbmio p(x)=a,(Xx—X)(X—X,)...(X—x,), agrupando as raizes complexas
conjugadas, podemos escrever o polindbmio p(x) com todos os coeficientes reais, a menos
que a, seja complexo. De fato, temos que o produto (x—(a+bi)).(x—(a—bi)) pode ser

escrito da seguinte forma:
(x—(a+bi)).(x—(a—hi)) = (x—a) =bi)((x—a) +bi) = (x—a) +b*.

Ja vimos nos capitulos anteriores que as equagfes do terceiro e quarto graus
possuem solucBes por radicais, isto €, podemos resolvé-las através das operagdes algébricas
fundamentais. J& para as equagOes graus cinco e superiores ndo ha solucdo por radicais.
Porém, na resolucdo das equacOes sollveis por radicais de graus trés e quatro, muitas vezes
ndo sdo interessantes os métodos acima expostos. Existem métodos mais praticos e mais

simples para a resolucdo de muitos casos. Vejamos um exemplo:
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Consideremos a equacdo y°—6y>+10y—8=0, a qual fazendo a substituicdo

y=x+2 se transforma em x®—-2x—-4=0. Resolvendo pela férmula de Cardano-Tartaglia

/1 /1 .

obtemos a solugdo X = i/2+ % +§/2— g . Porém, sabemos que x =2 € raiz da equacgéo
/1 fl o .

x® —2x—4=0. Portanto segue que i/2+ % +i/2— % = 2. Esta ultima igualdade néo ¢

facil de ser verificada. No entanto, a formula de Cardano-Tartaglia nos apresenta a solugao

correta, mesmo que seja de um modo diferente e ndo simples. A partir dai, sabendo que x=2
é raiz da equacio x°—-2x—4=0 e como y=x+2, concluimos que y=4 ¢ solugio da
equacdo y°®—6y°+10y—8=0.

A verificagdo de que y=4 ¢ solugdo da equacdo y*®—6y®+10y—8=0 poderia
ser feita de um modo mais simples e pratico. Observe que 4 é um divisor de — 8. Enunciamos
abaixo o teorema que relaciona a existéncia de raizes racionais de uma equacéo algébrica com

coeficientes inteiros, observando que toda equacdo algébrica de coeficientes racionais pode

ser transformada numa outra com coeficientes inteiros.

4.1 — Teorema das raizes racionais

Se um ndmero racional B, com p e ¢ primos entre si, é raiz da equacao
q

polinomial de coeficientes inteiros a x"+a ,x""+..+ax’+ax+a,=0, entdo p é um
divisor de a, e g € um divisor de a, .
Para a demonstracdo deste teorema, consideremos a equacdo algébrica

ax"+a X"'+.+a,x*+ax+a,=0 de coeficientes inteiros. Seja também o nlmero

racional E com p e g primos entre si, e suponhamos que g seja raiz da equagéo. Entéo,
p n p n-1 p 2 p
a,(=)"+a, ()" +..+a,(=)"+a(=)+a,=0.
q g ) AT

Multiplicando a Gltima igualdade por q" tem-se:
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a,p"+a,,p" g +...+a,p’q" > +a,pg" " +a,q" =0,

Dai, somando —a,q" em ambos os membros da equagéo acima, obtemos:

n

a,p"+a,,plg+...+a,p*q" * +a,pg" " =—a,q".

No primeiro membro da igualdade acima p é fator comum, dai:

p(a,p"" +a,,p"*q+...+a,pa" " +aq" ") =-a,q".
Agora, multiplicando a equacgéo por % obtemos:

8,p" +a,,p" g+ +a,pa"  +ag" = —_a;q -

O lado esquerdo da equacdo acima € um numero inteiro, logo o lado direito também deve ser
um numero inteiro. Ainda, como p e g sdo primos entre si, segue que p divide a,.
Por outro lado, na equagdo a p"+a_,p"'q+..+a,p’q"*+apq" " +a,q" =0, somando

—a, p" em ambos os lados da igualdade, obtemos:

n

a,,p"'q+..+a,p’q" > +a,pq" " +a,0" =—a,p".

No primeiro membro da igualdade acima, g é fator comum, dai:

(a4 p"" +..+8,p"a" +apq" +a,q" ) =-a,p".
Agora, multiplicando a equacgéo por % obtemos:

—a, pn
q

Novamente o primeiro membro da equacdo € um nUmero inteiro, e, portanto, o segundo

an_lpnfl+-l-+a2p2qn73+a1pqn72+a0qnfl:

membro também deve ser um numero inteiro. Como p e g sdo primos entre si, segue que ¢
divide a, .

[]

Um polindmio p(x)=a x"+a X" +..+ax’ +ax+a, édito ménico quando

a, =1, ou seja, o coeficiente de maior grau € 1. Segue do teorema acima que as raizes de um

polinbmio monico séo inteiras. De fato, sendo a, =1, temos que g é um divisor de 1. Logo

g==1. Portanto, P € um numero inteiro. Segue ainda que toda raiz inteira de uma equacéao

q

polinomial de coeficientes inteiros é divisor do termo independente.
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Provados os resultados acima, voltamos a equagdo y* -6y +10y—8=0. Pelo
teorema acima, nesse caso temos que p € um divisor de — 8 e g € um divisor de 1. As possiveis
raizes racionais (nesse caso inteiras) da equacdo y*®—6y?+10y—8=0 pertencem ao conjunto
{£1,+2,+4,48}. Testando os valores, vemos que y=4 ¢é raiz da equagdo. Se testarmos 0s
outros valores, veremos que eles ndo sdo raizes da equagdo. Logo, as outras raizes sdo
irracionais ou complexas. Aplicando o Algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos a fatoracéo
y? —6y> +10y—8=(y—4)(y* —2y+2). Portanto, y*—-6y>+10y—8=0 se, e somente se,
(y—4)(y*-2y+2)=0. Equivalentemente, y—-4=0 ou y*?—-2y+2=0. Resolvendo a
equacio y*—2y+2=0 obtemos as raizes y=1+i, e desta forma, o conjunto solucdo da
equacdo y®—6y°+10y—8=0 é S ={4,1+i}.

A partir dos resultados apresentados acima, podemos ver que muitas vezes é
mais facil resolver uma equacdo algébrica testando os possiveis valores para uma raiz, e
depois fatorando o polindmio para determinar uma equacdo de grau inferior ao grau da
equacdo dada, mas que possui as mesmas raizes.

O Teorema das raizes racionais fornece um teste conclusivo para saber se uma
equacdo algébrica tem raizes racionais ou ndo. Para esta verificacdo, pode-se construir uma
tabela com os quocientes possiveis dos valores de a, e a,, € em seguida testa-los na
equacao.

Outro fato importante da fatoracdo de polindmios diz respeito & soma e produto
das raizes de uma equacéo. Por exemplo, na equagdo do segundo grau ax®-+bx+c=0 de

raizes x, e x,, temos que:

ax® +bx+c=a(x—x)(X—X,) =a(x* — (X + X, )X+ XX,) =0,
Como a=0, multiplicando a equacdo acima por % e usando a igualdade de polinémios,

obtemos as conhecidas férmulas da soma e produto das raizes da equacdo do segundo grau

N b c
que sao x1+x2=—g e x1x2=5.

Esse processo e facilmente generalizado para equacgdes de graus superiores e
muitos exercicios interessantes podem ser resolvidos utilizando-se dessas relacdes, como por
exemplo, exercicios que envolvem progressdes aritméticas e geométricas. Estas abordagens

reforcam a andlise que fizemos no inicio do capitulo de que polindbmios € um topico
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importante para a formacdo matematica do individuo, e haja vista a riqueza de técnicas e o

relacionamento com outros conceitos, até mesmo fora da matematica.

4.2 — Mais sobre raizes racionais e irracionais

O Teorema das raizes racionais pode ser aplicado em alguns casos particulares
para a verificagdo da racionalidade ou irracionalidade de alguns numeros reais, como descrito
no artigo da revista RPM 43 [19], paginas 16, 17 e 18. A seguir reproduzimos algumas destas
aplicacdes.

Seja a um numero natural tal que Q/a ndo é exata e consideremos a equacao

algébrica x" —a=0. Pelo teorema das raizes racionais, temos que se um ndmero racional P

q
é raiz da equacdo algébrica X" —a =0, entdo p é um divisor de a e g é um divisor de 1. Dessa

forma teremos que P ¢ um namero inteiro, pois q e{+1}. Mas como %/a nio é exata, temos
q

que ndo existe nenhum inteiro r tal que r" =a. Dessa forma, segue que a equagdo X"—a=0
ndo admite raizes racionais. Mas ¥a é uma raiz da equacdo x"—a=0. Portanto Ya éum
namero irracional.

Consideremos como exemplo a equacdo Xx°>—2=0. As possiveis raizes

racionais (neste caso inteiras) desta equacdo sdo os nimeros do conjunto A={-11,-2,2}.

Substituindo os valores do conjunto A temos que nenhum destes valores satisfaz a equagéao
x5-2=0. Como x=32 satisfaz a equacdo e a mesma ndo possui nenhuma raiz racional,

concluimos que X = §/2 & um namero irracional.

Sabemos dos numeros complexos, que se um namero complexo a+ Si é raiz

de uma equacgdo algébrica, entdo o seu conjugado «— i também é raiz. Fato semelhante

ocorre com 0s nimeros irracionais da forma a+by/c e seu respectivo “conjugado” a—b+/c.

Enunciamos abaixo o teorema que trata deste fato:

Teorema: Se o numero irracional a+bJE, onde a e b sdo nimeros racionais €

¢ € um namero natural que ndo é um quadrado perfeito, é raiz da equacéo algébrica p(x)=0,

47



onde os coeficientes de p(x) sdo numeros racionais, entdo, a—by/c também é raiz da
equacéo algébrica p(x)=0.

Demonstragdo: Consideremos o polindmio f (x) = (x—a—b+/c).(x—a+b+/c).
Equivalentemente, podemos escrever f(x)=(x—a)*—b’c, que é um polindmio do segundo

grau na variavel x. Notamos assim, que os coeficientes de f sdo nimeros racionais. Efetuando

a diviséo de p por f, obtemos o quociente g e o resto r tais que p(x) = f (x).q(x) +r(x). Como
0 grau do polinémio f é 2, podemos escrever r(x) =ux+Vv. Observando que a+byc é raiz de
p, temos que p(a+ b\/E) =0. Dessa forma,

p(a+bc) = f(a+bve).g(@a+byec)+r(@a+bye)=r(a+byc)=0,

pois f(a+byc)=0. Dai, r(a+byc)=u.(a+byc)+v=0. Logo, temos ua+ubvc+v=0.

—-V—-ua

Desta ultima igualdade devemos ter u=v =0, pois caso contrario, teriamos Je= .
u

Dessa forma, /c seria um niimero racional, contrariando nossa hipotese.

O

Como exemplo numérico para o ultimo teorema, consideremos que X, = 5+2
seja raiz de um polindmio f de coeficientes inteiros. Entdo, pelo teorema acima temos que
X, =5—+/2 também §é raiz de f. Dessa forma temos que x, e X, sdo raizes do polindmio
g(x) =[x—(5+/2)].[x=(5—-+/2)]. Observamos que g(x)=[(x-5)—-+2].[(x=5)++/2] ou
equivalentemente g(x) = (x—5)2 —(~/2)?. Portanto, temos que g(X) =x*-10x+23 é um
polindmio que possui as raizes x, =5+2 e X, =5-+/2. Observamos que tanto X, cOmo

X, S80 ndmeros irracionais, pois se testarmos os divisores de 23 no polinbmio g veremos que

nenhum destes é raiz do mesmo.

4.3 — Equac0es bindmias e equacdes trindmias
Estudaremos agora mais dois casos particulares de equagOes. Estas sdo
conhecidas por equagdes bindmias e equacdes trinémias. Nestes casos, podemos considerar 0s

coeficientes sendo numeros complexos, ndo necessariamente nimeros reais.
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Chamamos de equagdo bindmia toda equacdo que pode ser reduzida a forma

ax"+b=0, com a,be C, a=#0 e ne N. Para resolver esta equacdo basta isolar x" e

aplicar o processo de radiciagdo em C. Ou seja,

ax”+b=0:>x“=—E:>x=n/—E.
a a

Dessa forma, uma equacdo binbmia de grau n ter4 exatamente n raizes
complexas.
Chamamos de equacdo trindbmia toda equacdo que pode ser reduzida a forma

ax’" +bx"+c=0, com a,b,ce C, a0, b0 e ne N. Para resolver uma equagio

trindbmia fazemos a substituicdo x"=y e obtemos as raizes y, e y, da equacdo

ay’ +by+c=0. Em seguida resolvemos as equagbes x" =y, e x" =y,, obtendo as 2n raizes

da equacéo original.
Como exemplo de equacdo bindbmia, vamos determinar as raizes da equacdo

2x°-16=0. A equacdo dada é equivalente a x*=8, ou ainda X:§/§. Logo, vamos

determinar as raizes cubicas de z=8. Temos que z=8(cosO+i.sen0). Portanto,
3/_:§/§(cos(0+k2?”)+i.sen(0+k2?ﬂ)), ou seja, 3/_:2(cos(k 2?7[)+i.sen(k 2?7[)), para
k=0,1,2. Substituindo os valores de k obtemos as trés raizes da equagdo, que sdo x, =2
(para k =0), x, =1—i/3 (para k=1) e x, =—1—i+/3 (para k =2). Portanto as trés raizes da
equacdo 2x°—16 =0 sdo dadas pelo conjunto S ={2,1—i~/3,-1—i~/3}.

Como exemplo de equacédo trinbmia, vamos determinar as raizes da equacdo
x® +26x>—27=0. Fazendo a substituicio x*=y obtemos a equagio y®+26y—27=0.
Resolvendo a equagdo em y obtemos y, =1 e y,=-27. Agora, devemos resolver as
equactes x*=1e x®=-27.

Para a equagdo X’ =1 devemos encontrar as raizes clbicas de z=1. Temos

que z=1(cosO+i.sen0). Dai 3/_:3/i(cos(0+k2§)+i.sen(0+k2?ﬁ)), para k=0,12.
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Ne

Substituindo os valores de k obtemos as raizes x, =1 (para k =0), x, = —%+ i - (para k=1

)e X, :—%—ig (para k =2).

Para a equacdo X’ =-27 devemos encontrar as raizes clbicas de w=-27.

Temos que w=27(cosz+i.senz). Dai i/wzi/ﬁ(cosowkz?”)+i.sen(ﬁ+k2?ﬂ)), para

343 3 .33

k=0,1,2. Temos, x4=g+i.7 (para k=0), X, =—3 (para k=1) e Xezz_i'T (para

k=2).

Portanto, as seis raizes da equagdo x°+26x>—27 =0 sdo dadas pelo conjunto

S:{—3,1,—E+i£,—1— £ 3 i 3. i}
2 2 2 2 2 2 '2

4.4 —Um polindbmio de grau impar especial

Reproduzimos agora uma propriedade de um polindmio de grau impar especial

descrito na RPM 81 [22], paginas 29 e 30. O polindmio
P(X) = X" +bx "+ X" +bx" > + ...+ x> +bx* +x+b,
onde n é um natural impar e b ¢ um nimero real n&o nulo. Podemos escrever
P(X) = (X+b)(X" " + X" + .+ X* +1),

com n natural impar e b real ndo nulo. Dessa forma, segue que X =-b é a Unica raiz real de
p(x), pois a expressdo X"+ X" +...+x*+1 representa uma soma de poténcias pares de X,
logo sempre positiva.

Para um estudo das raizes complexas de x"'+x"%+..+x*+1=0, onde n é

um natural impar, notemos que, para qualquer p natural e qualquer y real, vale a identidade:

p+1

—1=(y =Dy +y Y Y HD).
Se, temos que:

yp+l _1

YPryP Ly y+l= :
y-1
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Dai, segue que, y°+y" ' +..+y*+y+1=0 se, e somente se, y*" —1=0. Fazendo y=x>,
obtemos que X*P +x*P?+..+x*+x*+1=0 se, e somente se, x***-1=0, para x*=1.
Dessa forma, temos que as raizes complexas de x*° +x*P % +..+x* +x*+1=0 sdo as 2p
raizes complexas de ordem 2p-+2 da unidade, diferentesde 1 e — 1.

Como exemplo, consideremos a equagdo x> +3x*+x>+3x*+x+3=0, que
pode ser escrita na forma (x+3)(x* +x*+1)=0. Temos que x=-3 ¢ a Unica raiz real desta

equacao, sendo as demais complexas. As raizes de x* +x*+1=0 sdo as raizes de ordem 6 da

unidade diferentes de 1 e — 1, que sdo dadas por x = cos(k?”) + i.sen(k?ﬂ), para k e{L,2,4,5}.
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5. SUGESTAO DIDATICA

Apresentaremos agora uma sugestdo de uma sequéncia didatica para a
apresentacdo dos estudos de polindmios no ensino médio.

1) Definicdo de polindmios: definir de maneira natural o que é um
polinbmio ou uma funcdo polinomial. Falar dos coeficientes dando énfase ao coeficiente
independente e ao coeficiente dominante. Definir polinbmio ménico.

i) Polinbmio nulo, polinémio constante e igualdade de polinémios:
trabalhar com os polindmios nulo e constantes e com a igualdade de polindmios de forma
com que os alunos exercitem as operacOes basicas e resolvam sistemas de equages, entre
outros. Um polinbmio é chamado nulo (ou identicamente nulo) quando todos 0s seus
coeficientes sdo iguais a zero. Um polindbmio € chamado de polindmio constante quando €
formado apenas por um nimero complexo. Dois polindmios p(x) e q(x) séo iguais quando
assumem valores numéricos iguais para todo valor complexo comum atribuido a variavel.
Para que p(x) e q(x) sejam iguais é necessario e suficiente que os coeficientes dos termos
semelhantes de p(x) e q(x) sejam iguais.

iii)  Valor numérico e raiz de um polinémio: dar o significado de valor
numeérico de um polinémio assim como o da raiz. O valor numérico de um polinémio p(x)
em x=« € dado por p(a).Se p(«)=0 dizemos que « € raiz do polinbmio p(x).

iv) Grau de um polindmio: definir grau de um polindmio n&o nulo. Se
p(x) =0, o grau de p(x) é o maior expoente da varidvel x com coeficiente ndo nulo. Néo se
define grau do polinémio nulo.

V) Operagdes com polindmios: dados dois polindmios p(x) e q(x), temos
que: a soma dos polindmios p(x) e q(x) é dada efetuando-se a soma dos coeficientes dos
termos semelhantes de p(x) e q(x). A diferenca entre os polindmios p(x) e q(x) é dada
pela soma do primeiro polinbmio com o oposto do segundo, isto &,
p(x)—a(x) = p(x)+[-q(x)]. O produto de dois polinbmios p(x) e q(x) é obtido
multiplicando-se cada termo de p(x) por todos os termos de q(x) e reduzindo-se os termos

semelhantes. E finalmente, a divisdo: dividir p(x) por d(x) =0 é encontrar dois polinbmios
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g(x) e r(x) de modo que se tenha p(x)=q(x).d(x)+R(x), com gr(r)<gr(d) ou r(x)=0.
Quando r(x) =0 dizemos que a divisao é exata.

Vi) Divisdo por binémios do primeiro grau da forma x—a: nesta secdo,
trabalhar com o dispositivo de Briot-Ruffini, fazendo com que os alunos comparem a divisdo
pelo dispositivo e pelo método da chave. O dispositivo de Briot-Ruffini permite efetuar
divisdes de polindbmios quaisquer por polindmios do tipo x—a de uma maneira muito simples
e rapida.

vii)  Teorema do resto e teorema do fator: mostrar aos alunos que em muitos
casos ndo é necessario efetuar a divisdo para saber o resto da divisdo de dois polindmios, no
caso na divisdo de um polindmio por um binémio do primeiro grau. Nesse caso, ao dividir um
polindmio p(x) por Xx—a tem-se que o resto r(x) é uma constante, pois o grau do resto deve
ser sempre menor que o grau do divisor. Assim, pode-se mostrar facilmente que r(x)=p(a).
Ainda, se a for uma raiz de p(x) teremos que o resto p(a) =0, dai conclui-se que x—a é um
fator de p(x).

viii)  Divisdes sucessivas: trabalhar com a divisdo de polindbmios por x—a e
X—b, onde a=b. Um polindmio p(x) € divisivel por x—a e também por x—b, com a=b,
se, e somente se, p(x) é divisivel pelo produto (x—a)(x—b).

Apbs trabalhar todos os conceitos de polinémios, o préximo passo é trabalhar
com as equacles algébricas. As formulas das equacdes do terceiro grau, assim, como o
processo de resolugdo das equacbes do quarto grau apresentados neste trabalho séo
trabalhosas e ndo muito simples. Ndo recomendamos suas apresenta¢fes no ensino médio,
observando também que o tempo seria insuficiente.

iX) Definicdo de equacOes algébricas: toda equacdo redutivel a forma

p(x) =0, sendo p(x) um polindmio de grau maior ou igual a um, é uma equacao algébrica.

X) Raiz de uma equacdo algébrica: trabalhar com o calculo das raizes de
uma equacdo algébrica. As raizes da equacdo algébrica p(x) =0 sdo as mesmas que as raizes
do polinémio p(x) e em mesmo numero que o grau do polindmio p(x), podendo alguma das
raizes aparecer mais de uma vez. Ressaltar que os alunos ja trabalham com tipos particulares
de equacdes algebricas desde o ensino fundamental, ou seja, equacdes do primeiro e segundo
graus.

Xi) Teorema Fundamental da Algebra: toda equagio algébrica p(x) =0,
com grau de p(x) maior ou igual a um, admite pelo menos uma raiz complexa. Dessa forma,
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sendo o uma raiz da equagdo p(x)=0, temos que existe um polinémio q(x) de modo que
se tenha p(x) =(x—a)q(x)=0.

xii)  Teorema da decomposi¢do: mostrar que uma consequéncia do teorema
fundamental da algebra é que toda equacdo algébrica de grau n possui exatamente n raizes

complexas, podendo ser iguais ou ndo. Assim, se p(x)=a,x" +...+aX+a, € um polinémio

de grau n maior ou igual a um e «,a,,..,c, S40 as raizes de p(x)=0, entdo

p(X) =2, (X~ &) (x—,)..(x~ @) -
xiii)  Multiplicidade de uma raiz: sabendo que uma equacao algébrica de grau
n tem exatamente n raizes, mostrar que estas ndo sdo necessariamente diferentes, ou seja,

podem existir raizes repetidas. Uma raiz « de uma equacéo algebrica p(x) =0 é uma raiz de

multiplicidade m, com m natural ndo nulo, quando p(x) =(x—a)".q(x) e g(«) #0.

xiv)  Raizes racionais: trabalhar com o teorema da pesquisa de raizes
racionais, fazendo com que os alunos pesquisem as possiveis raizes. Dessa forma estardo
trabalhando com divisores de nimero inteiro como também com principios de combinatéria.
Este teorema foi trabalhado no capitulo anterior.

XVv)  Raizes complexas ndo reais: mostrar que as raizes complexas nao reais
de uma equacdo algébrica ocorrem sempre aos pares e concluir que toda equacao algébrica de
grau impar possui pelo menos uma raiz real. O fato de um nimero complexo da forma a+ bi
ser raiz de um polindmio, entdo os eu conjugado a—bi também € raiz traz como
consequéncia que todo polinbmio de grau impar possui pelo menos uma raiz real. Assim, no
polindmio p(x)=a,(Xx—x)(X—X,)...(Xx—X.), agrupando as raizes complexas conjugadas,
podemos escrever o polindmio p(x) com todos os coeficientes reais, a menos que a, seja

complexo conforme abordado no capitulo anterior.

xvi)  Raizes irracionais: dentro do possivel, trabalhar com as raizes
irracionais conjugadas, conforme abordado no capitulo anterior.

xvii) Relacdes de Girard: toda equacdo de grau n de grau maior ou igual a
um, dada na forma p(x)=a,X"+...+aXx+a, e raizes «,a,,...,a,, Observam-se as seguintes

relagoes:

a'n -1
a

n

o o+, t..ta,=-—

— an—Z
o auo,tao,+..t+a, 0, =—""

n
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an—3
a

n

o aa,a, a0, . ta, 00, =

a
o aqa,.a,=-1" a_o :

n

Ressaltar que relagdes acima séo dadas pela soma das combinagdes uma a uma,
duas a duas, trés a trés e assim sucessivamente até o produto de todas as raizes da equacéo
com a alternancia dos sinais. Pode-se retornar ao conceito de soma e produto das equacdes do
segundo grau. Neste topico recomendamos trabalhar exercicios que envolvem outros
contetdos da matematica, como progressdes aritméticas e geométricas, raizes inversas, entre
outros.

xviii) EquacOes binbmias e trindmias: trabalhar com as equacgdes binébmias e
trinbmias, retomando o conceito de radiciagdo de numeros complexos da forma como

abordada no capitulo anterior.
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Lista de exercicios
1. Determine os valores de a e b para que o polinémio
p(x) = (3a—b)x* +(4a—2)x+5 tenha grau zero.
2. O polindmio p(x) = x* +ax® +bx, em que a e b sdo nimeros reais, tem
restos 2 e 4 quando dividido por x—2 e Xx—1, respectivamente. Determine o valor de a.
(Resposta: —6)

X a
2 = +
X°=3x+2 x-1 x-2

X # 2, determinar o valor de ab. (Resposta: —2)

3. Se é verdadeira para todo x real, x=1 e

4. Determine o grau minimo de uma equacdo algébrica de coeficientes
reais que admita as raizes —2 de multiplicidade 2, 5 de multiplicidade 1 e —-2+i de
multiplicidade 2. (Resposta: grau 7)

5. A divisdo de um polindmio f(x) por (x—1)(x—2) tem resto igual a
X+1. Se os restos das divisdes de f(x) por x—1 e Xx—2 s&o, respectivamente, 0s nUmeros
reais a e b, determine o valor de a* +b’. (Resposta: 13)

6. Seja x um numero real positivo. O volume de um paralelepipedo reto-
retingulo é dado, em fungdo de X, pelo polindmio x*+7x*+14x+8. Se uma aresta do
paralelepipedo mede x+1, determine a area da face perpendicular a essa aresta. (Resposta:
X* +6Xx+8)

7. p(x) € um polinbmio de grau n=2 e tal que pl)=2 e p(2)=1.
Sejam d(x) =(x—2)(x—1) e g(x) o quociente da divisdo de p(x) por d(x).

a) Determine o resto da divisdo de p(x) por d(x). (Resposta: —x+3)

b) Sabendo que o termo independente de p(x) é igual a 8, determine o

termo independente de q(x) . (Resposta: g)

8. Considerando as proposi¢des sobre polindmios, assinale V para a(s)
verdadeira(s) e F para a(s) falsa(s).

() Sejam f(x) e g(x) polindbmios ndo nulos tais que f(2)=g(2)=0. Se
r(x) éorestodadivisdo de f(x) por g(x),entdo r(2)=0. (Resposta: V)

() O polindmio x*+3x+2 tem uma raiz inteira. (Resposta: F)
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() Se f(x) e g(x) sdo polinbmios de grau 3, entdo o grau do produto
f(x).g(x) é9. (Resposta: F)

9. Dividind0-se um polindmio p(x) por (x—1)°, obtém-se um resto que,
dividido por x—1 d&resto 3. Ache p(1). (Resposta: 3)

10.  Sabe-se que 1, 2 e 3 s&o raizes de um polinbmio p(x) do terceiro grau
e que p(0)=1. Determine p(10). (Resposta: —84)

11.  Considere a equacdo algébrica x*—2=0.
a) O teorema das raizes racionais pode ser aplicado a essa equacgdo? Por

qué? Em caso afirmativo faca a pesquisa das possiveis raizes racionais.
b) Verifique se 2 6 raiz dessa equacao.

c) O que vocé pode concluir a respeito do numero V22

12.  Considere a equacdo algébrica 4x’ +12x° +7x> —3x* —2x°> =0.

a) E possivel vocé usar todos os divisores do termo independente de x?
Por qué?

b) Que procedimento vocé pode usar para resolver equacGes deste tipo?

c) Resolva a equagéo, em C, e indique a multiplicidade de cada raiz.
13.  Sabendo que as raizes da equagdo 0,1x°+3,5x* +35x+100=0 sio

distintas entre si e estdo em progressdo geometrica, resolver esta equacdo em C. (Resposta:

-5,-10,-20)
14.  As raizes da equacgdo x°+3x*—22x—24=0 formam uma progressio

aritmética. Encontre-as. (Resposta: —6,—1,4)
15.  Encontrar as raizes inteiras da equacdo x> —4x*+25x-100=0 e

depois resolvé-la em C.

16.  Sabendo que aequagédo | 1 3—x -1 |=0 tem uma raiz dupla,

resolva-a em C.

17.  (Unicamp)
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a) Qual o valor de A naequagdo z°—5z*+8z—1=0de modo que z=3 seja
uma raiz dessa equacgéo?

b) Para esse valor de A, ache as trés raizes z,,z, e z, dessa equagéo.

C) Ache o volume do sélido obtido quando a regido triangular cujos vértices
sdo os pontos z,,z, e z, giraem torno da reta de equagdo x =1. (Observagéo: este solido sera a

x : . . 1
unido de dois cones e 0 volume do cone ¢é dado pela formula V = gﬂrzh ).

18.  Se X, X, € X, S80 as raizes da equagdo 3x* +2x* —7x+2=0, determine
a soma dos inversos dessas raizes.

19.  (UFSCar) Sendo z, e z, as raizes ndo reais da equacdo algébrica
x® +5x* +2x+10=0, o produto z,z, resulta em um ndmero:

a) Natural

b) Inteiro negativo

c) Racional ndo inteiro

d) Irracional
e) Complexo ndo real

20. Resolver a equagdo x°+10x*—6x°—-176x*+133x+294=0, em C,

sendo —7 raiz dupla e 2 raiz simples dessa equacao.

2
21.  Seja a equacdo w:é-Fi‘Fi, em que A, B e C séo
X" +2X°=-3x X xX-1 x+3
ndmero reais, X=0, Xx#1, e Xx=—3. Determine os valores reais de A, B e C.

22.  Determine a condicdo necessaria e suficiente para que a expressao

ax’ +hx+c

> , em que a,a,,b,b,,c;,c, sdo numeros reais ndo nulos, assuma um valor que n&o
a,X"+b,x+c,
dependa de x.

23.  Determine a condicdo para que ax®+bx+c seja um polindmio quadrado
perfeito.

24.  Demonstre que, se f e g sdo polindmios divisiveis por h, entdo o resto r da
diviséo de f por g também é divisivel por h.

25.  Os coeficientes a,,a,..,a, do polindmio p(x)=a,+ax+...+ax"
formam, nessa ordem, uma PG de razéo % . Entéo, qual é o resto da divisdo de p(x) por Xx+27?

26.  Determine o resto e o quociente das seguintes divisoes:
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a) x"—a" por x—a;
b) x"+a" por x—a;
c) x"—a" por x+a;

d) x"+a" por x+a.

27.  Seja x:€/2+\/§+€'/2—\/§. Elevando ambos os membros ao cubo,
teremos x*=4-3x. Seja p(x) =x*+3x—4. Como p(1) =0, temos que p(x) é divisivel por
Xx—1 e, portanto, p(x)=(x—-1).q(x), onde q(x) é um polindbmio.

a) Mostre que g(x) possui como zeros somente nimeros complexos ndo

reais e, portanto, que o nimero x =1 é o Unico zero real de p(x).

b) Mostre que x =$/2+\/§+€/2—\/§ € um ndmero inteiro.

28.  Resolver a equacdo 4x®-13x*—13x+4=0, sabendo que duas de suas
raizes s&o numeros inversos.

29. A equagdo x*+mx+n=0, com m e n coeficientes reais, admite 5-2i
como raiz. Qual é a outra raiz que essa equacdo possui? Quais sdo os valores de m e n?

30.  Cortando-se quadrados em cada canto de uma folha de papel com
dimens@es 20 cm por 10 cm, e dobrando-se, obtemos uma caixa retangular sem tampa. Qual deve

ser 0 lado do quadrado a ser recortado para que o volume da caixa seja igual a 288 cms3?
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CONSIDERACOES FINAIS

Os trabalhos desenvolvidos por matematicos como Tartaglia, Ferrari, Abel,
Galois, entre outros na busca incessante por solucBes das equacbes algébricas promoveu o
desenvolvimento da Algebra moderna que conhecemos hoje. Procuramos situar 0s
desenvolvimentos destes trabalhos no contexto historico, bem como descrever o0s
procedimentos utilizados nas soluc@es, sendo a tdnica principal do trabalho a discussdo da
solubilidade de equac6es algébricas por radicais.

Neste sentido, apenas as solugdes para equacdes algébricas até grau 4, podem
ser explicitadas em formulas envolvendo radicais. Procuramos descrever as ideias principais
deste resultado profundo desenvolvido por Galois, com énfase no interessante entrelacado das
teorias dos Grupos e Corpos.

A teoria dos polinémios e equacdes algébricas constitui um material rico para a
formacdo Matematica escolar, pois explora e generaliza técnicas importantes da aritmética,
bem como possibilita descrever aplicacOes interessantes. Desta forma, neste trabalho
apresentamos resultados, abordagens e sugestfes que podem constituir um apoio ao professor

para incentivar e estimular os alunos ao seu estudo.
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