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Resumo

O trabalho aborda o sistema de coordenadas polares apresentando sua definicdo,
caracteristicas e situagdes em que este sistema mostra-se ser mais apropriado para utilizagéo.
Como elemento motivacional sdo propostas algumas atividades praticas a serem
desenvolvidas com os alunos buscando a compreensdo, fixacdo e aplicabilidade dos
conteudos estudados em sala de aula. Para que os alunos possam assimilar a definicdo desse
sistema, sdo sugeridas duas variagdes do jogo “Batalha Naval Polar” podendo ser realizadas
com papel e caneta ou através do software aplicativo GeoGebra. Apresentamos as equagoes
de retas e circunferéncias no sistema de coordenadas polares, assim como, algumas equacées
que resultam em curvas com formas muito curiosas: lemniscata, limagon, rosacea e espiral.
Tais curvas sdo abordadas por possuirem formas muito comuns em fendmenos e objetos
encontrados na natureza, mostrando aos alunos a presenca marcante que a Matematica tem em
nosso ambiente. Dentre as curvas citadas acima as rosaceas encontram-se em posi¢cdo de
destaque, pois, realizamos um estudo mais extensivo do que o encontrado na bibliografia
consultada. E para completar nossa apresentacdo das possibilidades ao se trabalhar com
coordenadas polares abordamos o assunto das conicas no sistema cartesiano para mostrar que
no sistema de coordenadas polares as conicas sdo representadas de forma unificada através de
uma unica equacdo. Ainda buscando despertar o interesse dos alunos sobre o tema oferecemos
duas atividades e algumas aplicagdes préaticas que tratam da propriedade refletora das conicas.
Concluimos este trabalho com a sugestdo de um projeto onde os alunos precisam manipular

conceitos do sistema de coordenadas polares para combater uma ameaca bem atual: a dengue.

Palavras-chave: Coordenadas Polares. Conicas. Rosaceas.



Abstract

The work addresses the polar coordinate system presenting its definition,
characteristics and situations in which this system is shown to be more suitable for use. As a
motivational element we propose some practical activities to be developed with students
seeking understanding, fixing and applicability of the contents studied in class activities. To
allow students to assimilate the definition of this system we suggested two variations of the
game “"Battleship Polar" that can be made with pen and paper or by application software
GeoGebra. We present the equations of lines and circles in the polar coordinate system, as
well as some equations that result in curves with very curious shapes: lemniscate, limacon,
rosace and spiral. Such curves are addressed by having very common phenomena in forms
and objects found in nature showing students the strong presence that mathematics has on our
environment. Among the curves mentioned above the rosace are in a prominent position
therefore we conducted a more extensive study than is found in the bibliography consulted.
And to complete our presentation of the possibilities when we work with polar coordinates we
approach the subject of the conics in the Cartesian system to show that in the polar coordinate
system the conics are represented in a unified manner through a single equation. Still seeking
to awaken the interest of the students on the topic we offer two activities and some practical
applications dealing with the reflective property of the conics. We conclude this work by
suggesting a project where students need to manipulate concepts of the polar coordinate
system to fight a very current threat: the dengue.

Keywords: Polar Coordinates. Conics. Rosaces.
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Introducéao

No Brasil, os parametros legais que norteiam a atuacdo de educadores no ensino
bésico é a Lei n.° 9394/96, também conhecida como Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo
Nacional (LDB). A LDB estabelece, entre outras coisas, as bases do curriculo do ensino

fundamental e médio, a saber,

Art. 26°. Os curriculos do ensino fundamental e médio devem ter uma base nacional
comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e estabelecimento escolar,
por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas regionais e locais da
sociedade, da cultura, da economia e da clientela.

8§ 1° Os curriculos a que se refere o caput devem abranger, obrigatoriamente, o
estudo da lingua portuguesa e da matematica, o conhecimento do mundo fisico e
natural e da realidade social e politica, especialmente do Brasil. (LDB, Cap. Il, Seg.
I, Art. 26; Lei 9394/96).

Como podemos notar acima, 0 ensino da matematica é obrigatorio na segunda e
terceira etapas da educacdo bésica. Mas, a propria LDB ndo estabelece os conteddos
matematicos que serdo abordados no ensino fundamental e médio. No caso do ensino médio
esta tarefa é elucidada pelo Ministério da Educacdo (MEC) através do documento intitulado
“Parametros Curriculares Nacionais - Ensino Médio (PCN)”. Porém, destacamos atencdo
especial a um outro documento chamado “Orientagdes Curriculares Para o Ensino Médio
(PCNEM) — Volume 2” que é o responsavel por orientar professores e escola sobre como
tratar esses contedos.

No capitulo trés do PCNEM — Volume 2, dedicado exclusivamente a matematica, sdo
abordadas questdes de conteudo, questdes de metodologia, uso de tecnologia, organizacdo
curricular e projeto politico-pedagogico. Damos atencdo especial a se¢do cinco, denominada
“Temas Complementares” que apresenta,

[...] tépicos que podem servir muito bem aos propositos das feiras e dos clubes de
ciéncias, ou para atividades em laboratdrios de Matemética, ou ainda para compor,
de forma interdisciplinar, a parte diversificada do curriculo. Alguns desses tdpicos
também servem para trabalhar as aplicacfes matematicas. Em outros topicos, tem-se
0 aspecto artistico e lidico no trabalho de construcdo de modelos concretos
ilustrativos. (PCNEM — Volume 2, Cap. 3, Se¢. 5, pag. 92).

Assim, no decorrer do texto sdo sugeridos varios conteudos que podem ser
desenvolvidos de forma a complementar a formacdo matemética dos estudantes durante o
ensino médio. Um dos temas que nos chamou a atencdo inclusive determinando o tema

abordado neste trabalho é descrito no PCNEM conforme abaixo,

O estudo de diferentes sistemas de coordenadas para o plano e o espaco (cartesianas,
polares, esféricas), e de construgdo de algumas curvas e superficies, provoca um
pensamento matematico generalizador ao ir além do até entdo restrito universo de
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retas, circulos e curvas, que sdo graficos de funcdes reais, de variavel real. (PCNEM
—Volume 2, Cap. 3, Sec. 5, pag. 93).

Apobs o topico de coordenadas polares ser definido inicialmente como tema deste
trabalho pesquisamos no site do PROFMAT sobre a existéncia ou ndo de Trabalhos de
Conclusédo de Curso (TCCs) apresentados no ano de 2013 que desenvolvessem este assunto.
Para nossa surpresa constatamos que ndo houve nenhum TCC apresentado cujo foco estivesse
sobre coordenadas polares. Este fato ratificou por completo nossa op¢do em trabalhar com
este assunto.

Recentemente, ao realizarmos nova pesquisa no site do PROFMAT verificamos que
apenas dois TCCs sobre coordenadas polares foram apresentados neste ano. O primeiro
intitula-se “Conicas Unificadas em Coordenadas Polares para uma Nova Abordagem no
Ensino Médio” do mestrando Jodo Gilberto Gongalves Nunes da Universidade Federal do
Ceara (UFC). Em seu trabalho, Nunes percorre um caminho inverso ao nosso, pois, inicia
definindo as se¢des conicas de forma bastante minuciosa nos primeiros sete capitulos e apenas
nos dois ultimos é trabalhado o sistema de coordenadas polares. Enquanto noés, desde o
primeiro capitulo j& apresentamos as coordenadas polares e as possibilidades que o uso desse
sistema nos proporciona para no ultimo capitulo, mostrar que as conicas também podem ser
trabalhadas nesse sistema. Em nosso trabalho e no TCC apresentado por Nunes existem
muitas informagdes similares, porém, o foco dos trabalhos é distinto.

O segundo TCC apresentado com essa mesma tematica intitula-se “Coordenadas
Polares: Um Ensaio sobre a Aplicabilidade no Ensino Médio” do mestrando Anderson
Henrique Costa Barros da Universidade Federal do Maranhdo (UFMA). Podemos notar que
0s objetivos deste trabalho sdo muito similares ao nosso, pois, Barros busca elaborar maneiras
que viabilizem o estudo de coordenadas polares no ensino médio utilizando-se,
principalmente, de conhecimentos de geometria analitica, trigonometria e ferramentas
computacionais. Porém, Barros dedica parte de seu trabalho ao estudo teérico da
trigonometria e geometria analitica no sistema cartesiano. Ao passo que nds optamos por
priorizar o estudo do sistema de coordenadas polares, principalmente, buscando estabelecer de
maneira mais detalhada as equacOes e suas respectivas curvas polares.

Iniciamos este trabalho com a apresentacdo do sistema cartesiano no plano, do sistema
de coordenadas polares, a forma como estes dois sistemas se relacionam também é destacada
e ao final deste primeiro capitulo sugerimos duas atividades praticas que podem ser Uteis

como um agente motivador ao aprendizado dos estudantes.
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No capitulo dois introduzimos o estudo das equaces polares mais simples cujos
graficos gerados pelas mesmas correspondem a retas e circunferéncias. Para concluir o
capitulo apresentamos algumas técnicas que possibilitam ao estudante realizar um esbogo de
qualquer curva polar e ainda orientamos como plotar as curvas polares através de dois
softwares livres. O primeiro deles sendo o Winplot que pode ser obtido através do link
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.ntml. Ou ainda o software GeoGebra cujo link para

download é http://www.geogebra.org/cms/pt BR/download/.

O capitulo seguinte é destinado a apresentar algumas curvas bastante incomuns para
alunos do ensino médio como: limagons, lemniscatas, rosaceas e espirais. Porém, os alunos
perceberdo que a forma assumida por muitas dessas curvas lhe sdo bastante familiares. Por
exemplo, uma cardidde possui o formato de um coragdo, uma lemniscata assemelha-se ao
simbolo matematico que representa o infinito, as rosaceas sdo semelhantes a flores e as
espirais sdo comumente encontradas na natureza. Exploramos bastante as caracteristicas
geométricas dessas curvas, tomando o devido cuidado de justificar cada propriedade estudada
ao enunciar e demonstrar as proposi¢coes relativas ao assunto. Dentre essas curvas atencao
especial € dedicada as rosaceas onde expandimos 0s conceitos abordados na bibliografia
consultada, explorando as caracteristicas dessas curvas ndo apenas para n natural.

J& no capitulo quatro inserimos o estudo das se¢Bes cOnicas. De inicio abordamos o
assunto da forma tradicionalmente encontrada nos livros didaticos, ou seja, definimos
separadamente a equacdo cartesiana de cada uma das conicas. A partir dai, exploramos o
topico das conicas em coordenadas polares 0 que proporcionara ao estudante observar a
praticidade e simplicidade em utilizar as conicas neste sistema de coordenadas. Ressaltamos
gue nosso objetivo neste capitulo ndo é apresentar um estudo exaustivo sobre as secdes
conicas e sim conceder ao estudante a possibilidade de avaliar as vantagens e desvantagens ao
lidar com um ou outro sistema de coordenadas. Encerramos esse assunto com duas atividades
praticas para auxiliar o processo de aprendizagem dos estudantes, desenvolvendo algumas das
varias aplicacdes que utilizam-se de propriedades das conicas.

E por fim concluimos este trabalho com a proposta de um projeto a ser desenvolvido
com os estudantes visando a manipulagédo dos resultados obtidos na sala de aula que tratam do
sistema de coordenadas polares na busca pela conscientizacdo e mobilizacdo dos estudantes

na solugdo de um caso de saude publica: a dengue.


http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html
http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/download/
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1 SISTEMAS DE COORDENADAS NO PLANO

1.1 Introducéo

Em Matematica, um sistema de coordenadas no plano € utilizado para se especificar
uma dupla de escalares a cada ponto pertencente ao plano. Ou seja, qualquer posic¢ao do plano
estd bem definida com dois valores dados de forma ordenada, mas, vale observar que para um
mesmo ponto pertencente ao plano pode haver mais de um par de escalares que o represente
dependendo do sistema escolhido. Contudo, quando houver somente um Gnico par de
escalares que determine cada ponto do plano, entdo, estabelecemos uma correspondéncia
biunivoca entre as coordenadas e 0s pontos do plano.

Neste capitulo apresentaremos o sistema de coordenadas cartesiano, o sistema de
coordenadas polares e a relagdo entre eles. Finalizamos o capitulo com duas atividades
praticas que podem ser utilizadas em sala de aula e/ou na sala de tecnologia para que 0s

estudantes possam entender melhor o uso de coordenadas polares.

1.2 O Sistema de Coordenadas Cartesiano

Segundo EVES (2011) ndo existe um consenso entre os historiadores sobre quem
inventou a Geometria Analitica e nem a respeito da época dessa invencao. Mas, sabemos que
a ideia de coordenadas foi usada no mundo antigo pelos egipcios e 0S romanos na
agrimensura e pelos gregos na confeccio de mapas. Na chamada “Idade Aurea” da
Matematica Grega fizeram-se avancos nesta area através, principalmente, da obra intitulada
“As Conicas” do matematico Apolonio de Perga que viveu no periodo de 262 a 190 A.C. De
acordo com BOYER (1974) Apolonio utilizou métodos que em muitos pontos sdo tdo
semelhantes aos modernos que, as vezes, considera-se seu tratado como uma Geometria
Analitica antecipando a de Descartes por 1800 anos.

Ja no século X1V o maior matematico foi Nicole Oresme que, conforme proposto por
EVES (2011), antecipou outros aspectos da Geometria Analitica ao representar graficamente
certas leis, confrontando a variavel dependente (latitudo) com a independente (longitudo). Um

século mais tarde, esse trabalho mereceria varias edi¢des e é possivel que tenha influenciado
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matematicos do Renascimento, incluindo Descartes. O francés René Descartes, eminente
filésofo e matematico do seculo XVII, em sua obra La Géométrie é considerado por grande
parte dos historiadores o responsavel por delinear os contornos iniciais da Geometria
Analitica na forma que a conhecemos hoje. Porem, BOYER (1974) afirma que Descartes em
sua Geometria Analitica ndo associava algumas consideracdes praticas com 0 uso de
coordenadas como estamos habituados a realizar atualmente. Ele ndo estabelecia um sistema
de coordenadas a fim de localizar pontos como um medidor de terras ou um gedgrafo
poderiam fazer, nem pensava em suas coordenadas como pares de nimeros. As coordenadas
de Oresme, que influenciaram Galileu, estdo mais perto, tanto em motivagdo quanto em
forma, do ponto de vista moderno, que as de Apolonio e Descartes. Ainda segundo EVES
(2011), somente um século depois, ou um pouco mais, da publicacdo de La Géométrie é que 0
assunto adquiriu a forma hoje familiar nos textos universitarios. As palavras coordenadas,
abscissa e ordenada, no sentido técnico que tem hoje, foram contribui¢cdes de Leibniz em
1692.

O Sistema de Coordenadas Cartesiano ¢ chamado também de Plano Cartesiano (0
adjetivo Cartesiano € uma homenagem ao matematico francés René Descartes) ou ainda
Sistema de Coordenadas Retangulares sendo um esquema reticulado utilizado para especificar
pontos no plano.

Esse Sistema é formado por duas retas perpendiculares orientadas e contidas no plano.
E costume situar uma das retas na posicdo horizontal sendo chamada de eixo OX ou eixo das
abscissas, ja a outra reta situada na posicdo vertical € denominada eixo OY ou eixo das
ordenadas. O ponto O de interseccdo dos eixos é chamado de origem do sistema. Uma
unidade de comprimento é escolhida. Estabelecemos a direita da origem como sendo a parte
positiva do eixo OX e para 0 eixo OY a parte positiva localiza-se acima da origem.
Associamos um par ordenado de numeros reais (x,y) com um ponto no plano, onde a
primeira e a segunda coordenadas denotam, respectivamente, a abscissa e a ordenada. Sendo
que a abscissa x é representada pela projecdo ortogonal do ponto sobre o eixo 0X. E da
mesma forma a ordenada y € obtida através da projecdo ortogonal do ponto sobre o eixo OY.

No caso da Figura 1.1 temos x,y > 0 e na Figura 1.2 temos x,y < 0.
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Figura 1 - Representagdo geométrica de um ponto P no plano Cartesiano
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Fonte: Elaborada pelo autor

Notemos que, no plano cartesiano todo ponto P pode ser determinado de forma Unica
através de um par ordenado de numeros reais (x,y). Vale observar que a reciproca é
verdadeira: dado um par ordenado de nimeros reais (x,y) existe um Gnico ponto determinado
por ele. Isto €, existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e R?. Este

resultado serd apresentado e demonstrado a seguir.

Proposicéo 1
Existe uma relacdo biunivoca entre os pontos do plano e suas respectivas coordenadas
cartesianas.

Demonstracao:

Provaremos que para todo ponto do plano existe uma Unica coordenada cartesiana.

Seja 0 ponto P pertencente ao plano .

A projecdo ortogonal de P sobre o eixo OX vale x, isto é, ProjoxP = x.

Tomandoaretar c m, talque,r LOXeP E€Er.

Teremos r N 0X = {(x,0)}.

Note que, dado o ponto P a intersec¢do r N 0X € Unica. Ou seja, Proj,xP € Unica.

Logo, x € a abscissa do ponto P.

De maneira analoga, obtemos que a projecao ortogonal de P sobre o eixo OY vale y,
ou seja, ProjoyP = y.

Tomando aretas c m, talque,s L OY e P € s.



Teremos: s N 0Y = {(0,y)}.
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Note gque, dado o ponto P a intersec¢do s N OY € unica. Ou seja, Proj,y P € Unica.

Logo, y é a ordenada do ponto P (Figura 2).

Portanto, provamos que para todo ponto do plano existe uma Unica coordenada

cartesiana.

Figura 2 - Projecéo ortogonal do ponto P sobre os eixos OX e OY

@]

I
—
x
~
—

. o r f' T :

(x, 0)

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, mostraremos que para qualquer coordenada cartesiana no plano existe somente

um ponto correspondente.

Sejam as coordenadas cartesianas (x, y).

Tomandoaretau c m, tal que, u L OX e (x,0) € u.

Assim, vemos que a reta u € o conjunto de todos os pontos do plano m que possuem

abscissa x.

Da mesma forma, considerando uma reta v c =, tal que, v L OY e (0,y) € v.

Obtemos que a reta v é o conjunto de todos os pontos de  que possuem ordenada y.
Comotemosu L OX e OY L 0X, entdo, u || OY.

Edeul|l OYev 1L OY, teremosu L v.

Logo, a interseccdo entre as retas u e v existe e € unicamente dada pelas coordenadas

cartesianas (x,y) (Figura 3).
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Figura 3 - Interseccdo das retas u e v

(x, 0)

Fonte: Elaborada pelo Autor

Portanto, para cada coordenada cartesiana existe somente um ponto do plano.
Acabamos de provar que existe uma relacdo biunivoca entre pontos do plano e suas

coordenadas cartesianas.m

1.3 O Sistema de Coordenadas Polares

O uso de um par de eixos ortogonais ndo € a Unica maneira de se estabelecer
correspondéncias entre pontos do plano e pares ordenados de numeros reais. Existe outro
sistema, muito Util e bastante utilizado que possui um unico eixo, que é o sistema de
coordenadas polares. Segundo BOYER (1974) o fisico e matematico Isaac Newton deu sua
contribuicdo a Geometria Analitica em sua obra intitulada "Método de Fluxos" escrito em
latim por volta de 1671. Nessa obra Newton sugeriu oito tipos novos de sistemas de
coordenadas, dentre os quais 0 que ele denominou de "Sétima Maneira, Para Espirais" € o que
conhecemos hoje por Sistema de Coordenadas Polares.

Apesar de o sistema cartesiano ser 0 mais utilizado, ha certas curvas no plano cuja
equacdo assume uma forma bem mais simples ao usar-se um sistema ndo cartesiano. Esse
sistema é utilizado, por exemplo, no acompanhamento do movimento dos planetas e dos
satélites, na identificacé@o e localizacdo de objetos em telas de radar, nos projetos de antenas e

na trajetoria de um ponto em orbita em relagdo a um ponto fixo.
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Definigao 2

Um sistema de coordenadas polares Opf no plano consiste de um ponto O,
denominado polo ou origem, de uma semi reta 0A, com origem em O, denominada eixo polar,
e de uma unidade de comprimento utilizada para medir a distancia de O a um ponto qualquer

do plano.

Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse sistema sdo p e 6, onde p é a

distancia de P a O e 6 é a medida do angulo do eixo polar para a semi reta OP (Figura 4).

Assim, podemos escrever:

P=(p,0)]|,
onde (p,0) é a notagdo utilizada para uma representacdo do ponto P no sistema de

coordenadas polares.

Figura 4 - Representacdo geométrica de um ponto P no Sistema de Coordenadas Polares

P

Fonte: Elaborada pelo autor

Notemos que 6 é um numero real, entdo, & deve ser medido em radianos sendo
positivo se medido no sentido anti-horario e negativo se medido no sentido horario, obtendo
pontos P e P’ simétricos em relacdo ao eixo polar (Figura 5.1).

Se o raio p for positivo, entdo ele deve ser marcado sobre o lado extremidade do
angulo polar. Agora, se p for negativo, entdo ele deve ser marcado sobre o sentido oposto do
lado extremidade do angulo polar, na mesma distancia igual ao valor absoluto do raio. Neste

caso 0s pontos P e P’ sdo simétricos em relagdo ao polo (Figura 5.2).
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Figura 5 - Representacdo geométrica de um ponto P = (p, @) quando p ou 8 sdo negativos

1) P=(p,0
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Fonte: Elaborada pelo autor

Observacdo 1
Diferente do sistema cartesiano que estabelece uma relagdo biunivoca entre os pontos

do plano e suas respectivas coordenadas, em geral, isto ndo ocorre no sistema polar.

E verdade que a coordenada (p, #) determina um, e somente um, ponto no plano.

Pois, 0 conjunto de todos 0s pontos que possuem a primeira coordenada p € dado por
uma circunferéncia C com centro no pélo O e raio medindo p (essa situacdo sera melhor
detalhada na se¢do 2.2.1). Agora, tomando uma semi reta com origem no pélo O, tal que, 6
seja a medida do angulo do eixo polar para esta semi reta, observamos que a intersec¢éo desta
semi reta com a circunferéncia C é dado por um Unico ponto cujas coordenadas polares sdo
(p, 8). Portanto, a coordenada (p, 8) determina somente um ponto no plano.

Entretanto, a reciproca ndo ¢ verdadeira, pois, o0 ponto P = (p, 8), pode ser
determinado através de varias coordenadas distintas.

i) Dado um angulo 6, temos 6 = 6 + km, paratodo k € Z, tal que, k seja par.

Dai, obtemos que P = (p,8) = (p, 0 + km), paratodo k € Z, tal que, k seja par.

ii) Existe outra possibilidade a analisar, se considerarmos o oposto de p, obteremos o
ponto P’ = (—p, 8) simétrico do ponto P = (p, #) em relagdo ao pélo.

Podemos afirmar também que o ponto P"' = (—p, 8 + m) corresponde ao simétrico do
ponto P’ em relagdo ao polo. Logo, temos P = (—p,0 + ) = (p,0) = P.

De fato, como uma rotacdo completa € dada por um angulo 2w, obtemos:
P'"=(—p,0+m)=(—p,0+m+2nm)=(—p,0+2n+1n) =(p,0) =P, n € Z.

Ouseja, P = (p,0) = (—p,0 + k), comk=2n+1len€Z.
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Portanto, a partir das afirmagdes em (i) e (ii) concluimos:

P=(p06) =({(-D*p,0+km), comk €L

Assim, para que exista uma correspondéncia biunivoca entre um ponto no plano e suas
respectivas coordenadas polares, é preciso restringir os valores atribuidos a p e 8, a saber:
p>0e0<6<2m.

Mas, se o ponto for o pdlo, entdo, ndo havera correspondéncia biunivoca entre par
ordenado e ponto. Isto &, se p =0, entdo, para qualquer valor real de 6, o ponto

correspondente ao par (0,0) é o pélo. m

Exemplo 1

Represente no sistema de coordenadas polares 0s seguintes pontos:
a) P=(-3,-n/4);

b) Q= (5, 7 /3);

c) R =(-4, n/6);

d)S=(2, -n/2).

Solucéo:

Os pontos P, Q, R e S estéo ilustrados na figura 6.

Figura 6 - Representacdo geométrica dos pontos P, Q, Re S

Fonte: Elaborada pelo autor
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1.4 Relacéo entre o Sistema de Coordenadas Cartesianas e 0

Sistema de Coordenadas Polares

Um ponto P do plano pode ser representado em coordenadas cartesianas pelo par
ordenado (x,y) ou em coordenadas polares por (p, 8). As vezes, surge a necessidade de nos
referirmos a ambas, coordenadas cartesianas e coordenadas polares de um ponto P. A

seguinte proposicao estabelece relacOes entre essas coordenadas.

Proposicédo 3

Se o pélo e o eixo polar do sistema coordenado polar coincidem, respectivamente,
com a origem e 0 eixo OX positivo do sistema coordenado cartesiano, entdo, as
transformacdes entre estes dois sistemas podem ser efetuadas pelas equagdes abaixo.

i) Dada a coordenada polar (p, 8), entdo, a respectiva coordenada cartesiana é (x,y)

onde:

|x = pcosd,  y = psend|

ii) Seja a coordenada cartesiana (x,y), entdo, a respectiva coordenada polar (p,0) é

dada por:

p?=x%+y? tg9=%

Demonstracao:

i) Para demonstrar essas formulas utilizaremos conceitos de Trigonometria no
triangulo retangulo.

Seja o ponto P dado em coordenadas polares, a saber, P = (p, ).

Tragamos por P as retas r e s perpendiculares aos eixos coordenados 0OX e 0Y,
respectivamente. Sejam P’ = (x, 0) o ponto onde r intersecta OX, e seja P"" = (0,y) o ponto
onde s intersecta OY. Entdo, no triangulo retangulo OP'P, a medida |OP'| = |x| é o
comprimento do lado adjacente ao angulo 8, |OP"| = |y| = |PP’| é o comprimento do lado
oposto ao angulo 6 e |OP| = |p| é a medida da hipotenusa (Figura 7).

Assim, estabelecemos as relagdes trigonometricas

X
cosf = '[—), senf = % ou equivalentemente, X = pcoso, y = psenf.
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Vale destacar que embora as equacgdes acima tenham sido deduzidas considerando-se
p>0el<b< g pois, p e 6 sdo medidas de um triangulo retangulo, podemos mostrar de
forma anéloga que essas equacgdes sdo validas para quaisquer valores de p e 6.

ii) Através do Teorema de Pitagoras e da tangente de um angulo agudo aplicadas no

triangulo retangulo OP'P, obtemos que:

p?=x?+y? tgh ==.m

R

Figura 7 - Representacdo geométrica de um ponto P nos Sistemas Cartesiano e Polar

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 2

Dado o ponto P = (4,2?") em coordenadas polares, determine suas coordenadas
cartesianas.

Solucéo:

Note que temos, p = 4e 0 = 2?"

Assim, pelo item (i) da Proposicéo 3, teremos:

= peost = tcos () = 4(~3) =
x = pcosfh = 4cos 3)=4(-3)=
2 V3
y:psen6=4sen<?>=4_<7>=2\/§

Logo, o ponto P em coordenadas cartesianas sera representado por P = (—2,2v3).m

Exemplo 3
Represente o0 ponto P com coordenadas cartesianas (—1,—+v/3) em coordenadas

polares.
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Solucao:
Utilizando o item (ii) da Proposicao 3, obtemos

pP=x24+y? o p?’=(-124(—3)? o p’ =143 o p=+J/4 o
e p=+%2

tg9=§ S tgh=—F—=V3 & 9=arctg\/§
Notemos que o ponto P = (—1,—+/3) estd no 4° quadrante, entdo, podemos escolher

5
0="o0uf=-=2
3 3

Dai, limitando os valores de p e 6, a saber, p>0 e 0 <60 < 2m, teremos P =

De maneira semelhante, a necessidade que temos de representar um determinado
ponto P em coordenadas cartesianas e coordenadas polares, também se verifica para equacdes
de curvas. Para realizar essas transformacdes utiliza-se os resultados ja obtidos na Proposicao
3.

Exemplo 4
Determine a equagdo polar correspondente a seguinte equagdo cartesiana x3 + y3 —
3axy = 0.
Solucéo:
Substituindo x = pcosf e y = psené na equacao dada temos,
(pcosB)3 + (psend)3 — 3a(pcosh)(psend) = 0
p3cos36 + p3sen30 — 3ap?cosfhsend = 0
p3(cos30 + sen30) = 3ap?coshsend

sen26
2

p(cos36 + sen30) = 3a

3a sen26
= N
2(cos30 + sen30)

p

Exemplo 5

Dada uma curva com equacao polar

6
2 — 3send
encontre a respectiva equacao cartesiana.

p=
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Solucéo:
Utilizaremos as igualdades y = psenf e p? = x? + y2, obtidas na Proposicao 3.
6
P =y " 3sens

p(2 —3senf) =6
2p — 3psenf = 6
2p—3y=6
2p=3y+6
(2p)* = (3y + 6)*
4p? = 9y? + 36y + 36
4(x*> +y%) =9y% + 36y + 36
4x?> —5y2 —36y—36=0.m

1.5 Atividades Praticas

Para assegurar que os alunos saibam determinar as coordenadas polares de um ponto
qualquer dado no plano e vice-versa, isto é, dadas as coordenadas polares de um ponto no
plano saibam localizar sua posi¢do no plano, o professor pode utilizar atividades praticas que
sejam atrativas aos alunos visando o aprendizado dos conceitos ja apresentados.

A seguir apresentaremos duas sugestfes de atividades que sdo variacBes do jogo
“Batalha Naval Polar”.

Atividade 1
Batalha Naval Polar no GeoGebra

Na busca por alternativas didaticas que fossem Uteis no ensino de coordenadas polares
e a0 mesmo tempo interessantes aos alunos, encontramos uma atividade que pode ser

acessada através do link http://www.geogebratube.org/student/m88138. Trata-se de um jogo

feito no GeoGebra em que o aluno precisa acertar as coordenadas polares de um navio
inimigo que aparece na tela do radar. A partir de ideias apresentadas nessa atividade é que

criamos, em todos 0s seus aspectos, e propomos a atividade que sera descrita a seguir.


http://www.geogebratube.org/student/m88138
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Materiais necessarios: para aplicar esta atividade aos alunos € indispensével que a
escola possua um laboratério de informética (o que é bem comum nos dias de hoje) e que
cada computador possua o software livre GeoGebra para executar o arquivo "Batalha Naval
Polar" (Figura 8).

Figura 8 - Jogo: Batalha Naval Polar no GeoGebra

Batalha Nawval Polar

a
B
-
-
-

Fonte: Elaborada pelo autor

Regras do jogo
Objetivo: o jogador deve afundar os oito navios inimigos.

Como jogar: aparecem oito navios na "tela do radar" com posi¢Oes aleatorias e
distintas. O jogador precisa identificar as coordenadas polares de cada navio e selecionar cada
par ordenado encontrado dentre as colunas a direita da "tela do radar". Se o par ordenado
selecionado estiver correto 0 navio é eliminado (aparece um "X" de cor verde sobre 0 navio),
mas, se o par ordenado estiver errado aparece um "tridngulo de cor azul™ no respectivo ponto,
pois, acertou a agua. Apos selecionar as coordenadas polares dos oito navios € somente clicar
no botdo "Novo" e o jogo distribuird os navios em novas posi¢cGes podendo assim iniciar um

novo jogo.

Concluséo: ao final desta atividade o aluno serd capaz de identificar as coordenadas

polares de qualquer ponto dado no plano.
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Atividade 2

Batalha Naval Polar

Para esse jogo sdo necessarias duas pessoas onde cada uma assume o papel de
Almirante-de-Esquadra, tendo o poder de posicionar e direcionar os ataques de sua esquadra

contra a esquadra inimiga.

Materiais necessarios: cada jogador deve possuir uma caneta ou lapis e um tabuleiro
do jogo. Elaboramos uma sugestdo de tabuleiro (Figura 9) que sera apresentada abaixo

podendo ser impressa em papel sulfite.

Regras do jogo

Objetivo: como um Almirante-de-Esquadra, cada jogador dispara tiros na esquadra de
seu oponente até que tenha completamente anulado sua forca naval.

Posicionamento: ambos os jogadores devem distribuir sua esquadra no Sistema de
Coordenadas Polares denominado “Minha Esquadra”. Os navios que compoem cada esquadra
sdo representados no plano por dois, trés, quatro ou cinco pontos consecutivos sobre um
mesmo segmento de reta que possui 0 polo. O ndmero de pontos para cada navio €

determinado pelo tipo do navio, a saber:

Tipo de Navio Porta-avibes | Fragata Corveta Submarino
Quantidade de Pontos 5 4 3 2

Os tipos e a quantidade de navios s&o idénticos para cada jogador. Deve-se ter o

cuidado para que um jogador ndo veja o posicionamento dos navios de seu oponente.

Como Jogar: determina-se aleatoriamente qual jogador da o primeiro disparo.
Quando um jogador ataca ele deve falar as coordenadas polares (p,8) do ponto onde ele
acredita haver um navio inimigo. Em seguida, o jogador que recebeu o ataque informa se o
disparo foi um fracasso dizendo a palavra “agua” ou se foi um sucesso dizendo “fogo”.

Se o tiro foi certeiro o jogador que atacou marca um “X” no respectivo ponto sobre o
sistema de coordenadas polares denominado “Esquada Inimiga”, mas, se o tiro deu “agua” ele
circula o ponto no sistema “Esquadra Inimiga”. J& o jogador que recebeu o disparo marca um

“X” no ponto cujas coordenadas foi citada por seu oponente sobre o sistema ‘“Minha
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Esquadra” caso tenha acertado um de seus navios, mas, se o disparo recebido ndo atingiu sua
forga naval, entéo, ele somente circula o ponto.

Os jogadores alternam os ataques até que um tenha afundado toda a esquadra inimiga.

Conclusdo: com essa atividade o aluno serd capaz de identificar as coordenadas
polares de qualquer ponto dado no plano e vice-versa, isto é, dadas as coordenadas polares

saberd localizar o ponto no plano.



Batalha Naval Polar

Almirante-de-Esquadra (seu nome):

Minha Esquadra

Almirante-de-Esquadra (nome do oponente):

Esquadra Inimiga

Figura 9 - Tabuleiro do Jogo: Batalha Naval Polar
Fonte: Elaborada pelo autor
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2 GRAFICOS DE EQUACOES EM
COORDENADAS POLARES

O grafico de uma equacdo polar dada por p = f(6), ou mais genericamente,
F(p,0) = 0, é composto por todos 0s ponto P que possuem, a0 menos, uma representacao
polar (p, 8) em que as coordenadas p e 0 satisfacam a equacao.

Neste capitulo trabalharemos especificamente o caso de retas e circunferéncias, bem

como o tragado de curvas em coordenadas polares.

2.1 A Reta e sua equacdao polar

Consideraremos gquatro casos possiveis: a reta que passa pelo pdlo, a reta paralela ao
eixo polar, a reta perpendicular ao eixo polar e a reta que ndo passa pelo pélo.

2.1.1 Reta que passa pelo polo

A equacgdo polar 8 = C, onde C é um valor real arbitrério, € satisfeita por todos os
pontos que possuem coordenadas polares (p, C) para qualquer valor real de p e C.

Logo, o grafico dessa equacdo € uma reta que passa pelo pdlo e forma com o eixo
polar um angulo medindo C rad (Figura 10).

Como ja mencionado na Observacdo 1, existem infinitos pares ordenados no sistema
polar para representar um ponto no plano. De maneira semelhante, é possivel obter infinitas

equac0es polares para uma mesma reta no plano, a saber:

|9=Cikn, comkEZ|

Figura 10 - Reta que passa pelo polo

e=cC

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.1.2 Reta paralela ao eixo polar

Se uma reta for paralela ao eixo polar e contiver o ponto A com coordenadas
cartesianas (0,a),com a # 0 (caso contrario a reta seria obtida mais facilmente pelo caso
(1)), entdo, sua equacédo cartesiana sera y = a. Utilizando a Proposicdo 3 podemos obter as
coordenadas polares do ponto A e a equagéo polar da reta considerada.

Vejamos primeiro as coordenadas polares de A, a saber

pl=x*+y? © p?=0’+a*> © p’=ad® & p=+a

Como x = 0, tgh ndo esta definido e portanto 6 = g+ krm, comk €.

Logo, uma representacao de A em coordenadas polares é (a, g)

Agora, da equacdo cartesiana y = a e equagdo y = psenf obtida na Proposicéo 3,

teremos que

sendo esta a equacdo polar de toda reta paralela ao eixo polar.

Observacéo 2
Vale observar que se tivermos a > 0, entdo, a reta estara acima do eixo polar, mas, se

a < 0, entdo, a reta estara abaixo do eixo polar (Figura 11).

Figura 11 - Reta paralela ao eixo polar

1)a>0 2)a<o0
A= (a, ?_r)
2
- -
o a=psend e
0] E @] 2
® - ® -
Al = (a, 7—;)
—t ° e

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.1.3 Reta perpendicular ao eixo polar

Agora, considerando uma reta perpendicular ao eixo polar que possua o ponto A
pertencente ao eixo polar ou & semi reta oposta pelo p6lo ao eixo polar, entdo, teremos
A = (a,0),com a # 0, tanto em coordenadas cartesianas quanto em coordenadas polares.

Ainda sua equacdo cartesiana serd x = a. Assim substituindo x por pcosf, obtemos

sendo esta a equacdo polar de toda reta perpendicular ao eixo polar.

Observacdo 3

Notemos que nos itens 2.1.2 e 2.1.3 o valor |a| representa a distancia da reta ao polo.

Observacéo 4
Notemos também que se tivermos a > 0, entdo, a reta interceptara o eixo polar, mas,

se a < 0, entdo, a reta interceptard a semi reta oposta pelo polo ao eixo polar (Figura 12).

Figura 12 - Reta perpendicular ao eixo polar

1)a>0 2)a<0
A A
a = pcosé a = pcosf
2 2 O
e Sk > ‘—|2 ® on
A = (a,0) A = (a,0)
Y Y

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.4 Reta que ndo passa pelo pélo

Neste topico iremos generalizar os resultados obtidos nos itens (2.1.2) e (2.1.3) além
de definir as equacBes polares de retas que ndo se enquadram em nenhum dos casos ja

abordados, isto €, determinaremos a equacéo polar de toda reta que nao passa pelo polo.
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Proposicéo 4

Seja OpH um sistema de coordenadas polares no plano. Sejam r uma reta que nao
passa pelo polo O, A a distancia do pélo a r e a. 0 &ngulo que o eixo polar forma com a semi
reta de origem no polo que é perpendicular a r (Figura 13). Entdo, um ponto P de

coordenadas polares (p, @) pertence a r se, e somente se:

|pcos(9 —a) = /1|

Figura 13 - Reta que ndo passa pelo pélo

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracio:

Seja Q o ponto de intersecdo de r com a perpendicular a r contendo o pélo. Sabemos
que P = (p, 8) pertence a reta r se, e somente se, a projecdo ortogonal do vetor OP sobre 0
vetor @ coincide com w ou seja,
Per & Proj;0P=0Q ()
Seja B =P0Q, entdo, B =6 —a (Figura 14.1) ou B =a—6 (Figura 14.2),
dependendo da posicéo do ponto P no plano.

Figura 14 - Representacdo geométrica do angulo 8 = P0OQ

Fonte: Elaborada pelo autor
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Notemos que:
|5ﬁ| =p, |56| =1 e cosf = cos(f —a) = 2cosh. cosa = cos(a — 0).
E aplicando a formula da projecéo ortogonal na equacéo (1), teremos:

loPlllloQ]lcosp o _ 55, NOPllcosp _

Proj—ﬁaﬁ = 7@ = —
o 103’ loq]

pcosf

7 =1 & pcosf=1 & pcos(f—a)=1.m

Exemplo 6

Encontre a equacdo polar da reta r, que passa pelo ponto A = (7, %) e é paralela a reta

r; dada pela equagéo polar

Solucéo:
Seja r a reta que passa pelo pélo e é perpendicular a reta r; (Figura 15).

Note que a = 5?" corresponde ao angulo que a reta r forma com o eixo polar.

Comor; llp,er Lrytemosr L r,.

Ainda A, = 2 representa a distancia da reta r; ao pélo e chamaremos de A, a distancia
de r, ao polo.

Assim, através da Proposicdo 4 a equacao polar de r, seré:

5t
Ty: P COS (0 —?) =1,

E como A € r,, basta substituir as coordenadas do ponto A na equacéo polar de r, para

encontrarmos A,, a saber:

1 = (9 5n)_7 (n 5n>_7 ( 4n)_7 ( 2n>_7 (4n>_
, = pCOS =)= cos c %)= cos )= cos 3= cos 3) =

1 7
Portanto, concluimos que
5t 7
. pCOS( —?) =E . i
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Figura 15 - Representacdo geométrica da reta r,

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2 A Circunferéncia e sua equacao polar

Consideraremos quatro casos possiveis, a circunferéncia com centro no pélo, a
circunferéncia na forma geral, a circunferéncia que passa pelo p6lo e com centro sobre o eixo

polar e a circunferéncia que passa pelo pdlo e com centro sobre o semi-eixo g

2.2.1 Circunferéncia com centro no pélo

A equacdo polar p =R, onde R é um valor real arbitrario, representa o lugar
geométrico dos pontos equidistantes ao polo. Assim, o grafico dessa equacdo é uma

circunferéncia com centro no pélo e raio medindo |R| (Figura 16).

Observacéo 5
Uma conseqiiéncia imediata da definicdo anterior é que a equacdo polar p = —R

representa a mesma circunferéncia dada acima.

Observacéo 6
Dada uma circunferéncia com equacdo polar p = R, a equacao cartesiana da mesma

circunferéncia sera dada por: x2 + y? = R?, pois, representam uma circunferéncia com centro

no pélo e raio medindo |R|.
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Logo, quando o centro da circunferéncia é o polo verificamos que a equagédo polar €

bem mais simples que sua equacao cartesiana.

Figura 16 - Circunferéncia com centro no pélo

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2.2 Circunferéncia na forma geral

No caso anterior vimos que a equacdo polar é mais simples que sua correspondente
equacdo cartesiana, mas, em geral, isto ndo acontece, salvo raras excecOes que

apresentaremos no decorrer deste texto.

Proposicédo 5
Seja um ponto P = (p,0) pertencente a circunferéncia com centro no ponto C =
(po, Bo) € raio igual a R > 0 (Figura 17). Esta circunferéncia apresenta equagédo polar dada

por

p* + p§ — 2ppo cos(B — 6y) = R?

Demonstracao:

Tomando o polo O tragamos 0s segmentos OP e OC.
Pelas coordenadas polares dos pontos P e C podemos afirmar que:
0Pl=p e |0CI=p,
Notemos que o raio da circunferéncia é dado pelo segmento CP, tal que, |CP| = R.
Agora, aplicando a lei dos cossenos no tridngulo OPC, obtemos:

p%+ pé — 2ppycos(6 —0,) =R: m

Outra demonstracdo:
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Sejam os pontos P e C dados, respectivamente, pelas coordenadas cartesianas (x,y) e
(x0, Vo), €ntdo, a equacdo cartesiana da circunferéncia sera (x — x9)? + (v — y,)? = R?.

Assim, de maneira semelhante ao que fizemos no exemplo 4 determinaremos a
equacdo polar dessa circunferéncia. Para isso, consideremos: x = pcosf, y = psend,
Xo = PoC0sBy € Yo = posend.

Logo, obtemos: (x—x)%+ (Y —y)*=R* &

& (pcosh — pocoshy)? + (psend — pysenfy)? = R? &
& p?cos?0 + picos?B, — 2pcosBp,cosh, + p?sen? + pisen?6, — 2psenfpysend, =
=R &
& p?(cos?0 + sen?) + p2(cos?6, + sen?B,) — 2pp,(coshcosh, + senfsend,) = R? <
& p?+pé—2ppycos(6 —6,) =R: m

Figura 17 - Circunferéncia

P=(p,0)

C= (Pua eu)

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacéo 7
Na proposicdo acima, calculamos indiretamente, a expressdo da distancia entre dois

pontos em termos de coordenadas polares. Isto €, sejam 0s pontos Py, = (py, 6y) € Py =

(p1,0,), entédo

APy, P,) = Jpé T 02— 2p0py oS (8 — O)
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2.2.3 Circunferéncia que passa pelo polo e com centro sobre o

eixo polar

Corolério 6
Se a circunferéncia cuja medida do raio é R passa pelo polo e seu centro se encontra

sobre o eixo polar, entdo, sua equacdo polar é da forma

|p = +2R cos 6|

onde o sinal positivo ou negativo indica, respectivamente, se a circunferéncia esta a direita ou
a esquerda do pélo.

Demonstracao:

Quando a circunferéncia passa pelo pélo e o centro se encontra no eixo polar, temos:
B, =0 e p, = =R, ou seja, 0 centro da circunferéncia é o ponto C; = (—R,0) ou C, =
(R, 0).

i) Primeiramente, iremos determinar a equacdo da circunferéncia cujo centro € dado
pelo ponto C; = (py,0y) = (—R, 0).

Substituindo os valores acima na equacao polar da circunferéncia obtida na Proposicéao
5, teremos:

p% + ps —2ppycos(8 —6,) =R? & p?+ (—R)>*—-2p(—R)cos(A —0) =R? &
& p?+R?+2pRcos(6—0)=R? o p?=-2pRcosh &
& p=-—2Rcosf

A circunferéncia referente a equacdo acima é tangente ao semi-eixo g € Como 0 centro

C, esta a esquerda do pdlo, entdo, a circunferéncia esta a esquerda do pdélo (Figura 18.1).

i) Agora precisamos determinar a equacdo polar da circunferéncia cujo centro € dado
pelo ponto C, = (pgy,8y) = (R, 0).

Ao substituir os valores acima na equacdo polar da circunferéncia obtida na
Proposicao 5, teremos:

p% + pé —2ppycos(6 —0,) =R?> & p?+R?>—2pRcos(f—0)=R? &
© p?+R?—2pRcos(A—0)=R? & p?—2pRcosf=0 &
& p?=2pRcosf & p=2Rcosh
A circunferéncia representada pela equacdo acima é tangente ao semi-eixo g e Como 0

centro C, esta a direita do polo, entdo, a circunferéncia também esté a direita do pdlo (Figura
18.2). m
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Figura 18 - Circunferéncia que passa pelo pdlo e com centro sobre o eixo polar

1) 2)

p = —2R cosf p = 2R cost

v
|

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2.4 Circunferéncia que passa pelo polo e com centro sobre o

A 1
Semi-erxo 2

Corolério 7

Se a circunferéncia cuja medida do raio é R passa pelo polo e seu centro se encontra

sobre 0 semi-eixo g entdo, sua equacdo polar é da forma

|p = +2Rsen¥|

onde o sinal positivo ou negativo indica, respectivamente, se a circunferéncia esta acima ou
abaixo do pdlo.

Demonstracao:

Quando a circunferéncia passa pelo polo e o centro se encontra no semi-eixo % temos:

0, = g e po = tR, ou seja, 0 centro da circunferéncia é dado pelo ponto C; = (—R,g) ou

3
C, = (R,E).
i) Primeiro, vamos encontrar a equacdo da circunferéncia cujo centro é dado pelo
ponto C; = (po, 6p) = (_R.g)-
E substituindo os valores de p, € 8, na equacdo polar da circunferéncia obtida na

Proposicao 5, teremos:

VA
p® +p§ —2ppycos(6 —6y) =R* &  p*+ (—R)*>—2p(—R)cos (9 — E) =R? &



42

T T
&  p?+2pR (cochosE+ sen@senz) =0 © p?’=-2pRsenf o
& p=-2Rsenf

A circunferéncia representada pela equacdo acima € tangente ao eixo polar e o centro
C; esta abaixo do polo, portanto, a circunferéncia esté localizada abaixo do pélo (Figura 19.1).
i) Ainda nos resta encontrar a equacdo da circunferéncia cujo centro é dado pelo

pOntO CZ = (,00; 90) = (R,g)
Substituindo os valores de p, e 6, na equacdo polar da circunferéncia obtida na

Proposicao 5, teremos:
p%+ pé —2ppycos(8 —0,) =R?> & p?+R?—2pRcos (9 — g) =R? &
= pz—2pR(cochos%+sen95eng)=O & p?=2pRsenf &
&  p=2Rsenf

A equacdo acima refere-se a uma circunferéncia tangente ao eixo polar e com centro

C, localizado acima do pdlo, portanto, a circunferéncia esta acima do polo (Figura 19.2). m

Figura 19 - Circunferéncia que passa pelo p6lo e com centro sobre o semi-eixo g

T
2

2)
p = 2R senf

1)

p = —2R senf

|

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 7
Encontre uma equacdo polar da circunferéncia C, que seja tangente ao eixo polar e

concéntrica com a circunferéncia
Cy: p> —4pcos® —4V3psenf +12 =0
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Desenvolvendo a equagéo obtida na Proposicédo 5, teremos:

p%+ pé —2ppycos(8 —0,) =R*? & p?+pi—2ppycos(@—0,)—R*=0 <
& p?+pé—2ppy(cosBcosh, +senfsenhy) —R*=0 &
&  p?—2pycosb,(pcosh) —2p,senfy (psend) + (p3 —R*) =0 (D
Assim, da equacdo de C; e da equagdo acima, obtemos 0 seguinte conjunto de
equacoes:

—2pgcosfy = —4 (1n
—2p, senf, = —4v3 €0

Dai, dividindo a equacéo (I11) pela (I1):

—2posenb, —4+/3 - sen 6,
—2pocosf, —4 cos 6,

Precisamos determinar agora as coordenadas cartesianas do centro 0; da
circunferéncia C,, para sabermos em qual quadrante o centro O; se encontra, e assim,
definirmos o angulo 6,. Para isto, encontraremos a equagéo cartesiana de C;, utilizando-se da
Proposicao 3:

p2—4pcosf —4V3senf+12=0 & x2+y)-4x—-43y+12=0 <
& (FP-dx+D+ (B -43y+12)-4-12412=0 ©

o (x—2)2+(y—2\/§)2 =22
Logo, o ponto O; estd no 1° quadrante, pois, suas coordenadas cartesianas
sd0 (2, 2+/3).
Ento, de tg 8, = V3, obtemos que 6, = g
E substituindo o valor de 6, na equagéo (I1) ou (I1I) temos p, = 4.
Isto é, 0, = (4, g) em coordenadas polares.

Agora, tomemos P o ponto de tangéncia de C, com o eixo polar, pelo triangulo

retdngulo OP 0, (Figura 20), definimos a seguinte relacédo

m_POi V3 PO,
sen3—p0 > =2

PO, =23
Assim, o raio R da circunferéncia C, é dado por R = P0O; = 2+/3.
Dessa forma, resta apenas substituir na equagdo da Proposicdo 5 os valores

encontrados para R, p, € 6, para determinarmos a equacao polar de C,, a saber:
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T 2
p%+ p2 —2ppycos(8 —0,) =R? & p?+ 42— 2p4cos (9 — 5) =(2V3) &

) s s
S p +16—8p(c059cos§+sen95en§)=12 S

1 V3
s p2—8p<c059.5+sen9.7>+4=0 s
& p?—4pcosf®—4V3psenf+4=0

Portanto, C,: p? —4pcosf —4V3psenf +4=0.m

Figura 20 - Circunferéncias concéntricas C; e C,

Lo
@] P

Fonte: Elaborada pelo autor

2.3 Tracgado de curvas em coordenadas polares

Determinamos até aqui algumas caracteristicas das equacdes polares de retas e
circunferéncias, descrevendo tanto as equacfes gerais quanto as equacbes de alguns casos
particulares dessas curvas. Inclui-se aqui também os procedimentos adotados para esbocar
essas curvas quando dadas em coordenadas polares.

2.3.1 Esboco manual de curvas polares

Agora precisamos estabelecer algumas orientagbes que nos serdo Uteis para
esbocarmos o grafico de qualquer equacdo dada em coordenadas polares. As propriedades da
simetria verificadas através da analise das equacOes polares serdo essenciais na tarefa de
esbocar tais graficos. A seguir apresentaremos trés Proposi¢es que podem ser usadas como

teste de simetria dos graficos de equacdes polares.
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Proposicéo 8
Se para uma equagdo em coordenadas polares, obtivermos uma equagdo equivalente
quando (p, @) for substituido por (p,—6 + 2km) ou (—p,m — 60 + 2km), onde k €Z, 0

gréfico da equacdo sera simétrico em relacdo ao eixo polar.

Demonstracao:

Seja P = (p, 8) um ponto do grafico de uma equacao polar.

Se existir um ponto P; = (p,, 8,) pertencente ao grafico de tal forma que o eixo polar
seja perpendicular ao segmento de reta PP, pelo ponto médio de PP;, entdo, o grafico serd
simétrico em relacdo ao eixo polar (Figura 21).

Logo, se p; = p, entdo, devemos ter 6, = —0 + 2km. Mas, se p, = —p, entdo,

devemoster 6, =T — 6 + 2kn,comk €Z. m

Figura 21 - Simetria em relacdo ao eixo polar

P=(p,0)

Py = (p1, 6h)

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicédo 9
Se para uma equagdo em coordenadas polares, obtivermos uma equacdo equivalente

quando (p, @) for substituido por (p,m — 6 + 2km) ou (—p,—0 + 2km), onde k € Z, 0
gréafico da equacao serd simétrico em relagdo ao semi-eixo %

Demonstracao:

Seja P = (p, 8) um ponto do grafico de uma equacéo polar.
O gréfico sera simétrico em relacdo ao semi-eixo g se existir um ponto P; = (p4,6;)
pertencente ao grafico tal que o semi-eixo g seja perpendicular ao segmento de reta PP; pelo

ponto médio de PP; (Figura 22).
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Assim, se p; = p, entdo, devemos ter 8, = — 6 + 2km, com k € Z.
E se p;, = —p, entdo, devemos ter 8, = —0 + 2km,comk € Z. m

Figura 22 - Simetria em relacdo ao semi-eixo g

™

P = (,01,'91) 12 . P=(p,0)

(pa 78)

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicéo 10

Se para uma equacao em coordenadas polares, obtivermos uma equacdo equivalente
quando (p, 8) for substituido por (—p, 8 + 2km) ou (p,m + 6 + 2km), onde k € Z, o grafico
da equacéo sera simétrico em relacdo ao pélo.

Demonstracao:

Seja P = (p, 8) um ponto do grafico de uma equacéo polar.

Se existir um ponto P; = (p4, 6,) pertencente ao grafico de tal forma que o pdlo seja o
ponto médio do segmento de reta PP;, entdo, o grafico serd simétrico em relacdo ao pélo
(Figura 23).

Logo, se p; = —p, entdo, devemos ter 6; = 8 + 2km. Mas, se p; = p, entdo, devemos

ter6, =m+ 60+ 2kn,comk €Z. m
Figura 23 - Simetria em relacéo ao polo

P= (:0: 9)

P = (p1,61)

Fonte: Elaborada pelo autor



47

Além dos testes de simetria apresentados, é importante realizar outras verificagdes:
e Determinar os valores de 6 para os quais a curva passa pelo poélo;

e Determinar as intersec¢des da curva com o eixo polar e 0 semi-eixo g;

e Calcular as coordenadas de alguns pontos convenientes para se ter uma nogdo

do comportamento do gréafico.

Exemplo 8
Faca um esboco do gréafico da equacgéo
p=1+2cosf

Solucéo:

1) Primeiramente, precisamos testar as simetrias.

i) Substituindo 6 por —8 na equagéo acima temos

p=1+2cosf =1+ 2cos(—60)

pois, cos 8 = cos(—0).

Assim, pela Proposi¢do 8, concluimos que o grafico da equacéo é simétrico em relacéo
ao eixo polar.

i) Agora, utilizando a Proposicdo 9, veremos se o grafico é simétrico em relacdo ao
semi-eixo g

Substituindo 6 por T — 6 na equacao teremos

1+2cos(m—0) =1+ 2(cosmcosf +senmsenf) =1+ 2(—cosf) =1—2cosbh
Enquanto p = 1 + 2 cos 0, obtendo assim resultados diferentes.
E substituindo p por —p e 6 por —6 obtemos
—p=1+4+2cos(—-8) & —-p=1+2cosf & —p=p
O que é uma contradicéo!

Assim, verificamos que o grafico da equacao ndo é simétrico em relacdo ao semi-eixo

N

iii) Resta utilizarmos a Proposicdo 10 para vermos se o grafico é simetrico em relagéo
ao polo.
Vamos substituir p por —p obtendo que:
—p=1+4+2cosf & —-p=p
O que é uma contradicao!
E substituindo 6 por = + 6 na equagao teremos

1+2cos(m+6) =1+ 2(cosmcosd —senmsenf) =1+ 2(—cosf) =1—2cosB
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Entretanto p = 1 + 2 cos 6, obtendo resultados distintos.

Logo, o gréafico da equagdo dada nédo é simétrico em relagéo ao pélo.

2) Agora, precisamos encontrar os valores de 6 para 0s quais a curva passa pelo pélo.

Para isto, basta tomar p = 0 na equacdo dada, a saber:

1
p=1+2cosf < 0=1+2cos0 & c059=—§

Como o grafico da equacdo € simétrico em relacdo ao eixo polar, entdo, basta
analisarmos os valores de 0, taisque, 0 < 6 < m.
1 2
Portanto, cosf = —> & 6= ?”

3) O grafico da equacdo p = 1+ 2 cos possui interseccdo com o0 eixo polar nos

T
)=

pontos (3,0) e (—1,m), e com 0 semi-eixo g nos pontos (1 2) e (1, 37”) Pois, substituindo 6
por 0, m, % e 3?” na equacao considerada, temos, respectivamente: p =3, p=-1,p=1¢
p=1.

Como a funcdo cos @ é periddica de periodo 2m, entdo, p = 1 + 2 cos 6, também
possui periodo 2. Logo, 0s Unicos pontos de interseccdo do grafico da equacdo com o eixo

olar e o semi-eixo = sdo dados pelos pontos acima.
2

4) Como o gréafico da equacdo é simétrico em relacdo ao eixo polar, determinaremos
alguns pontos pertencentes ao gréfico atribuindo a 6 os valores dos &ngulos notaveis e seus
correspondentes no segundo quadrante. Assim, 0 < 6 < m.

Vejamos a tabela abaixo:

Ponto 0 p
A 0
B "le | 1+3
C | ™4 [ 1+V2
D /3 2
E n/, 1
Fo| 27, 0
G |37, |1-v2
H | >/ | 1-V3
I s -1
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Com as informacdes obtidas anteriormente, e 0 conjunto de pontos obtidos na tabela
acima faremos um esboco do gréfico da equacao, tal que, 0 < 6 < m (Figura 24.1). A curva
referente ao intervalo m < 8 < 2m € obtida pela simetria do grafico em relacdo ao eixo polar.

Dessa forma, é possivel obter um esbogo do gréfico da equacdo polar p = 1 + 2 cos 6
(Figura24.2). m

Figura 24 - Esboc¢o de uma limagon

1) 2)

p=1+2 cosl p=1+2 cos
0<9< 0<6<2n

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacéo 8
A curva do exemplo 8 é chamada limagon. A palavra limagon quer dizer, em francés,

caracol. Essas curvas serdo estudadas posteriormente com mais detalhes.

Exemplo 9
Faca um esboco do gréafico da equagéo
p? = cos(20)
Solucéo:
1) Primeiramente, precisamos testar as simetrias.
i) Substituindo 6 por —68 na equacgdo acima temos
p? = cos(26) = cos(2(—0)) = cos(—26)
pois, sabemos que: cos 8 = cos —6.
Entdo, utilizando a Proposi¢do 8, podemos concluir que o grafico da equacdo dada é

simétrico em relacéo ao eixo polar.
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ii) Agora, aplicando a Proposigdo 9, veremos se o grafico é simétrico em relacdo ao
semi-eixo g

Substituindo 6 por T — 6 na equacao teremos:

cos(2(m — 08)) = cos(2m — 20) = cos(2m) cos(26) + sen(2m) sen(26) = cos(20) = p?

Assim, mostramos que o grafico é simétrico em relacdo ao semi-eixo g

iii) Ainda resta utilizarmos a Proposi¢do 10 para vermos se o grafico é simétrico em
relacdo ao polo.

VVamos substituir p por —p obtendo que:

(=p)? = cos(26) = p?

pois, sabemos que: p? = (—p)2.

Logo, o grafico também é simétrico em relacdo ao polo.

2) Agora, determinaremos os valores de 6 para 0s quais a curva passa pelo pélo.

Para isto, basta tomar p = 0 na equacdo dada, a saber:

p?=cos(20) & 0%2=cos(20) < 0=cos(26)

Como o grafico da equacdo é simétrico em relacdo ao eixo polar, ao semi-eixo g e ao

polo, entdo, basta analisarmos os valores de 6, tais que, 0 < 6 <

NI

Portanto, cos(26) =0 & 26 =g & 0= %.

3) O grafico da equagdo p? = cos(26) possui intersecgdo com o eixo polar nos pontos
(£1,0) e (£1, n).

Pois, substituindo 6 por 0 e m na equacdo considerada, temos, respectivamente:
p=1%1p==1

Mas, notemos que ndo existe interseccdo do grafico da equagdo com o semi-eixo g
Pois, para qualquer ponto sobre o semi-eixo % teremos 6 = % + kmt,com k € Z.

Dai, substituindo na equagéo o valor de 6 = §+ km,com k € Z, teremos:

p? = cos(26) = cos (2 (g + kn)) = cos(m + 2km) =

= cos(m) cos(2km) — sen(mw) sen(2km) = —1
O que é um absurdo, pois, p? >0,V p € R.
Como a funcdo cos @ ¢ periddica de periodo 27, entdo, p? = cos(26), também possui
periodo 2m. Logo, os Unicos pontos de interseccdo do grafico da equacdo com o eixo polar é

dado pelos pontos acima.
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4) Notemos que o grafico da equagdo é simétrico em relagdo ao eixo polar, ao semi-

- i 7 ~ e - -
eixo - e ao polo, entao, encontraremos alguns pontos pertencentes ao grafico atribuindo a 6 os

valores de alguns angulos convenientes, tais que, 0 < 260 < g & 0<56<

NS

Vejamos a tabela abaixo:

Ponto 0 p
A 0 +1
+V12
B | g |7
V2
c | T | £V,
D an 0

Com as informacGes obtidas nos itens de 1 a 4, faremos um esboco do gréfico da

equacao, tal que, 0 < 26 sg (Figura 25.1). A curva referente ao intervalo 0 < 20 < 2w €
obtida pela simetria do grafico em relagéo ao eixo polar, ao semi-eixo g e ao polo.

Portanto, obtemos um eshogo do grafico da equacéo polar p? = cos(28) conforme a

Figura25.2. m

Figura 25 - Esbogo de uma lemniscata

1) 2)

p° = cos (26)
0<20<
=T =2

p* = cos(20)
0<20<2r

Fonte: Elaborada pelo autor

Observacdo 9
A curva do exemplo 9 é chamada lemniscata, que também estudaremos em detalhe

posteriormente.
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2.3.2 Plotagem de curvas polares com software aplicativo

Apesar de sabermos esbogar manualmente as curvas polares mais simples, para um
tracado mais rapido e preciso € importante conhecer e saber utilizar algum software capaz de
plotar facilmente os gréaficos mais complexos de equagdes polares.

Existem varios softwares que realizam bem a tarefa de plotar tanto curvas polares
quanto cartesianas. Aqui indicaremos dois deles:

a) Através do software Winplot é bem simples plotar qualquer curva..

Apos a instalacdo, execute o Winplot e aperte a tecla F2 para gerar graficos em 2D.

Para visualizar o plano polar aperte as teclas “CTRL G” e marque as opgdes “eixos”,

“polar”, “setores polares” e desmarque a opgao “rdtulos”. Agora apertamos a tecla F4

e inserimos a equacao polar e o intervalo de variacgdo de 6.

Vale ressaltar que ao longo deste trabalho utilizamos os parametros p e 6 para

indicar, respectivamente, a distancia de um ponto P ao pdlo O e a medida do angulo

do eixo polar para a semi reta OP. Ja no Winplot os parametros p e 6 séo

representados, respectivamente, por r e t.

Exemplo 10
Utilizando o Winplot faca o grafico da equacéo polar p? = cos(26) (Figura
26).

Figura 26 - Lemniscata plotada através do software Winplot

0s(2t))"0.5; 0.0 <= t <= 2pi
(0,0)

Fonte: Elaborada pelo autor
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b) Outra op¢do bastante interessante é o software GeoGebra. Instale e
execute 0 GeoGebra, a versdo utilizada aqui é 0 GeoGebra 4.4.29.0. Para visualizar o
plano polar basta clicar no menu “%2¢ - Preferéncias™ localizado no canto superior
direito da tela, depois clique no menu “Janela de Visualizagdo”, na aba “Eixo X”
marque as opg¢oes “Exibir Eixo X, “Exibir Numeros” e “Direcao Positiva Apenas”, ja
na aba “Fixo Y desmarque todas as opgdes, e por fim, na aba “Malha” selecione a
opcao “Exibir Malha” e no menu “Tipo de Malha” selecione a opg¢ao “Polar”.

Agora resta inserir a equacdo polar, mas, antes é preciso parametrizar a curva.
Isto é, tomamos a equacdo polar p = f(8) e definimos suas equacBes paramétricas
como:

{x =pcosO = f(6)cosO
y=psenf = f(6)senb

Note que as equacdes paramétricas acima sdo uma conseqiiéncia direta da
Proposicdo 3.
Logo, inserimos as equagdes no campo “Entrada”, localizado na parte inferior

da tela, da seguinte forma:

|Curva [f(8)cos@,f(0)send,d,valor inicial de 6, valor final de 0] |

Sendo que: f(6) cos O € a expressao para x, f(0) sen B é a expressdo para y e
0 é a variavel.

Por exemplo, para gerarmos a Figura 25.2 no GeoGebra inserimos no campo
“Entrada” a seguinte equagao:

Curva[cos(20)°>cos(8), cos(26)%°sen(), 0,0, 2r]

Para termos uma nogéao dos resultados obtidos ao utilizarmos o GeoGebra e o Winplot,
basta compararmos os graficos dos exemplos 9 e 10, respectivamente, Figura 25.2 (plotado no
GeoGebra) e Figura 26 (plotado no Winplot), pois, ambos referem-se a equacdo polar
p? = cos(26).

Apesar do Winplot ser bem mais simples de manusear, optamos em plotar todas as
curvas deste trabalho (com a excecdo do grafico do exemplo 10) atraves do software
GeoGebra, pois, 0 ultimo gera um resultado visual mais atrativo e fornece alguns recursos
adicionais.

No capitulo seguinte nos dedicaremos exclusivamente a estudar algumas equagdes

polares com suas respectivas curvas, tais como: limagons, lemniscatas, rosaceas e espirais.
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3 CURVAS POLARES ESPECIAIS

Agora que j& conhecemos as propriedades que nos permitem esbocar uma curva
qualquer através de sua equacgdo polar ou ainda plotar essas curvas utilizando o GeoGebra,
apresentaremos algumas equacdes polares especiais e as diferentes formas e posi¢cdes no
plano que cada tipo de curva pode assumir. Além disso, no caso das rosaceas e espirais,
mostraremos situagdes em que esses tipos de curvas ocorrem na natureza.

Ainda destacaremos atencdo especial sobre as rosiceas ao procurar estabelecer as
caracteristicas de tal curva quando atribuimos a variavel n qualquer valor real onde a grande
parte dos trabalhos que tratam deste assunto delimitam n somente ao conjunto dos ndmeros

naturais ou, no maximo, ao conjunto dos nimeros inteiros.
3.1 Limagons

O grafico de uma equacéo polar da forma:

|p=aibcos€| €))

ou

lp=azxbsend| (II)

coma € R* e b € R}, é chamado limagon.

Na definicdo acima tomamos b > 0 para podermos relacionar cada curva com sua
respectiva equacao polar, pois, nas equagoes:
i) p1 =a+bcosfep, =a+ bsenf as curvas apontam, respectivamente, para
- - ~ T - - - T ~ -
0 eixo polar e na direcdo de > Note que o eixo polar e 0 semi-eixo 7 Sa0, respectivamente, 0
eixo de simetria do grafico das equagdes p; € p,.

i) p3s =a—bcosB ep, =a— bsen@ as curvas apontam, respectivamente, para

. . . ~ - ~ 3 -
a semi reta oposta ao eixo polar (direcdo de m) e na direcdo de 7" Note que 0 eixo polar e 0
semi-eixo g sdo, respectivamente, o eixo de simetria do grafico das equagdes ps € p,.

Porém, nas equacOes polares (1) e (II) de uma limagon, tomamos a como qualquer
valor real ndo-nulo. Isto deve-se ao fato de que as equacdes polares p =a+ bcosf e

r = —a + b cos 0, por exemplo, possuem o0 mesmo grafico.
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Proposicédo 11

Seja uma limagon dada por sua equacdo polar. Os pares de equacgdes polares dados
abaixo possuem o mesmo gréfico.

)p=a+bcosf & r,=-—a+bcosb;

ii)p, =a+bsenf <& 1r,=—-a+bsend,

li)ps=a—bcosd & 1r;3=—a—bcoso,;

iV)p, =a—bsenf & 1r,=—a—bsenf.

Demonstracao:

i) Para mostrarmos que duas equacgdes possuem o mesmo grafico, basta provarmos que
as equacdes sdo equivalentes.
Ou seja, dado um ponto P no plano, devemos ter que:
PeEp, & Pen
(=) Primeiramente, provaremos que:
PeEp, = Pen
Se P € p,, entdo, P € dado pelas coordenadas polares: P = (p,,0) = (a + bcos8,0).
Como um mesmo ponto P tem infinitas representagdes em coordenadas polares,
podemos obter um outro par ordenado polar para P, a saber: (a + bcosf,0) = (—a—
bcos@,0 + m).
Pois, ao substituirmos o angulo 8 por (6 + ) nas coordenadas de P, obtemos o ponto
P’ simétrico ao ponto P em relacdo ao pdlo e ao invertermos a primeira coordenada do ponto
P’ de (a + bcos®) para - (a+ b cos8) obtemos novamente o ponto simétrico de P’ em
relacdo ao polo, ou seja, 0 ponto P.
Mas, notemos que:
(—a—bcosO,0+m)=(—a+bcosBcosm,B +m) =
= (—a+ b(cos@cosm —senBsenm),0 +m) =
=(—a+bcos(0+m),0+m) =(ry,0 +m)
Assim, P = (py,0) = (11,0 + m).
Logo, P € r;.
(<) Agora, resta provar que:
Per, = PEp;
Se Per, entdo, P é dado pelas coordenadas polares: P = (r,0) = (—a+
bcos@8,0).
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Um outro par ordenado polar para P pode ser (a—bcos6,0+ ), pois, ao
substituirmos o angulo 6 por (6 + ) nas coordenadas de P, obtemos o ponto P’ simétrico ao
ponto P em relagdo ao polo e ao invertermos a primeira coordenada do ponto P’ de (—a +
b cos 8) para - (—a + b cos 6) obtemos novamente o ponto simétrico de P’ em relagdo ao
polo, ou seja, o ponto P.

Mas, notemos que:

(a—bcosO,0+m) =(a+bcosOcosm,0 +m) =
= (a+ b(cosOcosm —senfsenm), 0 +m) =
=(a+bcos(0+m),0 +m)=(p,0 +m)

Assim, P = (r1,0) = (py,0 + m).

Logo, P € p;.

Portanto, provamos que as equacdes polares p; e r; possuem o0 mesmo gréfico.

As demonstra¢des dos itens (ii), (iii) e (iv) sdo analogas a demonstracdo acima. m

Agora, apresentaremos as caracteristicas de cada um dos quatro tipos de limagon, onde

cada um deles é definido pela razdo '%'.
3.1.1 Limagon com um laco

Sel < '%' < 1, entdo, a curva polar tem um lago (Figura 27).

Figura 27 - Limagon com um laco

p'= a—+ bcosf p.=a — bcosf p = a -+ bsend p'=.a —-bsend
0<0<2n 0<o<2m 0<8<2r 0<8< 2

™3 AT AT Ta

2 l'2 I 2 2,0

< -->

S KDp R W

" £-o

10 '

Fonte: Elaborada pelo autor



3.1.2 Cardidide

la|
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Se - = 1, entdo, a limagcon recebe o nome de cardidide, pois, seu formato é

semelhante a um coracdo (Figura 28). O nome cardioide deriva do grego kardioeides =

kardia: coracédo + eidos: forma.

Figura 28 - Cardioide

p = a(l + cosf) p =a(l — cosb) p = a(l+ senb)
0<8< 2 0<6<2r 0<8<2r
™
o4 AT A
21 I E : 2
-3 -Q >

Fonte: Elaborada pelo autor

3.1.3 Limagon com um dente

la|

Sel< ~ <2 entdo, a curva polar tem um dente (Figura 29).
Figura 29 - Limacon com um dente
A AT ™
2! ' 2 12
1 I |
I I |
10 10 :
S > o> '
: : 12
| | —
I 1
| |
I I

Fonte: Elaborada pelo autor

p =a(l — send)
0<6<2r

(Sl

A
]
I

@
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3.1.4 Limagon convexa

la|

Se2< o entdo, a limagon é convexa, isto é, ndo tem dente (Figura 30).
Figura 30 - Limacon convexa
p = a+ bcosh p = a — bcost p = a+ bsenf p = a— bsenf
0<8<2m D0<9<2m 0<g<2m 0< o< 2m

AT
12

T4 AT 2
21 I 2 | 2
-
— -3
-
] i i
I ] |

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2 Lemniscata

O gréfico de uma equacéo polar da forma:

p? =+acos(20)| (I)

ou

p? = tasen(20)| (I

com a € R}, é chamado lemniscata.

Definimos a extensdo da lemniscata como |p,|, tal que, p, € 0 maior valor de p que

satisfaz a equagéo polar de uma lemniscata. Afirmamos que |p,| = Va.

Proposicéo 12
Seja uma lemniscata dada pelas equagbes (I) ou (II), entdo, a extensdo |p,.| da
lemniscata é dada por va.

Demonstracao:

Sabemos que para qualquer angulo a, temos: —1 < cosa <1 e —1<sena <1.
Assim, considerando a equacéo (/) de uma lemniscata podemos afirmar que:

—1<cos(20) <1 & —-a<acos(20)<a &
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& —a<acos(20)<0oul<acos(2)<a <

& 0<—acos(20) <—(—a) ou 0<acos(20)<a &

& 0<—acos(20) <va ou 0<./acos(20) <va &
o 0<facos0)<Va & 0s{p’<va o 0<lpl<Va
Logo, o valor maximo de |p| € Va Figura 31 - Extensdo da lemniscata
(Figura 31). T

Se tomarmos a equacdo (II) da

lemniscata obtemos resultado analogo ao (Va,n) @) (va,0)
anterior | .e D

Portanto, obtemos |p,| = Va. m

STF

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma consequéncia direta da Proposicdo 12 é que a lemniscata é uma curva interna a
circunferéncia com centro no polo e raio medindo +/a, e ainda tangencia essa circunferéncia

nos pontos cujas coordenadas polares sdo (p,, ).

Corolario 13
A lemniscata € uma curva interna e tangente nos pontos (p,, 8) a circunferéncia com
centro no poélo e raio medindo va.

Demonstracao:

Seja C a circunferéncia com centro no poélo e raio igual a va, entéo,
C:p=+a

é a equacao polar da circunferéncia C.

Pela Proposicdo 12 temos que em uma lemniscata |p| < Va.

Logo, a lemniscata € interna a circunferéncia C.

Vejamos quais serdo os pontos de tangéncia de C com uma lemniscata de equagédo
polar p? = a cos(20).

Note gque os pontos de tangéncia sdo da forma: (p,,60) = (\/E, 9).

Assim, resta determinarmos o valor de 6, a saber:

p?=acos(20) = pZ=acos(20) (i\/a)z =acos(20) &
& a=acos(20) & 1=cos(20) & arccosl=20 <

& 0=20 ou 2n=20 & 0=60 oum=206
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Logo, os pontos de tangéncia serdo: (va, 0) e (Va, m).
Para se obter os pontos de tangéncia de C com as lemniscatas dadas por outras

equac0es polares procede-se de maneira idéntica ao que fizemos acima. m

Agora, veremos nas figuras abaixo que a posi¢do que uma lemniscata ocupa no plano

polar é alterada conforme a equacdo que a define, mas, sua forma é invariavel (Figura 32).

Figura 32 - Lemniscata

p* = acos(20) p? = —acos(20) p* = asen(26) p’ = —asen(20)
0<6<2r 0<6< 2w 0<0< 2w 0<6<2r
<6< =

? 2 !
|
I

O
>
Q.

vl

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 Roséacea

3.3.1 Definicéo da Rosacea quando n € um namero natural

A curva originada pela equacdo polar da forma:

|p =+ta cos(n0)| €))

ou

lp = tasen(nd)| (I

com a € R} e n €N, é chamada Rosacea ou Rhodonea. De acordo com SMITH
(1958) o matematico italiano e padre jesuita Guido Grandi (1671 d.C. — 1742 d.C.) foi o

primeiro a estudar essas curvas.

O numero de pétalas de uma rosacea é determinado pelo valor atribuido a n, a saber:
. Se n € par, entdo, a rosacea possui 2n pétalas;

. Se n € impar, entdo, a rosacea possui n pétalas.
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De forma semelhante como fizemos com a lemniscata, estabelecemos a extensdo da

rosacea, a saber: |p,| = a.

Proposicéo 14
Dada uma roséacea por qualquer das equagdes (1) ou (II), entdo, a extenséo |p,| da
rosacea é dada por a.

Demonstracao:

Note que para qualquer angulo a,temos: —1 <cosa <1 e —1<sena <1.

Agora, tomando a equacdo (I) de uma rosacea, por exemplo, podemos afirmar que:
—1<cos(nf) <1 & —-a<acosmh)<a & —-a<p<a & |p|<a

Assim, o valor méximo de |p| é a.

Ao tomarmos a equacdo (I1) da rosacea obtemos resultado analogo ao obtido acima.

Portanto, obtemos |p.| = a. m

Vale ressaltar também que a rosacea possui a mesma propriedade da lemniscata
(Corolério 13), pois, toda rosacea é limitada por uma circunferéncia com centro no polo e raio

medindo a, e ainda tangencia essa circunferéncia nos pontos cujas coordenadas polares sao

(pe, 0).

Corolério 15
Toda rosacea é uma curva interna e tangente nos pontos (p,, 8) a circunferéncia com

centro no polo e raio medindo a.

Demonstracao:

Seja C a circunferéncia com centro no polo e raio igual a a, entdo,
C:p=a
é a equacao polar da circunferéncia C.
Atraves da Proposicdo 14 obtemos que em uma rosacea |p| < a.
Logo, a rosacea € limitada pela circunferéncia C, ou seja, ela € internaa C.
Agora, seja a equacado polar de uma rosacea dada por
p = acos(nf)
determinaremos os pontos de tangéncia entre C e a rosicea dada pela equacdo polar acima.
Notemos que os pontos de tangéncia sdo da forma: (p,,6) = (a, 9).

Entdo, resta somente encontrarmos o valor de 8, a saber:
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p=acos(nf) = p,=acos(nf) & ta=acos(nfd) & +1=cos(nfd) &
& arccos(+1)=n6 & O0=nf ou 2r=nh ou m=nld <

21 T
< 0=60 ou —=6 ou —=2860
n n
Assim, pelo fato de termos 0 < 6 < 2m concluimos que 6 é um multiplo de % isto é:

9= %n,com k €{0,1,2, ...,2n}.

Consideraremos separadamente os casos em que k é par e 0 caso em que k é impar.

i) Agora, supondo k par e substituindo o valor de 8 na equacdo da roséacea, teremos:
km
p = acos(nf) = acos <n7) =acos(kn) =al =a

Logo, obtemos o par ordenado (a, %")

Devemos considerar também separadamente se n € par ou impar.

, k
a) Suponhamos que n € par e calculemos o valor de p para 6 = 7”+ m,comk €

{0,2,4, ...,2n}, a saber:
km n(k +n)
p = acos(nf) = acos n<7+ n) = acos (nT) =acos(nm(k+n))=al=a
pois, como k e n sdo pares, entdo, k + n é par também.
Entéo, temos o par ordenado (a, kf + n).

km ;e s km - P .
Note que o ponto (a,T + T[) € simétrico ao ponto (a, 7) em relagao ao p0|0, Oou seja,

sdo pontos distintos.

;. k
b) Supondo agora que n é impar, calcularemos o valor de p para 6 = 7” +m,comk €

{0,2,4, ...,2n}, a saber:
k k +
p = acos(nf) = acos (n (% + n)) = q cos <n¥> = acos(r(k +n)) =

=a(-1) =-a

como k é par e n € impar, entdo, k + n é impar.

Entéo, temos o par ordenado (—a, kf + n).
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Note que (—a,%"+n) = (a,%"), ou seja, € o mesmo ponto dado em outras

coordenadas.

ii) Seja k impar, substituindo o valor de 8 na equacdo da rosacea, teremos:
T
p = acos(nf) = acos (n7) =acos(kn) = a(-1) = —a

Portanto, obtemos o par ordenado (—a, %")

Novamente devemos considerar separadamente se n € par ou impar.

a) Seja n par e calculando o valor de p para 8 = ';—” +m,comk€{13,..2n—1},a

saber:

p = acos(nf) = acos (n (]%T + n)) = aCos (nM) = acos(n(k + n)) =

n

=a(-1) = —a;

pois, como k é impar e n é par, entdo, k + n € impar.

~ k
Entéo, temos o par ordenado (—a, 7” + n).
km f e ges kT ~ P
Observe que (—a,; + n) € simétrico ao ponto (—a, 7) com relacdo ao polo.
. k
b) Supondo agora n impar, encontraremos o valor de p para 6 = 7” +m,comk €

{1,3, ...,2n — 1}, a saber:

=acos(n(k+n)) =al=a

p = acos(nh) = acos (n (kn_n + ”)) = acos (n@)

como k e n sdo impares, entéo, k + n é par.
Ent&o, temos o par ordenado (a, kf + n).
Notemos que o ponto (a,kf + n) é igual ao ponto (—a, I;—")

Portanto, pelos itens (i-b) e (ii-b) concluimos que se n € impar o0s pontos de tangéncia

de C com a rosacea podem ser dados por:
km
(a,7>,com k €{24,..,2n}

Logo, existem n pontos de tangéncia sendo 0 mesmo nimero de pétalas da rosacea.

Note gque 0s mesmos pontos de tangéncia podem ser dados também por:
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km
(—a,T),com ke{13,..2n—1}

Pois, os pontos obtidos no item (i-b) sdo os mesmos obtidos no item (ii-b).

Contudo, notamos que 0s pontos obtidos no item (i-a) séo distintos dos pontos obtidos
no item (ii-a), mas, os pontos obtidos em (i-a) podem ser escritos na forma encontrada em (ii-
a) e vice-versa.

Portanto, concluimos que se n € par 0s pontos de tangéncia de C com a rosacea sao

dados por:
km
(a,7>,com k € {0,1,2,3,...,2n}

Logo, existem 2n pontos de tangéncia sendo a mesma quantidade de pétalas da
roséacea.

Observemos ainda que 0s mesmos pontos de tangéncia sdo dados da forma:
km
(—a, 7),com k €{0,1,2,3,...,2n}

Para se obter os pontos de tangéncia de C com as rosaceas dadas por outras equacgdes

polares procede-se de maneira semelhante ao que fizemos acima. m

Outra demonstracao:

Seja C a circunferéncia com centro no polo e raio igual a a, entédo,
C:p=a

é a equacao polar da circunferéncia C.

Através da Proposicdo 14 obtemos que em uma rosacea |p| < a.

Logo, a rosacea € limitada pela circunferéncia C, ou seja, ela € internaa C.

Agora, seja a equacado polar de uma rosacea dada por

p = acos(nf)

determinaremos os pontos de tangéncia entre C e a rosacea dada pela equagéo polar acima.

Notemos que o0s pontos de tangéncia sdo da forma: (p,, 0) = (a, 9).

Entéo, resta somente encontrarmos os valores de 6.

Para isso, precisamos determinar o intervalo 0 < 6 < Am, que seja suficiente para
obtermos uma curva completa.

Isto €, ao substituirmos 6 por (6 + Am), na equagdo polar de uma rosacea, se obtermos

uma equacao equivalente, entdo, basta variar 6 entre 0 e Am.
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Considerando a seguinte equacdo polar p = a cos(n@), teremos:
p=acos(nd) = p=acos(n(f+A4n)) = acos(nd +ndrn) =
= a cos(n@) cos(nAm) — sen(nf) sen(ndAm) =

= a cos(nf) cos(nAm) — sen(nh).0 = a cos(nb) cos(nAm)
Devemos considerar separadamente se n € par ou impar.

i) Supondo n par, entdo, cos(nAm) = 1, e assim, obtemos p = a cos(nf).

Ou seja, temos pontos de coordenadas (p, 6 + Am).

Se tomarmos A = 1, o ponto (p, 6 + Am) serd o ponto simétrico em relacdo ao pélo do
ponto (p, 8) obtido inicialmente.

Porém, para A = 2, obtemos o ponto (p, 6 + 2m) sendo 0 mesmo ponto (p, 8) dado
em outras coordenadas.

Logo, para n par, A = 2 é o menor valor de A que ao substituirmos 6 por (6 + Am)
encontramos 0 mesmo ponto no plano.

E assim, quando tivermos n par basta variar 6 no intervalo 0 <6 < 2m, para

obtermos uma curva completa.

ii) Agora, se n € impar precisamos analisar 0s casos em que A é par ou impar.

a) Se A é par, entdo, cos(nAm) = 1, e portanto: p = a cos(nf).

Note que, as coordenadas (p,8 + Am) e (p,0) representam 0S MesSmMOS pontos Nno
plano. E como queremos 0 menor valor de A, encontramos A = 2.

b) Mas, se A é impar, entdo, cos(nAm) = —1, e portanto: p = —a cos(nf).

Tomando A =1 encontramos 0 ponto (—p,0 + m) sendo 0 mesmo ponto dado
também pelo par ordenado (p, ).

Assim, para n impar, A =1 € o menor valor de A que ao substituirmos 6 por (6 +
Am) encontramos 0 mesmo ponto no plano.

Logo, quando n for um ndmero impar basta variar 8 no intervalo 0 < 6 < m, para

obtermos uma curva completa.

Calculando, o valor de 8 para obtermos os pontos da forma (p,, 8), obteremos que:
p=acos(nf) = p,=acos(nf) & ta=acos(nd) & +1=cos(nfd) &
& arccos(x1)=n6 & O0=nf ou 2r=nf ou m=nld

2T T
& 0=60 ou —=60 ou —=20
n n
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Assim, pelo fato de termos 0 < 6 < Arm concluimos que 8 é um mdltiplo de % isto é,

0 =" comke{01,2,..,A4n}.

n

Portanto, para n par obtemos 2n pontos de tangéncia da rosacea com a circunferéncia
C, sendo 0 mesmo numero de pétalas da rosacea.
E para n impar temos n pontos de tangéncia entre a rosacea e a circunferéncia C, que é

a mesma quantidade de pétalas da rosacea.

Para rosaceas determinadas por outros tipos de equacOes polares obtemos resultado

analogo ao demonstrado acima. m

Outra caracteristica interessante a ser notada nas rosaceas determinadas por equacdes
polares, tal que, n seja um numero par € a invariabilidade do grafico ao tomarmos o valor

oposto de a. Isto deve-se a propriedade de simetria em relacdo ao eixo polar ou ao semi-eixo

g, dependendo do tipo da equacéo.

Proposicéo 16
Seja uma rosacea dada por sua equacdo polar. Se n € um namero par, entdo, os pares

de equacdes polares dados abaixo possuem o mesmo gréfico.

i)p, =acos(nfd) <& 1 =—acos(nb);
ii) p, = asen(nf) & r, =—asen(nod).
Demonstragéo:

i) Para provarmos que duas equagfes possuem o mesmo grafico, basta provarmos que
as equacdes sao equivalentes.
Isto é, dado um ponto P no plano, devemos ter que
PeEp, & Pen
(=) Primeiro, mostraremos que
Pep, = PEen
Se P € p4, entdo, P € dado pelas coordenadas polares: P = (p;,8) = (acos(nfd), ).
Como um mesmo ponto P tem infinitas representacdes em coordenadas polares,
podemos obter outro par ordenado polar para P, a saber: (a cos(n@),08) = (—acos(nf),6 +
).

Mas, notemos que
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(—acos(nf),0 + m) = (—acos(nf) cos(nm),0 + m) =
= (—a(cos(nf) cos(nm) — sen(nh) sen(nm)),0 + m) =
= (—acos(nf + nn),0 + ) = (—acos(n(@ + m)),0 + ) = (1,0 + )

Observe que utilizamos acima: cos(nm) = 1 e sen(nm) = 0, pois, temos, por hipotese

que n € par.
Assim, P = (p,,0) = (1,0 + m).
Logo, P € ;.

(<) Resta provar ainda que
Per, = PEeEp;
Se P € ry, entdo, P é dado pelas coordenadas polares: P = (r,,8) = (—a cos(nf), 9).
Outra representacdo em coordenadas polares para P pode ser (a cos(n6),0 + m).
Contudo, note que
(acos(n@),B + m) = (acos(nb) cos(nm),0 +m) =
= (a(cos(nB) cos(nm) —sen(nf) sen(nm)),0 + m) =
= (acos(nb + nm),0 + ) = (acos(n(@ +m)),0 + ) = (p1,0 + )

Observe que consideramos: cos(nm) = 1 e sen(nm) = 0, pois, temos, por hipo6tese

que n € par.
Assim, P = (r1,60) = (p,,0 + 1).
Logo, P € p;.

Portanto, provamos que as equacdes polares p, e r; possuem o mesmo grafico.

Para demonstrar o item (ii) basta utilizar o mesmo procedimento do item (i). m

Observacéo 10

E interessante notar que se tomarmos n = 1 na equacio de uma rosacea, teremos as
equacoes:

p=xacosf ou p==zasend

que sdo as equacdes polares de uma circunferéncia que possui o polo (Vide Corolarios 6 e 7).
Portanto, a circunferéncia que possui o polo pode ser considerada uma rosacea de uma unica
pétala.

Porém, se considerarmos n = 0 nas equacdes da forma

p = tacos(nf)

teremos, p = tacos(nf) = p=zacos(00) & p==acos(0) = p==a,

que é a equacdo polar de uma circunferéncia com centro no pélo e raio medindo |a.
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Ainda, tomando n = 0 nas equacdes da forma
p = tasen(nb)
obtemos, p = tasen(nf) = p==asen(0d) & p==zasen(0) = p=0,

ou seja, o pélo é o Unico ponto que satisfaz a equacéo polar acima. m

Conforme vimos a quantidade de pétalas de uma rosacea é definida pelo valor de n,
entdo, existem infinitas formas que uma rosécea pode assumir. Sendo assim, apresentaremos

abaixo apenas algumas formas das tantas que podemos obter para uma rosacea.

a) Rosacea de trés pétalas

Figura 33 - Rosacea de trés pétalas

p = acos(36) p = —acos(36) p = asen(36) p = —asen(36)
0<6<2n 0<0<2m 0<8<2n 0<6<2n
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Fonte: Elaborada pelo autor

b) Rosacea de quatro pétalas

Figura 34 - Rosécea de quatro pétalas

p = tacos(20) p = tasen(26)
0<8<2m 0<f#<2w
™A s
2 2

(R TN

Fonte: Elaborada pelo autor
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c) Rosécea de cinco pétalas

Figura 35 - Rosécea de cinco pétalas
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Fonte: Elaborada pelo autor

d) Roséacea de oito pétalas

Figura 36 - Rosacea de oito pétalas

p = tacos(40) p = tasen(46)
0<6< 2 0<0< 2
T A

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3.2 Definicdo da Rosacea quando n é um numero inteiro

Na defini¢do da equagdo polar de uma rosacea limitamos n ao conjunto dos nimeros
Naturais.
Porém, note que:
cos(—nB) = cos(n®) e sen(—nbB) = —sen(nb)
Logo, se tomarmos n € Z nas equagbes da forma: p = t+acos(nB), teremos,

exatamente, a mesma curva quando consideramos n € N.
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Agora, tomando n € Z nas equacOes polares da forma: p = t+a sen(n8), temos duas
situacOes a analisar:

e se n >0, entdo, a curva corresponde ao que ja apresentamos anteriormente para

n € N.

e sen <0, entdo, a curva desejada é obtida ao realizarmos uma reflexdo em torno do
polo da curva de mesma equagao polar considerando, porém, n positivo.

Contudo nos casos em que n for par ao fazermos a reflexdo em torno do pdlo a curva
ndo sofrerd qualquer alteracdo, pois, pela Proposicdo 10 podemos mostrar que esta curva €
simétrica em relacdo ao pdlo. Basta notar que:

p=ta sen(n(@ + n)) = +ta sen(2k(9 + n)) = tasen(2kf + 2km) =
= +a(sen(2k6)cos(2km) + sen(2km)cos(2k0)) =
= ta(sen(2k0).1 + 0.cos(2k0)) =
= t+asen(2kf) = +tasen(nf), onden =2k,comk€Z. m

Vejamos alguns exemplos abaixo:

Figura 37 - Rosacea de |n| pétalas, comn € Z

p = *acos(+66) p = tasen(£86) p = asen(76) p = asen(—76)
0<6<2r 0<0<2m ou ou
h p = —asen(—T6) p = —asen(70)
2! TR O0<OH< 2w A0 <6< 2m
: 21 o
|

. \L

--.-> ----}

/9\

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, uma rosacea sofrera alteracdo em sua posi¢cdo no plano somente se tivermos

n < 0 e n impar nas equacgdes da forma: p = +a sen(nf).
E ainda, a quantidade de pétalas de uma rosécea cujo valor de n em sua equacao polar

é tal que n € Z, sera: 2|n| se n € par ou |n| se n € impar.
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3.3.3 Definicdo da Rosacea quando n € um numero racional

A pergunta natural que pode ser feita a esta altura é se atribuirmos um valor a n, tal
que, n € Q, na equacdo polar de uma rosacea: & possivel definir como sera a curva
correspondente a esta equacgao?

A resposta a esta pergunta é sim, e definiremos essas curvas logo abaixo.

Definicédo 17

A curva originada pela equacdo polar da forma:

|p = tacos(n®)| (I

ou

|p =+ta sen(n9)| (1)

coma€R: eneQ, tal que, n = s ,ondepEZeq€eZ e s seja uma fraco irredutivel

também é chamada Rosécea.
O nimero de pétalas da rosacea acima é determinado pelo valor atribuido a peq, 0

que sera provado posteriormente. Como devemos ter Z uma fracdo irredutivel, assim, existem

apenas trés possibilidades a analisar, a saber:
e Se p é impar e g € par, entdo, a rosacea possui 2|p| pétalas e 8 € [0, 2qm] para se
obter uma curva completa;
e Sep épareq éimpar, entdo, a rosacea possui 2|p| pétalas e 8 € [0, 2qm] para termos
uma curva completa;
e Se p é impar e g é impar, entdo, a rosacea possui |p| pétalas e 8 € [0, qm] para

obtermos uma curva completa.

A proposicdo a seguir estabelece uma propriedade das rosaceas quando n € Q que ja
foi definida para n € Z.

Proposicéo 18
Dada uma rosacea por qualquer das equagdes (1) ou (II), entdo, a extensdo |p,| da
rosacea é dada por a.

Demonstracio:

Esta demonstracdo é andloga a que foi feita na Proposicéo 14. m
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E assim como a rosacea quando n € Z em sua equacdo polar e a lemniscata séo
limitadas por uma circunferéncia C com centro no poélo e raio medindo a, tendo os pontos de
tangéncia com C dados pelas coordenadas polares (p,, ), mostraremos que 0 mesmo ocorre

com a rosacea quando n em sua equacgdo polar for racional.

Corolario 19
Toda rosacea é uma curva interna e tangente nos pontos (p,, #) a circunferéncia com
centro no polo e raio medindo a.

Demonstracio:

Seja a circunferéncia C com centro no polo e raio igual a a, entdo,
C:p=a
é a equacdao polar da circunferéncia C.
Através da Proposicdo 18 obtemos que em uma rosacea |p| < a.
Logo, a rosacea € limitada pela circunferéncia C, ou seja, ela € internaa C.

Agora, seja a equacdo polar de uma rosacea dada por:

0
p = acos(nf) = acos (29) = acos (p a)

tal que, n = S,comp € Ne g € N*, sendo S uma fracdo irredutivel, determinaremos o0s

pontos de tangéncia entre C e a rosacea dada pela equacédo polar acima.

Notemos que os pontos de tangéncia sdo da forma: (p,,0) = (a, 9).

Entdo, resta somente encontrarmos os valores de 6.

Para isso, precisamos determinar o intervalo 0 < 8 < Aqm, que seja suficiente para
obtermos uma curva completa.

Isto é, ao substituirmos 6 por (6 + Agm), na equacdo polar de uma rosacea, se
obtermos uma equacéo equivalente, entdo, basta variar 8 entre 0 e Aqrm.

Considerando a seguinte equacdo polar: p = a cos(n®), teremos:

p=acos(nd) = p=acos(n(@+Aqr)) = acos(nf + nAqn) =

a cos(n@) cos(ndqm) — sen(nf) sen(ndqm) =

a cos(n@) cos(pAm) — sen(nf) sen(pAm) =
= a cos(n@) cos(pAm) — sen(nb).0 = acos (g@) cos(pAm)

i) Supondo p par, entdo, cos(pAm) = 1, e assim, obtemos: p = a cos (59).

Ou seja, temos pontos de coordenadas (p, 6 + Aqr).
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Como g é uma fragdo irredutivel e supomos p par, entdo, q deve ser impar.

Dai, para que os pares ordenados (p, 8 + Aqm) e (p, ) determinem 0 mesmo ponto
devemos ter A um numero par. Como 0 menor nimero par positivo é 2, entdo, concluimos
que A = 2.

Logo, para p par, A = 2 é o menor valor de A que ao substituirmos 6 por (6 + Aqm)
encontramos 0 mesmo ponto no plano.

E assim, quando tivermos p par (e g impar) basta variar 8 no intervalo 0 < 6 < 2qm,
para obtermos uma curva completa.

ii) Agora, se p é impar e A é par, entdo, cos(pAm) = 1, e portanto p = a cos(nf).

Note que, as coordenadas (p,0 + Aqm) e (p,0) representam 0S mMesmos pontos

podendo g ser impar ou par, desde que s seja uma fracdo irredutivel.

E como queremos o menor valor de A, determinamos A = 2.

Mas, se p € impar e A é impar, entdo, cos(pAm) = —1, e portanto p = —a cos(nf).

Observemos que, as coordenadas (—p,6 + Aqm) e (p,6) representam pontos
simétricos em relacéo ao po6lo quando g € par.

E quando tivermos q impar os pares ordenados (—p, 6 + Aqm) e (p, 8) determinam os
mesmos pontos no plano.

Como o numero 1 é o menor nimero impar positivo, concluimos que A = 1.

Portanto, para p impar e g par obtemos uma curva completa ao variar 6 no intervalo
0 < 0 < 2qm. E quando p e g sdo impares basta tomar 6 variando no intervalo 0 < 6 < g,
para termos a curva completa.

Calculando, o valor de 8 para obtermos os pontos da forma (p,, 8), obteremos que:
p=acos(nd) = p,=acos(nf) & ta=acos(nf) & +1=cos(nd) <

& arccos(x1)=n6 & 0=nf ou 2r=nf ou m=nld <

21 T
< 0=60 ou —=60 ou —=460
n n
Assim, pelo fato de termos 0 < 8 < Aqm concluimos que 8 é um mdltiplo de % = %n,

isto ¢, 6 = == = k,an comk € {0,1,2, ..., Ap}.

Portanto, quando tivermos p par e g impar ou p impar e g par obtemos 2p pontos de
tangéncia da rosacea com a circunferéncia C, sendo 0 mesmo numero de pétalas da rosacea.
E quando p e q forem impares temos p pontos de tangéncia entre a rosacea e a

circunferéncia C, que é a mesma quantidade de pétalas da rosacea.
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Para rosaceas determinadas por outros tipos de equagdes polares obtemos resultado

analogo ao demonstrado acima. m

Observacdo 11

Apesar de termos considerado: SZ 0, na demonstracdo acima, com argumentacdo

semelhante ao que fizemos na Definicdo da Rosacea para n € Z, podemos mostrar que a

roséacea estd bem definida para s < 0.

Ou seja, é possivel obter uma rosacea para todo n em sua equacdo polar, tal que,
n € Q.
Note que: cos(—n6) = cos(nb), vn € R.
Logo, as equacdes polares
p1 = tacos(nf) e p, =tacos(—nh)
sdo equivalentes, ou seja, determinam a mesma curva.

Devemos notar ainda que: sen(—n8) = —sen(nb), vn € R.

Sejan = S > 0, entdo, obtemos: —n = —S <0.

Dai, concluimos que p = asen(—nf) = —a sen(nf) = —a sen (s 9).

Porém, nos casos em que p ou g for par, ao fazermos a reflexdo em torno do polo a
curva ndo sofrera qualquer alteracdo, pois, pela Proposicdo 10 podemos mostrar que esta
curva é simétrica em relacdo ao polo. Basta substituir o valor de 6 por (6 + gm):

p' = tasen(n(d + qm)) = tasen(nd + nqn) =
= +a (sen(n@)cos (g qn) + sen(nqn)cos(n@)) = ta(sen(nb)cos(pm) + 0.cos(nh)) =

= tasen(nf) cos(pm) (*)
Agora, € preciso analisar duas situacoes, a saber:
1) Se p é par, entdo, cos(pm) = 1, e assim,
p'=+a sen(n(@ + qn)) = tasen(nf) =p
Logo, obtemos o par ordenado (6 + gm,p) que representa 0 mesmo ponto de
coordenadas (6, p), pois, temos g um namero impar.
2) Seja ¢ um namero par, entdo, temos p impar, e assim, cos(pm) = —1.
Logo, de (*) obtemos:

p' = tasen(n(d + qn)) = tasen(nd) (-1) = —p
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Dai, encontramos o par ordenado (6 + qm, —p) representando 0 mesmo ponto cujas
coordenadas polares sao (6, p), pois, consideramos g um nimero par.

Portanto, quando p ou g for par as equacdes polares:
p; = tasen(nf) = tasen <§9>
e
p
p, = tasen(—nf) = tasen _69 ,
sdo equivalentes, ou seja, determinam a mesma curva. m

O que acabamos de provar acima refere-se ao item (ii) da Proposi¢do 20 que esta logo

abaixo. Para mostrar a validade do item (i) utiliza-se argumentacéo analoga.

Proposicéo 20

Sejan = s,com p € Ze q € Z*, uma fracdo irredutivel. Se p ou g € um numero par,
entdo, os pares de equacdes polares da rosacea dados abaixo possuem o0 mesmo grafico.

i)p, =acos(nfd) < 1 =—acos(nb);

i) p, = asen(nf) & 1, =—asen(nod).

Veremos abaixo alguns exemplos de graficos de equacgdes polares de rosaceas, tal que,

n= Z seja uma fracdo irredutivel.

Figura 38 - Rosdcea comn € Q
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Fonte: Elaborada pelo autor
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3.3.4 Definicdo da Rosacea quando n € um numero irracional

Até aqui conseguimos definir de forma precisa quais sdo as caracteristicas de uma
rosacea cujo valor de n em sua equacao polar, € tal que, n € Q.
Porém, sera possivel determinar como ¢é a forma de uma rosacea ao atribuirmos um
valor an, tal que,n € R — Q?
Para respondermos a esta pergunta analisaremos as curvas cujo valor de n é dado por
dois numeros irracionais muito conhecidos (Figura 39):
e 0 numero m, que é a razdo entre o comprimento da circunferéncia pelo seu diametro;

e 0 numero e, chamado numero de Euler, sendo a base dos logaritmos naturais.

Figura 39 - Rosdceacomn =moun =e

T p = asen(wh) L

ﬁ; 0<6<l4am
N
\\” ;////

p = asen(ed)

AR
&§§\ |

I\
7\
11‘!

Y

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe na Figura 39 que:

e paran=me0 <6 < 14m obtemos uma volta completa da curva, sendo uma rosacea

de 44 pétalas;

e paran=-ee0 <6 <7rtemos uma volta completa da curva, sendo uma rosécea de

19 pétalas.

Um fato interessante a ressaltar € que podemos obter nos nimeros Racionais uma
. ~ - 22 19 .
aproximacéo dos nimeros 7 € e, a saber, — €=, respectivamente.
Assim, para visualizarmos a similaridade das curvas iremos sobrepor a rosacea obtida

22 , . o .
para n = — COM a rosacea que possui n = 7 em sua equacao (Figura 40). E da mesma forma
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. . 19 ~ ‘ .
iremos sobrepor a rosacea com n = - em sua equagéo polar com a rosacea obtida paran = e

(Figura 41).
Figura 40 - Rosaceacomn = oun = g
22 L
p = aseh (- 9) 2 ' p = asen(m0)

’ 0£0< 14
0<6< 147w |
|

= —— = -

Fonte: Elaborada pelo autor

. P 19
Figura 41 - Rosaceacomn =eoun = -

19 L
p = gsén | 5 0) 32 p = asen(ed)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Podemos notar nas figuras acima (40 e 41) que as curvas comparadas sdo muito
parecidas, mas, ndo sdo iguais, iSso porque, estimamos um valor racional para n muito
aproximado dos numeros irracionais atribuidos a n. Afirmamos ainda que ao aumentarmos o
intervalo de variacdo do angulo 6 quando n na equacdo polar de uma rosacea € irracional
vemos que a cada "volta" completada obtemos uma curva distinta da anterior. Ou seja,
conforme ampliamos o intervalo de variacdo para 6 ampliamos também a quantidade de
pétalas da rosacea. O que indica que, quando n € R — Q 0 nimero de pétalas de uma rosacea

é infinito. Observemos este fato tomando, por exemplo, a equacdo p = a cos(ef) (Figura 42).

Figura 42 - Rosdceacomn = e

= p = acos(ef) = p = acos(ef)
0<0< T , 0<0<14x

Fonte: Elaborada pelo autor
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Portanto, vn, tal que, n € R, conseguimos definir, ainda que de forma intuitiva como

no caso de n € R — @, quais sdo as caracteristicas de uma rosacea dada sua equacao polar.

3.3.5 Aplicacéo Prética

Existem algumas propriedades comuns entre uma rosicea e algumas espécies de
orquideas. Segundo a Coordenadoria das Associacdes Orquidofilas do Brasil (CAOB) no
documento intitulado "Regulamento de Julgamento para as Categorias CAOB 2014" existem
algumas caracteristicas como forma geral, cor, substancia, textura e floracdo que uma
orquidea deve preencher para ser considerada uma "flor perfeita”. Entretanto, daremos
atencdo especial ao quesito de julgamento denominado forma geral das flores.

As plantas sdo divididas em dez categorias de julgamento levando-se em consideragédo
basicamente a espécie de cada uma. Limitaremos nossa apresentacdo as categorias de
julgamento um a trés com atencao especial a categoria trés conforme a descricéo abaixo:

Categoria | - Cattleyas unifoliadas e Bifoliadas Nacionais, Laelias, Brassavolas,
Sophronitis.

Categoria Il - Cattleyas Uni e bifoliadas Estrangeiras, Laelias Mexicanas,
Ryncholaelias, Broughtonias.

Categoria Il - Hibridos das Categorias I e I1.

O julgamento da forma geral de uma orquidea, ressaltando que as orquideas séo flores
compostas por trés sépalas, duas pétalas e um labelo (pétala modificada), é realizado
utilizando-se o modelo hexagonal de julgamento.

No caso especifico da categoria trés existem algumas flores que devem apresentar
forma quase redonda e cheia, ou seja, a flor pode ser inscrita numa circunferéncia cujo centro
corresponde a base da coluna. Ao ligarmos os pontos em que cada uma das trés sépalas
tangencia a circunferéncia obtemos um triangulo equilatero. Da mesma forma deve-se obter
um triangulo equilatero cujos vertices correspondam aos pontos de tangéncia das pétalas com
a circunferéncia. Isto significa que o poligono que possua 0s seis pontos de tangéncia
definidos acima como vértices € um hexagono regular. Sendo assim, as melhores flores sdo
aquelas que tenham angulos de 60° entre os seis pontos de tangéncia da circunferéncia com as
pétalas, sepalas e labelo.

Além disso, a flor deve ocupar a maior parte possivel da area do circulo. A simetria
das flores também precisa ser analisada tragando-se um eixo imaginario partindo da sépala

dorsal, passando pela coluna até a extremidade inferior do labelo. Agora o ultimo critério a ser
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analisado com relacdo a forma das flores refere-se a planicidade. Sendo analisada por meio da
observacgdo da vista lateral da flor onde as pétalas e sépalas devem estar contidas no mesmo
plano.

Por tudo o que ja estudamos até aqui sobre as rosaceas podemos afirmar claramente
que a "orquidea perfeita” tera forma muito similar a uma rosacea de seis pétalas (Figura 43)

cuja equacao polar sera:
3 T 3 4
p=acos(g(9—g)) ou p=asen<z(9—g))

Figura 43 - Orquidea Rlc. Little Toshie e Rosacea de seis pétalas

Sépalas

I

i Pétalas
|

|

i Labelo

I

I

Fonte: http://www.caob.com.br Fonte: Elaborada pelo autor
3.4 Espiral

Pudemos observar ao longo deste texto que ao trabalharmos com coordenadas polares
obtemos alguns graficos diferenciados cujas equacdes polares séo relativamente simples. O
ultimo tipo de curvas polares que trataremos aqui Sdo as espirais.

Existem diversos tipos de espirais dos quais apresentaremos 0s quatro tipos mais

conhecidos, conforme veremos a seguir.
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3.4.1 Espiral de Arquimedes

O gréfico de uma equacéo polar da forma:
p = *ab

com a € R7, é chamado espiral de Arquimedes.

Na definicdo acima ao tomarmos 8 > 0 temos que a espiral correspondente a equagao

polar p = +a#, ird girar no sentido anti-horario. Por outro lado, tomando 6 < 0, a espiral ird
girar em sentido horario (Figura 44).

Figura 44 - Espiral de Arquimedes

Fonte: Elaborada pelo autor

3.4.2 Espiral Hiperbolica

O grafico de uma equacéo polar da forma:

| Q

p=x

com a € R7, é chamado espiral hiperbdlica.

Pela definicdo acima podemos notar que a espiral hiperbolica assume quatro posigdes

distintas no plano (Figura 45), a saber:
e seja equacdo polar: p = %,onde 6 > 0, a espiral ird girar no sentido anti-horario, e

assim, a curva terd uma assintota horizontal que passa pelo ponto (a, g)
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e (dada a equacdo polar: p = %, com @ < 0, a espiral ira girar no sentido horério, e entéo,
; , - A
a curva terd uma assintota horizontal que passa pelo ponto (a, E)'
e sejaequacdo polar: p = — %, onde 6 > 0, a espiral ira girar no sentido anti-horario, e a
, . - A
curva tera uma assintota horizontal que passa pelo ponto (—a, E)'
e dada a equacdo polar: p = —%,com 0 < 0, a espiral ird girar no sentido horério, e a

curva tera uma assintota horizontal que passa pelo ponto (—a, g)

Figura 45 - Espiral Hiperbdlica

—Ar < 0<0

Fonte: Elaborada pelo autor

3.4.3 Espiral Logaritmica

A curva dada pela seguinte equacéo polar:

p= iaeb@

com a e b constantes arbitrarias, tais que, a € R} e b = cot ¢, é chamada espiral logaritmica.
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Observacéo 12
Note que, quando tivermos 6 = 0, entdo, temos p = ta, dependendo da equacéo

considerada.

Pois, p = +ae?? = +ae?® = +ae® = +al = +a.

Logo, podemos afirmar que a € o raio associado a 8 = 0, considerando a equagéo
p = aeP?. E de maneira semelhante, —a é o raio associado a 6 = 0, tomando a equagio

p=—aeb. m

A espiral logaritmica possui uma propriedade interessante. As medidas dos segmentos
que unem o polo aos pontos da espiral aumentam conforme aumentamos a medida do angulo
0, mas, as medidas dos angulos formados entre esses segmentos com as tangentes a espiral
mantém-se.

Isto é, dado o pdlo O, a espiral logaritmica é uma curva tal que a medida do angulo
formado pela tangente em qualquer dos seus pontos P com a reta OP € constante, a saber, ¢
(Figura 46).

Figura 46 - Tangente a Espiral Logaritmica

bo
p=ae

b = coty

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, ilustraremos abaixo as duas posi¢Oes distintas no plano que uma espiral

logaritmica pode assumir (Figura 47), a saber:
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Figura 47 - Espiral Logaritmica

p = —ae’

(YRS
—_—— =

Fonte: Elaborada pelo autor

Vale ressaltar que a espiral logaritmica € um dos tipos mais comuns de ser encontrada
na natureza. Por exemplo: algumas conchas de moluscos cortadas ao meio, dentre os quais
destacamos o Nautilus, tempestades vistas do espaco e até os "bracos” de algumas galaxias

possuem formas muito similares a uma espiral logaritmica.

Figura 48 - Espiral Logaritmica na Natureza

i

Fonte: Fonte: Fonte:

http://commons.wikimedia.or http://visibleearth.nasa.gov http://www.eso.org/public/i
g/wiki/File:NautilusCutaway /view.php?id=68992 mages/eso1118a/

LogarithmicSpiral.jpg

3.4.4 Espiral de Fermat

A curva dada pela equacéo polar:

p? = a2 = p =+aVe

onde a é uma constante arbitraria, denomina-se espiral de Fermat ou espiral parabolica.
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Através da definicdo acima podemos notar que o grafico da equacdo polar p? = a?6
(Figura 49.2), sera obtido pela soma da curva dada pela equacéo polar p = |a|v/6 (curva na
cor azul da Figura 49.1) com a curva dada pela equacdo polar p = —|a|v/@ (curva de cor
vermelha da Figura 49.1).

Figura 49 - Espiral de Fermat

1) 2)

SN

p=—la| Ve g’f p:|a|\/§ 1; p2=@29

%9

Fonte: Elaborada pelo autor
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4 SECOES CONICAS

Neste capitulo apresentaremos as definicGes geométricas, equacdes cartesianas e
equacOes polares das secOes conicas (ou simplesmente, conicas). As conicas sdo curvas que
resultam da intersec¢do de um cone circular reto com um plano. Existem trés tipos de curvas
que ocorrem dessa forma: a parabola, a elipse e a hipérbole. Cada tipo de curva obtém-se
conforme a inclinacdo relativa entre o eixo do cone e o0 plano secante ao cone.

Segundo EVES (2011) as secOes conicas foram descobertas pelo matematico grego
Menaecmo (380 a.C. — 320 a.C.). Ele era amigo de Platdo e discipulo de Eudoxo de Cnido.
Cerca de um século e meio ap0s essa descoberta surge Apolénio de Perga (262 a.C — 190
a.C.) com sua célebre obra “As Conicas”. Devido a esse trabalho seus contemporaneos lhe
deram o cognome de “O Grande Gedmetra”. Com cerca de quatrocentas proposi¢ées em seus
oito livros, “As Conicas” ¢ um estudo exaustivo dessas curvas que supera completamente os
trabalhos anteriores de Menaecmo, Aristeu e Euclides sobre esse assunto.

Antes do tempo de Apoldnio os gregos obtinham as secfes conicas através de trés
tipos distintos de cone circular reto, conforme o angulo do vértice da secdo meridiana fosse
agudo, reto ou obtuso. Seccionando-se cada um desses tipos de cone com um plano
perpendicular a uma geratriz resultam respectivamente uma elipse, uma parabola e uma
hipérbole (Figura 50). Ainda s6 se considerava um ramo da hipérbole. Apolénio, porém, no
Livro | de seu tratado, obtinha todas as se¢Bes conicas da maneira hoje familiar, isto é, a partir
de um cone circular duplo, reto ou obliquo. Ainda deve-se a Apol6nio as designaces elipse,

parabola e hipérbole.

Figura 50 - Secbes Cdnicas antes de Apol6nio

0=<o=00°

diretriz

90°<a=180°
direfriz

Se¢do Meridiang

Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor
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Nosso objetivo é estabelecer as equacBes polares das conicas, mas antes, para isso,
faz-se necessario apresentar as equaces cartesianas com suas respectivas propriedades.
Assim, ao final deste capitulo seremos capazes de avaliar as vantagens e desvantagens de um

sistema em relacao ao outro na resolucdo de algumas situacGes-problema.

4.1 Conicas em coordenadas cartesianas

4.1.1 Parabola

Para o estudo geométrico das conicas, consideramos um cone circular reto de duas
folhas, que se prolonga infinitamente nas duas direcdes. Uma geratriz (ou elemento) do cone é
uma reta que esta sobre o cone. Notemos que todas as geratrizes possuem 0 ponto V em
comum, denominado vértice do cone (Figura 51.1). A pardbola é a curva dada pela

intersec¢cdo do cone circular reto com um plano paralelo a uma e, somente uma, geratriz do

cone (Figura 51.2).
Figura 51 - Cone circular reto e Parabola
1) 2)
Folha Superior
. {

Folha Inferior A )

Parabola
Geratriz

Fonte: Elaborada pelo autor

Definicéo 21

Uma parébola é o lugar geométrico dos pontos P do plano equidistantes de uma reta

fixa chamada diretriz e de um ponto fixo ndo pertencente a reta chamado foco.
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Notemos que o ponto médio entre o foco e a diretriz é denominado o Vértice da
pardbola. Ja a reta que passa pelo vértice e pelo foco é chamada de eixo da parébola.

Agora, determinaremos a equacgdo cartesiana de uma parabola a partir de sua
definicéo.

Suponhamos que o vértice da parébola coincida com a origem do sistema cartesiano e
a diretriz seja paralela ao eixo 0X (Figura 52.1 e 52.2). Se o foco F é dado pelo ponto (0,p),
entdo, a diretriz é dada pela reta de equacéo cartesiana y = —p.

Seja um ponto P = (x,y) pertencente a pardbola, entdo, a distancia de P até a diretriz
é |y + p| eadistanciade P a F sera

|PF| =y/x? + (y — p)?

Assim, aplicando a definicdo da parabola, obtemos que:

2
PFl=ly+pl & JaZ+G-pP=ly+pl & (VZ+G-p?) =ly+p? &

e ¥+ -piP=0+p)?F & xP4+y*-2py+p*=y*+2py+p* o

o [F=imls

Figura 52 - Pardbola com diretriz paralela ao eixo 0X

2)

2= 4py y { diretriz
p <0 y=-—p

{ diretriz
y=-—p

Fonte: Elaborada pelo autor

Este resultado pode ser formalizado através da seguinte Proposi¢&o:

Proposicéo 22
A equacdo da pardbola com foco F = (0, p) e diretriz de equagdo y = —p é dada por

x? = 4py
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Vale ressaltar que, se tivermos p > 0, entdo, a concavidade da parabola ¢é voltada para
cima (Figura 52.1), porém, se p < 0, entdo, a concavidade é para baixo (Figura 52.2).
Na equacdo deduzida acima na Proposi¢do 22 se trocarmos x e y, ou seja, fazendo

uma reflexdo da pardbola em relacéo a reta y = x, obtemos o seguinte resultado.

Proposicéo 23

A equacdo da pardbola com foco F = (p, 0) e diretriz de equacdo x = —p € dada por

y? = 4px

Observe que, quando p > 0, entdo, a concavidade da parébola € voltada para a direita

(Figura 53.1), mas, se p < 0, entdo, a concavidade é para a esquerda (Figura 53.2).

Figura 53 - Parabola com diretriz perpendicular ao eixo 0X

1
) y? = dpa y? = dpx
p>0 p<0
X
{ diretriz diretriz
Tr=-D { r=—-p
P=(z,y)
Fonte: Elaborada pelo autor
4.1.2 Elipse

Uma elipse € uma curva obtida através da interseccdo do cone circular reto com um
plano nédo paralelo a qualquer geratriz do cone (Figura 54.1). Um caso particular da elipse é a
circunferéncia que obtém-se quando o plano secante é perpendicular ao eixo do cone (Figura
54.2).
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Figura 54 - Elipse e Circunferéncia

1) 2)
Eixo do Cone
Elipse Circunferéncia
Fonte: Elaborada pelo autor
Definicéo 24

A elipse € o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja soma das distancias a

dois pontos fixos F; e F, do mesmo plano, chamados focos, é constante e igual a 2a.

Para obtermos a equacdo de uma elipse usando a defini¢do, basta tomar os focos F; e
F, sobre o0 eixo 0X, asaber: F; = (—c,0) e F, = (c,0).

Seja 2a > 0 a soma constante de um ponto P = (x,y) pertencente a elipse aos dois
focos F; e F,.

Dai, teremos

|PFi| +|PF =2a & Jx+0)2+y2+J(x—0c)?+y2=2a &
o JGF T 20-JGIITYE o
o (o—07+y?) =(2a—JGror+y?) o
o x2-2cx+c2+y?=4a>—4aJ(x+ )2+ Y2+ 2 +2cx+ 24y o
o 4af(x+0)?+y2=4a’+4cx o afJx+o)l+yi=al+cx &

2

s Jarorty=atix o (Jator+ty) =(atox) o

2 2
c c
o x2+20x+cz+yz=a2+26x+;x2 & x2<1—a—)+yz=az—c2 o

e x%(a’?-c)+a*y?=a%(a*-c?) o —+fcz=1(*)

Note que, a > c, entdo, a? — ¢? > 0, e assim, podemos tomar
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p2 = g2 — c2

E substituindo em (*) obtemos a equacdo na forma reduzida da elipse

2 2
x= 0y
2t

pz =1

Como b? = a? — c? < a?, entdo, b < a. Para obtermos os pontos de interseccdo da
elipse com o eixo 0X, basta fazermos y = 0.

Ou seja, temosz—z =1 & x*=ad®> & x=+a

Assim, os pontos V; = (—a,0) e V, = (a,0) sdo os pontos de interseccdo da elipse
com o eixo 0X, denominados vértices da elipse. Ja 0 segmento de reta que une os vertices V;
e V, € chamado de eixo principal da elipse. Note que os focos F; e F, pertencem ao eixo
principal.

De maneira semelhante, para determinarmos os pontos de interseccéo da elipse com o

eixo QY faremos x = 0.
2
Dai, teremos: % =1 o y2=bh? o y=+b.

Logo, obtemos os pontos de coordenadas (0, —b) e (0, b) (Figura 55). m

Figura 55 - Elipse com eixo principal sobre o eixo 0X

y
L{ﬂ,h)
,,P_ (z.y)
//, 11
- !
/, |
T - \ T
‘«1. Fj.a‘ 'O F) ‘rl X
(—a,0) (—c,0) (c.0) J(a,0)
®
(0, —b)

Fonte: Elaborada pelo autor
O que prova a Proposicédo abaixo:
Proposicéo 25

Se 2a for a constante referida na definicdo 24, e a elipse tiver os focos F; = (—c,0) e

F, = (c,0), entdo, para b? = a? — c?, a equacéo da elipse sera

x2 y2
2 pE=!
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Contudo, vale a pena observar que a elipse pode assumir uma posi¢do distinta no
plano da que obtemos acima.

Isto é, se uma elipse tiver seu centro na origem e seu eixo principal sobre o eixo 0Y,
entdo, podemos determinar sua equacao, simplesmente, trocando x e y na equagao obtida na
Proposicao 25 (Figura 56).

Figura 56 - Elipse com eixo principal sobre o eixo OY

y
‘[.{»‘(n,. 0)
P=(z,y)
Fe--—7 s
(e0)
/
o/ X
—® ®— ®—
(0, —b) / (0.b)
If
!
Fi @ (—c,0)
E’ﬂ‘(—a. 0)

Fonte: Elaborada pelo autor

O que resulta na Proposicdo enunciada a seguir.

Proposicéo 26
Se 2a for a constante referida na definicdo 24, e a elipse tiver os focos F; = (0,—c) e

F, = (0,c), entdo, para b? = a? — c?, a equacéo da elipse sera

2 2
y X
E-I_ﬁ_l

Notemos ainda que se os focos de uma elipse qualquer coincidem, entdo, temos:
c=—c & c¢c=0.

Portanto, de b? = a? — c?, temos, a = b.

Dessa forma, a elipse torna-se uma circunferéncia cujo valor do raio r é dado por

r=a=>.
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4.1.3 Hipérbole

A hipérbole é a curva dada pela interseccdo do cone circular reto com um plano
paralelo a duas geratrizes do cone (Figura 57).

Figura 57 - Hipérbole

/ Hipérhole

A

Fonte: Elaborada pelo autor

Definigéo 27
Uma hipérbole é o lugar geométrico de todos os pontos P do plano cujo médulo da
diferenca entre as distancias a dois pontos fixos F; e F, do mesmo plano, chamados focos, é

constante e igual a 2a.

Para deduzirmos a equacdo reduzida de uma hipérbole usando a definicao,
utilizaremos um procedimento muito similar ao que foi realizado no caso da elipse.

Tomando os focos F; e F, sobre o eixo 0X, asaber: F; = (—c,0) e F, = (c,0).

Sendo 2a > 0 a constante mencionada na definicdo 27 e P = (x,y) um ponto

qualquer da hipérbole, teremos:

|IPF| = |PR||=2a & |\/(X+C)2+y2—\/(x—c)2+y2|=2a PN

& Jax+o2+yr—J(x—c)2+y2=42a &
e Jx+o)r+y?=22a+J(x—-0)+y? &
2 2
e (\/(x+c)2+y2) =(i2a+ (x—c)2+y2) =
& x24+2cx+ci+y’=4a’+4a(x—c)2+y2+x?-2cx+c*+y? o
e HaJ(x—0)2+y?=4a’—4cx © HaJx—c)+y:=at-x &
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2 2
c c
e x*-2cx+cP+y*=a’-2cx+—5x* & x2<—2—1>—y2=cz—a2 &
a a
20,2 2 2.,2 20,2 _ 2 x* y*
& x*(c*—a)—a‘y’=a‘(c"—a’) © —S-F5——=1(%)
a? c?-a

Agora, faz-se necessario estabelecer a relacdo que existe entre a e c.

Consideremos o tridngulo F;F,P, sabemos que dado qualquer triangulo a soma das
medidas de dois lados é sempre maior que a medida do terceiro lado.

Assim, podemos afirmar, por exemplo, que:

{|F2F1|+|PF1| > |PF,| & |FFi| > |PF,| — |PF|
|FoFy| + |PF,| > |PF| &  |FF| > |PF| — |PF,]

Logo, as duas desigualdades acima podem ser escritas como:
|F,Fy| > ||PF;| — |PF,||
Dai, concluimos que:
2¢ = |F,Fy| > ||PF| - |PR||=2a & c¢>a
Entdo, c? — a? > 0, e assim, podemos tomar:
b2 = c2 — g2

E substituindo em () teremos:

x2 y2
2 ot

E isto prova a proxima Proposicdo. m

Proposicéo 28
Se 2a é a constante a que se refere a definicdo 27, e a hipérbole tiver os focos F; =

(=c,0) e F, = (c,0), entdo, se b? = ¢? — a?, a equacéo da hipérbole sera

x2 y2
2 ot

Da mesma maneira como fizemos com a elipse, para obtermos os pontos de

interseccdo da hipérbole com o eixo 0X, basta fazermos y = 0.

2
Isto &, teremos 2—2 =1 © x*=d¢®> & x=+a

Logo, os pontos de interseccdo da hipérbole com o eixo 0X, serdo V; = (—a,0) e

V, = (a,0), que chamamos de vértices da hipérbole. Ja 0 segmento de reta que une 0s
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vertices V; e V, é chamado de eixo principal da hipérbole. Observe que os focos F; e F,
pertencem ao eixo principal.
Porém, se considerarmos x = 0 teremos y? = —b?, 0 que é impossivel.

Isso significa que a hipérbole n&o intercepta o eixo OY (Figura 58).

Figura 58 - Hipérbole com eixo principal sobre o eixo 0X

Fonte: Elaborada pelo autor

E assim como no caso da elipse, a hipérbole pode assumir uma posi¢do distinta no
plano da que obtemos acima.

Ou seja, se uma hipérbole tiver o centro na origem e o eixo principal sobre o eixo 0Y,
entdo, podemos determinar sua equagdo ao trocar x e y na equacgdo obtida na Proposicao 28
(Figura 59).

Figura 59 - Hipérbole com eixo principal sobre o eixo OY

Fonte: Elaborada pelo autor
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Dai, a equacdo que descreve a hipérbole conforme definido acima (Figura 59) sera

apresentada pela Proposicéo abaixo.

Proposicéo 29
Se 2a € a constante a que se refere a definicdo 27, e a hipérbole tiver os focos F; =

(0,—c,) e F, = (0,¢), entdo, se b? = ¢? — a?, a equacdo da hipérbole sera

2 2

y X

@ -t

4.1.4 Conicas Deslocadas

Em algumas situacdes temos a opcdo de escolher a posi¢do dos eixos coordenados no
plano, quando isto ocorre fazemos a escolha mais conveniente que nos proporcionara a
equacdo mais simples possivel da secdo conica considerada. Entretanto, se 0s eixos
coordenados ja estiverem fixados queremos encontrar a equacdo mais simples da curva dada,
referente a outro par de eixos coordenados.

Geralmente, quando os eixos 0OX e 0Y forem dados, escolhendo outro conjunto de
eixos, tais que, estes sejam paralelos aos eixos dados inicialmente, dizemos que ocorreu uma
translacdo de eixos no plano. Na préxima Proposicdo estabeleceremos a relacdo que existe

entre as coordenadas de um mesmo ponto no plano dadas por dois pares distintos de eixos.

Proposicéo 30

Se o par ordenado (x,y) representa um ponto P em relacdo a um dado conjunto de
eixos coordenados e o par ordenado (x’,y") for a representacdo de P ap0s 0s eixos terem sido
transladados para uma nova origem com coordenadas (h,k) em relacdo aos eixos dados,

entdo,

|x=x’+h e y=y’+k| =

x'=x—h e y’=y—k|

Demonstracao:

Supondo que os eixos 0X e OY sejam transladados para os eixos 0'X' e 0'Y’' com
origem no ponto (h, k) em relacdo aos eixos dados. Supondo ainda que 0s nUmeros positivos

estejam do mesmo lado da origem em relagdo aos dois conjuntos de eixos (Figura 60).



Um ponto P no plano cujas
coordenadas em relacdo ao par de eixos dado
é (x,y), terd coordenadas (x’,y’) em relacao
ao novo par de eixos.

Para obter a relacdo entre esses dois
conjuntos de eixos, definiremos cada ponto
que é a projecao ortogonal do ponto P sobre

cada um dos eixos, a saber:

ProjoxP = A, ProjyyP =4,

97

Figura 60 - Eixos transladados

"‘ 1
y
B B 'P
- ------- - --—-----
(I:: U): JJ? y’)
' | t 1
'o $A X
(h: k’) 1
1
1
TO ;A X

Fonte: Elaborada pelo autor

ProjoyP =B e Proj,y'P =B’

Considerando os eixos 0X e 0Y, as coordenadas dos pontos P, A e A’ seréo:
P=(x,y),A=(x0)eA =(xk)
Note que, AP = AA'+A'P & y=k+y' =y'+k & y =y—k

Novamente, considerando os eixos OX e 0Y, as coordenadas dos pontos B e B’ serao:
B =(0,y)eB = (hy)

Notemos que, BP = BB’ + B'P &

x=h+x"=x"+h < x'=x-—h

Logo, a relacdo entre os dois pares de eixos sera dada por:

x=x"+h e y=y'+k &

xX'=x—h e y=y—kn

Um fato importante a ressaltar € que nos topicos anteriores estabelecemos as equacdes

cartesianas das secfes cbnicas somente para alguns casos particulares, a saber, quando o

vértice de uma parabola coincide com a origem e o centro de uma elipse ou hipérbole esta na

origem.

Mas, como consequéncia direta da Proposicdo 30, conseguiremos determinar as

equacdes das conicas quando o vértice da parabola, o centro da elipse e o centro da hipérbole

nédo estiverem na origem, desde que, seus eixos sejam ortogonais ou paralelos, dependendo do

caso, aos eixos OX e OY.

Logo, podemos redefinir as equagdes gerais das cénicas conforme apresentaremos nos

Corolarios abaixo.

Corolério 31

SejaV = (h, k) o vértice da pardbola e p a distancia orientada do vértice V ao foco.

(i) Se o eixo da parébola for paralelo ao eixo 0X, entdo, a equacdo da parabola serd
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(y —k)? = 4p(x —h)

(i) Se o eixo da parabola é paralelo ao eixo 0Y, a parabola terd a equacao

(x —h)* =4p(y — k)

Demonstracao:

(1) Fagamos uma translacdo dos eixos OX e OY de modo que 0S novos eixos obtidos
0'X' e 0'Y' possuam a origem O’ cujas coordenadas em relacédo aos eixos OX e OY é (h, k).

Note que o vértice V da parabola coincide com a origem O’ dos eixos 0'X" e 0'Y".

Temos, por hipotese, que o eixo da parébola é paralelo ao eixo 0X.

E como o eixo OX é paralelo ao eixo 0'X’ através da translagdo, entdo, a diretriz é
perpendicular ao eixo 0'X’.

Assim, a equacdo da diretriz sera x" = —p.

Como o eixo da parabola coincide com o eixo 0'X’, entdo, o foco F sera dado pelas
coordenadas (p, 0) em relagdo aos eixos 0'X’ e 0'Y".

Logo, pela Proposicdo 23 obtemos que a equacdo cartesiana da parabola em relacéo
aos eixos 0'X' e O'Y' é:

y?=4dpx’ (%)

Portanto, através da Proposicdo 30 para encontrarmos a equacdo cartesiana da
parébola em relagdo aos eixos OX e OY, basta substituirmos x" por x —hey’ pory — k na
equacéo (*).

O queresultardem: y'2 = 4px’ & (y—k)? =4p(x —h).

(ii) A demonstracdo desse item é analoga ao item (i) que demonstramos acima. m

Corolério 32
Seja C = (h, k) o centro de uma elipse e os focos F; e F,, tais que, |F,C| = |F,C| = c.
Seja 2a a constante referida na definicdo 24 e b determinado pela equacéo: b? = a? — c2.
(i) Se o eixo principal da elipse for paralelo ao eixo 0X, entdo, sua equagao sera
(x—h)? (y—k)?
Z
(i) Se o eixo principal da elipse € paralelo ao eixo OY, tera por equagéo

y-k? -h?
Tz -

1

1
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Demonstracio:

(i) Facamos uma translacdo dos eixos 0X e OY de modo que 0S novos eixos obtidos
0'X' e 0'Y' possuam a origem O’ cujas coordenadas em relagédo aos eixos OX e OY é (h, k).
Note que C pertence ao eixo O'X'. Assim, os pontos F; e F, que determinam o eixo
principal da elipse também pertencem ao eixo 0'X".
Dai, podemos determinar as coordenadas dos focos F; e F, em relacdo aos eixos 0'X’
e 0'Y’, asaber:
F, =(—c0)eF,=(c0)
Logo, utilizando a Proposi¢cdo 25 encontramos a equacao da elipse com relagdo aos
eixos 0'X" e 0'Y’ dada por:
12 2
E através da Proposi¢cdo 30 determinaremos a equacdo cartesiana da elipse em relacéo
aos eixos 0X e OY ao substituirmos x’ por x — h e y' por y — k na equacao (*).
Portanto, a equagao de uma elipse com centro C = (h, k) sera:
(x—h)? (y—k)?
a? + bz

(ii) Essa demonstracdo € analoga ao item (i) que demonstramos acima. m

1

Corolario 33

Seja C = (h,k) o centro de uma hipérbole e os focos F; e F,, tais que, |F,C| =
|F,C| = c. Seja 2a a constante referida na definicdo 27 e b determinado pela equacao
b? = c? — a?.

(i) Se o eixo principal da hipérbole é paralelo ao eixo 0X, entdo, sua equacao sera
(x—h? G —k?
a2 b

(ii) Se o eixo principal da hipérbole for paralelo ao eixo 0Y, tera a equacédo

y—-k? x-h?
a2 bz

1

1

Demonstracao:

A demonstragdo dos itens (i) e (ii) deste corolario é andloga ao que fizemos no item (i)

do corolario 32.m
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4.2 Conicas em coordenadas polares

Até este momento definimos, separadamente, cada um dos trés tipos de secdes
conicas. A parabola foi definida com relagdo a um foco e uma diretriz, porém, a elipse e a
hipérbole foram definidas considerando dois focos. Nesta secdo daremos uma definicao geral
para os trés tipos de conicas através de um foco e da diretriz, onde cada tipo serd determinado

conforme o valor atribuido a constante e, chamada excentricidade da cbnica.

Proposicéo 34
Seja um ponto fixo F, chamado foco, e [ uma reta fixa em um plano, chamada diretriz.
Seja e uma constante positiva, chamada excentricidade da conica. O conjunto de todos os
pontos P do plano, tal que,
|PF|
W =e
€ uma secdo conica. A conica é:
a) uma elipse, se e < 1;
b) uma parabola, se e = 1;

c) uma hipérbole, se e > 1.

Demonstracao:

Note gue, se tivermos e = 1, entdo, teremos |PF| = |Pl|.

Isto &, obtemos o conjunto dos pontos P em um plano, tais que, a distancia de P ao
foco F é igual a distancia de P a diretriz [. O que é exatamente a definicdo (Definicdo 21) de
uma parabola.

Agora, suponhamos e # 1. Encontraremos a equagdo polar do conjunto de pontos

descrito.

Posicionando o foco F na origem e a diretriz [ paralela ao eixo OY com d unidades a

direita da origem, obtemos a diretriz de equacao cartesiana x = d.
Se o0 ponto P em coordenadas polares é dado por P = (p, ) (Figura 61), teremos que:

|PF| =p e |Pl| = d — pcosO
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« _— |PF| _ _ -
Entdo, da condicdo e & |PF| =e|Pl|, Figura 61 - Conicas
em Coordenadas

obteremos a equagéo
Polares

p =e(d— pcosB) (I)
Se elevarmos ambos os membros da equagdo acima ao

ed

)= —
£ 14 e cost

quadrado e convertermos para coordenadas cartesianas teremos:
x2+y?=e?(d-x)?=e?(d*-2dx+x?) o
& (1-e?)x?+2de?x +y? = e?d?
Como supomos e # 1 podemos dividir ambos o0s R o -
membros da equacéo por 1 — e?, obtendo:
24 2de? . 1 V2= e?d?
1—e? 1—e? 1—e?

Agora, completando o0s quadrados para 0s termos

envolvendo x e y, temos:
Fonte: Elaborada pelo

autor
2y 2de? N d?e* N 1 " d?e* d?e?
— — =
T T e (1—e?)? 1—e2” (1—e2)? 1-e?
N de? \’ N 1 " d?e? N d?e*
L= =
YT ez 1—e2” 1—e?2 (1—e?)?

o N de? 2+ 1, d?e*(1—e?) +d?e*
YT ez 1—e2” = (1—e?)?

N de? \ N 1 X d?e? I

(=14 -

YT e 1—e2” (1—e?2)? {un

Supondo e < 1 na equacdo (I1), podemos observar que obtemos a equagao cartesiana

de uma elipse com centro no ponto (h, 0) dada por

x — h)? 2
Woh Yy
a b?
__ ae? 2 d?e? 2 _ d%e?
comh=-—, a° = oo =z .

E ainda utilizando as equacdes para a? e b2 em (III) e a Proposicdo 25 (ou 26) em
que obtemos b? = a? — ¢2, teremos:
b’=a*-c* & c?=a*?-bh? =
d?e? d?e? d?e? —d?e?(1—e?)

2 — — =
T O T ez 1-e2 (1—e2)?
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d*e? de?
= cz=m S =13 (V)
Das equacgtes (IV)e h = — 1d_e:2 , em (I11) obteremos que
de?
c= o2 c=-—h

Ou seja, mostramos que 0 centro da elipse em coordenadas cartesianas é dado por
(—c,0), de onde confirmamos que o foco F refere-se a um dos focos estabelecidos pela
Definicéo 24, pois, a distancia do foco F ao centro da elipse mede ¢ unidades.

Agora, considerando as equacdes (IV) e para a® em (II1I), podemos definir o valor da
excentricidade da elipse, a saber:

de? de C
= =e —ea & c=ea & e=-—
1—e? 1—e? a

Por outro lado, supondo e > 1 na equagédo (II), iremos obter a equagéo cartesiana de

c

uma hipérbole com centro no ponto (h, 0) dada por:

(x—h)? y?
=l
dZ dZZ dZZ .
Com,h=—1_eez, a2=(1_:2)2 e —b2=1_—;,p01s,e>1 & 1-e2<0.

De modo anélogo ao desenvolvimento que fizemos para a elipse, poderemos concluir
que: o centro da hipérbole é o ponto (—c,0), 0 que nos assegura que o foco F estabelecido

coincide com um dos focos dados na Definicdo 27, e além disso, a excentricidade hipérbole é
dada por e = 2 ,com, b? = ¢c? — a?.
Portanto, resta apenas resolvermos a equagdo (/) para p e veremos que a equacdo

polar de uma cdnica como representada na Figura 61 pode ser escrita como

_ ed
" 14 ecosh
Acabamos de demonstrar 0 caso em que uma cénica tenha a diretriz [ dada pela

p

equacdo cartesiana x = d,d > 0. Mas, para conicas que possuam a diretriz [ a esquerda do
foco F dada pela equacéo cartesina x = —d, ou ainda, com diretriz [ paralela ao eixo polar de
equacdo cartesiana y = +d, adotando-se procedimentos similares ao caso acima obtém-se

resultados similares ao caso ja estudado. m

A proxima Proposicdo cuja demonstragdo acabamos de apresentar, estabelece as

equac0es polares das secdes conicas.
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Proposicéo 35
Sejam as constantes positivas e e d, respectivamente, excentricidade da cénica e a
distancia entre o foco F e a diretriz [.
(i) Se o foco F estiver na origem e a diretriz [ for perpendicular ao eixo polar,

entdo, a equacdo polar da conica sera

ed

pzliecose

onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz [ estd a direita do foco F na origem.
Tomamos o sinal negativo quando ela estiver a esquerda do foco F.
(ii) Se o foco F estiver na origem e a diretriz [ for paralela ao eixo polar, entdo, a

equacdo polar da conica sera

ed

p=1iesen9

onde o sinal positivo é tomado quando a diretriz [ esta acima do foco F na origem. Tomamos

o sinal negativo quando ela estiver abaixo do foco F.

Na rotacdo de secBes conicas veremos que é muito mais conveniente usar as equacgoes
polares do que as equacdes cartesianas. Apenas usamos o fato de que o grafico de p(60 — a) é

o grafico de p(0) que gira no sentido anti-horario ao redor da origem por um angulo a > 0.

Proposicéo 36

Seja um angulo fixo a, tal que, « > 0. O grafico da equacdo polar p(6 — a)
corresponde ao grafico da equacdo p(0) apos rotacdo ao redor da origem em sentido anti-
horério pelo angulo a.

Demonstracao:

Seja C; a curva correspondente & equacao polar p(6) e C, a curva cuja equacao polar é
p(6 — a).

Note que a curva C, é formada pelo conjunto de pontos que possuem coordenadas
polares (p(6 — @), ).

Tomando um angulo 6; qualquer e um angulo fixo a, tal que, @ > 0, vemos que 0
ponto P; cujas coordenadas polares € (p(6; — a), 0, — a) pertence a curva C;.

Ao fazermos uma rotacdo do ponto P, ao redor da origem em sentido anti-horario pelo

angulo a, obteremos o ponto P, cujas coordenadas polares serdo:
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Figura 62 - Rotacdo das Conicas

P, =(p(6y—a), (61 —a) +a) =
=l —a),6—ata)=
= (p(61 —a),0,) €EC,

Logo, cada ponto P, € C, € obtido
de um ponto P; € C; apds rotagcdo ao redor
da origem em sentido anti-horario pelo
angulo «a (Figura 62).

Isto é, o grafico de p(6 —a) é o

grafico de p(8) que gira no sentido anti-

horario ao redor da origem por um angulo
a>0.m Fonte: Elaborada pelo autor

4.3 Atividades Praticas

Um dos grandes desafios do professor de Matematica consiste em despertar o interesse
do aluno para o estudo dos temas abordados em sala de aula. Porém, muitos professores
conscientes dessa responsabilidade ao assumir esse papel "provocador” se deparam com
obstaculos que em certas situacGes parecem intransponiveis. Qual professor ao apresentar
algum topico ndo se deparou com perguntas do tipo: "qual a utilidade disso” ou "em quais
situacOes eu vou usar esse conteudo".

Para muitos alunos a falta de aplicabilidade dos contetdos em situacBes reais
vivenciadas por eles é o grande agente desmotivador para que o aprendizado ocorra. Sendo
assim, apresentaremos algumas atividades que podem ser desenvolvidas com os alunos cujo
objetivo é complementar o aprendizado ao mostrar que o assunto das conicas é aplicavel em
equipamentos e situacdes que lhe sdo comuns.

As atividades trés e quatro sdo especialmente Uteis em apresentar uma propriedade das

parabolas que justifica o formato e funcionamento das antenas parabdlicas.

Atividade 3
Fogao solar parabdlico

Encontramos varios projetos na internet de fogdo solar parabolico desde os
confeccionados de papeldo aqueles em que se aproveita a antena parabdlica que comumente é

encontrada nos telhados das residéncias para recepcao dos canais de televisdo via satélite.
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Materiais necessarios: uma antena parabdlica de papeldo, madeira ou metal, cola
branca, cacos de espelho medindo aproximadamente 1 cm X 1 cm ou outro material refletivo
e materiais que podem ser queimados como papel, papeldo, madeira e etc.

Preparacao da atividade: colar os pedacos de espelho por toda a superficie da antena
parabdlica ou afixar o material refletivo escolhido. Adaptar ou confeccionar o suporte da
antena para que a mesma possa ser apoiada no chdo sem perder a mobilidade de ser apontada
em todas as direcdes.

Objetivo: queimar alguns objetos como papel, papeldo e madeira ao posiciona-los
sobre o ponto focal da antena.

Desenvolvimento: primeiramente devemos apontar a antena para o sol, assim, € claro
que precisamos de um dia ensolarado para executa-la, entdo, tomamos um pedaco de papel,
papeldo ou madeira e posicionamos na frente da antena tentando encontrar o ponto focal da
antena parabdlica. Quando encontrarmos 0 ponto exato observaremos o reflexo da antena em
forma de circulo no objeto posicionado e em poucos segundos notaremos o surgimento de

fumaca e fogo consumindo o objeto (Figura 63).

Figura 63 - Fogdo solar parabdlico

Fonte: Elaborada pelo autor

Concluséo: realizada a experiéncia o professor deve promover uma discussao com 0s

alunos de tal forma que eles apresentem suas conclusdes sobre o funcionamento da atividade.
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A partir dessas apresentacGes o professor precisa explicar as propriedades matematicas que
possibilitaram a concretizagcdo da experiéncia.

O fenébmeno fisico testemunhado deve-se ao formato parabdlico da antena, pois, a
parabola possui uma "Propriedade Refletora” que afirma o seguinte: Todo raio incidente
(onda luminosa, sonora, eletromagnética ou outros) na curva parabolica, paralelo ao eixo da
pardbola, reflete passando pelo foco (Figura 64.1). Como a Terra e o Sol estdo muito
afastados um do outro os raios solares quando atingem a Terra sdo praticamente paralelos. Por
isso, quando apontamos a antena revestida de espelhos para o sol recebemos o0s raios solares
praticamente paralelos ao eixo da antena, e assim, esses raios foram direcionados para o foco.

Esse fato € o que possibilita a utilizacdo de antenas com formato parabdlico na
recepcdo de canais de televisdo via satélite. Ao apontarmos a antena para o satélite recebemos
as ondas eletromagnéticas praticamente paralelas ao eixo da parabola ocorrendo a reflexao
dessas ondas para o foco, onde é instalado um aparelho chamado LNBF que capta o sinal e
encaminha ao receptor que converterd as ondas eletromagnéticas em um sinal que a TV

transformara em audio e imagem (Figura 64.2).

Figura 64 - Propriedade Refletora da Parabola e Antena Parabdlica

1) / Parabola 2) /
/\ Satélite
I «

AN 5
/\\\ - Flevacio {/ /E’L \,

Foco

\7/
\/

A

\ |

Fonte: Elaborada pelo autor Fonte:
http://www.electronica-pt.com/content/view/246/

Atividade 4
Espelho acustico parabolico

Existem diversos trabalhos disponibilizados na internet que orientam desde a
confeccdo dos espelhos acusticos parabdlicos em madeira e papel cartdo até o

desenvolvimento da atividade.
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Materiais necessarios: duas antenas parabolicas de papeldo, madeira ou metal, folhas
de papel cartdo, cola branca e arame.

Preparacdo da atividade: recortar as folhas de papel cartdo em formato similar a
triangulos e colar esses "triangulos™ revestindo toda a superficie das duas antenas. Adaptar ou
confeccionar o suporte das antenas de modo que possam ser apoiadas no chdo sem perder a
mobilidade de serem apontadas em todas as dire¢des. Utilizando arame ou outro material de
sua preferéncia sinalizar o foco de cada uma das antenas parabdlicas (Figura 65.1).

Objetivo: estabelecer um sistema de comunicacdo a distancia utilizando as duas
antenas parabdlicas revestidas de papel cartéo.

Desenvolvimento: posicionamos as antenas de tal forma que elas fiquem apontadas
uma para outra a uma distancia de aproximadamente trinta metros (Figura 65.2), entdo,
enguanto uma pessoa fala com a boca posicionada no foco de uma antena a outra consegue

ouvir ao posicionar o ouvido no foco da outra antena.

Figura 65 - Espelho acustico parabolico

Fonte: Elaborada pelo autor

Conclusédo: neste momento o professor precisa ouvir de seus alunos 0s motivos que
eles acreditam ser 0s responsaveis para que a comunicacdo através de duas antenas
parabdlicas seja possivel.

Para a realizacdo desta atividade optamos em utilizar antenas parabdlicas
convencionais ao invés de fabrica-las em madeira para que fique bem claro aos alunos que o
fendmeno fisico a ser percebido por eles ndo deve-se a um equipamento feito exclusivamente
para este fim, mas, as mesmas propriedades matematicas que possibilitam o funcionamento
das antenas parabdlicas. Pudemos notar nesta experiéncia que além da propriedade refletora



108

como definida na atividade trés vemos uma outra caracteristica desta propriedade, ou seja, 0
processo inverso também ocorre, pois, todo raio que passa pelo foco e atinge a curva

parabdlica, reflete paralelamente ao seu eixo (Figura 66).

Figura 66 - Funcionamento dos espelhos acusticos parabolicos
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Fonte: Elaborada pelo autor

Y

Vale ressaltar que a propriedade refletora da parabola tem aplicacdes na construcao de

diversos aparelhos como: farois de automaveis, lanternas, holofotes, telescopios e etc.

Assim como a parabola, a elipse e a hipérbole tém uma propriedade refletora com
variadas aplicagoes praticas. A “Propriedade Refletora da Elipse” afirma que: se uma fonte de
luz (ou som) for colocada em um foco de uma superficie com secgdes transversais elipticas,
entdo, toda luz (ou som) é refletida da superficie para o outro foco (Figura 67.1). Essa
propriedade é utilizada em um tratamento médico chamado litotripsia, onde um refletor com
secdo transversal eliptica é colocado de maneira que a pedra no rim do paciente esteja
localizada em um foco (Figura 67.2). Ondas sonoras de alta intensidade geradas no outro foco
sdo refletidas para a pedra e a destroem sem causar dano ao tecido vizinho.

Outra aplicacdo interessante da propriedade refletora da elipse encontra-se na
construgdo das chamadas “salas de sussurros” ou “galerias dos cochichos”, onde o teto e as
paredes tém seccdes transversais que sdo arcos de elipse com foco comum. Uma pessoa
localizada em um dos focos pode ouvir uma outra pessoa cochichando no outro foco, pois, as

ondas sonoras emitidas em um foco atingem o teto e as paredes e refletem no outro foco.
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Existem diversas construcdes desse tipo presentes, por exemplo, em museus e castelos, mas, a
sala de sussurro mais famosa é a clpula do Capitdlio, localizado em Washington, nos Estados
Unidos (Figura 67.3).

Figura 67 - Propriedade refletora da elipse e aplicacfes
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Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: Fonte:
http://www.savevid.com http://www.aoc.gov/expl
ore-capitol-hill

Ja a “Propriedade Refletora da Hipérbole” afirma que: se um raio de luz for emitido
em direcdo a um dos focos de uma superficie com seccles transversais hiperbdlicas, entdo,
essa luz é refletida da superficie para o outro foco (Figura 68.1). Esse principio € muito
utilizado nos telescopios de reflexdo, os quais sdo constituidos de dois espelhos, sendo um
maior, que é parabdlico e outro menor, que é hiperbdlico. Esses dois espelhos dispdem-se de
modo que os eixos da parabola e da hipérbole coincidam e que o foco da parabola coincida
com um dos focos da hipérbole (Figura 68.2).

Figura 68 - Propriedade refletora da hipérbole e aplicacoes
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Fonte: Elaborada pelo autor Fonte: http://parquedaciencia.blogspot.com.br/2013/
04/conicas-nocoes-intuitivas-e-aplicacoes.html
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5 PROJETO

A Ameaca da Dengue em Trés Lagoas

Sinopse

Este projeto multidisciplinar possibilita a integragdo de temas que podem ser
trabalhados nas aulas de Matematica e Biologia. Da Matematica serd possivel aplicar os
conceitos do Sistema de Coordenadas Polares e da Biologia abordar conceitos como a

proliferacdo do mosquito aedes aegypti, contagio e sintomas da dengue.

Conteudos
e Matematica: coordenadas polares de um ponto no plano, equacéo polar de uma
reta no plano e equacéo polar de uma circunferéncia no plano.

e Biologia: insetos, vetores e virus.

Objetivo

Conscientizar os alunos quanto a ameaca que a dengue representa a sociedade
incentivando-os a se tornarem agentes de combate e prevencao da doenca em suas residéncias
e vizinhanca, a0 mesmo tempo em que utilizem de forma préatica o sistema de coordenadas

polares no desenvolvimento das atividades propostas.

Justificativa
O Levantamento Répido do indice de Infestacdo por Aedes Aegypti (LIRA) foi criado
pelo Ministério da Saude para medir o risco de surto da dengue nos municipios. Os indices
gerados pelo LIRA classificam-se conforme descrito abaixo:
o Inferior a 1% esta em condic&o satisfatoria;
o De 1% a 3,9% estd em situacdo de alerta;
e Superior a 4% ha risco de surto de dengue.
Segundo o boletim emitido pela Secretaria Municipal de Saude no dia 04 de julho de
2014 o LIRA apontou indice de 1,1% significando que o municipio de Trés Lagoas encontra-
se em situacdo de alerta. Além disso, neste ano ja foram notificados 309 casos e confirmados

45 casos de dengue.
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Assim, este projeto torna-se muito Util e atual dada sua tematica que aborda questdes
de Saude Publica.

Desenvolvimento
1) Com o mapa da cidade em maos que pode ser adquirido em livrarias, bancas de
jornais ou em sites na internet, cada aluno deve localizar sua residéncia e marca-la pelo ponto
0.
2) Considerando-se a média de vo do mosquito por aproximadamente 100 metros.
a) Determine e marque no mapa um ponto P tal que a distancia do ponto O a P seja
de 100 metros.
b) Agora, trace a circunferéncia C com centro no ponto O e que possua o ponto P.
c) Escolhendo o ponto O para ser o pdlo determine a direcdo do eixo polar.
3) Determine as equacdes polares das curvas abaixo.
a) A circunferéncia C.
b) A reta r que represente a rua da sua residéncia no sistema de coordenadas
polares estabelecido.
4) Nos locais da cidade correspondentes a regido interna da circunferéncia C realize as
atividades abaixo.
a) Faca uma busca dos criadouros do mosquito aedes aegypti, marque no mapa caso
encontre algum, determine as coordenadas polares desses pontos e registre o endereco.
b) Entreviste a populacdo da regido para descobrir se alguém foi contaminado com
0 virus da dengue neste ano. Em caso positivo, marque no mapa, encontre as coordenadas
polares e anote o endereco. Durante a entrevista indague se os moradores tem por habito
atitudes preventivas como: manter caixas d'agua e pneus cobertos, limpar as calhas para ndo
acumular agua, guardar as garrafas com a boca para baixo, colocar areia nos vasos de plantas
e etc.
c¢) Cite os principais sintomas da dengue e pergunte se alguém apresenta alguns
destes: febre alta com inicio repentino, forte dor de cabega, manchas e erupgdes na pele
semelhantes ao sarampo, cansaco extremo, dores musculares, nas juntas e atras dos olhos. Se
encontrar algum caso suspeito de dengue, marque 0 ponto no mapa, determine as coordenadas
polares desse ponto, anote 0 endereco e oriente 0 morador a procurar atendimento médico na

unidade basica de saude mais préxima.
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A figura abaixo (Figura 69) ilustra o desenvolvimento desta atividade para um aluno
que resida na Rua Dr. Munir Thomé, n.° 1112.

Figura 69 — A dengue e as coordenadas polares
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Fonte: https://www.google.com.br/maps/preview?hl=pt-BR

Conclusao

O aluno deve notar que se houver criadouros do mosquito ou ainda pessoas infectadas
com o virus da dengue localizados no interior da circunferéncia C isto oferece grande risco a
ele e sua familia. Dai, a importancia de se manter aces continuas de combate a dengue.

O professor pode reunir as informagdes mais contundentes coletadas pelos alunos em
um relatério geral como: enderecgos das residéncias onde se encontram pessoas com suspeita
de dengue ou onde existam criadouros do mosquito aedes aegypti que ndo puderam ser
eliminados pelos alunos. Uma reunido pode ser agendada entre professor, alunos e o
secretario municipal de saude onde o relatorio geral serad entregue ao secretario ressaltando o
comprometimento de todos em manter a dengue sob controle.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho foi desenvolvido um trabalho tedrico aprofundado sobre
coordenadas polares e sua utilizacdo no estudo de curvas, bem como foram apresentadas seis
atividades/aplicacGes praticas, sendo duas para utilizacdo em sala de aula, uma para utilizacéo
em sala de tecnologia e as outras trés para utilizacdo em ambiente externo podendo inclusive
ser integrado a outras disciplinas. O professor do ensino médio pode abordar capitulos ou
secdes isoladas que tenham correlagdo com a grade curricular adotada pela escola utilizando-
se de algum dos projetos apresentados como aliado na constru¢do do conhecimento por parte
dos alunos.

Ainda com a elaboracdo deste trabalho procuramos apresentar o conteddo de
coordenadas polares a estudantes que cursam o ensino médio de tal forma que possa ser
aplicado na elaboracéao de projetos a serem expostos nas feiras de ciéncias. Este tipo de evento
viabiliza o aprendizado dos alunos participantes de maneira mais lidica que o habitual, além
de despertar o interesse dos alunos visitantes pelo tema. Consideramos este objetivo
alcancado, principalmente, por meio das atividades praticas propostas, que permitem ao

professor relacionar a teoria estudada com o ensino basico.
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