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RESUMO

A presente pesquisa tem por objetivo caracterizar o ensino de volume de sélidos geométricos
em livros didaticos do ensino médio aprovados pelo PNLD/2012. Para tanto, foram escolhidas
as quatro cole¢des mais adotadas pelas escolas publicas brasileiras, em especial aos capitulos
que priorizam o estudo do conteldo em questdo, entretanto, dando mais énfase a colecédo mais
adotada. A analise foi realizada sob a Otica da organizagdo praxeoldgica, tomando como
referencial tedrico e metodoldgico a Teoria Antropoldgica do Didatico, o que nos permitiu
identificar e analisar os conceitos, procedimentos e algoritmos do ensino investigados. Os
resultados deste estudo evidenciaram, entre outras caracteristicas, a valorizacdo pelo ensino e
pratica de técnicas de resolucdo, a construcdo do bloco tecnoldgico-tedrico, visto que todos o0s
capitulos iniciam-se com a demonstracdo da férmula do volume de um sélido conhecido, a
institucionalizacdo dos algoritmos usuais nos célculos de volume, e a relacéo entre os sélidos
trabalhados em um capitulo com outros ja abordados. No que tange o principio de Cavalieri,
foi observado que essa ferramenta, apesar de ser tomada como ponto de partida para a
construcdo das férmulas de volume nas quatro colecBes, nem sempre é abordada de maneira
correta.

Palavras-chave: Sdélidos Geométricos. Organizacdo Matematica e Organizacdo Didatica.
Livros Didéticos. Principio de Cavalieri.



ABSTRACT

The present research aims to define the teaching of geometric solid volume in high school
textbooks approved by PNLD/2012. Therefore, it were chosen the four most used collections
in Brazilian public schools, especially the chapters that focus on the content approached here,
but giving particular emphasis to the most adopted collection. This investigation was
conducted over a praxeological view, taking as theoretical and methodological referential the
Anthropological Theory of Didactic, which provides opportunities to identify and analyze the
concepts, procedures and algorithms of the analyzed teaching. The results showed
appreciation for teaching and practice of resolution technique as well the technology-
theoretical block construction, since all chapters begin with demonstration of the volume
formula of a known solid, the institutionalization of the usual algorithms in volume
calculations and relationship between the solid worked in a chapter with others already
addressed. Regarding to Cavalieri’s principle, it was observed that this tool, despite of being
taken by the four collection already mentioned as starting point for the construction of the
volume formulas, it is not always correctly addressed.

Key-words: Geometric solids. Mathematical Organization and Didactic Organization.
Textbooks. Cavalieri’s Principle.
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INTRODUCAO

No ensino fundamental os conceitos geométricos sdo abordados no eixo espago e
forma. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1997), do
ensino fundamental, € nesse nivel de ensino que a criangca comega a construir a ideia de
espaco. A localizacdo € apontada como um dos fatores fundamentais para essa construcdo e
necessariamente leva em consideracdo a orientacdo, mesmo que inicialmente. Ao se orientar
no espago a crianga toma como ponto de partida seu proprio corpo, ou seja, “o conhecimento
do corpo procede do conhecimento do espaco e, ao mesmo tempo, o torna possivel.”
(BRASIL, 1997, p. 82). Portanto, a crianga tem no corpo a referéncia para a localizacdo de
objetos e, conforme vai se deslocando e explorando determinados ambientes, vai criando
coordenadas espaciais, assim como relacdes entre 0s mesmos.

Esses objetos que estdo presentes no espago possibilitam um trabalho importante de
exploracdo e construcdo das formas levando a crianca a perceber semelhangas e diferencas
entre elas, como também a reconhecer figuras tridimensionais (paralelepipedos, prismas,
cilindros, piramides, cones, esferas, etc.) e bidimensionais (como quadrados, retangulos,
circulos, triangulos, pentagonos, etc.), assim como a identificacdo de suas propriedades.

Segundo os PCN do ensino fundamental, para uma melhor compreenséo de conceitos
relativos ao espago e as formas € indicado o trabalho com atividades em que as nocGes de
grandezas e medidas sdo exploradas. Dessa forma, as diversas situacdes cotidianas,
envolvendo grandezas diversas, presenciadas pela crianca a leva estabelecer determinadas
comparac0es, isto €, a medi-las. Por exemplo, o professor podera propor aos alunos verificar
se a area da sala de aula é menor, igual ou maior que a area da sala de tecnologia.

Nesse caso, percebemos que o estudo das grandezas e medidas estad estreitamente
ligado ao estudo do espago e formas (campo geométrico), pois quando propomos ao aluno
calcular a area de uma regido retangular, por exemplo, estamos trabalhando, mesmo que
implicitamente, conceitos geométricos (o retdngulo € um paralelogramo em que 0s quatro
angulos sdo congruentes (retos) e seus lados opostos sdo congruentes e paralelos) e conceitos
de grandezas e medidas (a area da figura, o comprimento dos lados da figura, as unidades de
medidas utilizadas, dentre outros.).

De acordo com os PCN (do ensino fundamental e médio), no ensino fundamental as
grandezas, em especial as geométricas (comprimento, area, volume e angulo), sdo abordadas
dentro do eixo grandezas e medidas, diferentemente do ensino médio onde tal tema encontra-

se no eixo intitulado geometria e medidas. Talvez a opcéo de abordar, no ensino médio, essas
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grandezas dentro do eixo citado deve-se justamente ao fato de 0 mesmo estar associado a
determinados conceitos geométricos.

Essa divergéncia apresentada pelos documentos oficiais (PCN do ensino fundamental
e médio), em relacdo ao campo de abordagem das grandezas geomeétricas, vem sendo tema de
estudos em pesquisas recentes, como Morais (2013), que tém defendido a abordagem de
comprimento, area, volume e angulo no campo das grandezas e ndo da geometria. De acordo
com o autor, o ensino dos referidos conceitos na perspectiva de grandeza consiste na
distincao/articulagdo de trés quadros’: o geométrico; o numérico; e a grandeza. Esse modelo,
segundo Morais (2013), foi desenvolvido por Régine Douady e Marie-Jeanne Perrin-Glorian
(1989) para a construcdo do conceito de area. Esse modelo também pode ser representado

graficamente, conforme observamos na figura 1 a seguir:

Figura 1: Representacdo gréfica do modelo didatico de quadros adaptado para volume.

Quadro da

Na figura anterior, Morais (2013) faz uma adaptacdo do modelo citado para o estudo

Fonte: Morais (2013)

da grandeza volume. De acordo com o autor, 0 quadro geométrico refere-se as figuras
geométricas espaciais, como paralelepipedos, cones e piramides. Ja o quadro numerico €
constituido pelos nimeros reais positivos como 6, © ou 9,7. Por fim, o quadro das grandezas ¢

composto de classes de equivaléncia de solidos de mesmo volume, podendo estas serem

! De acordo com Morais (2013, p. 32), a nocéo de quadro é parte da Teoria de Jogos de Quadros e Dialética
Instrumento Objeto proposta por Douady (1989), a qual foi o marco tedrico da pesquisa supracitada sobre a
aprendizagem da area como grandeza. No ambito dessa teoria, intervém na constituicdo de um quadro os objetos
de um ramo da Matematica, as relacBes entre esses objetos, as diferentes maneiras de representar esses objetos e
relagcBes bem como as imagens mentais que 0s sujeitos associam num dado momento, a esses objetos e relacdes.
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representadas pelo par nimero/unidade de medida como 4cms3, 5,5m3, 50L, etc. Para Morais
(2013) esses quadros sdo independentes, ou seja, podem ser distinguidos/articulados, pois
solidos diferentes podem ter mesmo volume e mudanca na unidade de medida provoca
mudancga nos valores numéricos sem alterar a grandeza. Logo, as atividades voltadas ao
estudo de tal grandeza devem favorecer tanto a passagem de um quadro para 0 outro, como a
dissociacgdo/articulagdo entre 0s mesmos.

Assim como Morais (2013), nosso interesse nessa pesquisa esta voltado para o estudo
da grandeza volume. No entanto, ndo temos a intencdo de estudar tal tema em algum campo
especifico, isto €, no campo geométrico ou no campo das grandezas e medidas. Entendemos
que quando estudamos a conceitualizacdo de volume estamos, necessariamente, percorrendo
esses dois campos ao mesmo tempo. Por exemplo, ao calcular o volume de um prisma reto,
aplicando a férmula, mobilizamos, mesmo que implicitamente, conceitos situados em ambos

0s campos, conforme observamos na figura 2 a seguir:

Figura 2: Atividade referente ao calculo do volume de um prisma reto.
R17 Determine o volume do prisma reto abaixo.

tridngulo

: Resolucao
equlilitero ’
‘ Inicialmente, calculamos a 4rea da base. Como esta é um tridngulo equilatero,
temos:
9cm
2 [~ EEY
N3 4
A=—T"=—"=4/3 m’
& 4
™ Calculando o volume do prisma:

V=A h=4v3.9=36V3=6235cm’
Fonte: Colegdo — Matematica: Ciéncia, Linguagem e Tecnologia — 3° ano do ensino médio, p 100.

Nesse exemplo, ao se referir ao prisma, a atividade esta percorrendo, inicialmente, o
campo geométrico, pois se trata de um sélido que possui conceitos e propriedades (o prisma é
formado por duas faces (bases) poligonais, inferior e superior, paralelas e congruentes, cujas
faces laterais séo paralelogramos) situadas nesse campo. Posteriormente, com a necessidade
de se encontrar a area da base do prisma, o campo das grandezas e medidas € percorrido.
Entretanto, para que tal grandeza seja determinada é necessario conhecermos alguns conceitos
e propriedades dessa figura geométrica, triangulo equilatero, ou seja, novamente o campo
geométrico é retomado. Por fim, ao substituirmos as medidas, dadas e encontradas, na
formula, o volume é determinado, isto &, novamente o campo das grandezas e medidas €

percorrido.
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Dessa forma, acreditamos que ao calcular o volume de um determinado sélido estamos
percorrendo, simultaneamente, tanto o campo geométrico como o campo das grandezas e
medidas. Por esse motivo, ndo achamos pertinente, em nosso estudo, situar os conceitos de
volume em apenas um desses campos.

Nossa escolha pelo estudo sobre volume de solidos geométricos em livros didaticos
originou-se, primeiramente, devido a grande relevancia do tema, ao longo da historia, para a
sociedade. De acordo com a historia da matematica, (EVES, 2004), a construcdo da piramide
de Gizé, por volta de 2.600 a. C, j& envolvia alguns problemas matematicos, em especial, 0
calculo de volume de sélidos. No entanto, apesar de estarem presentes nas atividades
cotidianas de nossos antepassados, 0s contetdos matematicos que envolvem o célculo de area
e volume ndo recebem o mesmo destaque que os demais. Segundo Lima (2011), o ensino
desses conteudos, quando ocorre, ainda é apresentado de maneira muito superficial, desligada
da realidade.

Outro fator motivador que nos instigou a estudar tal tema emergiu da minha?
experiéncia académica, quando tive a oportunidade de lecionar como professor substituto em
algumas escolas do municipio de Cassilandia - MS. Entre uma substituicdo e outra, o
contetdo de volume dos s6lidos geométricos me chamou a atencdo devido ao modo como o
livro didatico abordava tal tema. O livro em questdo trazia as férmulas para encontrar o
volume dos solidos tendo como principal objetivo sua aplicacdo. Esse fato € comum em
muitos livros didaticos, conforme afirma Morais (2013, p. 9): “[...] constatou-se que a
abordagem de volume é predominantemente pautada na determinacdo e na aplicabilidade da
férmula, pois todas as sessfes sobre volume, exceto a do bloco retangular, inicia-se a partir da
construgao dessa ferramenta”.

Uma inquietacdo que surgiu nesse processo foi que para resolver as atividades sobre
volume de solidos geométricos bastava aplicar a formula correspondente a cada situacdo, ou
seja, para que os alunos conseguissem responder as questdes, SO era necessario decorar as
formulas, as quais eram apresentadas no livro. Nesse caso, os alunos ficam “presos” as

férmulas e ndo conseguem, em sua maioria,

[...] relacionar conceitos, identificar os elementos do solido ou ainda estabelecer
relagdo entre dois solidos, isto se deve muitas vezes a deficiéncias de conceitos
basicos da geometria plana e também as dificuldades conceituais dos préprios
professores em conceitos béasicos da geometria plana e mesmo da geometria
espacial. (COSTA,; LIMA, 2010, p. 34).

2 Relato de minha experiéncia académica
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Os livros didaticos ao darem énfase as atividades que envolvem basicamente a
memorizacdo e aplicacdo de férmulas, podem ndo possibilitar o desenvolvimento de
determinadas habilidades, como visualizacdo e argumentacdo l6gica. Esse fato vem ao
encontro do pensamento de Pais (2001), ao afirmar que no ensino de matematica o que se
valoriza é o excesso de memorizacao de formulas, regras e definigdes, ao invés de conceitos
significativos para o aluno.

Esses fatos vém despertando o interesse de pesquisadores (COSTA; LIMA, 2010) em
analisar livros didaticos devido a importancia de se ter uma obra clara e objetiva, que néo
contenha erros, e que ndo seja mal redigida, para que ndo gerem ambiguidade e deixem
margem a duvida, o que, ao nosso ver, quando ocorre, dificulta a assimilacdo do conteldo,
necessitando assim, de maior atencdo do professor para evitar que o material didatico mal
elaborado comprometa a aprendizagem dos alunos.

Assim, devido a grande relevancia do estudo de volume dos sdlidos ao longo da
histéria e na atualidade, além da importancia que o livro didatico tem para o docente e,
partindo-se do pressuposto que este tem um papel fundamental no processo de ensino e
aprendizagem dos conceitos matematicos, decidimos realizar essa pesquisa com a intencao de
responder a seguinte questdo: Como é proposto o ensino de volume de s6lidos geométricos em
livros didaticos no ensino médio?

Na busca por respostas para nossa questdo de pesquisa tomamos como referencial
tedrico e metodoldgico a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), proposta por Chevallard
(1999), a qual nos possibilita analisar os aspectos matematicos e didaticos do ensino
investigado. Ao longo dos dltimos anos, muitos pesquisadores, como Cruz (2005), Oliveira
(2010) e Kaspary (2014), vém desenvolvendo estudos sob a Otica dessa teoria.

Cruz (2005) desenvolveu uma pesquisa tendo como objetivo investigar como a nogéo
de varidvel é tratada em livros didaticos nas séries finais do ensino fundamental (3° e 4°
ciclos). Para isso, a autora analisou quatro colecdes de livros didaticos focando trés aspectos:
a relagdo entre os PCN e as cole¢des analisadas; as abordagens utilizadas para introduzir e
desenvolver a algebra nos livros didaticos; e os diferentes usos das letras de acordo com o
estudo realizado por Usiskin (1995). As analises dos livros didaticos se deram sob a Otica da

organizagéo praxeolégica®, dentro do quadro teérico da TAD.

% Para Cruz (2005, p. 28) “A organizagdo praxeoldgica é formada por um conjunto de técnicas, de tecnologias e
de teorias organizadas para um tipo de tarefas.”.
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Oliveira (2010) investigou a relacdo existente entre 0s conhecimentos adquiridos na
formacdo inicial e aqueles mobilizados durante a prética pedagdgica por um professor de
matematica em inicio de carreira. Para tanto, a autora levou em consideracdo as vertentes
da base de Conhecimentos para o ensino, desenvolvidas por Shulman (1986), que estdo
relacionadas ao conhecimento: de conteldo do objeto de estudo; pedagdgico do objeto de
estudo; e curricular. Oliveira escolheu, como tema de investigacdo, funcbes por ser um dos
conteddos fundamentais na aprendizagem da matematica. A autora se apoiou na TAD, por
meio da analise das organizacGes matematicas e didaticas, para modelar as atividades
matematicas desenvolvidas pelo docente, assim como o livro didatico utilizado pelo mesmo,
mais especificamente do capitulo que aborda o tema funcé&o.

Kaspary (2014) investigou o ensino das operacfes de adi¢cdo e subtracdo dos numeros
naturais em uma colecdo de livros didaticos aprovada pelo PNLD/2013. Para isso, ela
analisou a colecdo mais adotada no pais, que contempla os cinco primeiros anos escolares,
tendo em vista que sdo nesses anos que tal contetido é abordado. Sob a 6tica da TAD, a autora
identificou e analisou algoritmos, conceitos e procedimentos presentes na colecao, em relacédo
as operacOes de adicdo e subtracdo de nimeros naturais, e também investigou as abordagens
propostas por esses livros para o ensino desse conteldo.

Percebemos que a TAD e, em particular, as no¢bes de organizacdo matematica e
didatica tém sido utilizadas com sucesso em pesquisas que analisam as préaticas docentes e
principalmente os livros didaticos. Dessa forma, buscamos, no decorrer desse estudo, discutir
mais profundamente alguns dos conceitos dessa teoria, tendo em vista a importancia que a
mesma tem para o desenvolvimento da nossa pesquisa, assim como para 0s autores
supracitados.

Em relacdo a apresentagéo do trabalho:

No primeiro capitulo apresentamos algumas consideracbes sobre o ensino e
aprendizagem de volume destacando, principalmente, a forma que esse tem sido abordado por
professores e/ou livros didaticos. Apresentamos ainda, breves consideracgdes sobre o PNLD, o
livro didatico e os documentos oficiais consideragdes referentes aos livros didaticos trazendo
discussGes a respeito da importancia desse material didatico para alunos, professores e
pesquisadores. Além disso, discutimos um pouco sobre as Orientacdes Curriculares Nacionais
(OCN) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), apontando algumas particularidades
desses documentos oficiais, em especial, suas propostas para o ensino de geometria espacial.
Por fim, apresentamos a revisao de literatura destacando o trabalho desenvolvido por Morais
(2013).



22

No segundo capitulo apresentamos, inicialmente, as demonstra¢bes das formulas do
calculo do volume de solidos geométricos seguida dos nossos objetivos de pesquisa e alguns
conceitos da Teoria Antropoldgica do Didatico que se fazem presentes em nossa investigacéo,
assim como os procedimentos de analise dos dados e a descricdo das colecbes analisadas. Ja
no terceiro capitulo, descrevemos e analisamos os dados coletados. Nele, apresentamos a
relacdo dos tipos de tarefas e técnicas identificadas nas quatro cole¢bes mais adotadas pelas
escolas publicas brasileiras e 0 estudo da organizacdo matematica e da organizacao didatica
da colecdo mais adotada.

Por fim, trazemos algumas consideracbes a respeito dos resultados encontrados,
retomando nossa questdo de pesquisa.
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CAPITULO I - O ENSINO DE VOLUME NA EDUCACAO BASICA

1.1 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE O ENSINO E APRENDIZAGEM DE
VOLUME

O tema volume tem sido alvo de discussdes de varios pesquisadores (MORAIS;
BELLEMAIN, 2010; MORAIS, 2013; LIMA et al., 2003) nos ultimos anos e os principais
motivos tém sido: a maneira inadequada de sua abordagem; a dificuldade em relagdo aos
conceitos envolvendo o tema; e a utilizagdo incorreta do principio de Cavalieri, conforme
destaca Lima et al. (2003, p. 81):

Nos livros didaticos brasileiros, este assunto é apresentado, em geral, de forma
bastante insatisfatoria. Muitos sequer dizem o que significa calcular um volume e
varios chutam, sem dé nem piedade, todas as formulas. Alguns citam o principio de
Cavalieri, mas ndo o utilizam corretamente, e outros nem isto fazem. O
importantissimo conceito de semelhanca ndo é abordado por nenhum deles e, por
consequéncia, a teoria presente nesses livros é quase ininteligivel.

Essa afirmacdo vem ao encontro com o pensamento de Carvalho (1999) para quem é
imprescindivel que os conteudos apresentados nos livros didaticos de matematica apresentem
estratégias de ensino que favorecam a compreensdo de propriedades e conceitos, em especial
os de volumes. Tal afirmacdo se torna ainda mais critica, tendo em vista que muitos
professores ainda veem no livro didatico o melhor caminho, quando ndo o Unico, para
ministrar suas aulas.

Preocupados com essa situacdo, alguns autores, como Lima et. al (2003), vém
propondo abordagens diferentes, daquelas focadas na aplicacdo de formulas, para tornar o
ensino e aprendizagem de areas, semelhangas e volumes, mais dindmico. Na obra intitulada:
Temas e Problemas, no seu quinto capitulo, Lima et al. (2003) apresenta algumas sugestdes de

atividades para introducao do conceito de volume.

Para introduzir o conceito de volume, o professor deve, antes de qualquer tentativa
de uma definicdo formal, apresentar uma ideia intuitiva e fornecer diversos
exemplos para que os alunos possam compreender do que vai se falar. E qual é a
primeira coisa que devemos dizer? N&o nos ocorre nenhuma outra frase melhor que
a seguinte: Volume de um sélido é a quantidade de espaco por ele ocupada. (LIMA
etal., 2003, p. 73).
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Essa ideia, segundo os autores, pode proporcionar indmeras comparacfes
provocativas, por exemplo: “Dadas duas caixas, qual delas tem maior volume? Quem tem
maior volume: Maria ou Pedro? Observando uma panela pequena e uma garrafa, que objeto
parece ter maior volume? Uma bola de futebol ou uma caixa de sapatos?”. (LIMA et al.,
2003, p. 73). Nesse caso, as comparag¢fes surgem como meio para estimular o raciocinio, a
visualizagdo, a argumentacdo, além de motivar a construcdo de ideias na busca por possiveis
respostas a essas perguntas. No entanto, apesar de algumas comparacdes parecerem muito

Obvias outras podem néo ser tdo simples assim.

[...] No caso da panela e da garrafa, pode-se encher a garrafa com agua e despejar
dentro da panela. Para comparar volumes de objetos impermeéveis podemos
mergulhé-los, um de cada vez, em um reservatorio contendo &gua até o bordo e
comparar a quantidade de agua que transbordou. Se tivermos um reservatorio
cilindrico de vidro, podemos colar em sua parede uma escala de nossa escolha e,
com ela medir volumes de pequenos objetos impermeaveis, como uma pedra de
formato irregular, por exemplo. (LIMA et al., 2003, p. 73).

Notamos que a comparacdo da panela com a garrafa é mais perceptivel para o aluno,
do que a comparacao entre dois objetos impermeaveis. No primeiro caso, ap6s despejar a
agua, colocada dentro da garrafa, na panela ja sera possivel concluir se possuem volumes
iguais ou diferentes, ja no segundo caso além de mergulhar cada objeto separadamente, ainda
é preciso verificar qual foi o volume de agua transbordado ap6s cada imersdo para entdo
estabelecer o volume dos objetos. Se a comparacéo for entre dois objetos muito pequenos essa
verificacdo ndo sera tdo “palpavel” ao aluno, pois serd necessario a ele o conhecimento de
determinados conceitos e métodos para que o calculo desses volumes seja realizado.

Para Lima et al. (2003) esse tipo de experiéncia pode até ser um fator motivador para o
estudo de volumes, assim como ter, eventualmente, alguma utilidade pratica, no entanto na

maioria dos problemas a serem enfrentados € totalmente inutil.

Por exemplo, o mestre de obras precisa saber o volume de concreto que sera
utilizado na construcdo das colunas, vigas e lajes de um edificio. A forma e as
dimensdes de cada um destes objetos estdo na planta e o calculo do volume deve ser
feito antes que o edificio exista. Alguns objetos sdo pequenos demais, ou grandes
demais, ou sdo inacessiveis ou, simplesmente, ndo existem concretamente. Sentimos
entdo a necessidade de obter métodos para o célculo de volumes, pelo menos de
objetos simples, conhecendo sua forma e suas dimensdes. (LIMA et al., 2003, p. 73-
74).

Para os autores, a ideia inicial € medir o volume de objetos comparando-0s com uma

determinada unidade de medida. Tradicionalmente, a unidade de medida utilizada é o cubo,
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cuja aresta mede uma unidade de comprimento, o qual denominamos de cubo unitario. Assim,
0 volume de um objeto deve ser um nimero que exprima quantos cubos unitrios esse objeto
pode conter. O volume de um bloco retangular, por exemplo, podera ser determinado de
maneira satisfatoria quando o comparamos a um cubo unitario, ou seja, seu volume é dado
pelo nimero que expressa a quantidade de vezes que esse bloco contém o cubo unitério.

No entanto, as dificuldades comegam a surgir quando a comparagéo é realizada entre
um objeto irregular, como uma panela, e esse cubo. Como comparar a panela e o cubo? E se
fosse uma esfera? Provavelmente ndo teriamos respostas para essas perguntas, entretanto ndo
podemos negar que a ideia de comparacgdo sugerida por Lima et al. (2003) € totalmente viavel
para determinar, com precisdo, o volume de um paralelepipedo retangulo, ou simplesmente,
um bloco retangular.

Diante dessas situacOes, percebemos a necessidade de apresentar ao aluno, alternativas
e métodos que o ajude calcular o volume de outros objetos, como esferas e cones. Porém, ndo
podemos deixar de observar o nivel de ensino que estamos trabalhando. No ensino médio,
nosso foco de estudo, a maneira mais interessante para se abordar o calculo de volumes é por
meio do principio de Cavalieri, cuja apresentacdo faremos no decorrer deste trabalho. Para
Primo (2013, p. 25), esse principio ¢ “[...] bem intuitivo e aceitavel por parte dos alunos,
sendo que sua aplicacdo é consideravelmente simples e nos permite reduzir os argumentos
necessarios para a dedug¢do de férmulas, que expressam o volume de alguns sélidos.”. No
entanto, cabe destacar que a compreensdo desse principio exige conhecimentos elementares
da matematica.

Segundo Primo (2013) é improvavel que o aluno consiga compreender o principio de
Cavalieri sem conhecer as definicGes e classificacdes de solidos como: prismas, piramides,
cilindros, cones e esferas. Além disso, o autor deixa claro que é fundamental que o aluno
tenha alguns conhecimentos de geometria plana, tais como: propriedades dos triangulos e
classificacéo; figuras semelhantes; calculo de area de figuras planas; o teorema de Pitagoras; e
0 teorema de Thales.

Dessa forma, para se apropriar dos conceitos e propriedades destacados por Primo
(2013) é fundamental que o aluno tenha algum conhecimento sobre os solidos geométricos.
Para isso, ¢ necessario que haja uma articulagdo entre “[...] o contetido estruturante de
geometria plana e o contetdo estruturante de grandezas e medidas, uma vez que o inter-
relacionamento entre estes contetdos se faz necessario a compreensao e dominio dos calculos
de areas e volumes dos solidos geométricos.” (RAMOS; SILVA, 2012, p. 11). Assim, para o

aluno progredir de um nivel para outro, em relacdo a compreensdo de conceitos, €
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extremamente importante que identifique algumas articulagdes entre os proprios conteldos
matematicos.

No entanto, ndo podemos deixar de ressaltar que entre as maiores dificuldades
apresentadas por professores de matematica durante suas aulas estdo justamente na articulagédo
e transi¢do dos contetdos matematicos. De acordo com Peres (2010), muitos professores ndo
conseguem ensinar, por exemplo, as figuras tridimensionais em materiais bidimensionais,
como em quadro-negro ou mesmo nos livros didaticos. Esse fato reflete diretamente na
aprendizagem dos alunos causando assim grandes problemas na formacdo dos conceitos
geomeétricos.

Enfim, o que esperamos é que tanto os professores quanto os livros didaticos de
matematica apresentem estratégias de ensino que favorecam a compreensdo de conceitos e
propriedades do célculo de volumes. Embora ndo deva ser tomado como a unica fonte de
referéncia, o livro didatico deve fornecer elementos que possibilitem professores e alunos
realizarem articulacdes e/ou transicdes com outras areas do ensino e, principalmente, com 0s

préprios conteldos matematicos.

1.2.  BREVES CONSIDERACOES SOBRE O PNLD, O LIVRO DIDATICO E 0S
DOCUMENTOS OFICIAIS

1.2.1. Plano Nacional do Livro Didético

O principal objetivo do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) é subsidiar o
trabalho pedagdgico dos professores por meio da distribuicdo de livros didaticos aos alunos
da educacdo basica’. Apds a inscricdo dos livros didéticos através de suas respectivas
editoras, ocorre um processo de avaliacdo dessas obras, sendo que o 6rgdo responsavel por tal
avaliacdo e subordinado ao Ministério da Educacdo (MEC) que, por sua vez, publica o Guia
de Livros Didaticos que é composto por todas as resenhas das colegOes aprovadas.
Posteriormente, esse guia é encaminhado para as escolas, para que o0s professores possam
escolher o que melhor abrange seu projeto politico pedagogico, como também disponibilizado
na internet para que todos possam ter acesso.

Esse programa é desenvolvido em ciclos trienais alternados, ou seja, 0s livros

selecionados em cada unidade de ensino sdo utilizados durante trés anos consecutivos. Sua

4 http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_content&view=article&id=12373%3Apnld-e-pnlem-saiba-

mais&catid=311%3Apnlem&Itemid=668 Acesso: 18 de novembro de 2014.


http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_content&view=article&id=12373%3Apnld-e-pnlem-saiba-mais&catid=311%3Apnlem&Itemid=668
http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_content&view=article&id=12373%3Apnld-e-pnlem-saiba-mais&catid=311%3Apnlem&Itemid=668
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compra e distribuicdo sdo realizadas pelo MEC a cada ano para todos os alunos de um
determinado seguimento, isto é, anos iniciais do ensino fundamental, anos finais do ensino
fundamental ou ensino médio. Entretanto, os livros consumiveis deverdo ser devolvidos ao
final de cada ano, para que os alunos dos anos subsequentes possam utiliza-los.

A distribuicdo das obras didaticas para os estudantes dos anos iniciais do ensino
fundamental (1° e 2°; 3° ao 4°), dos anos finais do ensino fundamental (6° ao 9°) e do ensino

médio é realizada, respectivamente, da seguinte forma:

v 1° e 2° ano: alfabetizagdo linguistica, alfabetizacdo matematica e obras
complementares (ciéncias da natureza e matematica, ciéncias humanas, linguagens
e codigos);

v' 3% a0 5° ano: lingua portuguesa, matematica, historia, geografia, ciéncias, historia
regional e geografia regional;

v’ 6° ao 9° ano, recebem colecBes de ciéncias, matematica, lingua portuguesa,
historia, geografia e lingua estrangeira moderna (inglés e espanhol);

v/ ensino médio, os alunos recebem livros didaticos de lingua portuguesa,
matematica, geografia, histéria, fisica, quimica, biologia, sociologia, filosofia e de
lingua estrangeira (inglés ou espanhol).

Cabe ainda destacar que esse programa também contempla os alunos que séo
portadores de necessidades educativas especiais. Nesse caso, as obras sdo distribuidas em
Braille e contempla os livros de lingua portuguesa, matematica, ciéncias, histéria, geografia e

dicionarios.

1.2.2. O Livro Didatico

Considerado como um artefato cultural, visto que suas condicGes sociais de producao,
circulacdo e recepcdo estdo definidas com referéncia a praticas sociais estabelecidas na
sociedade (MARTINS, 2006), o livro didatico vem se constituindo, ao longo dos anos, como
uma ferramenta pedagogica, embora ndo deva ser considerado como a Unica, capaz de
promover e nortear possiveis mudancas e otimizacao da pratica do professor. Para Martins
(2006, p 118), a importancia do livro didatico, dentro do cenario da educagdo, “[...] pode ser
compreendida em termos historicos, através da relacdo entre este material educativo e as

praticas constitutivas da escola e do ensino escolar.”.
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De acordo com Freitas e Rodrigues (2008), essa ferramenta pedagogica faz parte da
cultura e da memoria visual de muitas geracdes e, mesmo sofrendo tantas transformacdes na
sociedade, ao longo dos anos, ainda possui uma funcéo relevante para a crianca, na misséo de
atuar como mediador na construgdo do conhecimento. Segundo esses autores, o interesse de
pesquisadores acerca do livro didatico surge devido ao simples fato do mesmo ser, “[...]
muitas vezes, o Unico livro com o qual a crianca entrara em contato.” (FREITAS;
RODRIGUES, 2008, p. 1).

No entanto, algumas discussdes, quanto ao uso do livro didatico em sala de aula, vém
surgindo nas Ultimas décadas. Para Lajolo (1996) o livro didatico € um instrumento especifico
e importantissimo de ensino e de aprendizagem formal e que, embora ndo seja o Unico
material de que professores e alunos irdo utilizar na escola, pode ser decisivo para a qualidade
do aprendizado resultante das atividades escolares. Por outro lado, Silva (1996) é enfatico
quando diz que para boa parte dos professores brasileiros, o livro didatico se apresenta como
uma insubstituivel muleta e que as determinagdes que levam o professor a dependéncia do
livro didatico estdo diretamente relacionadas a questdo da identidade e dignidade do
magistério.

Algumas pesquisas voltadas para a andlise de livros didaticos veem “[...] o livro
didatico apenas como um instrumento de uso do segmento educacional considerado “usual”,
no ensino fundamental e médio” (PEREIRA; PEREIRA; MELO, 2010, p.1). Essa discussdo
em torno dos livros didaticos, “[...] vem suscitando um vivo interesse entre 0s pesquisadores
de uns trinta anos para ca” (CHOPPIN, 2004, p. 549). Esse interesse pode ser comprovado
devido ao aumento de publicacdes sobre o tema em eventos da &rea da educagdo (ENDIPE®,
ANPED®, ENPEC’) e educacdo matemética (ENEM®, EBRAPEM®, CIEM™, entre outros),
assim como em revistas, dissertacfes, teses, seminarios, congressos e grupos de pesquisa
(PEREIRA; PEREIRA; MELO, 2010; EMMEL; ARAUJO, 2012).

Segundo Garcia e Nascimento (2009), esse interesse, destacado pelos autores
supracitados, além de evidenciar a expansdo e o fortalecimento de um campo de investigagdo
especifico, também alerta para as dificuldades inerentes a tal situacéo, pois se trata de um

objeto de pesquisa complexo.

> Encontro Nacional de Didatica e Préticas de Ensino.

® Associagéo Nacional de P6s-Graduago e Pesquisa em Educacéo.

” Encontro Nacional de Pesquisa em Educag&o em Ciéncias.

® Encontro Nacional de Educagdo Matemética.

% Encontro Brasileiro de Estudantes de Pés-Graduacio em Educacio Matematica.
19 Congresso Internacional de Ensino da Matematica.
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Por todos os elementos que o constituem, pelas suas fungdes, por sua historia, por
ser objeto e canal, por ter muiltiplos usos pelos medidores (alunos e professores),
pela complexidade de sua génese e por ser potencialmente a0 mesmo tempo agente
modificador do tecido social (como suporte educacional), antecipador e espelho de
um momento, o livro didatico € um produto cultural complexo e de dificil definicéo.
(MAXWELL, p. 29).

Essa complexidade é justamente um dos principais motivos que levam pesquisadores a
lancarem seus olhares sobre ele. Corréa (2000, p. 13), por exemplo, entende que o livro
didatico, enquanto objeto e fonte de pesquisa, permite investigar a vinculacdo de ideias “[...]
sobre 0 que a escola deveria transmitir/ensinar e, a0 mesmo tempo, saber qual concepcao
educativa estaria permeando a proposta de formacdo dos sujeitos escolares.”. Por outro lado,
Choppin (2004) afirma que os livros didaticos, por ser um objeto complexo, devem ser
analisados por meio de uma perspectiva historica e/ou comparativa para superar a Visao
imediata e entusiasta ou apaixonada que todos nos espontaneamente temos dos livros
didaticos.

Embora haja algumas divergéncias sobre o uso dos livros didaticos, enquanto objetos
de pesquisas, entende-se que 0s pesquisadores ndo devem se prender apenas ao que esta
escrito nas paginas dos livros, mas também considerar as formas de recepcao e de leitura que
dele fazemos. Para Salles (2011, p. 11), “[...] ndo sO as diversas ideologias presentes nos
conteddos veiculados pelos livros sdo fontes de analise pelo pesquisador, mas também a
propria forma de sua produgdo, circula¢do e recep¢do”. Dessa forma, os autores dos livros
didaticos e suas escritas deixariam ser o Unico foco dos pesquisadores, abrindo espago para
gue outros elementos que contribuiram para o desenvolvimento desses livros fossem
pesquisados, como por exemplo, as editoras e Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD).

A partir das ideias dos autores supracitados, percebemos a valorizagdo atribuida ao
livro didatico tanto em relacdo ao seu uso em sala de aula quanto ao tratamento das
informacdes nele apresentado. Concordamos com Morais (2013) quando afirma que as
escolhas metodoldgicas, a organizacdo de um determinado conteddo e principalmente o saber
matematico presentes nesses recursos didaticos exercem um papel importantissimo tanto no
ensino quanto na aprendizagem dos conceitos matematicos, tornando relevante a anélise da
abordagem de contetdos especificos nessa ferramenta pedagdgica.

Preocupados com a forma com que os livros didaticos tém abordado os contetdos,
particularmente os matematicos, os documentos oficiais, como as Orientagdes Curriculares
Nacionais (OCN) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), vém propondo reformas

educacionais, como a insercdo de uma visdo mais atualizada dos contetdos didticos.
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Entretanto, cabe-nos destacar que as ideias apresentadas nesses documentos néo se restringem
apenas a uma mera mudanca de contetdos, mas também a uma mudanga de filosofia de
ensino e aprendizagem. Segundo Blumenthal (2010), as ideias basicas contidas nesses
documentos “[...] apontam para a necessidade de mudancas urgentes ndo s6 no 0 que ensinar,
mas principalmente no como ensinar e avaliar e no como organizar as situagoes de ensino e de
aprendizagem.”. Diante desses fatos percebemos o quanto é importante que os livros didaticos
apresentem contetdos que favorecam o desenvolvimento do raciocinio, da sensibilidade
expressiva, da sensibilidade estética e da imaginacédo do aluno.

Em relacdo aos conteddos geométricos, em particular o volume de solidos
geométricos, as OCN e os PCN apresentam propostas quanto a seu ensino e aprendizagem.
Dessa maneira, buscaremos, na sequéncia, apresentar algumas dessas propostas com o intuito

de proporcionar uma melhor compreenséo a respeito do tema.

1.2.3. Orientagdes Curriculares Nacionais (OCN) e Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) para o Ensino Médio

A partir de 2006 diversas escolas da rede publica brasileira passaram a receber o
documento OrientagBes Curriculares para o Ensino Médio, o qual tem como objetivo
principal “[...] contribuir para 0 didlogo entre professor e escola sobre a pratica docente.”
(BRASIL, 2006, p. 5). As OCN foram organizadas em trés volumes:

e Volume | - Linguagem, Cddigos e suas Tecnologias: sdo incluidas as disciplinas
de Lingua Portuguesa, Literatura, Linguas Estrangeiras, Espanhol, Arte e
Educacao Fisica;

e Volume Il - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias: esse volume é
constituido pelas disciplinas de Biologia, Fisica, Quimica e Matematica;

e Volume Il - Ciéncias Humanas e suas Tecnologias: sdo apresentadas as

disciplinas de Filosofia, Geografia, Historia e Sociologia.

Esse documento foi elaborado a partir de discussdes envolvendo professores, alunos,
em alguns casos, e gestores de escolas publicas brasileiras. Nele estdo destacadas as
preocupacOes e orientacOes gerais presentes em documentos oficiais anteriores, como por
exemplo, PCN, em 1999, o PCN +, em 2002, e os PCN em debate, em 2004. Dessa forma, as

OCN chegam as escolas, apds varias discussdes e contribuicGes referentes ao trabalho e
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formacédo educacional, apresentando e discutindo questfes relativas ao curriculo escolar e a
cada disciplina em particular. (BRASIL, 2006).

De acordo com Siqueira (2014, p.37) o maior problema na formacéo educacional esta
na forma de abordar: “[...] a pluralidade de conhecimentos, os campos cientifico-tecnolégicos,
ciéncias humanas e ciéncias sociais, distintos e altamente complexos, contemplando os
marcos legais para oferta do Ensino Médio [...]”. Tais marcos legais, destacados pelo autor,

sdo explicitadas nas OCN sob dois aspectos:

O primeiro diz respeito as finalidades atribuidas ao ensino médio: o aprimoramento
do educando como ser humano, sua formagdo ética, o desenvolvimento de sua
autonomia intelectual e de seu pensamento critico, a sua preparacéo para 0 mundo
do trabalho e o desenvolvimento de competéncias para continuar seu aprendizado
(Art. 35). O segundo propbe a organizagdo curricular com o0s seguintes
componentes: base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de
ensino e estabelecimento escolar, por uma parte diversificada que atenda a
especificidades regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e do proprio
aluno (Art. 26); planejamento e desenvolvimento orgénico do curriculo, superando a
organizacdo por disciplinas estanques; integracdo e articulacdo dos conhecimentos
em processo permanente de interdisciplinaridade e contextualizagdo; proposta
pedagogica elaborada e executada pelos estabelecimentos de ensino, respeitadas as
normas comuns e as de seu sistema de ensino; participagdo dos docentes na
elaboracéo da proposta pedagdgica do estabelecimento de ensino. (BRASIL, 2006,

p.7).

Cabe-nos ressaltar que os marcos legais para a oferta do ensino médio ndo se
restringem apenas a concretizacdo e aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental (Art. 26, lei n® 9394/96), no intuito de dar continuidade aos estudos, “[...] mas
também a uma formacdo mais ampla que favoreca o desenvolvimento de principios éticos,
pensamento critico e autonomia intelectual.” (MORAIS, 2013, p. 24). Dessa forma, assim
como Morais (2013), entendemos que o ensino da matematica pode se tornar uma ferramenta
importante na formacdo do jovem, de acordo com as perspectivas estabelecidas pela Lei de
Diretrizes e Bases, lei n® 9394/96.

De acordo com os PCN (BRASIL, 1997), o ensino de matematica deve ser realizado
visando o desenvolvimento de um conjunto de competéncias. No caso especifico da geometria
espacial, “isso também deve ocorrer de maneira que o aluno possa perceber a relagdo
existente entre o que ele estiver estudando na sala de aula e 0 mundo, assim, o que ele estiver
aprendendo passa a ter mais significado.” (SILVA, 2013, p 21). Os PCN (BRASIL, 1997, p.

21) destacam ainda que:

A abordagem tradicional, que se restringe a métrica do calculo de areas e volumes
de alguns solidos, ndo é suficiente para explicar a estrutura de moléculas e cristais
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em forma de cubos e outros sélidos, nem tampouco justifica a predominancia de
paralelepipedos e retangulos nas construgBes arquitetdnicas ou a predilecdo dos
artistas pelas paralelas nas pinturas e esculturas. Ensinar geometria no ensino médio
deve possibilitar que essas questdes aflorem e possam ser discutidas pelos alunos.

Jaas OCN (Brasil, 2006, p.75), enfatizam que:

O estudo da geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo,
orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas,
reconhecer propriedades de figuras geométricas bésicas, saber usar diferentes
unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos podem ter uma
oportunidade especial, com certeza ndo a Unica, de apreciar a faceta da matematica
que trata de teoremas e argumentacBes dedutivas. Esse estudo apresenta dois
aspectos — a geometria que leva a trigonometria e a geometria para o célculo de
comprimentos, areas e volumes.

Ainda de acordo com as OCN (BRASIL, 2006, p. 76), a geometria, N0 NOSsO €aso a
espacial, deve ser estudada com mais detalhes e sistematiza¢les, pois “[...] o aluno ja
apresenta as condicGes necessarias para a compreensao de certas demonstracdes que resultem
em algumas formulas [...]”. Para a compreensao das formulas de volumes de sélidos (cilindro,
prisma, piramide, cone e esfera), o referido documento propde que se tome como ponto de
partida, o principio de Cavalieri.

Segundo Lima (1991), o calculo do volume dos solidos geométricos pode ser
compreendido de trés maneiras distintas. A primeira é utilizar a apresentacdo classica de
Euclides e Arquimedes, a segunda é usar o calculo infinitesimal e, por fim, a terceira é utilizar
o0 principio de Cavalieri. A opcédo pelo principio de Cavalieri, como método de compreensdo
das formulas de volume em livros didaticos, ocorre devido a esse principio permitir “[...] uma
simplificagdo notavel nos argumentos que conduzem as formulas classicas de volume.”
(LIMA, 1991, p.89).

Em sintese, entendemos que o livro didatico tem um papel importante no ensino e na
aprendizagem dos conceitos matematicos, assim como as propostas apresentadas nos
documentos oficias valorizam o ensino da geometria espacial, em especial, o volume dos
solidos geométricos. Percebemos tambem, nesses documentos, a importancia da utilizacdo do
principio de Cavalieri para o estudo de volumes de determinados s6lidos geométricos, visto
que esse principio permite ao aluno compreender o significado das formulas.

No entanto, mesmo recebendo um destaque consideravel nos documentos oficiais,
guanto ao seu ensino e aprendizagem, o tema volume ndo vem recebendo a mesma atencéo
que outros temas na literatura de educacdo matematica. Essa afirmacdo se deve ao fato de que
poucos trabalhos foram identificados acerca do tema em questdo, principalmente no ensino
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médio. Entretanto, apesar de poucos, os estudos realizados sobre o tema volume tem apontado
falhas consideraveis quanto a sua abordagem, principalmente em livros didaticos, conforme

abordaremos, na revisdo de literatura, na proxima secao.

1.3 REVISAO DE LITERATURA

Em relacdo a andlise do tema volume em livros didaticos, podemos descrever alguns
estudos, como o de Morais e Bellemain (2010) que analisaram cinco colecbes de livros
didaticos de matematica dos anos finais do ensino fundamental aprovados no PNLD 2008, nas
quais foram mapeadas as situacOes que possibilitam dar sentido ao conceito de volume
enquanto grandeza, e o de Morais (2013) que analisou sete colecbes de livros didaticos de
matematica do ensino médio aprovados no PNLD 2012, que também teve como foco
principal mapear as situacbes que possibilitam dar sentido ao conceito de volume. Dessa
forma, embora o trabalho desenvolvido por Morais e Bellemain (2010) seja de grande
relevancia para 0 nosso estudo e, principalmente, para a educacdo matematica, achamos
pertinente apresentar, nesse momento, apenas o trabalho desenvolvido por Morais (2013),
tendo em vista que 0 mesmo tem caracteristicas e objetivos muito préximos ao estudo que
estamos apresentando.

O estudo apresentado por Morais (2013) foi desenvolvido sob a ética da Teoria dos
Campos Conceituais desenvolvida por Vergnaud (1990) e do modelo didatico proposto por
Régine Douady e Marie-Jeanne Perrin-Glorian (1989). Suas analises foram pautadas a partir de
critérios agrupados em trés categorias: volume-descricao, volume-conceito e volume-formula.

O primeiro critério, volume-descricdo, € caracterizado, segundo o autor, pelo
tratamento da grandeza volume em relagdo: ao numero de paginas; a posic¢ao do(s) capitulo(s)
dedicado ao assunto; aos titulos dos capitulos; e localizacdo por ano de ensino. Segundo
Morais, 0 objetivo, com esse criterio, € ter um olhar sobre a abordagem da grandeza volume
do ponto de vista descritivo, 0 que possibilita concluir sobre a importancia atribuida a esse
contetdo. No que se refere a tal critério, 0 autor constatou que das sete colecfes analisadas,
cinco abordam o volume na segunda metade do livro, e, desses cinco, quatro trazem esse
estudo nos capitulos finais. Esse fato, segundo Morais, pode acarretar na auséncia do ensino
de volume, tendo em vista que o livro didatico é de suma importancia no encadeamento de
ensino dos contedos.

Essa preocupacdo em relagdo a abordagem de volume nos capitulos finais dos livros

didaticos ndo € exclusividade de Morais (2013). Para Vieira e Silva (2007), a abordagem
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desse tema nos capitulos finais pode induzir os docentes a ndo aborda-los, com a justificativa
de falta de tempo. Nesse caso, os professores alegam que por terem que seguir o curriculo
escolar, ndo conseguem chegar até os capitulos finais e quando conseguem a abordagem é
prejudicada. Concordamos com Lima et al. (2001), que os contetdos geométricos devem ser
abordados, nos livros didaticos, nos capitulos iniciais e/ou intercalados com outros contetdos,
ou seja, ndo podem ser engessados em um determinado capitulo dos livros.

Ainda em relacdo ao critério volume-descricdo, Morais (2013) destaca que cinco
colecdes dedicam uma quantidade razoavel de paginas a esse contetdo. Nesse caso, 0 autor
tomou como base, a quantidade média de paginas por capitulo em cada livro didatico no qual
volume é abordado. Entretanto, em relacdo a esse fato, algumas questbes podem ser
levantadas, por exemplo, sera que o conteldo de volume abordado nessas paginas favorece o
processo de ensino e aprendizagem? Permitem a alunos e professores, um debate critico e
criativo que é uma das finalidades do processo educacional (ROMANATTO, 2004)?
Entendemos que o simples fato dos livros didaticos dedicarem uma boa parcela de suas
paginas a abordagem de um determinado conteddo ndo significa que esse conteudo é
apresentado de forma correta, isto €, de acordo com que é proposto pelos documentos oficiais.
Dessa forma, buscamos, em nosso estudo, apresentar respostas a essas questoes.

O segundo critério, volume-conceito, compreende 0 seguinte mapeamento: situagdes;
propriedades; e representacdes simbolicas. Segundo Morais (2013), esse mapeamento permite
caracterizar a abordagem de volume como conceito. Para que o mesmo fosse realizado, o

autor analisou tanto as explicacdes como 0s exercicios propostos.

A presenca ou auséncia de definicGes e a exploracdo explicita de propriedades de
volume foram observadas na parte de explicagdes de cada livro didatico analisado.
No mapeamento dos tipos de situacdes, as unidades de andlise foram as atividades
propostas, ou seja, as ocorréncias foram contabilizadas exercicio por exercicio e a
presenca ou auséncia de representacdes simbdlicas foi observada tanto nos
exercicios como na parte de explicagbes. (MORAIS, 2013, p. 58).

Morais (2013) destaca que seis cole¢Oes definem volume de forma explicita e uma
apresenta apenas uma ideia intuitiva. Para o autor, a op¢do de trazer a definicdo de forma
explicita enfatiza a necessidade de se realizar uma medicdo, valorizando assim esse tipo de
situacdo e também os aspectos numéricos da grandeza. Cabe-nos destacar que, dentre as
situacdes classificadas por Morais, as situacBes de medicdo™ foram as que receberam maior
destaque nas colec¢des analisadas. Esse fato pode dificultar a constru¢do do sentido que o

1 «As situages de medigdo consistem em atribuir um numero, numa dada unidade, ao volume de um s6lido.”
(MORAIS, 2013, p. 46).
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aluno atribui aos conceitos de volume, conforme destaca Morais, Bellemain e Lima (2014, p.
43):

A énfase exacerbada nas situacdes de medicao pode limitar o sentido atribuido pelos
alunos ao volume, uma vez que, como mostra a teoria dos campos conceituais, a
variedade de situacfes as quais 0s sujeitos sdo confrontados é um elemento
importante para a construcdo do sentido que atribuem aos conceitos.

Por outro lado, as situacdes de comparacéo® e producdo™ sdo pouco valorizadas, o
que pode provocar, segundo o autor, “lacunas na conceituagdo do volume.” (MORAIS, 2013,
p. 105). Ao ser apresentado de forma insuficiente nos livros didaticos, esses de situacoes
podem levar o aluno a ter dificuldades na compreenséo do conceito de volume, tendo em vista
que as situacbes de comparacado e producdo favorecem, e muito, a distin¢do entre o sélido e o
volume, com ou sem a interferéncia da medida (MORAIS; BELLEMAIN; LIMA, 2014).

Morais (2013) também identificou uma quantidade razoével de situacdes que nao se
enquadra na tipologia proposta em seu trabalho, dessa forma sugeriu a realizacdo de um
estudo mais aprofundado sobre essas situacBes, assim como uma analise minuciosa dessas
atividades. Essa sugestdo veio ao encontro do que propomos em nosso primeiro objetivo
especifico, que é identificar e analisar: conceitos, procedimentos e algoritmos presentes no
ensino de volume de so6lidos geométricos. Tal objetivo nos permite categorizar os tipos de
situacOes ndo classificadas por Morais.

No tocante as propriedades referentes a volume, Morais (2013) identificou oito que
remetem ou evidenciam invariantes operatorios como “a relagao entre volume e capacidade,
entre as formulas de volume de um prisma e da pirdmide, a ideia de volume como grandeza
tridimensional e a dissociagdo entre a grandeza e o objeto geométrico.” (MORALIS, 2013, p.
105). Para o autor, essas ideias propiciam uma melhor compreensdo de volume como uma
grandeza. Outro ponto importante destacado sio as representacdes simbélicas em jogo™ que,
segundo o autor, “associam diferentes representagoes (grafica e desenho) e exploram também
vistas planas e o solido em linguagem materna.”. A figura 3 a seguir € um exemplo dessas

representacgdes.

12 «ps situacBes de comparacdo consistem em decidir, em um dado conjunto de sélidos, qual deles tem
maior/menor volume ou se tém volumes iguais.” (MORAIS, 2013, p. 48).

13 «As situagbes de producdo caracterizam-se pela produgdo de um sélido com volume menor, maior ou igual a
um volume dado e tém como estratégias composicdo, decomposi¢do-recomposi¢do e principio de Cavalieri.”
(MORAIS, 2013, p. 50).

¥ Morais (2013, p. 30) define representagdes simbolicas em jogo como um “sistema de simbolos com
significado para o sujeito.”.
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Figura 3: Figura3: Situacdo analisada por Morais (2013, p. 76).

Cada unidade dessa escala vale 1.000 vezes a unidade imediatamente 2 sua direita. Para entender
0 porqué dessa relagao, vamos dividir um cubo de 1 m de aresta em cubinhos de 1 dm de aresta,
conforme a figura abaixo.

Assim, observamos que o metro cibico foi di- /ﬁ~
vidido em 1.000 decimetros ctibicos, com o que im_~
concluimos: .

1 m? = 1.000 dm’* /

Repetindo o raciocinio para as demais unida- {
des da escala, concluimos também que:

1km* = 1.000 hm? T N N e — 50 O™
m } v Jes A1 =W 1dm
1 hm* = 1.000 dam® l | DN AT

1 dam?® = 1.000 m? \

1dm? = 1.000 cm? Ko,

1em® = 1.000 mm? RN

Fonte: Colegéo F (2009, p. 218 apud MORAIS, 2013, p. 76).

Para Morais (2013, p. 76), a explicacdo apresentada na figura 3

[...] além de contribuir para dar sentido a conversdo de unidades, articula as
representagdes simbdlicas, que no caso também cumprem uma fun¢do: o desenho do
cubo em perspectiva é um elemento importante da explicacdo e relaciona o0s
aspectos numéricos e geométricos.

Além disso, essas representacGes permitem realizar distincdo entre elementos dos
quadros geomeétrico, numérico e das grandezas.

O autor finaliza o critério volume-conceito destacando que a articulacdo entre o sélido,
a grandeza e a medida é favorecida, no entanto como a quantidade de situacbes de
comparacgdo e producdo classificadas foi baixa, a distin¢cdo entre o sélido e a grandeza néo
poderd ser evidenciada. Vale ressaltar, que tais situacdes representam apenas,
respectivamente, 4% e 3,4% de todas as situacOes classificadas nos livros didaticos
analisados. Por outro lado, diante da grande quantidade de situacdes de medicgéo classificadas,
assim como das definigdes apresentadas, “o aspecto numérico pode reforcar uma concepgao
de volume como um numero.” (MORALIS, 2013, p. 120), conforme nos mostra a figura 4 a

sequir:

Figura 4: Exemplo de associagdo entre volume e um nimero apresentado por Morais (2013, p.104).
Por exemplo, considere um paralelepipedo reto-retangulo de dimensées 2 cm, 3 cm
e 4 cm. Como o cubo de aresta 1 cm cabe nesse paralelepipedo 2 - 3 - 4 vezes, podemos
entdo dizer que o volume desse sélido €:
2:3:4=24cm?
Fonte: Cole¢do E (2010, p. 277 apud MORAIS, 2013, p. 104).
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Nesse caso, observamos uma igualdade entre um nimero (produto de trés fatores 2, 3
e 4) e uma grandeza (o volume representado por 24 cm®), o que, para Morais (2013), é uma
escolha didatica inadequada, pois estabelece uma igualdade entre elementos de naturezas
distintas.

Por fim, no dltimo critério apresentado, volume-férmula, o qual compreende a
abordagem das formulas de volume dos solidos geométricos, Morais (2013, p.107) constatou
que “as formulas de volume dos so6lidos estudados usualmente na escola (prisma, piramide,
cilindro, cone e esfera) sdo contempladas em todas as colegdes.”. Porém, duas colegdes nao
apresentam, de forma explicita, a formula do tronco da pirdmide, sendo que uma delas
também ndo traz a do volume do tronco de cone. Entendemos que a auséncia dessas formulas
pode trazer alguns beneficios ao processo de ensino e aprendizagem, pois ao invés se prender
a elas o professor pode estimular o aluno a calcular o volume desses sélidos por meio de
outros recursos, como semelhanca de triangulos e decomposicdo. Nesse estudo, buscamos
verificar se os livros didaticos apresentam, além das formulas, outras possibilidades para o
calculo de volume de sélidos, que favoreca o desenvolvimento do raciocinio do aluno.

Morais (2013, p.107) identificou ainda a existéncia de conexdes entre as formulas
estudadas, “[...] o que possibilita estabelecer relagdes entre os volumes dos solidos.”. A
formula do paralelepipedo reto-retangulo, por exemplo, é utilizada como suporte para a
construcdo da férmula de um prisma qualquer, e também como apoio para a introducéo da
formula de volume da piramide e do cilindro. Concordamos com o autor, ao afirmar que essas
conexdes favorecem tanto a articulacdo entre o volume de sélidos distintos, como a
exploracdo da ideia de que sélidos distintos podem ter o mesmo volume. Tal exploragédo
também é destacada por Figueiredo (2013, p. 24) ao relatar que:

[...] devemos considerar que, do mesmo modo que ocorre para a area, sélidos
diferentes podem ser equivalentes em relagdo ao volume, o que leva a necessidade
de distinguir o solido e seu volume. Assim, como a mudanca de unidade de volume
provoca mudanca na medida do volume, mas ndo no volume enquanto uma
grandeza, o que justifica a necessidade de distinguir volume (que no nosso marco
tedrico é a grandeza) e medida de volume (que na nossa base tedrica € um ndmero).
O par nimero/unidade é uma maneira de expressar o volume como grandeza.

De fato, ao apresentar situagfes como essa, os livros didaticos possibilitam ao aluno
compreender conceitos e propriedades que sdo, muitas vezes, esquecidos ou simplesmente
ignorados pelos docentes.

Em relacdo a introducéo das formulas do volume dos referidos sélidos, Morais (2013)

evidenciou que todas as cole¢des analisadas partem do bloco retangular. Tal introducéo é
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realizada, na grande maioria das cole¢des, por meio da decomposi¢do do sélido em unidades

de volume'®, conforme apresentado na figura 5 a seguir:

Figura 5: Exemplo da introducéo do volume do bloco retangular apresentado por Morais (2013, p.104).

Vamos calcular quantas vezes o cubo unitario de aresta 1 cm cabe em um
paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes 4 cm, 2cme 3 cm.

Analisando a figura, vemos que o paralelepipedo é formado por 4 - 2 = 8 cubos
unitarios na base e que tem 3 camadas iguais a camada da base.

Logo, tem 3 - 8 = 24 cubos unitarios no total e, portanto, o paralelepipedo é
formado por 4 -2+ 3 = 24 cubos de 1 cm’ de volume. Dizemos, entdo, que o
volume do paralelepipedo dado é 24 cm’.

Fonte: Colecdo A (2010, p. 178 apud MORAIS, 2013, p. 109).

Esse método de resolugdo, segundo Morais (2013, p. 109), é utilizado para “[...]
generalizar a formula V = a:b-c (onde a, b e ¢ sdo os comprimentos das arestas do sélido
concorrentes em um vértice).”. No entanto, o autor chama a atengdo para o fato de essa
formula ser estendida a outras atividades, sem justificativa prévia, nos casos em que 0
“dominio das medidas dos comprimentos das arestas ¢ o conjunto dos nimeros reais.”
(MORAIS, p 109). Essa situacdo pode ndo ser conveniente, pois, nessa etapa de ensino, é
sugerido que a construcdo da formula de volume ocorra de modo a favorecer a compreensado
dos alunos.

Ainda no tocante ao critério volume-férmula, Morais (2013, p. 112) analisou o0 uso do
principio de Cavalieri como recurso para justificar as formulas de volume. Nesse caso, ficou
constatado que tal principio é contemplado em todas as colec¢des analisadas, no entanto, a sua
abordagem, em algumas colecdes, “ndo estd suficientemente clara: ora ndo se distinguem as
hipoteses do que se deseja provar, ora ndo se justifica a igualdade das se¢des das areas [...]".

No exemplo apresentado na figura 6 a seguir, € possivel observarmos essa afirmacéo:

15 \Volume de um cubo unitario



Figura 6: Exemplo de abordagem do principio de Cavalieri apresentado por Morais (2013, p.113).

S S,
B ‘\QE/ ————2—-‘/

Volume de um prisma qualquer

Considere um prisma S, e um paralelepipedo reto-retangulo S, de mesma altura h
e de bases equivalentes (de mesma area), apoiados num plano « e situados num
mesmo semiespaco.

Qualquer plano B paralelo a a que intercepte os dois prismas determina seccoes
transversais de mesma area: A, = A, (I

Assim, pelo principio de Cavalieri, os dois prismas tém volumes iguais, isto é:
V, =V, (), sendo V, = volume do prisma S, e V, = volume do prisma S,.
Como S, é um paralelepipedo reto-retangulo, seu volume pode ser dado por:
V, = area da base X altura

Como A, é a area de uma secgao transversal de S,, temos A, como a area da base
do prisma S,. Assim: V, = A, x h (lll)

De (I1) e (Il1), temos V, = A, X h; e por (I), vem V, = A, X h.

Mas, como toda seccao transversal de um prisma tem a mesma area de sua base,
temos que o volume de um prisma qualquer é:

| Ve = dreada base X altura |

prisma |

Fonte: Colegédo A (2010, p. 180 apud MORAIS, 2013, p. 113).

Para Morais (2013, p. 113), os argumentos apresentados nesse exemplo séo

insuficientes para justificar a igualdade das areas A; e A,.

necessidade de justificar que “a intersegdo de qualquer plano paralelo ao plano de sua base

by

determina figuras planas equivalentes a base, permitindo obter, a partir da hipbtese, o
resultado esperado.”. Outro ponto negativo destacado pelo autor, em relacéo a esse principio,
¢ a forma ndo muito clara que uma determinada colecdo enuncia 0 mesmo, conforme

observamos na figura 7 a seguir.

Figura 7: Exemplo de enunciado do principio de Cavalieri apresentado por Morais (2013, p.115).
Sejam dois sélidos S, e S, de mesma altura h, apoiados em
um mesmo plano horizontal «. Se todo plano paralelo a « cortar
um dos sélidos e cortar também o outro, determinando duas
regides planas de mesma érea, entdo esses sélidos tém volumes

iguais.

Cada regido plana determinada pela intersecdo de um plano
paralelo a & é denominada sec¢do transversal.
Fonte: Cole¢do C (2010, p. 99 apud MORAIS, 2013, p. 115).

Nesse caso, 0 autor salienta a



40

Nota-se, nesse exemplo, que o trecho, [...] se todo plano paralelo a a cortar um dos
solidos e cortar também o outro [..], ndo estda apresentado de maneira correta, pois
“considerando a natureza de um plano, se ele corta um sélido, necessariamente cortard o
outro.” (MORAIS, 2013, p. 115). Entendemos que situacOes iguais a essa podem levar o
aluno a ter uma compreensao errénea de conceitos e propriedades do conteldo em quest&o,
pois é muito comum o aluno tomar como verdade todas as informagdes apresentadas nos
livros didaticos que utiliza. Nesse caso, caberd ao professor esclarecer o erro para que nao
influencie no processo de ensino e aprendizagem.

Assim, diante desses resultados percebemos que o tema volume, nos livros didaticos,
ainda tem um grande potencial a ser explorado para a melhoria do ensino e aprendizagem de
conceitos e propriedades. De fato, tanto as lacunas deixadas por Morais (2013), para que um
estudo mais aprofundado seja realizado, quanto as questdes levantadas no decorrer da reviséo,
sdo pontos importantes que precisam ser analisados e discutidos. Entendemos que, ao
analisarmos uma quantidade considerdvel de cole¢fes, como no caso de Morais (2013),
alguns pontos importantes do estudo podem ficar comprometidos, tendo em vista que o tempo
disponivel para a conclusdo da dissertacdo € pequeno. Dessa forma, buscamos, nessa
pesquisa, realizar um estudo sobre o ensino de volumes de sélidos geométricos em quatro
colegBes aprovadas pelo PNLD 2012, entretanto, daremos énfase na cole¢cdo mais adotada
pelas escolas publicas brasileiras. Em nosso entendimento, quando focamos uma colecéo
especifica, tanto a identificacdo e analise de conceitos, procedimentos e algoritmos, quanto as
escolhas didaticas realizadas pelos autores relativas ao ensino de volume de sdélidos
geométricos podem ser melhor caracterizadas. Assim, podemos dizer que nossa inten¢do com
esse estudo € colaborar com o ensino e aprendizagem do conteudo de volumes, além de

complementar o trabalho desenvolvido por Morais (2013).
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CAPITULO Il - O CONCEITO DE VOLUME

2.1. DEMONSTRACOES DAS FORMULAS DO CALCULO DE VOLUME DE
SOLIDOS GEOMETRICOS

Discutimos, na sequéncia, alguns métodos utilizados para calcular o volume de sélidos
geométricos. Para isso, apresentamos além da nocdo intuitiva de volume os principais
teoremas e defini¢des utilizados nos calculos numéricos, e que consideramos essenciais para a
compreensdo do que escolhemos para apresentar. Como esse processo envolveu diversos
conceitos de area de regides poligonais, apresentamos, também, algumas propriedades sobre
esse tema, importantes para o desenvolvimento de demonstraces realizadas. Entretanto, antes
de iniciarmos essas discussdes achamos pertinente apresentar, resumidamente, algumas
definicBes e elementos de um sélido em especial, o prisma. Nossa intencdo, com essa
apresentacdo, é sanar algumas davidas que possam envolver esse solido.

Para a construcdo deste capitulo nos baseamos em Lima (2009), Lula (2013) e Moise
(1976).

2.1.1. Prisma: DefinicGes e Elementos

Um prisma é um solido formado por duas faces (bases) poligonais, inferior e superior,
paralelas e congruentes, cujas faces laterais sdo paralelogramos.

Figura 8: Definicdo de prisma.
'B

Al -
Fonte: tudo matematica.

Esse solido ¢ denominado de acordo com a forma de suas bases, ou seja, se ele possui

bases pentagonais, por exemplo, sera denominado de prisma pentagonal. Quanto a sua
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classificacdo, os prismas sdo considerados retos se suas faces laterais forem perpendiculares a
base, ou obliquos, quando esse fato ndo ocorrer. Cabe destacar que os prismas retos possuem

altura igual ao comprimento de qualquer uma de suas arestas laterais.

Figura 9: Prisma obliquo e reto.

.
-
-
.t

AL#h A.=h

Prisma Obliquo Prisma Reto

Fonte: Adaptado de http://pt.slideshare.net/PROFZEZEU/prismas-35457771.

Ainda em relacdo aos prismas retos, destacamos duas caracteristicas importantes: suas

faces laterais sdo retangulos; e aqueles que possuem bases poligonais regulares sdo chamados
de prismas regulares.

2.1.2 Paralelepipedo

Denominamos de paralelepipedo um prisma cujas bases sdo paralelogramos. A
superficie total desse solido é a reunido de seis paralelogramos. Um paralelepipedo pode ser:
obliquo; reto; e reto retangulo.

» Paralelepipedo obliquo: € um prisma cujos angulos formados pelas faces com as
bases sdo diferentes de 90°;

Figura 10: Prisma Obliquo.

Paralelepipedo obliquo

Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009)
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> Paralelepipedo reto: € um prisma reto cujas bases sdo paralelogramos. A superficie
total desse solido é a reunido de quatro retdngulos (faces laterais) com dois

paralelogramos (bases). Suas faces laterais sdo perpendiculares a base.

Figura 11: Paralelepipedo reto.

Paralelepipedo Reto
Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009)

> Paralelepipedo reto retangulo: é um prisma reto cujas bases sdo retangulos. A

superficie total desse sélido € a reunido de seis retangulos.

Figura 12: Paralelepipedo reto retangulo.

Paralelepipedo Reto Retingulo
Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009)

O paralelepipedo reto retangulo ainda apresenta um caso particular, o qual
denominamos de cubo. O cubo tem todas as suas faces quadradas, ou seja, todas as suas
arestas sdo congruentes. Dessa forma, como esse sdlido é um caso particular de
paralelepipedo reto retangulo, entdo podemos defini-lo como um prisma reto cujas faces séo

todas quadradas.

Figura 13: Cubo.

/]

Cubo
Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009)
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Assim, diante dessas informacdes, buscamos, na sequéncia, apresentar as discussoes
em torno das demonstracdes das formulas do calculo de volume de solidos geométricos

conhecidos.

2.1.3 Nogéo Intuitiva de Volume

Podemos definir, de forma intuitiva, que o volume de um solido ¢ “a quantidade de
espaco por ele ocupada” (LIMA, 2009, p. 59). Como a ideia central ¢ representar esta
“quantidade de espago” (volume) por um numero real positivo, basta compara-la com uma
unidade e o resultado dessa comparacéo sera justamente o nimero desejado, ou seja, a medida
do volume.

Se tomarmos como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade de
comprimento, seu volume, por definicéo, seré igual a 1. Esse solido serd denominado de cubo
unitéario. Portanto, se a medida da aresta do cubo for igual a 1 m, seu volume ser4 igual a 1 m*;
se a medida da aresta do cubo for igual a 1 dm, entdo a medida do volume ser4 igual a 1 dm?.

Um recurso didatico que possibilita a compreensdo das ideias intuitivas de volume é o
Material Dourado (figura 14), o qual é constituido de cubinhos, barras, placas e cubos. Cada
cubo é formado por dez placas, cada placa € formada por dez barras e cada barra é formada
por dez cubinhos. Nesse caso, considerando que o volume do cubinho seja igual a 1cm?, cubo
unitario, entdo para determinarmos o volume da barra basta somar o volume de 10 cubinhos
ou efetuar o produto da quantidade de cubinhos que formam a barra pelo volume do cubinho,
ou seja, 10 - 1 cm®. Logo, o volume da barra sera igual a 10 cm®. Da mesma forma, para
calcularmos o volume da placa, bastara efetuar a soma do volume de 10 barras ou realizar o
produto da quantidade de barras que formam a placa pelo volume da barra, 10 - 10 cm?, sendo
assim o volume da placa sera igual a 100 cm®. Por fim, para que o volume do cubo seja
determinado, basta somarmos o volume das 10 placas ou efetuarmos o produto da quantidade
de placas que formam o cubo pelo volume das placas, 10 - 100 cm®, dessa forma o volume do

cubo seré igual a 1000 cm®.

Figura 14: Material Dourado.

&
Cubinho

Cubo Placa Barra
Fonte: Educar/USP/Matematica
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Nesse aspecto, entende-se que, para calcularmos o volume de um sélido qualquer
deveremos apresentar um numero que exprima quantas vezes esse solido contém o cubo
unitario. No entanto, se o sélido analisado tiver um formato bastante irregular, ndo poderemos
apresentar com exatiddo o numero de vezes que 0 cubo unitario caberad dentro desse solido.
Portanto, a ideia intuitiva de volume, segundo Lima (2009), devera ser usada apenas como
guia, a qual deveremos atribuir um significado preciso. Assim, se quisermos determinar o
volume de solidos com formatos irregulares ou tamanhos muito grandes ou pequenos
precisaremos de métodos mais avancados que possam ser aplicados a qualquer caso. Ainda

nesse capitulo apresentaremos alguns desses métodos.
2.1.4 Volume de um Paralelepipedo Reto Retangulo.

Um paralelepipedo reto retdngulo fica inteiramente determinado quando conhecemos
trés de suas arestas, concorrentes num mesmo Vértice, conforme observamos na figura 15.
Nesse caso, dizemos que as arestas a, b e ¢ representam, respectivamente, 0 comprimento, a
largura e a altura do cubo, ou seja, as dimensdes desse sélido. Um caso particular de
paralelepipedo reto retangulo é o cubo, o qual possui todas as arestas com 0 mesmo
comprimento e seis faces quadradas iguais.

Figura 15: Paralelepipedo reto retangulo.

.»-/ Z
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b
& 0o

|

Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009)

Para determinarmos o volume de um cubo C cuja aresta mede a unidades de
comprimento, sendo a um ndmero real positivo, basta efetuarmos o produto das medidas das
trés arestas que concorrem num mesmo Vértice. Logo a expressdo algébrica que determina o

volume desse cubo é V¢ = a*, conforme demonstraremos na sequéncia.

Teorema 1. O volume (V) de um cubo de aresta a, sendo a um namero real positivo, é

determinado pelo produto de suas trés dimensdes.



46

Demonstracéo: Consideraremos, nesse caso, trés possibilidades para a medida da aresta a. A
primeira quando a for um nimero natural, a segunda racional e, por fim, quando a for um
namero irracional.

12 possibilidade: Sabemos, por definicdo, que o volume de um cubo unitério € igual a

1. Logo, se a é um numero natural, entdo um cubo cuja aresta mede a unidades de
comprimento pode ser decomposto em a® cubos unitarios justapostos, portanto o volume do
cuboC é

Vc=a'.

2% possibilidade: Seja a:R, com p e g numeros naturais, q=0. Seja U o cubo
q

unitario. Sabemos que Vy = 1. Dividamos a aresta do cubo unitario em ¢ partes iguais. Assim,

.1 . . .
cada uma dessas partes medira —. Seja U’ o cubo cuja aresta é uma dessas partes. Logo sua
q

1 o .
aresta mede = Claramente o cubo unitario U pode ser decomposto em ¢ cubos U'.
q

AssimVy=¢q°- Vu,
Como Vy =1, segue-se imediatamente que

VU': i

q3

Seja, agora, C 0 cubo com areta p vezes a aresta de U". Entéo,

3 3
Ve=p®x Vy = p—s,ouseja, Ve = (Bj .
q q

Portanto, concluimos que o volume de um cubo C cuja aresta é a = B, compeq
q

ndmeros naturais, sendo q = 0, é determinado por

Ve=a’.
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Figura 16: Cubos justapostos - exemplo 1.

Fonte: Espmat/UFRGS/Geometria

32 possibilidade: Seja a é um nimero irracional ¥x <a®, Ir €Q | x < r® < a’. Sejam
Z e C os cubos de arestas r e a, respectivamente. Entéo

X <Vz <Vc =2x<Ve (1)
Usando um raciocinio analogo,

W>a>seQ|ai<s<y.
Seja W o cubo de aresta s. Entdo, pelo acima,

y>Vw>Ve 2Ve<y. (2)
Combinando as equagdes (1) e (2), obtemos que

X<Vc<y.
Facamos
X:ag—e,y:a3+€',com€,€'>0.

Entéo,

3

Ve,e' >0 x=a —€<Vc<a3+€'.

Como € e €' sdo inteiramente arbitrarios, e podem portanto ser tomados tdo pequenos

guanto quisermos, vemos que
Ve = a3.

Com esse resultado, podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2. O volume de um paralelepipedo reto retangulo de dimens@es a, b e ¢, nUmeros

reais positivos, é determinado pelo produto de suas dimensdes.

Demonstracao: Suponhamos, inicialmente, que P seja um paralelepipedo reto retangulo cujas

trés dimensdes (arestas) tenham como medidas ndmeros racionais. Como as medidas sé@o
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ndmeros racionais entdo podemos sempre reduzi-las a um mesmo denominador e, portanto,

: .abc . .
supor que essas medidas sejam —,—e—, com &, b, ¢ e g sendo numeros naturais.
qaqgq

Decompondo as trés arestas do paralelepipedo P, respectivamente, em, a, b e c,

L . 1 . o
segmentos iguais, cada um deles com comprimento —, o paralelepipedo ficara decomposto
q

. 1
em a - b - ¢ cubos justapostos, sendo que cada um desses cubos com arestas — e, portanto, seu
q

3
volume serd igual a (lj . Logo, o volume do paralelepipedo P é
q

Figura 17: Cubos justapostos - exemplo II.

LW W W

Fonte: Espmat/UFRGS/Geometria

Portanto, o volume de um paralelepipedo reto retangulo P cujas medidas das

dimensGes s@o numeros racionais € determinado pelo produto de suas dimensdes, ou seja,
Vp=a-b-c.

Agora, cabe-nos demonstrar que o teorema também é valido quando pelo menos uma
das medidas das dimens@es (arestas) seja um nimero irracional. Para isso, vamos considerar
um paralelepipedo reto retangulo P cujas medidas das dimensfes medem a, b e ¢, onde pelo
menos uma dessas medidas seja um ndmero irracional.

Suponhamos que um ndmero p seja menor que a - b - ¢. Dessa forma, podemos
encontrar nimeros racionais I, m e n tais que | <a, m < b, n < ¢ tdo préximos de a, b e c,
respectivamente, que u <l -m - n<a - b - c. Assim, o paralelepipedo P contém um
paralelepipedo menor Q cujas arestas medem |, m e n, logo, o volume do paralelepipedo Q é
menor que o paralelepipedo P, ou seja, Vo < Vp_ Portando, p <1 -m-n=Vqg< Vp, isto &, n <
Vp.
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Analogamente considerando um ndmero y > a - b - ¢, podemos encontrar nimeros
racionais r,set, taisquer >a, s> bet> ctdo proximos de a, b e c, respectivamente, que a -
b-c<r-s-t<y Dessamaneira, o paralelepipedo P esta contido em um paralelepipedo R
maior cujas arestas medem r, s e t, logo, o paralelepipedo P € menor que o paralelepipedo R,
ou seja, Vp < Vg. Assim, temos que Vp<r-s-t=Vg<y,istoé, Vp<y. Comopu< a-b-c<y,
segue que

Vp=a-b-c.

Portanto, o volume de qualquer paralelepipedo reto retangulo é dado pelo produto de
suas trés dimensoes.

Até 0 momento, apresentamos uma expressdo para determinar o volume de um
paralelepipedo reto retdngulo. No entanto, para calcular o volume de outros solidos,
necessitamos de métodos mais abrangentes como, por exemplo, o Principio de Cavalieri, 0

qual apresentaremos a seguir.

2.1.5 Principio de Cavalieri

No ensino médio o estudo de volume de sélidos geométricos tem como uma das bases
0 principio de Cavalieri, o qual “[...] deve ser tomado como ponto de partida para o estudo de
volumes de solidos (cilindro, prisma, piramide, cone e esfera), permitindo ao aluno
compreender o significado das formulas.” (BRASIL, 2006, p. 75-76).

A demonstracdo desse principio é uma aplicacdo mediata do teorema de Fubini, do
século XX, sendo feita com uso da Teoria da Medida. No entanto, apesar de ser um teorema,
esse principio é tratado, nos livros didaticos e textos de matematica elementar, apenas como
postulado ou axioma. A opcdo por adota-lo sem demonstragdo ocorre para “[...] evitar as
dificuldades de se apresentar precocemente essa teoria.” (PATERLINI, 2010, p. 43). Segundo
0 autor, o responsavel em suprir tais dificuldades é o professor, que, por meio de uma
explicacdo plausivel, apresenta a ideia traduzida por esse principio aos estudantes do ensino
médio, 0s quais ndo oferecem resisténcia em aceita-la.

Os principios de Cavalieri ou metodo dos indivisiveis foi desenvolvido pelo
matematico Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647) e publicado em 1635 por meio do livro
Geometria Indivisibilibus. No entanto, de acordo com Boyer (1996), o método dos
indivisiveis, como era chamado por Cavalieri, ja era utilizado pelos antigos gregos para
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obtencdo de volumes de sélidos, como por exemplo, Democrito (460 - 370 a. C.) e
Arquimedes (287 — 212 a. C.).

A obra apresentada por Cavalieri, segundo Eves (2004), é considerada excessivamente
longa e “[...] pouco clara, sendo dificil até¢ descobrir o que ele entendia por indivisivel.” (p.
425). Entretanto, a utilizacdo dos seus resultados no calculo de &reas e volumes sdo fatores
que comprovam a sua validade. Nesse sentido, ao serem aceitos como verdadeiros, seus
resultados nos permitem “[...] resolver muitos problemas de mensuragdo que normalmente
requereriam técnicas avangadas de calculo.” (EVES, 2004, p.426).

Os resultados apresentados por Cavalieri deram origem a dois principios, sendo um
relativo ao célculo de &reas e o outro ao célculo de volumes. Contudo, discutiremos aqui
apenas o principio utilizado para o calculo de volumes, cujo valor préatico sera evidenciado na

sequéncia.

2.15.1  Principio de Cavalieri para o Célculo de Volumes.

De acordo com esse principio, ao tomarmos dois sélidos, S; e Sy, com bases em um
mesmo plano A, sendo este horizontal, se todas as se¢des transversais (intersecdes dos planos
paralelos a £ com os solidos) dos dois solidos, na mesma altura, tem a mesma area, entdo S; e

S, tém 0 mesmo volume.

Figura 18: llustracdo do Principio de Cavalieri.

S5, S,

&

/sy |, ! 7

/_/, ------ : 7
Y

Fonte: Lula (2013).
Dessa forma, o principio de Cavalieri que utilizaremos em nosso trabalho pode ser

enunciado da seguinte forma:

Principio de Cavalieri: Dados dois sélidos S; e S, com bases sobre um mesmo plano. Se
qualquer plano a, paralelo ao plano P, secciona S; e S, segundo figuras planas aS; e aS;

de mesma area, entdo os solidos S; e S, tém 0 mesmo volume.
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Conforme ja dissemos anteriormente, o principio de Cavalieri € um teorema, ou seja,
pode ser demonstrado, porém, sua demonstracdo envolve conceitos mais avancados da Teoria
da Medida, logo tomaremos seu resultado como verdadeiro. Na sequéncia, apresentaremos

como esse resultado pode ser aplicado para calcular o volume de outros sélidos.

2.1.5.2 Célculo do Volume de um Prisma.

Demonstramos, anteriormente (Teoremas 1 e 2), que o volume de um cubo e de um
paralelepipedo reto retangulo, dois casos particulares de prismas, é determinado pelo produto
de suas dimensdes. Agora, com base no principio de Cavalieri, demonstraremos que o volume

de um prisma qualquer pode ser determinado pelo produto da area da base pela altura.

Teorema 3. O volume de um prisma qualquer € determinado pelo produto da area da base

pela altura.

Demonstracdo: Sejam A e h a area da base altura, respectivamente, de um prisma P e,  um
plano horizontal inferior que o contém. Consideremos também um paralelepipedo reto
retangulo Q, cuja base inferior esta sobre «, com altura e area da base iguais as do prisma.
Tomemos agora, um plano y, paralelo a «, que secciona os dois solidos a uma altura hy do

plano «, conforme podemos observar na ilustragdo da figura 19.

Figura 19: Areas equivalentes - exemplo I.

Fonte: Adaptado de Souza et. al (2009).



52

Notemos que os dois sélidos séo seccionados pelo plano y produzindo duas secfes de
areas Ap e Ag no prisma P e no paralelepipedo Q, respectivamente. Sabemos, por definicao®®,
que o paralelepipedo também é um prisma e que em todo prisma uma se¢do paralela a base é
congruente com essa base'’. Logo, podemos concluir que essas secbes tém areas iguais, ou
seja, Ap=A=Aq.

Dessa forma, como os dois solidos possuem a mesma altura e as se¢des, determinadas
por um plano paralelo a base, possuem a mesma area, entdo, pelo Principio de Cavalieri, seus
volumes sdo iguais. Como o volume do paralelepipedo reto retangulo é determinado pelo
produto de suas trés dimensdes (Vparalelepipedo = @ * b - ), Teorema 2, o que, neste caso,
equivale a dizer que o volume do paralelepipedo é igual ao produto da area da base pela altura
(Vparalelepipedo = A - h), concluimos que o volume do prisma P também é determinado pelo
produto da area da base pela altura, isto é,

Vp=A-h.

Percebemos, na demonstracdo anterior, que ao aplicarmos o principio de Cavalieri
reduzimos o calculo de volumes ao célculo de areas. Essa mesma ideia pode ser aplicada para
deduzir as formulas de outros solidos. Dessa forma, daremos sequéncia, nesse trabalho, com o

calculo do volume de uma pirdmide.
2.1.5.3  Calculo do Volume de uma Piramide.

Definicdo 1: Seja A1A2As...A, um poligono convexo, a base da pirdmide, situado em um plano
horizontal £ e, P um ponto, fora do plano de S, denominado de vértice da piramide. A
piramide fica determinada quando ligamos o ponto P a todos os pontos do poligono e seu
interior. Logo, a reunido de todos 0s segmentos que tem uma extremidade em P e a outra num

ponto qualquer do poligono constitui a piramide R, de base A1A»As...A, € vértice P.

16 paralelepipedo é a designagdo dada a um prisma formado por duas faces (bases) poligonais, inferior e superior,
paralelas e congruentes, cujas faces laterais sdo paralelogramos.

Y Tomamos como verdade que as secdes determinadas em um prisma por planos paralelos & base s&o
congruentes, entretanto, tal afirmacdo pode ser demonstrada (LIMA, 2009).
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Figura 20: Pirdmide qualquer.
P

Fonte: Adaptado de Portal da Matematica.

Assim como no prisma, uma pirdmide sera denominada de acordo com sua base, isto
é, se sua base é um tridngulo, entdo a denominaremos de piramide triangular ou tetraedro, se a
base for um quadrilatero sera dita piramide quadrangular e assim sucessivamente.

Se a base de uma piramide for um poligono regular e a altura da mesma coincidir com
0 centro desse poligono, a piramide sera classificada como regular ou reta. Nesse caso, todas
as arestas e faces laterais serdo, respectivamente, congruentes e triangulos isosceles
idénticos'®. As piramides que ndo se encaixam no contexto acima descrito sdo chamadas de
obliquas.

Antes de demonstrarmos 0s proximos teoremas, apresentaremos algumas propriedades
qgue julgamos serem fundamentais para a compreensdo dos mesmos. Tais propriedades,
referentes as piramides triangulares, sdo importantes, pois podem ser estendidas a outras
pirdmides.

Inicialmente, consideraremos uma piramide Q, de base triangular ABC, vértice P e
altura H, seccionada por um plano, paralelo a base, a uma distdncia h do vértice P.
Tomaremos também, os pontos X e Y, situados, respectivamente, na base e na secdo, dessa
piramide, estando ambos localizados sobre a perpendicular baixada pelo vértice P, conforme

mostra a figura 21 a seguir:

'8 Tomamos tal afirmagéo como verdade, entretanto, a mesma pode ser demonstrada (LIMA, 2009).
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Figura 21: Raz8o de semelhanca - exemplo I.

Fonte: Adaptado de Lula (2013).

Agora, mostraremos que os triangulos DEF e ABC sdo semelhantes, sendo % a razéo

2
de semelhanca e, consequentemente, (%) a razdo entre as areas dos triangulos DEF e ABC.

Primeiramente, vamos mostrar que os tridngulos ABC e DEF s&o realmente
semelhantes com razdo k. Para isto, observemos, na figura 21, os tridngulos PDE e PAB.
Notemos, que 0s segmentos DE e AB sdo paralelos, ent&o, pelo Teorema Fundamental®, os
triangulos PDE e PAB sdo semelhantes. Dessa forma, podemos dizer que

L ()

Analogamente, os triangulos PEF e PBC também sdo semelhantes, pois 0s segmentos

EF e BC séo paralelos. Logo, teremos
. % . % . % D)

Da mesma forma, os triangulos PDF e PAC s@o semelhantes, pois, assim como nos

casos anteriores, 0s segmentos DF e AC também séo paralelos. Entdo, podemos afirmar que

PF_PD DF

= = = (1)
PC PA AC
Logo, por (), (I1) e (I11), concluimos que
DE EF DF
AB BC AC

Portanto, os triangulos DEF e ABC sdo realmente semelhantes com razéo k.

9 Teorema Fundamental: Se uma reta é paralela a um dos lados de um triangulo e encontra os outros dois lados
em pontos distintos, entdo o tridngulo que ela determina é semelhante ao primeiro.
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Por fim, cabe-nos mostrar que k = % Para isto, observemos, figura 21, os triangulos

PYE e PXB. Nota-se, facilmente, que esses triangulos sdo semelhantes, pois 0s segmentos YE
e XB sdo paralelos, o que nos remete a dizer que
PY _YE_PE_,
PX XB PB
Como o segmento PY ¢ perpendicular ao plano da secdo, com PY = h, e 0 segmento
PX € perpendicular ao plano da base, com PX = H, entdo os triangulos PYE e PXB sdo,
respectivamente, retangulos em Y e X, logo, k =%=%. Portanto, os triangulos DEF e

ABC sdo semelhantes e k = %

A analise apresentada acima, nos permite, enfim, determinar uma relacdo entre as
areas da base e da secdo. Nesse caso, consideraremos h; a altura relativa a base EF, do
triangulo DEF, e h; a altura relativa a base BC do tridngulo ABC. Como os triangulos ABC e

DEF s&o semelhantes, entdo todos os segmentos opostos a0 mesmo angulo desses triangulos

séo proporcionais e a razao da proporcéo sera dada por 0 Logo, podemos afirmar que:

A s EF -h
Aper (Area do tridangulo DEF) = > iy
< o BC .h
Ansc (Area do triangulo ABC) = C2 2
EF -h,
Aoer. A.. EF-h
DEF(Razdo entre as Areas) = — 2 —= DEF )
ABC BC N, AABC BC h2
2
C0m0 E = ﬂ = 1 , entéo,
BC h, H

2
Aoge _ NN Ao :(ﬁj _
Agc H H Apec H

h), ) . .
Portanto, (ﬁj é a razdo entre as areas dos triangulos DEF e ABC.

Agora, com as propriedades acima apresentadas, podemos demonstrar 0s seguintes

teoremas:
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Teorema 4: Duas piramides de mesma base e mesma altura possuem o mesmo volume.
Demonstragéo: Sejam K e L duas piramides de mesma base triangular, ABC, mesma altura,
H, e vértices, P; e P,, seccionadas por um plano, paralelo a base, a uma distancia h dos

vertices, o qual constitui duas secOes de areas S; e S, em K e L, respectivamente.

Figura 22: Areas equivalentes - exemplo II.

B B
|
h
s, 4 S,
H
A C
B

Fonte: Adaptado de Lula (2013).

Nota-se, facilmente, que as se¢des S; e S, possuem a mesma area, pois

2
AABC_AABC=£ —~S =5
H 1 2"

Logo, pelo principio de Cavalieri, concluimos que as piramides K e L possuem o
mesmo volume.

Teorema 5: O volume de uma piramide triangular é um terco do produto de sua altura pela
area da base.

Demonstracao: Seja Q um prisma triangular de base ABC e altura h, entdo, o volume desse
prisma sera determinado pelo produto da area da base pela altura, ou seja,
VQ = AABC' h.
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Figura 23: Prisma.

A C

B

Fonte: Guia do professor.

Dividiremos, nesse momento, o prisma Q em trés piramides triangulares, conforme a

figura 24 a seguir:

Figura 24: Particdo do prisma em pirdmides.

L AN AN
A\BM; A\BVC AC

U &

Fonte: Adaptado de Guia do Professor - UNICAMP.

Sabemos que em um prisma as bases paralelas possuem a mesma area, entdo as areas
das bases do prisma Q, figura 23, sdo iguais, isto é, Aagc = A4¢c. L0Ogo, observando a figura

24, temos que:

i.  Aspiramides | e Il ttm o mesmo volume.

Nesse caso, consideraremos 4’B’C’ e A, respectivamente, a base e o vértice da
piramide | e, da mesma forma, ABC e B’, a base e o vértice da piramide Il1l. Como as duas
piramides possuem bases e alturas iguais, logo, pelo Teorema 4, o volume da pirdmide | é
igual o volume da piramide I11, ou seja,

Vi=Vn.
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ii.  Aspiramides | e Il ttm o mesmo volume.

Agora, consideraremos AB’C’ e A’, respectivamente, a base e o vértice da piramide I,
assim como, AB’C’ e C, a base e o vertice da piramide Il. Como no caso anterior, as duas
pirdmides possuem bases e alturas iguais, logo o volume da pirdmide | é igual o volume da
piramide 1, ou seja,

Vi=Vj.

Dessa forma, por i e ii, concluimos que V, = V), = Vj;;. Logo, o prisma Q foi dividido
em trés piramides triangulares com o mesmo volume, entdo:

Vp = 3-Vpiramiden = Angc * N = Vpiramiden = % Aagc - h.

Portanto, o volume de uma piramide triangular é dado por um terco do produto de sua
altura pela area da base.

Por fim, cabe-nos demonstrar que esse resultado € valido para piramides em geral.

Teorema 6: O volume de uma pirdmide qualquer é um terco do produto de sua altura pela
area da base.

Demonstracdo: Para demonstrarmos esse teorema, devemos observar que qualquer piramide
pode ser dividida em pirdmides de base triangular. Esta divisao é feita dividindo-se a base em
triangulos, por meio de diagonais e definindo cada plano de divisdo da piramide por uma
dessas diagonais da base e pelo vértice da piramide, como nos mostra a figura 25 a seguir:

Figura 25: Pirdmide qualquer.

Fonte: Adaptado de Guia do Professor.

Suponhamos, entdo, que uma piramide R, de altura h e area da base A, tenha sido

dividida em n triangulos de areas A, Ay, Az, As,..., Ar. O volume da piramide original sera
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dado pelo somatério dos volumes das pirdmides triangulares de bases A, Az, Az, Ag,..., An.
Logo,
1 1 1
Vpirémide = g As-h +§ A,-h +...+§ An -h

(13 _—

(Ar+A+..+A)-h

W

1
Vpirémide = gA' h.

Portanto, o volume de uma pirdmide qualquer é dado por um terco do produto de sua

altura pela area da base.
2154 Calculo do Volume de um Cone.

Definigcdo 2: Seja A uma figura plana, a base do cone, situada em um plano horizontal ge, P
um ponto, fora do plano de A, denominado de Vvértice do cone. O cone fica determinado
guando ligamos o ponto P a todos os pontos de A. Logo, a reunido de todos 0s segmentos que
tem uma extremidade em P e a outra num ponto qualquer de A constitui o cone K, de base A e

vértice P.

Figura 26: Cone qualquer.
P

Yesr:

Fonte: Adaptado de http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/geometria/cone/cone.htm.

Um cone sera classificado conforme a inclinagdo do seu eixo central em relagdo ao
plano da base, isto &, se esse eixo for perpendicular ao plano, o cone serd denominado de reto,
caso contrario, de obliquo. Cabe destacar também, que todo cone cuja base é um circulo sera
chamado de cone circular. Nesse caso, se 0 mesmo for reto e possuir a geratriz igual ao

diametro da base sera denominado de cone equilatero.
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Para calcularmos o volume de um cone qualquer utilizamos uma férmula similar a
utilizada no célculo do volume de uma pirdmide qualquer. Para compreendermos melhor este

caso, enunciaremos e demonstraremos, na sequéncia, o seguinte teorema:

Teorema 7: O volume de um cone qualquer é um terco do produto de sua altura pela &rea da

base.

Demonstracdo: Sejam A e H a area da base e altura, respectivamente, de um cone T e, & um
plano horizontal inferior que o contém. Consideremos também uma piramide qualquer Q, cuja
base inferior esta sobre «, com altura e &rea da base iguais as do cone. Tomemos agora, um
plano y, paralelo a «, que secciona os dois sélidos a uma altura hy do plano «, obtendo as

secdes de areas A; e A, conforme podemos observar na ilustracdo da figura 27.

Figura 27: Areas equivalentes - exemplo III.

Fonte: Adaptado de Lula (2013).

Como as segOes A e A, sdo circunferéncias, logo tomaremos R e r como seus

respectivos raios e, B e D como seus respectivos centros, conforme a figura 28 a seguir:

Figura 28: Raz8o de semelhanca - exemplo II.

P

Fonte: Adaptado de Lula (2013).
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Tracando a perpendicular PB, no cone T, obteremos os tridngulos PDE e PBC

semelhantes, assim, % = % Entdo, o quociente entre estas areas sera
EE R
A R> (R H)'

A_(hY A,
K‘(Hj AT ATA

Logo, pelo Principio de Cavalieri, os volumes dos dois solidos serdo iguais, isto €,

1
Vpiramide = Vcone = E A- h.

Portanto,

Na sequéncia, definiremos tronco de cone e mostraremos que o volume desse solido

pode ser expresso pela seguinte formula: Vronco = ?(RZ +Rr +r? )

Definigdo3: Sejam H e R a altura e o raio, respectivamente, de um cone reto M e, « um plano
horizontal inferior que o contém. Consideremos também, um plano y, paralelo a «, que
secciona M a uma altura h do plano «. Este plano ird determinar dois solidos: um cone N, de
altura (H — h) e raio r; e o outro denominado de tronco do cone M, de altura h e raios R e r,

conforme a figura 29 a sequir.

Figura 29: Raz&o de semelhanca - exemplo I11.

Fonte: Adaptado de Lula (2013).

Assim como na figura 28, ao tragcarmos a perpendicular PB, figura 29, obteremos os

tridangulos PDE e PBC semelhantes, logo, por semelhanca de triangulos, teremos
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= H_h:Hr:HR—hR:Hr—HR:—hR:

H

R r

=H(-R)=-hR=H MR o MR
(r-R) (R=r)

Como o volume do tronco do cone M ¢ obtido quando subtraimos do cone M, de raio
R e altura H, o cone N, de raio r e altura h, logo
V1ronco = Vcone R)— Vcone ()

o 2lmen gt Hon)
3 3
" =%(R2H—r2H +r?h)

! =%[(R2 —rz)- H +r2h]

ezl
. :%{(m r)-(R-r)- (Rhfzr)Jr rZh}

" =%[(R+r)~hR+r2h]

VTronco = ?(RZ +Rr + I"Z)-
Portanto, a formula que expressa o volume do tronco de um cone reto € Vqronco
=%(R2 +Rr + rz)-

Cabe-nos destacar que esse mesmo raciocinio pode ser utilizado para determinarmos o

volume do tronco de uma piramide qualquer.
Prosseguiremos, a seguir, com a definicdo de cilindro e demonstraremos que Seu

volume é determinado pelo produto da area da base pela altura.
2.1.5.5  Calculo do Volume de um Cilindro.

Definicdo 4: Seja C uma figura plana, a base do cilindro, situada em um plano horizontal « e,
g um segmento de reta, ndo paralelo a «, denominado de geratriz do cilindro. O cilindro fica

determinado quando levantamos por cada ponto de C, um segmento de reta paralelo e com o
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mesmo comprimento que g. Logo, a reunido desses segmentos constitui o cilindro A, de base

C e geratriz g.

Figura 30: Cilindro qualquer.

o

Fonte: Adaptado de http://loadinginformations.blogspot.com.br/2012_09_01_archive.html

Quando a geratriz de um cilindro formar um angulo reto com o plano que contém a
sua base, o chamaremos de cilindro reto, caso contrario, cilindro obliquo. Cabe-nos destacar
também, que todo cilindro cuja base é um circulo sera chamado de cilindro circular. Nos
casos em que o didmetro da base, de um cilindro circular reto, for igual a sua geratriz (altura),
0 denominaremos de cilindro equilatero.

Para determinarmos o volume de um cilindro, basta efetuarmos o produto da area da

base pela altura, conforme apresentaremos na sequéncia.
Teorema 8. O volume de um cilindro é determinado pelo produto da area da base pela altura.

Demonstracdo: A demonstracdo desse teorema € analoga a demonstragdo do Teorema 3.
Dessa forma, consideremos A (zR?) e h a altura e a area da base, respectivamente, de um
cilindro circular C e, « um plano horizontal inferior que o contém. Agora, construiremos um
paralelepipedo reto retdngulo P, cuja base inferior esta sobre ¢, com altura e &rea da base
iguais as do cilindro. Tomemos agora, um plano g, paralelo a ¢, que secciona os dois solidos

a uma altura ho do plano «, conforme apresentado na ilustragéo da figura 31.



64

Figura 31: Areas equivalentes - exemplo V.
€

.

5
<

=

Y.
P

Fonte: Adaptado de Lula (2013).

il

Como os dois solidos possuem a mesma altura e as secdes, determinadas pelo plano

paralelo a base, possuem a mesma é&rea®, isto é, Ap = A = Ac, entéo, pelo Principio de
Cavalieri, seus volumes sdo iguais. Portanto, concluimos que o volume do cilindro, assim
como o do prisma, é determinado por

Vc=A"h.

2.1.5.6  Caélculo do Volume de uma Esfera.
Definicdo 5: Denominamos de esfera, cujo centro e raio sdo, respectivamente, O e R, 0
conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao centro € menor ou igual ao raio R. J& o raio da

esfera é a distancia entre um ponto B qualquer, localizado na superficie da esfera, e o ponto O.

Figura 32: Raio da esfera.

Fonte: Adaptado de http://soumaisenem.com.br/matematica/conhecimentos-geometricos/esferas

2 Tomamos como verdade que e secdes determinadas em um cilindro por planos paralelos & base s&o
congruentes, entretanto, tal afirmacdo pode ser demonstrada (LIMA, 2009).
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Assim como nos casos anteriores, para determinarmos a formula que expressa o
volume de uma esfera utilizaremos o Principio de Cavalieri. Logo, é necessario encontrar
outro solido cujas se¢des transversais tenham areas iguais, em todos os niveis da esfera.

Dessa forma, deveremos, primeiramente, determinar as areas das secfes transversais
da esfera. Para isso, consideremos um plano y qualquer que secciona uma esfera A, de raio R,

a uma distancia h do seu centro, conforme destacado na figura 33 a seguir.

Figura 33: Area da segéo.

Fonte: Adaptado de http://www.infoescola.com/geometria-espacial/esfera/

Nota-se que para a area da secdo (As) ser determinada basta conhecermos o raio da
circunferéncia que foi formada. Como o raio da esfera e a distancia do centro da esfera ao
centro da circunferéncia sdo conhecidos, logo, pelo teorema de Pitagoras, teremos

RP=h?+d*=>d*=R?*-h

Portanto, a area da secéo sera dada por Ag = n(R? — h?).

Esse resultado permite-nos demonstrar o seguinte teorema:

. , 4
Teorema 9. O volume de uma esfera de raio R é — 7R3,

Demonstragdo: Sejam C e E, respectivamente, um cilindro reto, cuja base € um circulo de
raio R e a altura tem medida 2R, e uma esfera de raio R;. Tomemos também, um plano
horizontal «, tangente & esfera, no qual esta contido a base de C, conforme mostrado na figura
34.

Construamos agora dois cones, no interior de C, com vértices no ponto medio do
segmento que liga os centros das bases de C (superior e inferior) e com as mesmas bases de C.

Logo, o solido T, que é limitado exteriormente pela superficie lateral do cilindro e,
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interiormente, pelos dois cones, terd volume (V1) igual a diferenca entre o volume de C

(27R®) e 0 volume dos dois cones @ﬂR"‘J ou seja,

4
V1= — 7R3,
T3

Figura 34: Areas equivalentes - exemplo V.

2R
Fonte: Adaptado http://alfaconnection.net/pag_avsm/geo1601.htm

Dessa forma, o teorema 9 estard demonstrado se provarmos que o volume de E é igual
ao volume de T. Para isso, basta-nos mostrar que as secfes de E e de T, produzidas por uma
plano paralelo a a, possuem a mesma area.

Nesse caso, tomaremos um plano g, paralelo a «, a uma distancia h do centro da

esfera. Entdo, a intersecdo de p com a esfera E (BE) constituira um circulo de raio

VR? —h?, enquanto a intersecdo de S com o sélido T (8~ T) constituira uma coroa circular

de raios externo e interno iguais, respectivamente, a R e a h. Assim, teremos
érea (3N E) = n(R?— h?)
e
area (BN T) = n(R* - h?).

Dessa forma, area (BNE) = m(R* — h?) = 4rea (8N T). Logo, pelo Principio de
Cavalieri, concluimos que o Vr = Ve. Portanto, a formula que expressa o volume de uma
esferade raioR €

w:fm%
3

Diante desse enfoque, acreditamos ser possivel desenvolver conceitos que favoreca
ainda mais o processo de ensino e aprendizagem dos contedos matematicos, particularmente
o céalculo de volumes de s6lidos geométricos. Ao apresentar as formulas “prontas” os livros

didaticos podem causar uma falsa impressdao de que a matematica € um conjunto de regras
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prontas. Assim, entendemos que, além de apresentar contetidos sem erros, principalmente em
termos de definicdo e conceitos, é fundamental que os livros didaticos apresentem uma
abordagem que beneficie, por exemplo, a compreensdo da construcdo das férmulas que
permitem calcular o volume de solidos.

Dessa forma, por acreditar nas possibilidades de contribuicdes que as demonstragdes
das formulas apresentadas nessa se¢do tém para o célculo de volumes, uma vez que
favorecem a compreensdo de conceitos, propriedades e defini¢des, assim como na influéncia
que o livro didatico exerce sobre a pratica do professor e das poucas literaturas encontradas
referentes ao tema € que delimitamos nosso problema de investigacdo, ou seja, como é
proposto o ensino de volume de sélidos geométricos em livros didaticos no ensino médio? Em
busca de respostas para essa questdo tracamos um objetivo geral e dois especificos, 0s quais

apresentaremos no proximo capitulo.
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CAPITULO 111 - ESCOLHAS TEORICAS E METODOLOGICAS

Nesta secdo, apresentamos, inicialmente, os objetivos que direcionam o0 nosso trabalho
e, posteriormente, algumas discussdes em torno dos conceitos da Teoria Antropolégica do
Didatico que sdo fundamentais em nossa pesquisa.

3.1 OBJETIVOS

Com a finalidade de responder a questdo norteadora da nossa pesquisa, apresentada na
secdo anterior, tracamos nossos objetivos da seguinte forma:

Objetivo Geral é caracterizar o ensino de volume de sélidos geométricos em livros
didaticos do Ensino Médio aprovados pelo PNLD/2012.

Para que tal objetivo seja atingido, precisamos, efetivamente, caracterizar a forma
como a matematica estd presente em torno desse contetido, e como 0s autores desses livros
propem que o ensino do volume de sélidos geométricos seja realizado. Dessa forma,

delimitamos alguns Objetivos Especificos, tais como:

Em relacdo aos contetdos de livros didaticos destinados ao Ensino Médio, cujo ambito de
nosso trabalho propde identificar e analisar:
e Conceitos, procedimentos e algoritmos presentes no ensino de volume de sélidos
geométricos;
e As escolhas didaticas realizadas pelos autores relativas ao ensino de volume de

solidos geomeétricos.

Para tanto, escolhemos como aporte tedrico/metodoldgico a Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD) que, segundo Chevallard (1999), tem por objetivo estudar as atividades
humanas perante as situagdes matematicas oferecendo instrumentos para investigar e modelar
a atividade matematica desenvolvida por uma determinada instituicdo que, no que se refere ao
presente trabalho, o foco estaria na atividade matematica proposta nos livros didaticos.
Segundo o autor, toda atividade humana consiste em cumprir uma tarefa t, a qual pertence a
um conjunto de tarefas do tipo T, por meio de uma técnica t, determinada por uma tecnologia

0, que por sua vez, ¢ justificada por uma teoria ®. Desse modo, ¢ possivel afirmar que
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qualquer atividade humana p6e em pratica uma organizacdo, denominada pelo autor de
praxeologia ou organizacdo praxeoldgica, a qual é simbolizada por: [T, t, 6, ®].

De acordo com Chevallard, a analise de uma organizacao praxeoldgica presente em
uma determinada instituicio tem como base 0 estudo da organizacdo matematica e
organizacdo didatica proposta por essa instituicdo. A organizacdo matematica é o estudo das
atividades matematicas que sdo propostas pela instituicdo e a organizacdo didatica refere-se a
forma que ¢ realizado o estudo em torno da organizacdo matematica.

Assim, para que 0 nosso primeiro objetivo especifico fosse alcancado, fez-se uma
analise da organizacdo matematica presente nos livros didaticos analisados que, em sintese,
constituiu-se na identificacdo dos tipos de tarefas propostas, das técnicas mobilizadas para
executar uma tarefa e das tecnologias e teorias que justificam a utilizacdo de tais técnicas.

Por outro lado, para alcancarmos o nosso segundo objetivo especifico propomos
realizar uma andlise por meio da organizacao didatica, a qual, segundo Chevallard (1999)
permite estudar o modo como é apresentada e estruturada a praxeologia matematica. Essa
analise tem como propdsito compreender as abordagens propostas pelos autores para o0 ensino
de volume de sélidos geométricos nos livros didaticos analisados.

Na sequéncia deste trabalho, discussbes serdo desenvolvidas a respeito de alguns
conceitos da Teoria Antropoldgica do Didatico que julgamos serem importantes para o

desenvolvimento da pesquisa.

3.2. TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO - TAD

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) foi desenvolvida pelo pesquisador francés
Yves Chevallard tendo como foco central o estudo e o ensino do conhecimento matematico.
De acordo com essa teoria, 0 conhecimento é fruto de alguma atividade humana, logo os

conhecimentos matematicos provém de atividades matematicas.

O ponto crucial a este respeito dessas implicagdes é que pouco a pouco descobrimos
que a TAD situa a atividade matematica, e, consequentemente, o0 estudo matematico
da atividade, no conjunto das atividades humanas e das institui¢6es sociais.
(CHEVALLARD, 1999, p.223 traducao nossa)®.

2! e point crucial & cet égard, dont on découvrira peu a peu les implications, est que la TAD situe l'activité
mathématique, et donc l'activité d'étude en mathématiques, dans I'ensemble des activités humaines et des
institutions sociales.
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Em nossa pesquisa, sdo justamente as atividades matematicas apresentadas nos livros
didaticos, em especial o estudo de volume de so6lidos geométricos, que nos interessa. Essas
atividades matematicas podem ser descritas e analisadas por meio de um modelo denominado
por Chevallard de praxeologia ou organizacao praxeoldgica.

A TAD utiliza-se de organizagdes praxeoldgicas para analisar como um objeto
matematico existe em uma determinada instituicdo?. Nessa teoria, tudo pode ser considerado
objeto, entretanto, para que ele exista é fundamental que seja reconhecido por uma instituicdo
ou individuo. Por exemplo, para a instituicdo livros didaticos do 7° ano do ensino
fundamental, o objeto (de estudo matemaético) Arranjos, Permutacdes e Combinacdes ndo
existe, mas ele existe para a instituicdo livros didaticos do 3° ano do ensino médio. Na
presente pesquisa, considera-se o0 objeto como o volume de sdlidos geométricos e a institui¢éo
como os livros didaticos do ensino médio.

Retomando a ideia de organizagbes praxeoldgicas, o termo praxeologia, pode ser
dividido em duas expressBes: Praxis, que significa pratica, e Logus, que significa estudo.
Assim, a praxeologia é o estudo da pratica. Nesse sentido, entendemos que a relagdo
intrinseca existente entre Praxis e Logos permite-nos formar a praxeologia matematica.

Uma organizagdo praxeoldgica ou praxeologia é formada pelo quarteto: tarefas,
técnicas, tecnologia e teoria. Chevallard considera como tarefas, tudo aquilo que é proposto
para uma pessoa realizar. Essas tarefas sdo expressas por verbos de agdo como: subir uma
escada, fechar uma porta, efetuar uma adicdo, entre outros. De acordo com o autor, toda tarefa
pertence a um grupo mais amplo denominado de tipo de tarefa. Do mesmo modo, todo tipo de
tarefa pertence a um grupo mais amplo denominado de género de tarefa. Ja a técnica, para
Chevallard, € a maneira de realizar uma tarefa, ou seja, € o como fazer. Assim, para resolver
um determinado tipo de tarefa é necessaria pelo menos uma técnica. No entanto, alguns tipos
de tarefas podem apresentar um grau de complexidade maior, sendo necessaria a utilizagdo de
mais de uma técnica. Por outro lado, a tecnologia, segundo Chevallard, tem a funcdo de
justificar a técnica a fim de que essa possa garantir a realizacdo de uma tarefa. Outra funcao
gue a tecnologia pode assumir é a de produzir técnicas, ja que essas contém alguns elementos
tecnoldgicos. Da mesma forma, a teoria, de acordo com o autor, justifica e valida a tecnologia

utilizada.

22 Instituicdo para Chevallard pode ser uma escola, um livro, uma familia, ou seja, um local - ndo apenas no
sentido fisico — onde possa ser desenvolvida uma praxeologia. No nosso caso, estamos estudando a instituicdo
“livros didaticos” e a praxeologia que queremos identificar ¢ aquela relativa ao volume de sé6lidos geométricos.
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O quarteto apresentado no paragrafo anterior é representado por Chevallard da
sequinte forma O = [T, 1, 6, ®]. Esse quarteto ¢ considerado, pelo autor, como sendo a jungdo
dos blocos técnico-pratico [T, 1] e tecnologico-tedrico [0, ®]. O primeiro bloco, técnico-
pratico [T, t], esta relacionado ao saber-fazer enquanto o segundo bloco, tecnoldgico-teorico
[0, ®], ao saber. Entretanto, Chevallard deixa claro que esses dois blocos estdo estreitamente
ligados, pois ndo pode existir saber-fazer sem que exista o saber, do mesmo modo ndo havera
0 saber sem que haja o saber-fazer.

Cabe destacar que a praxeologia O, representado pelo quarteto [T, t, 0, ®], constitui
uma praxeologia pontual, entretanto, raramente esse tipo de praxeologia aparece de forma
isolada. E comum em uma determinada instituicdo uma teoria responder por varias
tecnologias que, por sua vez, justifica varias técnicas. Dessa forma, as organiza¢@es pontuais,
segundo Chevallard (1999), se unem para formar as praxeologias locais [Ti, T, 6, O],
centralizadas em uma determinada tecnologia, ou seja, varios saber-fazer justificados pelo
mesmo saber. No mesmo sentido, as praxeologias locais se unem formando as praxeologias
regionais [T, Tij, 6, ©], que sdo formadas em torno de uma mesma teoria. Por fim, as
organizagOes globais, que sdo complexo praxeologico [Tijk, Tijk, 6ij, ®«], obtidas pela unido de
varias teorias Oy.

Ao encontro com o que foi apresentado até o momento sobre a nocdo de praxeologia,
cabe-nos discutir mais pontualmente o emprego dado a esse conceito em nossa pesquisa.
Dessa forma, discutiremos, na sequéncia, os conceitos de organizacdo matematica e de
organizacdo didatica.

A TAD apresenta o conhecimento matematico a partir de organizagcbes matematicas e
didaticas. A organizacdo matematica ¢ “um estudo praxeologico das atividades matematicas
desenvolvidas pelo professor em sala de aula, ou entdo das atividades matematicas que sdo
propostas nos documentos oficiais ou livros didaticos” (OLIVEIRA, 2010, p. 44), ou seja, ¢ a
investigacao dos tipos de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias propostas.

Para compreendermos melhor uma organiza¢do matemaética, tomamos, como exemplo,
a seguinte questdo: calcular o volume de um prisma triangular cuja area da base e altura
medem, respectivamente, 6,92 cm2 e 15 cm.

O tipo de tarefa que modela essa atividade pode ser “calcular o volume de um solido
conhecido”. A técnica de resolucdo que pode ser empregada, nesse exemplo, ¢ “escolher uma
formula de volume, substituir valores numéricos na formula, realizar os calculos numéricos

pertinentes ¢ acrescentar a unidade de medida apropriada”. O uso dessa técnica pode ser
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justificado adequadamente pelo principio de Cavalieri. Nesse caso, consideramos essa

justificativa como a tecnologia empregada. Como j& abordamos anteriormente, a

demonstracdo do principio de Cavalieri € uma aplicacdo mediata do teorema de Fubini, sendo

feita utilizando a teoria da medida. Logo, a teoria que justifica a tecnologia empregada € a

Teoria da Medida.

J& a organizacdo didatica refere-se ao modo como é construida e estruturada a
organizacdo matematica. Para analisar como uma organizacdo didatica apresenta uma
organiza¢do matematica, recorreremos, aos momentos didaticos ou momentos de estudo
abordados por Chevallard (1999). O autor apresenta seis momentos didaticos e, embora sejam
expostos em uma determinada ordem, o autor ressalva o fato de ndo existir uma realidade
cronoldgica entre eles.

v O primeiro momento caracteriza-se pelo (re) encontro com a organizacdo matematica, isto
é, se da o primeiro contato com pelo menos um tipo de tarefa. Esse momento poderd, de
acordo Carvalho (2012, p. 50), “[...] acontecer varias vezes em funcdo do ambiente
matematico e didatico em que a tarefa se produz, pois o contelido matematico aparece em
diferentes etapas do ensino, no mesmo ano (série) ou em outros diferentes”. Em nossa
dissertagdo descrevemos como ocorre esse primeiro encontro com o objeto volume dos
solidos geométricos nos Livros Didaticos analisados.

v O segundo momento é marcado pela exploracdo de um tipo de tarefa e elaboracdo de uma
técnica para resolvé-la. A elaboracdo de uma técnica é considerada, segundo Chevallard
(1998) apud Oliveira (2010, p. 48), “como o “coragdo da atividade matematica”, isso
porque o autor atribui uma maior importancia as discussdes que levam a resolugdo do
problema, ou seja, os procedimentos adotados que determinam a técnica que o resolvera”.
Apresentamos, em nossa pesquisa, os tipos de tarefas e técnicas relativas ao objeto volume
dos solidos geométricos.

v O terceiro momento contempla a constituicdo de um bloco tecnolégico-tedrico que possa
validar a técnica. Esse momento ndo se dissocia dos demais, ocorre simultaneamente. De
acordo com Oliveira (2010), dependendo do autor do livro, o terceiro momento pode vir a
ser o momento do primeiro encontro com a Organizagdo Mateméatica. Tomamos como
exemplo, um livro de Geometria que apresenta, inicialmente, as definicbes e
demonstracdes das formulas referentes ao volume de uma piramide e posteriormente
algumas atividades para que seja aplicado o saber apresentado. Nesse caso, a constituigdo

do bloco tecnoldgico-teorico foi o primeiro encontro com a organizacao.
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v’ Ja 0 quarto momento acontece o trabalho com a técnica, tenta-se (re) formular e validar de
modo a torna-la mais eficaz. Para Reis (2010, p. 28), “o desafio para melhorar uma técnica
é que para fazer isso é preciso ampliar a tecnologia elaborada, este momento também
permite colocar em prova o alcance da técnica, permitindo que a compreensédo de que toda
técnica ¢ limitada”. Portanto, esse € 0 momento em que testamos a abrangéncia da técnica
na resolucgéo dos tipos de tarefas.

v" O quinto momento é o da institucionalizacdo dos elementos que passam a integrar por
definitivo a organizacdo matematica. Esse momento, segundo Barbosa (2011), apresenta o
que realmente é a Organizacdo Matematica constituida, apontando quais elementos
permanecerdo na Organizacdo Matematica e 0s que serdo dispensados.

v' Por fim, o sexto momento é marcado pela avaliacdo das técnicas e articulado a
institucionalizacdo propicia a reflexdo do que foi validado. O que se avalia é a praxeologia,
isto €, a abrangéncia das técnicas para a organizacao matematica que foi construida.

No presente trabalho, busca-se identificar esses momentos para compreender como 0
autor dos livros didaticos propde a organizacdo do conteudo matematico em questdo. Dessa
forma, atentamo-nos também ao modelo construido por Gascon (2003), que busca
esquematizar possiveis formas de organizacdo didatica. Esse modelo pode ser representado no
tridimensional com o0s seguintes eixos: tecnicista, teoricista e modernista, conforme nos

mostra a figura 35 a seguir.

Figura 35: Modelo epistemoldgico proposto por Gascén

Ex
!
Modernistas
CONSTRUCTIVISTAS
EMPIRISTAS | . %
Tecnicistas ,
CLASICAS

T/v
Fonte: Freitas (2013).
De acordo com Gascon (2003), a organizacdo didatica tecnicista prioriza o trabalho

com a técnica. Neste caso, aprender significa dominar as técnicas de resolucdo, isto &, o aluno

aprende por meio de treinamentos repetitivos. Ja a teoricista € voltada exclusivamente para a
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teoria, ou seja, ensinar e aprender Matematica significa ensinar e aprender teoria. Nesse caso,
a resolucdes de problemas sdo consideradas como atividades secundarias que visam apenas
auxiliar na aprendizagem das teorias. Para tanto, a organizacdo didatica modernista busca
intensificar a atividade matematica com a exploracdo de tarefas e elaboracdo de técnicas,
propondo aos alunos problemas de diferentes tipos, utilizando alguns resultados conhecidos
ou técnicas diversas.

Gascén (2003) considera esses modelos de ensino extremamente reducionistas, pois
enfatizam uma Unica dimensdo da atividade matematica, ignorando as restantes. O autor
destaca ainda, que esses modelos ndo aparecem nas instituicbes de maneira isolada, no
entanto, participam de diferentes tipos de organizacdes didaticas, sempre com carater misto e

bastante complexo.

3.3 PROCEDIMENTOS DE ANALISE

Analisamos as 4 colecBes mais adotadas®® pelo PNLD/20012, tendo como foco os
capitulos destinados ao volume dos sélidos geométricos. Dessa forma, apresentamos a analise
de cada colecéo e as devidas articulagdes entre elas em busca de revelar como o ensino desse
contetdo é proposto no ensino médio. Para tanto, analisamos os capitulos em que tal contetido
é proposto separadamente. Essas separacOes se justificam por buscar na analise o nivel de
detalhamento exigido pela TAD.

A analise, sob a dtica da organizacdo praxeoldgica, tem como objetivo evidenciar a
organizacdao matematica e didatica, propostas nos livros didaticos para o ensino de volume. A
analise da organizacdo matematica consiste na identificacdo dos tipos de tarefas propostas,
das técnicas mobilizadas, na resolucdo dessas tarefas e do bloco tecnoldgico-teérico que
permite justificar o uso dessas técnicas. J& a analise da organizacéo didatica, tem como intuito
analisar os seis momentos didaticos no ensino proposto (CHEVALLARD, 1999). Para isso,
consideramos o livro do aluno e o manual do professor, que contém comentarios e respostas
das atividades, além de sugestdes para o uso do livro e para o desenvolvimento do conteido
em sala de aula, o que nos permite entender mais claramente a proposta do autor da colegéo

analisada.

%  Fonte de consulta: Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacdo (FNDE):

http://www.fnde.gov.br/programas/livro-didatico/livro-didatico-dados-estatisticos.
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Cabe destacar que, das quatro colecBes analisadas, s6 apresentamos a organizagdo
matematica e a organizagdo didatica da colecdo mais adotada. Nossa intengdo é promover
discusses, junto aos membros da banca da qualificacdo, em busca de sugestdes valiosas para

0 complemento do nosso trabalho.

3.3.1 Colecbes Analisadas

No Guia do PNLD 2012 foram apresentadas as sete colecbes aprovadas e
disponibilizadas as escolas publicas, para que seus docentes pudessem escolher aquela que
desejassem utilizar. Essa escolha, segundo o Fundo Nacional de Desenvolvimento (FNDE),
deve ocorrer de forma democratica, cada escola tem autonomia para escolher a colecdo de
acordo com seu planejamento pedagogico. No entanto, em muitas escolas, esse processo de
escolha tem ocorrido “[...] muito mais por acdes desenvolvidas pelas editoras do que
propriamente por orientacfes do FNDE/MEC ou das instancias politico-administrativas da
secretaria estadual de educacdo.” (ZAMBON; TERRAZZAN, 2013). Dessa forma,
entendemos que nem sempre as colecbes mais adotadas pelas escolas publicas sdo as
escolhidas pelos docentes, o que nos leva a crer que as discussdes realizadas entre 0s
professores, em prol de uma escolha coerente com a necessidade pedagdgica da escola, ndo
séo levadas em consideracdo no momento em que tais cole¢Oes sdo adotadas.

Com o intuito de enriquecer ainda mais as informacGes do nosso trabalho e, sabendo
da importancia do Guia do PNLD para o docente na escolha da colecdo a ser utilizada,
optamos por apresentar, na sequéncia, quatro colecbes (Matematica - Ciéncia e Aplicacdes,
Editora Saraiva; Matematica — Contexto e Aplicagdes, Editora Atica; Novo Olhar —
Matematica, editora FTD; e ConexBes com a Matematica, Editora Moderna) aprovadas pelo
PNLD 2012, sendo estas as mais adotadas pelas escolas publicas, destacando os principais
itens, do tema Volume dos Solidos Geomeétricos, destacados nas resenhas do Guia do PNLD
2012. Posteriormente, ao longo de nossa pesquisa buscaremos identificar e analisar tais

destaques.
3.3.1.1 Colecédo I: Matematica - Ciéncia e Aplicacdes.
Esta colecdo, que tem como autores Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Mauro

Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze Silveira de Almeida, foi a mais adotada pelas escolas

publicas. O contetdo de Volume de Solidos Geométricos é apresentado, formalmente, no 2°
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ano do Ensino Médio do capitulo 10 ao capitulo 14. De acordo com o Guia do PNLD 2012 o
Principio de Cavalieri € apresentado e aplicado de maneira apropriada na obtencdo das
formulas do volume de solidos geométricos. Entretanto, “[...] ha imprecisdes na argumentagao
I6gica, pois sdo utilizados alguns conceitos que ainda ndo foram definidos e, em alguns casos,

as afirmacgdes feitas ndo sdo justificadas claramente.” (p. 80).

3.3.1.2 Colecéo Il: Matematica — Contexto e Aplicacdes.

Esta colecdo, que tem como autor Luiz Roberto Dante, foi a segunda mais adotada
pelas escolas publicas. O conteudo de Volume de Solidos Geométricos é apresentado,
formalmente, no 2° ano do Ensino Médio nos capitulos 11 e 12. Assim como na colecédo I, o
Principio de Cavalieri € empregado, na deducdo das formulas de volumes de solidos, segundo
0 Guia do PNLD 2012, de maneira correta. Entretanto, a demonstracdo de alguns teoremas,

importantes na compreensao de volume, como o de Talles, contém algumas imprecisdes.

3.3.1.3 Colecéo Il1: Novo Olhar — Matematica.

Tal colegéo, de autoria de Joamir Roberto de Souza, foi a terceira mais adotada pelas
escolas publicas. No entanto, diferentemente das duas primeiras colecBes apresentadas, 0
conteddo de Volume de Solidos Geométricos € exposto formalmente no 3° ano do Ensino
Médio nos capitulos 3 e 4. Embora ndo tenha inferido qualquer comentério a respeito do
nosso tema de pesquisa, o Guia do PNLD 2012 deixa claro que “os poliedros, prismas,
pirdmides, cilindros, cones, troncos e esferas sdo abordados com o rigor adequado, assim
como a relacdo de Euler para poliedros convexos.” (p. 102). Essa afirmacdo ¢ muito
pertinente ao nosso trabalho, tendo em vista que tanto os sélidos descritos, assim como a

relacdo de Euller sdo elementos indispensaveis para a presente pesquisa.

3.3.1.4 Colecéo IV: Conexdes com a Matemética.

Por fim, escolhemos esta colecdo, que tem como autora Juliane Matsubara Barroso, e
que foi a quarta mais adotada pelas escolas publicas. O conteddo de Volume de Sélidos
Geomeétricos é apresentado formalmente no 2° ano do Ensino Médio nos capitulos 6 e 7.
Nesta colecdo, o Guia do PNLD 2012 destaca o uso frequente do Principio de Cavalieri nas

demonstracdes de algumas formulas que envolvem volumes de sélidos. Por outro lado, na
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introducdo ao método axiomatico, “[...] nem sempre o rigor matemdtico ¢ contemplado

satisfatoriamente.” (p. 58).
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CAPITULO IV — ANALISE DOS DADOS

Na sequéncia, realizamos o estudo da organizacdo matematica visando identificar os
tipos de tarefas sugeridas, as técnicas mobilizadas para a realizacdo de cada tarefa e o bloco
tecnoldgico-tedrico que justifica o uso de cada técnica. Por fim, apresentamos o estudo da
organizacdo didatica analisando o0s seis momentos didaticos no ensino proposto
(CHEVALLARD, 1999), o qual nos possibilitou compreender e identificar as propostas dos
autores, em particular da cole¢do mais adotada, no tratamento do tema em questao.

Cabe-nos destacar que os tipos de tarefas e técnicas identificadas estdo presentes no(s)
capitulo(s) destinado(s) a volume de sélidos Geométricos, nos livros do 2° ou 3° ano do
ensino médio, tendo em vista que € nesses anos que o conteldo citado é abordado

formalmente nas escolas brasileiras.

41TIPOS DE TAREFAS E TECNICAS IDENTIFICADAS NAS COLECOES
ANALISADAS

Apos analisarmos as quatro colecBes mais adotadas, descrevemos o0s principais tipos
de tarefas identificadas assim como algumas observacGes, exemplificacbes e técnicas
mobilizadas na resolucdo destes exemplos. Posteriormente, elaboramos duas listas com o
objetivo de apresentar todos o0s tipos de tarefas identificadas assim como as técnicas utilizadas
nas resolucdes dos exemplos, exercicios resolvidos, exercicios propostos, atividades
complementares, desafios, dentre outros. Identificamos e nomeamos, nessas listas, 6 tipos de
tarefas e 12 técnicas contempladas nas quatro cole¢Bes analisadas. A seguir, traremos essas

tarefas e, posteriormente, as técnicas para assim procedermos para a discussao.
4.1.1 Tipos de Tarefas (T)
Os tipos e subtipos de tarefas identificadas e nomeadas na Tabela 1 a seguir sdo

derivados de uma andlise refinada, sob a ética da Teoria Antropologica do Didatico, acerca do

contetdo de volume de sélidos geométricos das quatro cole¢des apresentadas anteriormente.

Tabela 1: Tipos de tarefas identificadas.
| Tiposde | Descricéo | Subtipos de Tarefas | Quantidade | Quantidade |
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Tarefas

de Subtipos

Total

T1

Calcular o volume de um sélido.

T1, - Calcular o
volume de um sélido
conhecido.

T1,— Calcular o
volume de um sélido
irregular.

408

30

438

T2

Calcular a area de uma determinada
regido de um sdélido, dado seu
volume.

T2, — Calcular a area
da superficie total.

T2,— Calcular a area
da superficie Lateral.

19

24

T3

Calcular um determinado
comprimento de um sélido, dado seu
volume.

T3, — Calcular o
comprimento da
aresta.

T3,- Calcular o
comprimento da
altura.

T3;— Calcular o
comprimento da
diagonal.

T3,— Calcular o
comprimento do raio.

T35— Calcular o
comprimento do
didmetro.

T3¢— Calcular o
comprimento da
geratriz.

T3,;— Calcular o
comprimento de
solido.

T3g— Calcular o
comprimento da
largura do sélido.

T39— Calcular o
comprimento entre
dois pontos.

19

45

13

86

T4

Calcular razées entre volumes e/ou
comprimentos de sélidos.

T4,— Calcular a razédo
entre as alturas de
dois so6lidos
T4,— Calcular a razdo
entre os volumes de
dois so6lidos

14

17

Tipos de
Tarefas

Descricao

Subtipos de Tarefas

Quantidade
de Subtipos

Quantidade
Total
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Calcular a massa (peso) de um
T5 ) . - - 11
sélido conhecido, dado seu volume.

Comparar o volume de sélidos
T6 . - - 4
conhecidos.

Fonte: dos autores da pesquisa.

Apresentamos agora, para uma melhor compreensdo, tanto os tipos de tarefas
identificados, quanto os subtipos de tarefas gerados pelos tipos de tarefas. Cabe-nos destacar,
que a ordem dos tipos de tarefas apresentados ndo condiz com qualquer grau de relevancia,

mas sim com a ordem de apari¢cdo em nossa analise.
4.1.1.1 T1: Calcular o volume de um solido.

O tipo de tarefa T1 representa aproximadamente 76% de todas as atividades analisadas
nas quatro colecdes. Essa constatacdo vai ao encontro com o que foi apresentado por Morais
(2013) em seus resultados, isto é, o autor da cole¢do valoriza as situacdes de medicdo, o que,
segundo Morais, pode favorecer o desenvolvimento de concepg¢des de volume como um
namero. A nosso ver, esse fato valoriza a definicdo intuitiva de volume apresentada por Lima
(2009, 59), ou seja, volume de um solido é “a quantidade de espago por ele ocupada.”.

Para esse tipo de tarefa associamos dois subtipos de tarefa: T1; — Calcular o volume de
um sélido conhecido; e T1, — Calcular o volume de um solido irregular. O primeiro subtipo
refere-se aos solidos conhecidos, como paralelepipedos, prismas, piramides, tronco de
piramides, cilindros, cones, tronco de cones, esferas, cunha esférica e fuso esférico. Ja o
segundo é direcionado aos solidos irregulares, como uma pedra, uma panela, uma garrafa de
refrigerante, dentre outros. A figura 36, a seguir, ilustra bem esse tipo de tarefa,

particularmente o subtipo T1;.

Figura 36: Exemplo de tipo de tarefa T1.

5 A base de uma piramide de 6 cm de altura é um qua
drado de 8 cm de perimetro, Calcule o seu volume.

Fonte: Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicacdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 208.

De acordo com a resolucgéo apresentada pelo autor da colecdo, figura 37, para resolver
essa atividade deve-se, primeiramente, determinar a area da base da piramide para entdo
calcular o volume da mesma. Cabe-nos destacar, que a aplicacéo direta da formula do volume
de um determinado solido, sem a necessidade de mobilizar outras tecnicas, ocorre em boa

parte das atividades analisadas. Quando isso ndo ocorre outras técnicas sdo mobilizadas,
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entretanto, sempre com o objetivo de auxiliar a aplicacdo da formula do volume, conforme

observamos na figura a seguir.

Figura 37: Resolucdo, apresentada pelo autor da colecdo, referente a figura 36.

base: losango em que d=6meD=

H= 121

| 21 7
' \ = 2 ™

A =—-D-d==(10m)-(6m) =50

Fonte: Cole¢do — Matemética- Ciéncia e Aplica¢des — 2° ano do Ensino Médio, p. 103 (Manual do Professor).

Nesse caso, foi necessario a mobilizacdo de duas técnicas, as quais descrevemos da

seguinte forma:

11 — Escolher uma férmula de &rea, substituir valores numéricos na formula, realizar os
calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.

e

1, — Escolher uma formula de volume, substituir valores numéricos na formula, realizar os
calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.

Portanto, apds a medida da area ser determinada basta substitui-la, assim como a

medida da altura na férmula do volume da piramide para que 0 mesmo seja determinado.

4.1.1.2 T2: Calcular a area de uma determinada regido de um sélido, dado seu volume.

Este tipo de tarefa representa, aproximadamente, 4 % do total de atividades analisadas.
A ele associamos dois subtipos de tarefa: T2; — Calcular a &rea total da superficie de um
solido conhecido; e T2, — Calcular a area lateral de um solido conhecido. T2 refere-se a todas
as atividades (que fornecem o volume) que propdem tanto o céalculo da area total quanto da
area lateral de um solido conhecido. Na figura 38, a seguir, observamos um exemplo desse

tipo de tarefa.

Figura 38: Exemplo de tipo de tarefa T2
R18. Uma caixa de isopor tem a forma de um paralelepipedo reto-retangulo, com
arestas de medidas proporcionais a 2, 3 e 4, e ocupa um volume de 192 m”,
Ela sera revestida por uma pelicula protetora de plastico. Quantos metros
quadrados de plastico serdo necessarios para revestir essa caixa?
Fonte: Colecdo — Conexdes com a Matematica — 2° ano do Ensino Médio, p. 181.
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Nesta atividade, ao analisarmos a resolucdo apresentada pelo autor da colegéo (figura
39), identificamos a mobilizacdo de trés técnicas: a primeira remete-se a utilizagdo das
relacBes de proporcionalidade, onde o autor utiliza essa técnica para determinar as medidas
das trés dimensdes do paralelepipedo reto retangulo; a segunda recai na aplicacdo da formula
do volume do paralelepipedo. Neste caso, ele substitui os valores encontrados com a primeira
técnica, nessa formula; e, por fim, a terceira técnica mobilizada implica na aplicacdo da
formula da area total do paralelepipedo. Nela o autor substitui as medidas encontradas com as

duas primeiras técnicas para determinar a area total do sélido em quentdo.

Figura 39: Resolucdo, apresentada pelo autor da colecdo, referente a figura 38.

Vamos considerar que as medidas da caixa sejam a, be c.

Se elas sdo proporcionais a 2, 3 e 4, temos:

a b c : !(x _= 25 N 3k
77?‘.4—“‘:“):3’\4 N

c =4k =
Se o volume da caixa é 192 m’, entdo: ”'j ----- P ; 2k
2k« 3k« 4k = 192 sanin e aa i
I =8 : A = &
k=2
Logo,a=4m b=6mec=8m.
Como a area total da caixa é dada por A, =2:{a*b+ b-c+ a-*d,
temos: A, =246 +6-8 + 4-8) =208
Portanto, serdao usados 208 metros quadrados de plastico para revestir

a caixa.
Fonte: Colegdo — Conexfes com a Matematica — 2° ano do Ensino Médio, p. 181.

Portanto, além das técnicas t; e 1, ja apresentadas anteriormente, outra técnica

mobilizada nessa atividade foi a 3, a qual, definida por nés da seguinte forma:

13— ODbter uma razdo equivalente a uma razdo dada, multiplicar ou dividir ambos os termos da
razdo dada por um numero diferente de zero.

4.1.1.3 T3: Calcular o comprimento de um solido, dado seu volume.

O tipo de tarefa T3 representa, aproximadamente, 15 % de todas as atividades
analisadas. A esse tipo de tarefa associamos oito subtipos de tarefa: T3; — Calcular o
comprimento da aresta; T3, — Calcular o comprimento da altura; T33 — Calcular o
comprimento da diagonal; T3; — Calcular o comprimento do raio; T35 — Calcular o
comprimento do didmetro; T3¢ — Calcular o comprimento da geratriz; T3; — Calcular o

comprimento de solido; T3g— Calcular o comprimento da largura do solido; e T39— Calcular o
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comprimento entre dois pontos distintos. Consideramos para esses tipos de tarefa, quaisquer
atividades que solicitem o célculo de algum comprimento referente a um sélido geométrico.
Porém, isto so serd valido se a atividade analisada fornecer o volume do sélido em questéo,

conforme nos mostra a figura 40 a seguir.

Figura 40: Exemplo de tipo de tarefa T3

Qual deve ser a medida da aresta de uma caixa-d'agua
cubica para que ela possa conter 8 000 ¢ de 4gua?
Fonte: Cole¢do — Matemética- Contexto e Aplica¢des — 2° ano do Ensino Médio, p. 222.

Nesta atividade identificamos, a partir da resolucdo apresentada pelo autor da colecéo,
figura 41, a mobilizacdo de duas técnicas: a primeira referente a aplicacdo da férmula do
volume do cubo, a qual foi utilizada pra determinar a medida da aresta do mesmo, e a segunda
é a transformacdo da unidade de medida, de litros para metros. Vale ressaltar que essa
segunda técnica, na maioria das atividades analisadas, ndo favorece uma compreensdo mais
profunda do conceito de volume e do papel das unidades, pois sua utilizagdo nem sempre €é
justificada pelos autores das colecdes, o que, segundo Morais (2013), pode reforcar a
memorizacdo de procedimentos, em vez de sua compreensdo. Na figura a seguir, observamos

a mobilizagdo dessa técnica sem maiores justificativas.

Figura 41: Resolucéo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 40.

32 a2 =8000dm’ =a=20dm=2m

Fonte: Colegdo — Matematica- Contexto e Aplicages — 2° ano do Ensino Médio, p. 158 (Manual do Professor).

Logo, as técnicas mobilizadas nessa atividade foram 1, j& discutida anteriormente, e

14, @ qual definimos do seguinte modo:

14— Efetuar transformacéo de unidades de medidas utilizando um modelo pré-definido.

4.1.1.4 T4: Calcular razdes entre volumes e/ou comprimentos de solidos.

Ja esse tipo de tarefa representa aproximadamente 3 % de todas as atividades
analisadas. A ele associamos dois subtipos de tarefa: T4, — Calcular a razdo entre as alturas
de dois solidos; e T4, — Calcular a razdo entre os volumes de dois solidos. Esse tipo de tarefa
refere-se a todas as atividades que propde o calculo da razao entre volumes e/ou alturas de

dois sélidos, conforme observamos na figura 42 a seguir.
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Figura 42: Exemplo de tipo de tarefa T4

4. A figura mostra um prisma quadrangu-
lar regular inscrito em um cilindro reto.
Determine a razao entre o volume do
cilindro e o volume do prisma.

e S (S L
e

Fonte: Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicacdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 223.

Para resolver essa atividade observamos, na resolucdo do autor, figura 43, a
mobilizacdo de duas técnicas: a primeira esté relacionada a aplicacdo do teorema de Pitagoras,
para determinar a medida da aresta do prisma, e a segunda refere-se a utilizacdo das formulas
do célculo de volume do prisma e cilindro, para que os volumes dos mesmos sejam

determinados.

Figura 43: Resolucdo, apresentada pelo autor da colecdo, referente a figura 42.

A relacao entre o lado € do quadrado e o raio r da base

do cilindro € deduzida a partir da figura
|
2= N
/ \
/ '\‘
| ‘I
A |
A r /
\ | /
1 A
5 ¢
(<= f = {¢ =
lury cilindr = 1 f 0 pri )
V = ¢ | = (
T .
2r'h
OvolumedocilindroéeV = 1*-1=mm

Fonte: Colegdo — Matematica- Ciéncia e Aplicacbes — 2° ano do Ensino Médio, p. 110 (Manual do Professor).

Logo, aléem da mobilizag&o de t,, outra técnica mobilizada nessa atividade foi a s, a

qual definimos como:

15— ldentificar as medida de dois lados de um tridngulo retdngulo e substituir na expresséo:
a® = b? + ¢, realizar os calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida
apropriada.

4.1.1.5 T5: Calcular a massa (peso) de um solido conhecido, dado seu volume.

Este tipo de tarefa corresponde a 2 % de todas as atividades analisadas e, refere-se a

quaisquer atividades que tem como foco o calculo da massa de um sélido conhecido. No
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entanto, para este tipo de tarefa, apenas as atividades que fornecem o volume do sélido ou as

que necessitam do célculo do mesmo foram consideradas. A figura 44, a seguir, ilustra bem
esse tipo de tarefa.

Figura 44: Exemplo de tipo de tarefa T5.
R11 Um cone reto de madeira maciga tem massa igual a 27 kg
e foi serrado, obtendo-se duas pegas: um cone reto menor

e um tronco de cone reto.

Considerando a massa da madeira proporcional ao seu H
volume, calcule a massa de cada pega obtida, sabendo

o -3
que a razdo entre as alturas He h é >

Fonte: Cole¢do — Novo Olhar - Matematica — 3° ano do Ensino Médio, p. 131.

Na resolucdo apresentada pelo autor, figura 45, referente a esta atividade,
identificamos a mobilizacdo de duas técnicas: a primeira esta relacionada a aplicacao da regra
de trés simples, para calcular a massa do cone menor com e, a segunda, recai nas razdes de
semelhanca para determinar o volume do cone menor.

Figura 45: Resolucéo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 44.
Resolucao

Sejam Ve V. os volumes do cone inicial € do cone menor, respectivamente. Como os dois cones
sao semelhantes e a razao entre suas alturas é g entdo a razdo de semelhanga entre seus vo-
lumes é dada por: . o

V (H Vil 3NE N2 8

RIS ekl WS R (B :—:—:5V(=—V

Vi ith V 2 Vo8 a7

(¢}
Desse modo, calculamos a massa do cone menor pela seguinte regra de trés:

volume (uv.) UELEC (kg) » Dois cones sao semelhantes se
Y 27 possuem medidas correspondentes
Voie—e—n—" X semelhantes (raio da base, altura e
geratriz). Se a razao de semelhanca
V2T Mo 2T 8 iRt e ar
—— s L E e 273 %x=8—>8 kg entre suas medidas for k, entdo a
Ve X 8,\/ X 27 razdo de semelhancga entre seus
9% 27

volumes sera k°.

A massa do tronco de cone é dada por 27-8=19-519kg.
Portanto, a massa do cone menor é 8 kg e a do tronco de cone é 19 kg.

Fonte: Cole¢do — Novo Olhar - Matematica — 3° ano do Ensino Médio, p. 131.

Portanto, as técnicas mobilizadas nesta atividade foram t¢ e 17, as quais definimos da
seguinte forma:

16— Construir uma tabela e agrupar as grandezas da mesma espécie em colunas e manter na
mesma linha as grandezas de espécies diferentes em correspondéncia. Na sequéncia,
identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente proporcionais e, por fim, montar
a proporcao e resolver a equacao.

e

1, — Estabelecer a razdo de semelhanca.
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4.1.1.6 T6: Comparar o volume de solidos conhecidos.

Esse tipo de tarefa corresponde aproximadamente a apenas 1 % de todas as atividades
analisadas e refere-se a quaisquer atividades que tem como foco a comparacao entre volumes
de dois solidos conhecidos. Como j& destacado por Morais (2013), o percentual apresentado
para esse tipo de tarefa é muito pequeno em relacdo a outros tipos de tarefas identificadas o
que pode, segundo o autor, ndo ajudar na construcdo de um conceito, tendo em vista que a
diversidade de situacbes € um elemento importante para tal construcdo. No entanto,
consideramos pertinente destacar esse tipo de tarefa para verificar, principalmente, as técnicas
recorridas para sua resolucdo. A figura 46, a seguir, ilustra bem esse tipo de tarefa.

Figura 46: Exemplo de tipo de tarefa T6

R3. Considerar trés cilindros circulares retos: C, de altura h e base de raio r:
C', de altura h e base de raio 2r; e C", de altura 2h ¢ base de raio r.
a) Comparar o volume de C' com o de C.
b) Comparar o volume de C” com o de C.
¢) Comparar o volume de C' com o de C”.

Fonte: Colegdo — Conexdes com a Matemadtica — 2° ano do Ensino Médio, p. 208.

Na resolugdo apresentada pelo autor, figura 47, referente a essa atividade,
identificamos a mobilizacdo de apenas uma técnica, isto €, pra comparar o0 volume dos sélidos
apresentados na atividade basta identificar a formula do referido sélido, substituir os valores

em questdo e posteriormente realizar os calculos numéricos necessarios.

Figura 47: Resolucéo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 46.

Primeiro calculamos o volume de C: V = nr’h.

a) C'tem volume V' = n+ (29* + h = 4(nr*h), ou seja, V' = 4V.
Portanto, o volume de C* € o quadruplo do volume de C.
b) C” tem volume V" = n - r* - (2h) = 2(rr’h), ou seja, V" = 2V,
Portanto, o volume de C" é o dobro do volume de C.
¢) Dos itens acima, temos: V' = 4nr’h = 2(2xr’h), ou seja, V' = 2V"
Portanto, o volume de C' é o dobro do volume de C".
Fonte: Coleg¢do — Conexdes com a Matematica — 2° ano do Ensino Médio, p. 208.

Assim, a técnica mobilizadas nesta atividade € 1, a qual j& abordamos anteriormente.

Buscamos, até 0 momento, apresentar, por meio de exemplos, todos os tipos de tarefas
identificadas em nossas analises e, consequentemente, iniciamos também a apresentacdo de
algumas técnicas mobilizadas para a resolucdo desses tipos de tarefas. Na proxima secédo

apresentamos, além das ja discutidas, as demais técnicas identificadas em nosso estudo.
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4.1.2 Técnicas (t)

Antes de iniciarmos as discussdes em torno das demais técnicas identificadas, cabe-
nos, neste momento, apresentar tanto as técnicas mobilizadas, ao longo da analise das
resolugdes das atividades relativas ao volume de sélidos geométricos, como também suas

respectivas descricOes e aparicoes.

Tabela 2: Tipos de técnicas identificadas

Técnicas Descricdo Quantidade
Escolher uma féormula de area, substituir valores numéricos
T na formula, realizar os calculos numéricos pertinentes e 189

acrescentar a unidade de medida apropriada.

Escolher uma férmula de volume, substituir valores
T numéricos na foérmula, realizar os calculos numéricos 541
pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.
Obter uma razéo equivalente a uma razdo dada, multiplicar
T3 ou dividir ambos os termos da razdo dada por um numero 9
diferente de zero.

Efetuar transformagdo de unidades de medidas utilizando
um modelo pré-definido.

Identificar as medida de dois lados de um tridngulo
retangulo e substituir na expressdo: a? = b® + ¢?, realizar os
calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de
medida apropriada.

Construir uma tabela e agrupar as grandezas da mesma
espécie em colunas e manter na mesma linha as grandezas
de espécies diferentes em correspondéncia. Na sequéncia
identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente
proporcionais e, por fim, montar a proporcdo e resolver a
equacao.

T7 Estabelecer a raz8o de semelhanca. 55

Identificar as medidas dos lados de um tridngulo retangulo
(cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa), substituir na
Tg férmula da relacdo desejada (seno, cosseno e tangente), 15
realizar os célculos numéricos pertinentes e, se necessario,
acrescentar a unidade de medida apropriada.

Identificar os coeficientes da equacdo, determinar o valor do
Tg descriminante, substituir na férmula de Bhaskara e realizar 3
0s célculos numéricos pertinentes.

Identificar a medida do raio e substituir na formula do

110 comprimento da circunferéncia (C=2mr). /

Tyg Decompor um so6lido qualquer em sélidos conhecidos. 24

7 44

Ts 108

Te 16

Escolher uma férmula de diagonal, substituir valores
T1o numéricos na formula, realizar os calculos numéricos 17
pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.
Fonte: autores da pesquisa

Discutiremos e exemplificaremos, na sequéncia, as técnicas que ndo foram abordadas
na secdo anterior. Porém, cabe-nos destacar que a analise foi realizada em torno das técnicas

mobilizadas nas resolucdes apresentadas pelos autores das colecdes analisadas.
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4.1.2.1 75— ldentificar as medidas dos lados de um tridngulo retéangulo (cateto oposto, cateto
adjacente e hipotenusa), substituir na formula da relacdo desejada (seno, cosseno e
tangente), realizar os calculos numéricos pertinentes e, se necessario, acrescentar a

unidade de medida apropriada.

Essa técnica consiste em calcular, por exemplo, a relagdo seno, cosseno e tangente de
um triangulo retangulo. A figura 48, a seguir, exemplifica bem um tipo de tarefa que mobiliza
essa técnica.

Figura 48: Exemplo de tipo de tarefa que mobiliza a técnica g
7. Um prisma obliquo de base quadrada tem todas as
arestas medindo 10 cm. As arestas laterais formam
um angulo de 60° com o plano da base. O volume do
prisma €, em cm’, igual a:
a) 1503 b) 240J3 ¢) 500J3  d) 900
Fonte: Colegdo — Conexdes com a Matematica — 2° ano do ensino médio, p. 199.

Notamos, ao analisarmos a resolucéo apresentada pelo autor, figura 49, que a técnica
13 € mobilizada para encontrar a altura do prisma que, por sua vez, serd elemento

imprescindivel para a técnica Ty, isto €, para que o volume desse sélido seja determinado.

Figura 49: Resolucdo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 48.

sen 60 -1L~ —y RO BN = :_)\;".",

V=A._+H=10:5/3 =500,/3

Alternativa c.
Fonte: Colegdo — Conex8es com a Matematica — 2° ano do ensino médio, p. 181 (Manual do professor).

Logo, a mobilizacdo das técnicas 1, e tg € foram fundamentais para a resolucdo da

atividade proposta.
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4.1.2.2 79 — ldentificar os coeficientes da equacéo, determinar o valor do descriminante,

substituir na férmula de Bhaskara e realizar os calculos numéricos pertinentes.

Ja essa técnica, consiste em calcular o valor da incognita X que, no caso da atividade

apresentada na figura 50, refere-se a largura e a altura do paralelepipedo.

Figura 50: Exemplo de tipo de tarefa que mobiliza a técnica g
(UFT-TO) Para fabricar-se uma caixa em forma de pa-
ralelepipedo, com 8 m de comprimento e com a altu-
ra igual a largura, ambas medindo x metros de com-
primento, utilizou-se uma chapa metalica cuja area
mede 322 m? Considerando-se essas informacoes, é
correto afirmar que o volume dessa caixa é de:

a) 300 m?,
b) 322 m?,
c) 392 m3,
d) 400 m?,
Fonte: Cole¢do — Matematica- Contexto e Aplicagdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 239.

Observamos, na resolucdo apresentada na figura 51, que, assim como no exemplo
anterior, a técnica t9 tem um papel fundamental nessa atividade, pois ela € mobilizada para
encontrar duas das trés medidas necessaria para se determinar o volume do sélido em questéo,

isto é, a altura e a largura.

Figura 51: Resolucéo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 50.
322

4 A =2(8x+8x+x)= —=16x +x' =
= x* +16x —161=0
A = 900
Entdo, x = 7 ou x = —23 (ndo serve)

Logo
V=8:-7-7=V=392m°
Resposta: alternativa ¢
Fonte: Cole¢do — Matematica- Contexto e Aplicagdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 162 (Manual do Professor).

Dessa forma, a atividade apresentada na figura 51 € resolvida por meio das técnicas t,

€Ty,
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4.1.2.310 — ldentificar a medida do raio e substituir na férmula do comprimento da

circunferéncia (C=2nr).

A técnica 110 tem como finalidade calcular o comprimento de uma determinada
circunferéncia. Nesse caso, 0 comprimento desejado serd determinado ao substituirmos, na
formula do comprimento da circunferéncia, a medida do raio da mesma. O exemplo
apresentado na figura 52 é um tipo de tarefa onde podemos observar a mobilizacdo de tal

técnica.

Figura 52: Exemplo de tipo de tarefa que mobiliza a técnica 149
89 (UFPR-PR) Segundo da-
dos do Banco Central
do Brasil, as moedas de
1 centavo e de 5 centa-
vos sao feitas do mes-
mo material, ago reves-
tido de cobre, e ambas
tém a mesma espessu-
ra, de 165 mm. Saben-
do que amassa de cada
moeda é diretamente & o
proporcional ao seu vo- e ‘ -
lume, que as massas das moedas de 1 centavo e
de 5 centavos sao respectivamente 24ge 4,19, €
que o didmetro da moeda de 1 centavo € de 17 mm,
determine a alternativa que corresponde a medida
que mais se aproxima do didmetro da moeda de
5 centavos.
a) 20 mm c) 24 mm e) 28 mm
b) 22 mm d) 26 mm
Fonte: Colegdo — Novo Olhar - Matemética — 3° ano do Ensino Médio, p. 143.

P

Nessa atividade, a mobilizacdo da técnica t9 pode ser evidenciada ao final da
resolucdo, figura 53, quando o raio, medida necessaria para a mobilizacdo dessa técnica, é

determinado por meio de outras duas técnicas, 17 1.
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Figura 53: Resolucéo, apresentada pelo autor da colecéo, referente a figura 52.
89 alternativa b
Chamando de V, e V, os volumes das moedas de 1 centavo
e 5 centavos, respectivamente, temos:
» \/ =314.85.165=374,33 > aproximadamente 374,33 mm®
‘ 4 < 3. M
oMo Y2 OTS3. N oy Bagues
24 ﬁj 24 4.1 =

S5a U massa da

8 =Ta £ canlawas
— aproximadamente 639,48 mm
Sendo r e d o raio e o didmetro da moeda de S centavos,
respoctivamente, segue que:
*V,=639,48=314r"-1656=63948=r=1111—=

— aproxmadamente 1111 mm

* d=21111=22 — aproximadamente 22 mm
Fonte: Cole¢do — Novo Olhar - Matemética — 3° ano do Ensino Médio, p. 111 (Manual do Professor).

Assim, as técnicas mobilizadas nesse exemplo sao 17, T2 € Tg.
4.1.2.4. 711 — Decompor um sélido qualquer em solidos conhecidos.

Essa técnica refere-se a decomposicdo de um solido qualquer em dois ou mais sélidos
conhecidos. Para uma melhor compreensdo da mesma tomamos como exemplo a atividade
apresentada na figura 54.

Figura 54: Exemplo de tipo de tarefa que mobiliza a técnica 15,

10.a figura mostra um reservatorio
industrial de aco usado para

armazenamento de cereais, CO- u
nhecido como silo. |
Ele é formado por um cilindro
circular reto, com 8 m de altura
e raio interno da base 2 m, enci-
mado por uma semiesfera.
Usando a aproximacaom = 3,2, | _________ :
responda: & J
a) Quantos metros quadrados

de aco sao gastos na confecgao desse silo?

b) Quantos metros clbicos de cereais o silo pode
armazenar?
Fonte: Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicagdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 245.

Para resolver essa atividade, em especial a alternativa b, o autor mobiliza duas

técnicas, conforme apresentado na figura 55 a seguir.
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Figura 55: Resolucdo, apresentada pelo autor da colecdo, referente a figura 54.

Fonte: Cole¢do — Matematica- Ciéncia e Aplicacfes — 2° ano do Ensino Médio, p. 115 (Manual do Professor).

A primeira técnica mobilizada é a decomposicéo do sélido, representado na figura, em
dois solidos conhecidos, ou seja, uma semiesfera (que seria a tampa do reservatorio) e um
cilindro. J& a segunda técnica mobilizada é substituicdo dos valores encontrados e fornecidos,
na atividade, nas formulas dos volumes dos respectivos solidos. Dessa forma, a soma dos
respectivos volumes € o volume procurado. Logo, as técnicas mobilizadas nessa atividade
foram ;e 713.

Apresentaremos, na sequéncia, algumas discussdes referentes aos elementos do bloco
tecnoldgico-tedrico com o objetivo de explicar e justificar a elaboracdo das técnicas. Mesmo
ndo sendo apresentadas de forma explicita por alguns autores, listamos algumas situac@es que

julgamos ser importantes para essa discussao.

4.1.3 Bloco Tecnoldgico-Teorico [0, O]

Percebemos nos livros didaticos analisados que ndo h& uma preocupacao explicita por
parte dos autores em justificar o uso da férmula do célculo de uma determinada area. Na
maioria das resolucdes analisadas o célculo da area recai apenas na aplicacao da formula. Nos
poucos casos encontrados, em que h& a preocupacgdo de justificar o uso da formula da area,
isso e feito por meio da decomposic¢do do poligono, da planificacdo do sélido e também por
razdo de semelhanca. A ideia de planificacéo foi identificada nos casos em que se pede a area
total de uma superficie. Assim, entendemos que a tecnologia que justifica a técnica t;
(Escolher uma formula de area, substituir valores numéricos na formula, realizar os calculos
numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada) ndo é apresentada de
forma satisfatdria.

No que tange a técnica t, (Escolher uma férmula de volume, substituir valores

numéricos na formula, realizar os calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de
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medida apropriada), alguns cuidados devem ser tomados quando formos justifica-la. 1sso
porque em algumas cole¢Bes analisadas observamos que algumas férmulas de volume séo
justificadas por tecnologias diferentes. A formula do paralelepipedo, por exemplo, é
justificada por meio da decomposi¢do do solido em unidades de volume. Por outro lado, a
férmula de uma piramide é justificada pelo principio de Cavalieri. Entretanto, apesar de
algumas colecGes apresentarem erros quanto a suas abordagens, essas duas tecnologias sdo
validas e justificam a técnica t, se apresentadas com um rigor matematico necessario. Dessa
forma, entendemos que tanto a tecnologia 0; (principio de Cavalieri) quanto a 0,
(decomposicdo do sélido em unidades de volume) justificam o uso da técnica 1p. Tais
tecnologias podem ser justificadas, respectivamente, pelas teorias @1 (Teoria da Medida) e @,
(Geometria Euclidiana).

Em relacdo as técnicas 14 (Efetuar transformacéao de unidades de medidas utilizando
um modelo pré-definido) e 1 (Construir uma tabela e agrupar as grandezas da mesma
espécie em colunas e manter na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em
correspondéncia, na sequéncia identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente
proporcionais e, por fim, montar a proporcao e resolver a equagdo) percebemos que ambas
sdo justificadas, nas cole¢des analisadas, por meio da tecnologia 0, (proporcionalidade entre
grandezas) que por sua vez ¢ justificada pela teoria @, (Algebra). Ja as técnicas ts
(Identificar as medida de dois lados de um triangulo retangulo e substituir na expressdo: a? =
b? + c?, realizar os célculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida
apropriada) e tg (Identificar as medidas dos lados de um tridngulo retangulo (cateto oposto,
cateto adjacente e hipotenusa), substituir na formula da relacdo desejada (seno, cosseno e
tangente), realizar os calculos numéricos pertinentes e, se necessario, acrescentar a unidade
de medida apropriada) sdo justificadas pela tecnologia 0; (Teorema de Pitagoras) que se
justificada pela teoria ®, (Geometria Euclidiana). No que tange a técnica 17 (estabelecer a
razdo de semelhanca) percebemos que a mesma ¢é justificada pela tecnologia 0, (Teorema de
Tales) que por sua vez € justificada pela teoria ®, (Geometria Euclidiana).

No que tange a técnica 19 (Identificar os coeficientes da equacgéo, determinar o valor
do descriminante, substituir na formula de Bhaskara e realizar os calculos numéricos
pertinentes) percebemos esta é justificada pela tecnologia 0, (a demonstracéo da formula do
descriminante) e tem como justificativa a teoria ®, (Algebra). Em relagdo as técnicas tig
(Identificar a medida do raio e substituir na formula do comprimento da circunferéncia
(C=2nr)) e 112 (Escolher uma férmula de diagonal, substituir valores numéricos na férmula,

realizar os calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada)
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ndo encontramos vestigios de tecnologias que possam justificar as mesmas, tendo em vista
que tais técnicas sdo apresentadas sem maiores justificativas. Por fim, a técnica t11
(Identificar em um solido qualquer dois ou mais solidos conhecidos e realizar a
decomposicao), é justificada pela tecnologia 0, (Composicao e decomposicédo de solidos) que

por sua vez é justificada pela teoria @, (Geometria Euclidiana).

4.1.4 Organizacdo Matematica e Organizacdo Didatica da Colecdo mais Adotada

Neste momento direcionamos 0 nosso olhar para os exemplos, o0s exercicios resolvidos
e 0s exercicios propostos, relacionando os tipos de tarefas identificadas e as técnicas
mobilizadas para soluciona-las e também a escolha do autor diante da apresentacdo e
conducdo do tema em questdo. No entanto, cabe-nos destacar, que o estudo da organizagéo
matematica e a organizacao didatica so ¢ realizado em torno da colecdo mais adotada, ou seja,
a colecdo I.

Antes de iniciarmos a discussao, a respeito da analise da colecdo I, apresentamos, na
sequéncia, um extrato de um quadro que utilizamos para distribuir e relacionar os tipos de
tarefas e as respectivas técnicas mobilizadas nas atividades presentes nas colecdes analisadas.
Nosso objetivo, com este extrato, é esclarecer a origem dos dados aqui apresentados e

explicar o significado de cada coluna deste quadro.

Quadro 1: Técnicas relativas aos tipos de tarefas

Tipos | Subtipo

Pag. Atividade de sde Técnicas Observacdes

Tarefas | Tarefas
189 Ex. 2 T1 T1, T Paralelepipedo reto-retdngulo
189 Ex. 3 T1 T1, T2€ Ty Cubo
190 R1 T1 T1, €Ty Paralelepipedo reto-retangulo
190 R2 T1 T1, T1€ Ty Paralelepipedo reto-retdngulo
191 1 T1 T1, - Cubo e ParaJeIepipedo reto-

retangulo

191 2 T1 T1, € T7 Paralelepipedo reto-retangulo

Fonte: autores da pesquisa.

O quadro 1 foi dividido em 6 colunas com os seguintes significados:

I. A primeira coluna refere-se a pagina, no livro, da atividade analisada;
Il. A segunda coluna indica a atividade analisada em uma determinada pagina (Ex. 2:

exemplo 2; R1: exercicio resolvido 1; 1 atividade proposta 1);



95

I1l. A terceira coluna indica o tipo de tarefa identificada;

IV. A quarta coluna o subtipo de tarefa identificada;

V. A quinta coluna refere-se as técnicas que foram mobilizadas para resolverem o tipo
de tarefa em questao;

VI.  Por fim, a sexta coluna indica o (s) tipo (s) de solido (s) estudado (s) em cada

atividade.

A partir dos dados apresentados no quadro 1 compusemos outros quadros e tabelas
para destacarmos, por exemplo, os tipos de sélidos mais trabalhados na colecdo e as técnicas
privilegiadas pelo autor. Estes novos quadros e tabelas sdo utilizados, em nossas analises, para
uma melhor compreensdo dos dados analisados na colecéo I.

Cabe-nos destacar ainda, que o numero de tipos de tarefas dificilmente coincide com o
namero de técnicas, mesmo porque, as vezes, 0 mesmo tipo de tarefa pode demandar mais de

uma técnica, conforme observamos na figura 56 a seguir.

Figura 56: Técnicas mobilizadas em torno de um tipo de tarefa

5. Determine o volume do paralelepipedo obliquo mostrado na o el e Som
figura, sabendo que sua base & umiquadrddn cuja diagonal mede L ,/\/ S -
5 3 cm. ; ~ X A
5V2 cm e que a aresta lateral mede 8 ¢ : \\ e

A . b"v - \\ \‘
Solucao: Pl
Se { é amedida do lado do quadrado da base cuja diagonal mede
d = 5V2 cm, entao,como d = {V2,temos:
52 =(\N2 = (=5cm
Portanto, a area da base do paralelepipedo é:
A=5=A=25cm
Para determinar a medida h da altura do paralelepipedo, note D C
e RN A
que o triangulo AMA' é retangulo; assim: ; o
> S
i...h A——— T ;
sen 30° = AM 5> —=— = h=4wm s, = D,
AA TR . Ngom ,
£ ” Py =57 SEON
Como o volume V do paralelepipedo é dado por V = A_ - h, temos: 307\;\'" \F

V=254 = V=100cm
Fonte: Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicacdes — 2° ano do Ensino Médio, p. 196.

Observamos, na figura 56, que para determinar o volume do paralelepipedo obliquo,
gue consideramos como um tipo de tarefa T1 (subtipo T1;), o autor mobiliza 4 técnicas
diferentes, as quais identificamos como 11, T2, Tg € T12, €Ssa Situacdo pode ser simbolizada da
seguinte forma: [T1, 1y, T2, T5 € T12]. LOgO percebemos que, em alguns casos, pra resolvermos
uma determinada atividade deveremos utilizar mais de uma técnica pra encontrar o resultado
esperado.

A seguir iniciamos as discussfes em torno da analise da coleg&o I.
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4.1.4.1 Analise da colecao mais adotada — cole¢éo I.

Nesta colegdo o conteldo de volume dos sdlidos geométricos € apresentado, no livro
do segundo ano do ensino médio, em 4 capitulos, os quais disponibilizados na segunda
metade da referida colecdo. Dessa forma, optamos por realizar nossa analise seguindo a
mesma ordem e numeracdo apresentada pelo autor. Logo, dividimos a andlise da seguinte
forma: no capitulo 10 (paginas 188 a 198), denominado de Prisma, é apresentado o volume do
paralelepipedo, do cubo e do prisma; ja o capitulo 11 (paginas 202 a 216), Piramide, aborda o
volume de uma piramide e do tronco de uma piramide; o capitulo 12, Cilindro, (paginas 220 a
223) destaca o volume de um cilindro; j& o capitulo 13 (péginas 227 a 237), Cones, é dedicado
ao volume de um cone e do tronco de cone; e por fim, é apresentado no capitulo 14 (paginas
236 a 249), Esfera, o volume da esfera, do fuso esférico e da cunha esférica. Esta forma de

analise possibilita-nos descrever a evolucdo das praxeologias ao final de cada capitulo.

4.1.4.1.1 Capitulo 10 - Prismas.

Neste capitulo, o autor inicia o conteddo de volume expondo, resumidamente, a ideia
intuitiva de volume e a “demonstracdo” da formula do volume do paralelepipedo. Nesse caso,
percebemos que 0 primeiro momento com organiza¢do matematica ocorre com a apresentacdo
e, consequentemente, a construcao do bloco tecnoldgico-tedrico, que fundamenta a elaboracéo
e aplicagdo da técnica t,. Em seguida ocorre a institucionalizagdo dessa técnica caracterizando
0 quinto momento, isto €, o autor apresenta a formula que sera utilizada nas resolugdes das

atividades propostas na sequéncia, conforme observamos nas figuras 57, 58 e 59 a seguir.



Figura 57: Introdugdo do calculo do volume.
Calculo do volume

0 velume de um solido & a medida da regiao do espago limitada por sua superficie,

No nosso dia a dia, para medir essa regido do espaco estabelecemos algumas unidades de medidas. Por
exemplo, para calcular o volume de um vaso tomamos como unidade de medida um certo tipo de copo. Nesse
case, se para encher totalmente o vaso forem usados 11 copos cheios de dgua, diremos que 0 volume do vaso
@ igual a 11 copos. Entretanto, conwém sbservar que o método usado nesse exemplo & impreciso e, além disso,
s apos a Gltima operagae para encher o vaso sobrasse alyuma quantidade de agua no copo, nao se saberia
como determinar essa fragao.

Para expressar o volume de um salido por meio de um nimero, devemos estabelecer uma unidade padrao:
a unidade de volume é o cubo, cuja aresta mede 1 u.c. {unidade de comprimento). Para cada unidade de com-
primento temos uma correspondente unidade de volume, como mostrada na tabela;

1dm 1dm*
lem icm'
im 1m’

1mm - 1 mm’

De modo geral:

unidade de medida da aresta = 1 w.c. = unidade de volume = 1 (u.c.)’

Fonte: Colegdo — Matematica- Ciéncia e Aplicagdes — 2° ano do ensino médio, p. 188.

Figura 58: Volume do paralelepipedo.
Consideremos um paralelepipedo retangulo com as seguintes dimensdes: a= 5u.c..b=2uwc ec - Juc
A divisio do comprimento, da larguia e da altura desse paralelepipedo em cinco unidades, duas unidades
@ trés unidades, respectivamente, nos permite obter 5 « 2 - 3 = 30 cubos unitarios, conforme mostrado nas
figuras abaixo:

Dizemos, entio, que o volume desse paralelepipedo ¢ V = (5 u.c.) - (2 n.c.) - (3w.e) = 30 (we), ou

sejis
A
V=a -bc Pense nisto: Em quantos
o cubos de aresta 1 cm
Como a - b & a area da base (A,) e ¢ é a medida h da altura, temos: ser decomposto um ct:?

de aresta 1 m?

2

Fonte: Cole¢do — Matemética- Ciéncia e Aplicagbes — 2° ano do ensino médio, p. 188.

V=@b-c=| v=A.n |

97
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Figura 59: Volume do cubo

PR
Lubo
bo @ um paralelepipedo retingulo cujas seis fares sao quadrados equivalentes, Assim, suas 12 arestas
| ngruentes entre
mo ja saberos, as formulas da area total, da diagonal e do volume de um paralelepipedo retingulo =3
A ?ab + 2ac + 2bc, d va' + b eV a+b- respectivaments
Fazendo | 1, em cada uma dessas formulas obtém-se
yrmulas da area total, da diagonal e do volume de um cubo de
ta de medida 1
- Alea 1 t 1 "+ 1 A Ha d |
» [hagonal o: d=va' +a +a Y3a d = av3
v . - :]
= Volume V- Vv 12 i 3 v a

Fonte: Colecdo — Matemética- Ciéncia e Aplicagdes — 2° ano do ensino médio, p. 189.

Ao final da institucionalizacdo, da referida técnica, sdo apresentados exemplos e
atividades resolvidas com o objetivo de trabalhar com a técnica recém elaborada e,
posteriormente, sdo trazidas as atividades propostas, as quais demandam um total de 20
questBes. Embora durante as resolucdes destes sejam apresentadas as técnicas t; e Tio,
entendemos que o foco ainda é a mobilizacdo da técnica t,, caracterizando assim o 4°
momento, isto €, o trabalho com a técnica 1.

Na sequéncia do capitulo é apresentado o principio de Cavalieri, no entanto, antes de
enuncia-lo é trazido um exemplo para que o mesmo seja compreendido de forma intuitiva.
Logo apds enunciar tal principio, é demonstrada, resumidamente, a férmula do volume do
prisma, a qual é utilizada, logo a seguir, na resolucdo de um exemplo. A sequéncia das figuras

60, 61 e 62 possibilita-nos visualizar tal fato.



Conseguimos estabelecer uma formula para o volume de um paralelepipedo retangulo de maneira intuiti-
va; entretanto, para determinar a expressao do volume de outtos silidos, o processo ndo ¢ Lio simples. Uma
maneira que pode ser utilizada para a obtencao do volume de um solide € adotar coms axioma um resultade
formalizado pelo matematico italiano Bonaventura Francesco {avalieri (1598-1647), que & conhecido como
principio de Cavalieri.

Antes de enunciar o principio de Cavalieri, vamos apresentar um exemplo para que ele possa ser compreen-
dido de maneira intuitiva:

—

Dispie-se de um conjunto de chapas retangulares de madeira, todas com as mesmas dimensoes e,
consequentemente, com ¢ mesme volume.

Imagine que elas foram usadas para formar duas pilhas diferentes, cada qual com a mesma quan-
tidade de chapas, como mostram as figuras 1 e 2:

Exemplo |b

figura 1 figuraa 2
Note que, em ambas as pilhas, a quantidade de espago ocupado pela colegdo de chapas & a mesma,
isto &, os solidos das figuras 1 e 2 tém o mesmo volume,

Imagine agora esses mesmos solidos com bases num mesmo plane w e situados num mesmo se-
miespaco dos determinados por o

sthdo 1 soldo 2

(Qualquer plano B paralelo a o e secante aos solidos 1 e 2 determina nesses solidos superficies
equivalentes, ou seja, de areas lguais,

A mesma ideia pode ser estendida para duas pilhas, cada qual com a mesma quantidade de meedas
de dimensdes iguais:

— . Swperdics
T equividentes

/;,_’_ —

Z 4 | "

sdlidos equivalentes |
Fonte: Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicages — 2° ano do ensino médio, p. 192.



Figura 61: Continuagdo do principio de Cavalieri.

0 que acabamos de apresentar de maneira intuitiva é o que chamamos Principio de Cavalieri, De modo geral,
sua aplicagao deve ser feita colocando-se os dois solidos com bases em um mesmo plano, paralelo aguele em
que estardo as secoes de &reas iquais:

Segundo o Principio de Cavalieri;

Dois s6lidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, deter- 4
mina superfides de dreas lguais (superficies equivalentes), sao salidos de
volumes iguais (solidos equivalentes),

A seguir, usaremos o Principio de Cavalieri para calcular o volume de um prisma.

Fonte: Cole¢do — Mateméatica- Ciéncia e AplicagBes — 2° ano do ensino médio, p. 192.

Figura 62: Volume do prisma.

Imaginemos um prisma P, de altura de medida / e irea da base igual 2 8. Consideremos um paratelepipedo
retangulo P, em que h & a medida da altura e a drea da base & igual a B. Note que P, e P, tém as alturas de
medidas iguais, assim como sao iguais as areas de suas bases.

Suponhamos que os dois solidos tenham as bases num mesmo plano ¢ e figuem no mesmo semiespaco de
arigem c, conforme mostrade na figura:

Observe gue qualquer plano P paralelo a o e que secione P, também seciona P,. Note também que as secdes
(B, e B) tém dreas iguais, pois sdo congruentes is respectivas bases, )
Entdo, pelo principio de Cavalieri, o prisma P, e o paralelepipedo P, tém volumes iguais, ou seja,
V=V
1 ?
Como V, =B - h, entdo: V, ~ B - h.
Assim, concluimos gue:

[ 0 volume de um prisma é igual ao produto da area da base pela medida da altura. 1

Fonte: Cole¢do — Matemética- Ciéncia e Aplicagbes — 2° ano do ensino médio, p. 194.
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Percebemos, nas figuras anteriores, que mais uma vez 0 momento de construcdo do
bloco tecnoldgico-tedrico é retomado, assim como a institucionalizagdo da técnica 1, tendo
em vista que no caso anterior ela era mobilizada apenas para o calculo do volume de dois
casos particulares de prisma, o paralelepipedo e o cubo e, agora, sua mobilizacdo é para o
calculo de um prisma qualquer. Dessa forma, entendemos que essas duas situacdes se
caracterizam como o terceiro e 0 quinto momento respectivamente.

Ap0s essa “nova” institucionalizagdo da técnica 1, 0 autor apresenta alguns exemplos
referentes ao trabalho com essa técnica e entdo propde algumas atividades, denominadas de
propostas e complementares. Entendemos que, assim como no inicio do capitulo, este
processo caracteriza, respectivamente, o segundo e o quarto momento com a técnica T, POIS
refere-se a resolucdo do célculo do volume de um prisma qualquer por meio dessa técnica e
também acontece o trabalho com essa técnica no decorrer das atividades apresentadas.

Entretanto, durante a analise dos exemplos e atividades citadas observamos algumas
situaces que sdo confrontadas com as técnicas 11, 15 € g, figurando o 1° momento com estas

técnicas, conforme nos mostra a figura a seguir.
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Figura 63: Atividades resolvidas

4. Um artesdo faz pecas macicas de latéo e as vende por kS 35,00 ¢ quilo. Fabricio comprou uma dessas pecas,

que tem a forma de um prisma regular hexagonal de 10 cm de altura e cuja aresta da base mede 4 cm. Const-
derando que a densicade do latao € 8.5 g/cm’, quanto Fabricio pagou pela peca ¢ omprada? Use a aproximacao
Vi 1.7,
Solugho:
Como a densidade do latao é 8.5 a/om’, isto €, a massa de latdo num volume de 1 cm’ € 85 g, entao devemos

primeiramente daterminar o volume ¥ da peca comprada por Fabricio

= Calculo ge V.

A i
A peca tem a forma de um prisma regular hexagonal;éntao, V = A -h.em que
h = 10¢m e A é area de um hexdgono regular cujo lado mede 4 cm

10 o
Como um hexdgono regular & composto de seis tridngulos equilateros, entdo: o
1 A
{ 4°-1 2
TUSEP fL i L | = A =6 s A = 408cm |1
s 4

408-10 =V 408 cm
« Calculo da quantia paga por Fabricio
Como adensidade do latao é 8.5 a/cm’, a regra de trés sequinte permite que se calcule a massa ("peso’)

da peca comprada

massa lg) volume [cm’}
8.5 — 1 e SN 14689 = 3,468 kg
X - 408 | x 408

Se 0 artesdo vende cada pega a RS 35,00 o quilo,entio a pega comprada por Fabriclo custou 3,468 - RS 35,00

ouseja, /S 121,38

= -
5 Determine o velume do paralelepipedo abliquo mostrado na >
. FERNNS . o
figura, sabendo que sua base & um quadrado cuja diagonal mede ),
SV2 om e que a aresta lateral mede 6 om Ry DN O >
: \5V2 em
Solugho: o
Se ( ¢amedida do lado do quadrado da base cuja diagonal mede
SN2 cm, entao, comod (V2,1emos
SN2=02 = (=5
Portanto, a dréa da base do paralelepipedo é
A= s A = 25¢cm’
Para determinar a medida /1 da altura do panslelepipedo, note 0 c
fue O trianguio AMA' & retangulo; assim 3 -
¥ -
AM 1 } PP e
sen30° = =—- = — = — =3 h=4cm S S o
AA 2 8 b ~Bom
Como 0 volume Y do paralelepipedo é dado por V = A_-h, 1emos m... | & ~
f M A B

V=254 = V=100¢m

Fonte: Colegdo — Matematica- Ciéncia e AplicagGes — 2° ano do ensino médio, p. 196.

Além das atividades apresentadas na figura acima, as técnicas ty, 16 € 13 também sédo
mobilizadas em outras atividades apresentadas na sequéncia, caracterizando assim o quarto
momento sobre a resolucdo do célculo do volume de um prisma qualquer mobilizando essas
técnicas. Ja as técnicas 15 ¢ 17 SO aparecem uma vez cada nesse capitulo, ndo podendo assim
ser caracterizado em algum momento didatico.

Percebemos, no capitulo em questdo, que o foco do autor ¢ trabalhar com a técnica t».
As demais técnicas sao utilizadas para auxiliarem na aplicagdo da técnica T2, tendo em vista
que ela é mobilizada em quase todas as atividades analisas.

Apds analisarmos todas as atividades propostas neste capitulo, observamos que o autor

contempla 4 tipos de tarefas, conforme observamos na tabela 3 a seguir.
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Tabela 3: Tipos de tarefas - Colegéo | - Capitulo 10
T1 T2 T3 T5
Total 27 1 4 1

% 82 3 12 3
Fonte: dos autores da pesquisa

Notamos que o tipo de tarefa T1, calcular o volume de um solido conhecido,
representa, aproximadamente, 82 % de todas as atividades analisadas nesse capitulo, o que é
normal se levarmos em consideracdo que esse tipo de tarefa é o foco principal do contetdo
analisado. Ja os tipos de tarefas T2, T3 e T5 contemplam, respectivamente, 3%, 12% e 3% de
todas as atividades analisadas.

Em relacdo as técnicas mobilizadas neste capitulo, percebemos uma recorréncia
consideravel de 1, a qual refere-se a aplicabilidade de uma férmula para o calculo do volume
de um sélido conhecido, e t; que consiste na aplicabilidade de uma férmula para o calculo da

area de uma regido conhecida, conforme observamos no quadro 3 a seguir.

Quadro 2: Relagdo dos tipos de tarefas e técnicas - Cole¢do | - Capitulo 10
Tl T2 T3 T5

2

Te - - -
T1€ T2 1 2 -
T1€ Ty
T1€ Ts
T1€ T7
T1€ T12

T1, T2 € Tp

T1, T3€ Ty

T1, T2€ T12

T1, T2, Tg € T12 1 - - -
Fonte: dos autores da pesquisa

SN NIRRT
1
1
1

=
1
1
1

Observamos que 1, € mobilizada em praticamente todas as atividades propostas e, na
maioria dos casos, € a Unica técnica utilizada para resolver uma determinada atividade. J& nos
casos em que uma atividade necessita de mais de uma técnica para ser concluida, percebemos
também uma grande mobilizacao de t,. Este fato é facil de ser compreendido uma vez que em
algumas atividades propostas é necessario, antes de aplicar a férmula do volume de um
determinado solido, determinar, por exemplo, a area da base e/ou a altura do mesmo, o que
requer a mobilizagdo de outras técnicas. A mobilizagdo de t1, em grande parte das atividades,
é um exemplo da necessidade de se determinar a area da base de um sélido, antes de calcular

0 seu volume.
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Outra técnica utilizada de forma consideravel neste capitulo foi t3 Esta técnica, assim
como a 11, teve como objetivo, nas atividades em que foi mobilizada, auxiliar a técnica 1, N0
calculo do volume de um determinado solido. Cabe-nos destacar que, dentre todas as
atividades propostas nesse capitulo, apenas uma ndao mobilizou 1,, pois, de acordo com o
quadro 3, s6 foi necessario a mobilizagdo da ts 1SS0 N0S mostra que o autor privilegia, nesse
capitulo, a aplicacdo da férmula do volume de um solido conhecido.

Quanto a evolucdo das praxeologias, neste capitulo sdo propostas, inicialmente,
atividades a serem resolvidas mobilizando apenas a técnica t,, na sequéncia as atividades que
demandam a mobilizac&o das técnica 13 e T2, €, por fim, as que demandam a mobilizacdo das
técnicas 11, 12 € 16. LOgo podemos dizer que a evolucdo das praxeologias ocorre do seguinte
modo: [T, 12]°> [T, 11 e 12]°> [T, 11, T2 € 16]. Percebemos que esta evolucdo permanece
equilibrada, no que diz respeito ao nimero de atividades que contemplam cada uma destas
organizagOes, somente entre as duas primeiras praxeologias, tendo em vista que a quantidade
de atividades abordadas nestes dois casos quase que se equiparam. Ja a praxeologia [T, 11, 12 €
6] aparece em menor quantidade dentre as atividades propostas, o que nos leva a crer que 0
principal foco do autor é a utilizacdo da formula para o célculo da area, de uma regido
conhecida, assim como a formula do célculo do volume dos sélidos aqui abordados. Ja os
estudos das demais praxeologias acontecem, de certo modo, superficialmente, pois as técnicas
sdo apenas apresentadas, ou seja, ndo sao trabalhadas efetivamente e nem sistematizadas. Um
exemplo destes casos ¢ a praxeologia [T, 11, T2, Tg € T12] que € contemplada apenas uma vez.

Apesar de serem casos particulares de prismas, 0 autor apresenta, sem breve
justificativa, atividades referentes ao calculo do volume do paralelepipedo e do cubo de
formas distintas e sem uma breve justificativa. Nesse caso, dentre as atividades propostas
neste capitulo, percebemos que o prisma é o sélido mais abordado pelo autor, seguido do

paralelepipedo e do cubo, conforme nos mostra o tabela 5 a seguir.

Tabela 4: Tipos de s6lidos trabalhados - Colegédo | - Capitulo 10
Sélido Quantidade % Observacéo
Cubo 8 23 -
Reto reténgulo
Paralelepipedo 13 37 Qualquer
Obliquo
Triangular
Quadrangular
Pentagonal
Hexagonal
Trapezoidal
Obliquo quadrangular

Prisma 14 40

e SN N N




105

| Total | 35 | 100 | - | -]
Fonte: autores da pesquisa

Notamos que, dentre os paralelepipedos abordados pelo autor, o reto-retangulo € o que
recebe um maior destaque nas atividades, ja dentre os prismas, o hexagonal foi o mais
trabalhado seguido do triangular. Por outro lado, percebemos que os paralelepipedos,
qualquer e obliquo, assim como os prismas, pentagonal e trapezoidal, s6 foram abordados
apenas uma vez cada um. Talvez a opcdo do autor por determinados sélidos esteja relacionada
ao calculo da area da base dos mesmos, isto é, trabalha com &reas conhecidas pelo leitor,

como por exemplo, tridngulos e retangulos.

4.1.4.1.2 Capitulo 11 — Piramide.

Ao iniciarmos a analise do referente capitulo, deparamos novamente com uma proposta
muito parecida com a que encontramos no capitulo anterior, isto é, 0 contetido de volume inicia-
se com a demonstracdo da formula do volume da pirdmide e, logo em seguida, sdo
apresentados exemplos e atividades resolvidas referentes ao calculo do volume da pirdmide.
Durante a resolucdo sdo apresentadas algumas atividades resolvidas com o intuito de se
trabalhar a férmula do volume e outros conhecimentos geométricos (areas, alturas, entre
outros), apos estas argumentacdes, 0 autor traz as atividades propostas que compreende um
total de 12 atividades. Este momento é marcado pela exploracdo de alguns tipos de tarefas
com o objetivo de mobilizar algumas técnicas ja elaboradas ou até mesmo para a construcao
das mesmas. Em sintese, percebemos que o capitulo inicia-se com a constru¢do do bloco
tecnologico-tedrico (primeiro momento com a organizacdo matematica neste capitulo)
seguido da institucionalizacdo da técnica 1, (quinto momento) e o trabalho com a técnica
recém institucionalizada (quarto momento).

Na sequéncia do capitulo, o autor traz algumas explicacdes sobre razdo de semelhanca,
assim como sua demonstracdo, em particular para calcular o volume de duas piramides
semelhantes, seguido de um exemplo para sua aplicabilidade, conforme apresentado nas

figuras 64 e 65 a sequir.



Fonte:

Figura 64: Pirdmides semelhantes
Pisduides semelhantes

Quando secionames usa picinide por um pare paralelo 3 base (vamos sempie admitiz que o plano ndo
contim o vertice da piramide], els fica dividida em dois solides:
w O @0¢ CONLEM 0 YErtice. que & UM3 N0V pirdmide; e
= quit contém a base da pizhmiide dada, que & sm tienco de gramide de bases paralelss

v

(s tinnces de pirkimides se1do estudados na préxiza secin deste capitule,
Vamos 30013 ¢omy a nova pirkmide = 3 piramid imitiva’.

!

Note que:

= 05 poligonss das bases tém o mesmo nimero de lados (wga. s exsmplo, que ambas sdo pisrides he-
23gonais);

= 05 &ngalus de dwds faces homaiogas =io dois a dois congruentes:
w 9% elrmmntes linearas homblogos {comn arestas &as bases, avestas laterais, alturas ete,) $50 Jonporconais.

A ova pirimide & uma “copla reduzida” da plrimide “primitiva’. As Quas pirimides 540 semelhantes.

A raxdo & entre dois elementos U bosblogos — arestas, sltugas — & chamada razio de semelhanga
antre piramides. Escolbemto. por exemplo, escraver & fazdo 32 semelhanca entie a pitdmide nova ¢ 3 *primi-
tiva”, nessa opdem, temos:

[ O et 1
it e
Considerando duas plramides ih temne 43 int dades:

w A 1azdn entie as Areas das hases & igual a0 guadiedo da azic dn'mn;dhna.
Exsa propiledade decarre do fato de que as bases 830 poligores semelhantes ¢, por-
tantn, A 14230 entie suas areas ¢ igus 0o quadiado da razso de semelhanca.

3

Colecdo — Matematica- Ciéncia e Aplicacdes — 2° ano do ensino médio, p. 211.
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Figura 65: Pirdmides semelhantes

Uma piramice guadiangular requl

Exemplo (A

ABCD & 0 31 cr’. Chrerve que a razio entie A, v 4 & 2 — —_ k

Fonte: Cole¢do — Matematica- Ciéncia e Aplicagdes — 2° ano do ensino médio, p. 212.

Observamos nas figuras anteriores 0 momento de construcdo do bloco tecnolégico-
tedrico, que fundamenta a elaboragdo e aplicagdo da técnica ts. Em seguida é feita a
institucionalizacdo da mesma, caracterizando o0 quinto momento, isto é, o autor apresenta a
relacdo de semelhanca entre os volumes de duas piramides que sera utilizada nas resolucoes
de alguns exemplos e atividades propostas na sequéncia. Cabe destacar, que tanto o0s
exemplos quanto as atividades sdo resolvidos por meio da mobilizacdo dessa técnica, o que
caracteriza o quarto momento, ou seja, o trabalho com a técnica em torno de um determinado
tipo de tarefa.

Apbs analisarmos todas as atividades apresentadas neste capitulo identificamos a
contemplacdo de 5 tipos de tarefas, tabela 5, sendo que todas j& foram privilegiadas no

capitulo 10.
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Tabela 5: Tipos de tarefas - Colegéo | - Capitulo 11
T T, T3 T, Ts
Total | 24 2 4 3 1
% 71 6 12 9 3
Fonte: dos autores da pesquisa.

Assim como no capitulo anterior, observamos que o tipo de tarefa T1 € bem mais
explorado pelo autor do que os demais. No entanto, como j& abordamos anteriormente, o foco
principal destes capitulos é justamente o calculo do volume de um sélido geométrico, por isso
a grande presenca deste tipo de tarefa. Por outro lado, percebemos que os tipos de tarefas T3 e
T4 tiveram um destaque consideravel pelo autor, embora ainda recebendo pouca énfase, isto €,
menos de 10%. Isto indica que ele propde determinadas atividades visando trabalhar algumas
técnicas especificas, como por exemplo, a técnica t7 que esta presente em todas as atividades

do tipo T3 e T4, conforme nos mostra o quadro 4 a seguir.

Quadro 3: Relagéo dos tipos de tarefas e técnicas - Cole¢do | - Capitulo 11

T 2 - - - -

T7 1 1 1 -
T1€ Ty 5 - - - -
To € Ts 2 - - -
T€ Ty 3 - 3 1 -
T1€ Ty - 1 - - -
T1, T2€ Ts 9 1 - - -
T1, T2 € Tg - - - 1
Ty, T2 € T7 1 - 1 -
T2, T7€ T11 1 - - - -
T1, T2, T5€ Ty 1 - - - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Observamos que neste capitulo, o autor mantém a énfase dada primeiramente a 1
seguida por 17, COM uma pequena variacdo na taxa percentual de cada uma delas. O motivo
pelo qual enfatiza com mais intensidade t,, deve-se ao fato de o autor sugerir, na maioria dos
casos, que se calcule o volume de um determinado sélido por meio desta técnica. No entanto,
notamos uma grande recorréncia a técnica 17, sendo esta, em algumas atividades, a Unica
técnica mobilizada. Neste caso, entendemos que o autor pretende mostrar que o volume e/ou a
area de um determinado solido pode ser determinado sem a recorréncia de uma férmula
especifica, ou seja, que estas medidas podem ser determinadas por meio da técnica 17.

Percebemos também que as demais técnicas mobilizadas neste capitulo sempre tém
como objetivo auxiliar 1,. Este fato é verificado na resolucéo de duas atividades apresentadas

pelo autor, no primeiro caso ele mobiliza as técnicas 1s para determinar a altura de um
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triangulo equilatero e no segundo caso é mobilizada a técnica t1; que consiste em decompor
um solido qualquer em dois solidos conhecidos, logo, nestes dois casos, as técnicas citadas
sao mobilizadas justamente para auxiliar na aplicagdo da técnica T».

Quanto a evolugdo das praxeologias presentes neste capitulo, sdo apresentados,
inicialmente, alguns exemplos e atividades resolvidas com o objetivo de mobilizar apenas a
técnica 1o. Na sequéncia, sdo propostas algumas atividades que mobilizam a técnica 17, na
continuidade, atividades que demandam a mobilizagdo das técnicas (t1 € T2) € (12 € T7) € por
fim, atividades que mobilizam as técnicas 11, T, ¢ Ts5. Simbolizamos essa evolugédo
praxeologica da seguinte forma: [T, t2]> [T, 17]> [T, 1 e ]2 [T, 12¢ 17]> [T, 11, T2 € T5).
Neste caso, percebemos que ndo ha uma evolugdo equilibrada entre as praxeologias
apresentadas, visto que ha um privilégio da praxeologia que envolve as técnicas t1, T2€ 15 . NO
entanto, percebe-se que a quantidade de atividades contempladas em cada organizacdo vai
aumentando gradativamente. Nota-se também, que algumas praxeologias s6 foram
contempladas uma Unica vez, como por exemplo, [T, 11, T2, T5 € T7].

Por fim, observamos que o sélido mais explorado nas atividades propostas neste é a
piramide, com aproximadamente 57% de todos os sélidos trabalhados, seguido do tetraedro e
o0 tronco da pirdmide, com aproximadamente, 14% cada um, conforme destaca a tabela 6 a

sequir.

Tabela 6: Tipos de sélidos trabalhos - Colecdo | - Capitulo 11

Sélido Quantidade % Observacéo
Cubo 2 6 -
Tetraedro regular 5 14 -
Paralelepipedo 1 3 Reto-retangulo 1
Piramide 20 57 | Quadrangular | 14
Hexagonal 6
Tronco de Piramide 5 14 Quadrangular 4
Qualquer 1
Sélido Irregular 2 6 - -
Total 35 100 - -

Fonte: autores da pesquisa.

Notamos ainda, que o autor busca relacionar, alguns sélidos trabalhados no capitulo
anterior com o atual, como por exemplo, a exploragdo do cubo e do paralelepipedo. Outro
ponto importante a destacar € o trabalho com sélidos irregulares que sdo abordados, mesmo
gue de forma timida, em duas atividades apresentadas neste capitulo. Percebemos também,
que o foco principal neste momento, € a exploracdo das pirdmides, em especial, as

quadrangulares e hexagonais.
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4.1.4.1.3 Capitulo 12 — Cilindro.

Assim como nos dois capitulos anteriores, este capitulo inicia-se realizando uma
abordagem sobre a demonstracdo da formula do volume, nesse caso a do cilindro, seguida de
um exemplo e uma atividade resolvida para trabalhar a técnica demonstrada. Dessa forma,
entendemos que a organizacdo didatica deste capitulo em torno da técnica 1, ocorre
praticamente da mesma forma que o anterior, caracterizando os mesmos momentos de estudo.
Antes de apresentar as atividades propostas e complementares, as quais compreende um total
de 25 atividades, o autor traz algumas explicacfes e exemplos a respeito de secdo meridiana e

cilindro equilétero, conforme destaca a figura a seguir.

Figura 66: Secdo meridiana e cilindro equilatero.

Secdo meridiana e cilindro equilatero

Secao meridiana de um cilindro é a intersecao deste com um plano que contém o segmento 00
A secao meridiana de um cilindro obliquo & um paralelogramo,
T

e

,,,,,,,,,, —_—

sotdo mendans
Glndro obliquo

: - - . ) R Rr)
A secio meridiana de um cilindro reto & um retdngulo de dimensoes 2r (didmetro da base) e /t (altura do

cilindro).
= R
O
l‘—:o‘")i = ‘
~ e
H
i b h
\ - ' = .l‘v '
B i N
e " ’
r
Pl %
canclio reto SECa0 mendana

Cilindro equilatero & um cilindro cuja secao meridiana & um quadrado. Num cilindro equilatero,

g h 21

Sacan mendiana
cilindro aquilataro

Fonte: Colegdo — Matematica- Ciéncia e Aplicagfes — 2° ano do ensino médio, p. 221.
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Observamos que a principal ideia do autor é apresentar a sec¢do meridiana de
diferentes tipos de cilindros, como o obliquo, o reto e o equilatero todos destacados na figura
anterior.

A Andlise realizada em torno das atividades aqui apresentadas possibilitou-nos

identificar a contemplacdo de 4 tipos de tarefas, conforme observamos na tabela 7 a seguir.

Tabela 7: Tipos de tarefas - Colecéo | - Capitulo 12
T1 T2 T3 T4
Total | 17 1 3 2

% 74 4 13 9
Fonte: dos autores da pesquisa.

Observamos que, assim como nos dois primeiros capitulos analisados, o autor
privilegia, neste capitulo, o tipo de tarefa T1, o qual corresponde, aproximadamente, a 74 %
de todas as atividades analisadas. No entanto, notamos que o tipo de tarefa T2 também ¢é
contemplado neste capitulo, entretanto com pouca énfase. Talvez o principal motivo desta
contemplacdo seja a constante mobilizacdo da técnica t, para sua resolucdo. J& os tipos de
tarefas T2 e T4 sdo contemplados em uma proporcdo inferior aos outros dois tipos de tarefas
apresentados anteriormente, porém suas resolugdes também recaem na aplicacdo de t,

conforme destacamos no quadro 5 a seguir.

Quadro 4: Relagao dos tipos de tarefas e técnicas - Cole¢do | - Capitulo 12

T1 T2 T3 T4
T2 13 - 3 -
T€ Ts - - 1
T1€T) 2 1 - 1
€ T4 1 - - -
T1, T2€ Tg 1 - - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Notamos que a técnica T, continua sendo mais privilegiada do que as demais e sua
mobilizacdo estd presente em todas as resolugdes das atividades apresentadas. J& as demais
técnicas mobilizadas consistem, em sua maioria, auxiliar a técnica t, no calculo do volume de
um cilindro. Isso nos mostra que o autor mantém a escolha feita nos capitulos anteriores de
enfatizar a aplicacdo da formula do volume, neste caso, de um cilindro e também de utilizar
técnicas auxiliares para dar suporte a t quando esta nao for suficiente.

Em relacdo as praxeologias, a que envolve a técnica T, representa o carro chefe deste

capitulo, a evolu¢do ocorre do seguinte modo: [T, 12]> [T, 11 e t2]. Percebemos que a
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transicdo entre as praxeologias é bastante sutil, tendo em vista que a contemplacdo da
praxeologia [T, 11 e 14] € pequena, sendo abordadas em apenas quatro atividades. Cabe-nos
destacar ainda, que outras praxeologias também foram contempladas, como por exemplo, [T,
T, € T5], NO entanto, exploradas apenas uma vez.

J& em relacdo aos solidos mais explorados, percebemos uma abordagem consideravel

do cilindro, em especial do cilindro reto, conforme ilustra a tabela 8 a seguir.

Tabela 8: Tipos de sdlidos trabalhados - Colegéo | - Capitulo 12

Solido | Quantidade | % Observacéo
Cubo 1 4 -
. Quadrangular | 1
Prisma 2 ! Octogonal 1
Reto 16
Cilindro 24 89 Qualquer 5
Equilatero 3
Total 27 100 - -

Fonte: autores da pesquisa

Percebemos ainda, que este capitulo quase ndo contempla os sélidos trabalhados nos
capitulos anteriores, ou seja, ndo relaciona os sélidos explorados nas atividades anteriores
com os atuais. Dessa forma, entendemos que o foco principal deste capitulo € a exploracdo de

atividades que abordem o tema cilindro.

4.1.4.1.4 Capitulo 13 — Cone.

No que tange o capitulo 13, novamente a ideia apresentada nos capitulos anteriores
aparece, isto ¢, a organizagdo didatica ocorre praticamente em torno da técnica t,. Logo, 0
conteddo de volume inicia-se com uma breve demonstracdo da formula do volume, seguida
de um exemplo para sua aplicabilidade. Na sequéncia sdo trazidas algumas atividades
resolvidas para que essa técnica e outros conceitos apresentados anteriormente sejam
trabalhados. Outro fato destacado nesse capitulo e a apari¢do de algumas definicbes a respeito
de seccdo meridiana e cone equilatero, alem de um exemplo sobre estes dois casos. A
primeira parte do capitulo € finalizada com a apresentacdo das atividades propostas, sendo
estas um total de 16 questdes.

J& na segunda parte deste capitulo é apresentada, de forma breve, a demonstracdo da
formula do tronco de cone (construcdo do bloco tecnoldgico-teorico e institucionalizacdo da
técnica 12) € um exemplo onde se calcula o volume de um determinado tronco de cone com e

sem a utilizacdo da férmula demonstrada. Em seguida é trazida uma atividade resolvida, para
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uma melhor compreensdo da formula apresentada (momento de trabalho com a técnica
elaborada), e 5 atividades propostas e 8 atividades complementares.
Apos analisarmos todas as atividades apresentadas neste capitulo, identificamos a

contemplacéo de 3 tipos de tarefas, conforme abordamos na tabela 9 a seguir.

Tabela 9: Tipos de tarefas - Colegéo | - Capitulol13
T1 T2 T3
Total 32 2 2

% 90 5 5
Fonte: dos autores da pesquisa.

Notamos que, neste capitulo, o tipo de tarefa T1 teve uma abordagem ainda maior do
gue nos capitulos anteriores, representando, aproximadamente, 90% das atividades analisadas.
J4 os tipos de tarefa T2 e T3 contemplam 5 % cada um, o que nos leva a crer que o principal
foco do autor é explorar, com maior énfase, o tipo de tarefa T1, ou seja, o calculo do volume
de um cone. Para resolver estes tipos de tarefas algumas técnicas sdo mobilizadas, dentre elas
T10 (Identificar a medida do raio e substituir na férmula do comprimento da circunferéncia
(C=2mr), é a Unica que ainda ndo havia sido contemplada nos capitulos anteriores, entretanto
essa técnica € mobilizada uma Unica vez nesse capitulo o que, a nosso ver, ndo se caracteriza
um dos momentos descritos por Chevallard (1999). O quadro 6 a seguir nos mostra a relacéo

dos tipos de tarefas e técnicas identificadas nesse capitulo.

Quadro 5: Relagao dos tipos de tarefas e técnicas - Cole¢do | - Capitulo 13

T1 T2 T3

T2 10 -

T7 1 -
T2€ Ts 12 - -
T1€Tp 1 - -
T,€ Ty 3 - -
T,€Tg 1 - -
T1, T2€ Ts - 1 -
T2, T5€ Tp 1 - -
T2, T5€ T1o 1 - -
Ty, T4 € Ts 1 - -
T2, T5€ T11 1 - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Percebemos que 1, continua sendo a técnica mais explorada neste capitulo, no entanto
notamos um aumento significativa na exploragdo das técnicas 15 e t7. Neste caso, percebemos

que estas duas técnicas sdo utilizadas, na maioria das atividades, para auxiliar T, isto &, elas
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sdo mobilizadas com o objetivo de determinar as medidas da &rea da base e da altura de um
solido conhecido, pois estas medidas sdo fundamentais para se aplicar a férmula do volume de
um solido conhecido. Portanto, o foco principal das técnicas ts ¢ t; € dar suporte a
aplicabilidade da técnica 1,

No que diz respeito a evolucdo das praxeologias, a situacdo, discutida nos paragrafos
anteriores, pode ser simbolizada da seguinte forma: [T, 12]> [T, 12 ¢ 15]°> [T, 12 ¢ 17].
Percebemos que esta evolucdo sé € equilibrada nas duas primeiras praxeologias, pois a
guantidade de atividades contempladas em cada uma delas sdo praticamente a mesma. Por
outro lado, a praxeologia que envolve as técnicas 1, ¢ T7 aparecem timidamente nas atividades
apresentadas neste capitulo. J& as demais praxeologias apresentadas s6 foram contempladas
uma vez cada uma, logo ndo podemos concluir se houve ou ndo uma evolucéo.

Dentre todos os solidos apresentados neste capitulo o cone reto e o tronco de cone reto

sdo os mais explorados pelo autor, conforme destacamos na tabela 10 a seguir.

Tabela 10: Tipos de s6lidos trabalhados - Colecdo | - Capitulo 13

Sélido Quantidade % Observacéo
Paralelepipedo 2 5 Reto retangulo | 2
Cilindro 2 5 Reto 2
Reto 18
Equilatero 4
Cone 27 66 Qualquer 1
Revolucédo 4
Reto 6
Tronco de Cone 8 19 Revolucao 1
Qualquer 1
Sélido Irregular 2 5 - -
Total 41 100 - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Outro ponto importante que observamos na tabela é quanto aos tipos de cones
explorados neste capitulo, nota-se, facilmente, que o autor ndo se restringe apenas a
contemplacéo do cone reto, isto €, procura explorar, mesmo que em menor quantidade, o cone
equilatero, de revolucéo e qualquer. Talvez a opgdo por esta escolha seja a possibilidade de se
trabalhar conceitos diferentes em cada caso. Percebemos também que sdo explorados, mesmo
que de forma timida, alguns sélidos apresentados nos capitulos anteriores, como por exemplo,

0 paralelepipedo reto retangulo.
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4.1.4.15 Capitulo 14 — Esfera.

Assim como nos demais capitulos até aqui apresentados, este também traz
inicialmente a demonstracdo da formula do volume, neste caso a da esfera, seguida de um
exemplo referente a sua aplicabilidade. Dessa forma, percebemos que a ideia inicial do
capitulo ocorre da mesma forma que os demais capitulos da colecdo. Entretanto, um fato em
especial nos chamou bastante atencdo durante o processo de analise deste. Verificamos que o
autor traz a demonstracdo da formula da area da superficie esférica e do fuso esférico e
algumas atividades resolvidas visando a mobilizacdo dessas formulas o que caracteriza, a
nosso ver, o terceiro momento, ou seja, a construcdo do bloco tecnoldgico-tedrico que
justifica as técnicas recem elaboradas seguido do quinto momento, isto €, a institucionalizacao

das referidas técnicas, conforme observamos nas figuras 67 e 68 a seguir.

Figura 67: Area da superficie esférica.

Area da superficie esférica

e no centro da esleca @ tendo como altuzs 4
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Fonte: Colegdo — Matematica- Ciéncia e Aplicagdes — 2° ano do ensino médio, p. 243.

Fonte: Cole¢do — Matematica- Ciéncia e AplicagBes — 2° ano do ensino médio, p. 247-248.

Figura 68: Cunha esférica.

da cunha eslinica representada na

Na sequéncia sdo apresentadas 9 atividades referentes ao célculo do volume da esfera,

e mais 10 atividades referentes ao calculo do volume de cunha esférica e do fuso esférico.

Ao final da anélise de todas as atividades apresentadas, neste capitulo, identificamos a

exploracdo de 4 tipos de tarefas, conforme nos mostra o tabela 11 a seguir.

Tabela 11: Ti

Fonte: dos autores da pesquisa.

T1 T2 T3 T5
Total 19 1 3 2
% 76 4 12 8

pos de tarefas - Colecgdo | - Capitulo 14
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Nota-se facilmente que dentre os tipos de tarefas identificadas, neste capitulo, T1 é a
mais explorada pelo autor mantendo assim um percentual parecido com 0s outros capitulos
analisados. Por outro lado, o tipo de tarefa T3 é contemplado em uma porcentagem maior do
que vimos anteriormente. Talvez isso ocorra em decorréncia do autor ndo se preocupar apenas
com o calculo do volume de sélidos apresentados no capitulo, mas também com outros
elementos importantes que englobam os sélidos em quest&o.

Em relacdo as técnicas mobilizadas percebemos que o autor privilegia, assim como
nos casos anteriores, a técnica t;, a qual estd presente na resolucdo de todas as atividades

analisadas neste capitulo, conforme ilustra o quadro 7 a seguir.

Quadro 6: Relagdo dos tipos de tarefas e técnicas - Cole¢do | - Capitulo 14

T1 T2 T3 | T5
() 13 - 2 1
T1€ T2 2 1 - -
€ Ty 1 - - -
T2€ T 2 - 1 1
T1€ T1n 1 - - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Notamos que, dentre as atividades analisadas, 64% sdo resolvidas recorrendo apenas a
mobilizac¢do da técnica 1o, OU Seja, ndo precisam de técnicas auxiliares em suas resolugdes. Ja
em 16% das técnicas analisadas 1, aparece como técnica principal, isto é, antes ser mobilizada
ela é auxiliada por uma outra técnica, como por exemplo, a utilizagdo da técnica t1;, que
consiste na decomposicdo de um solido qualquer em sélidos conhecidos, antes da mobilizacdo
de 1. Nesse contexto, entendemos que o0 autor se preocupa em trabalhar, durante a resolucéo
das atividades, com a formula do volume do cilindro, no entanto, busca relacionar tal técnica
com outros conceitos apresentados antes do contetido de volume.

Em relacdo a evolugdo das praxeologias, neste capitulo sdo propostas, inicialmente,
atividades a serem resolvidas mobilizando apenas a técnica t2. Na continuidade, atividades
que demandam a mobilizacdo das técnicas 1, € Ts, €, chegando as técnicas 11 € To.
Simbolicamente esta evolu¢do ocorre do seguinte modo: [T, 12]> [T, 11 € 12]> [T, 12 € T¢].
Nota-se que esta evolucdo sé € equilibrada entre as duas Gltimas, visto que hd um privilégio
da praxeologia [T, t1]. Cabe ressaltar, que algumas praxeologias sé foram contempladas uma
vez neste capitulo, dessa forma ndo as consideramos como uma evolucéo.

Quanto aos solidos abordados, neste capitulo, percebemos que o autor, além da esfera
e da cunha esférica, contempla alguns solidos trabalhados nos capitulos anteriores, conforme
ilustra a tabela 12 a seguir.
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Tabela 12: Tipos de s6lidos trabalhados - Colecéo | - Capitulo 14

Sélido Quantidade % Observacéo
Paralelepipedo 2 7 Reto retangulo 2
- Reto 2
Cilindro 3 10 Qualquer 1
Cone 1 3 Reto 1
Esfera 16 55 - -
Cunha Esférica 3 10 - -
Solido Irregular 4 15 - -
Total 29 100 - -

Fonte: dos autores da pesquisa.

Nota-se ainda, que os solidos irregulares sdo contemplados consideravelmente neste
capitulo, visto que em algumas atividades propostas, o autor sugere que se decomponham
alguns solidos irregulares em sélidos conhecidos. Observa-se também uma articulacdo entre
0s s6lidos apresentados nesse capitulo com os anteriores.

Diante dos resultados elencados anteriormente, consideramos pertinente, neste
momento, apresentarmos algumas conclusdes sobre a organizacdo matematica e a organizacao
didatica da colecdo | analisada. Inicialmente, cabe-nos destacar a quantidade razoavel de
paginas dedicadas ao contetdo de volume, 50 ao todo, tendo em vista que, nas Ultimas
décadas, o tema em questdo tem sido alvo de vérias discussdes, conforme discutido
anteriormente, justamente por ndo receber a mesma atencdo que outros conteddos
matematicos. No entanto, apesar da quantidade de paginas serem consideraveis, observamos
que os capitulos dedicados ao contetdo de volume sdo apresentados no final do livro o que
pode acarretar “na auséncia de seu ensino, sobretudo porque o livro didatico é utilizado também
no encadeamento de ensino dos conteudos.” (MORALIS, 2013, p. 67). Dessa forma, entendemos
que o tema em questdo deve ser estudado por meio de uma articulagdo com 0s demais
conteudos matematicos, pois assim seu ensino ndo sera afetado por falta de tempo.

Em relacdo a organizacdo matematica, percebemos nitidamente a predominancia do
tipo de tarefa T1 (calcular o volume de um s6lido), o qual representa, aproximadamente, 79%
de todos os tipos de tarefas identificados na colecdo I. Vale ressaltar que, nessa colegéo,
foram identificados 5 tipos de tarefas, T1, T2, T3, T4 e T5, em um total de 151 atividades
analisadas®*. A predominancia de T1, nessa colecdo, vai ao encontro do que foi identificado
nas outras 3 colecOes analisadas, isto €, os autores das mesmas tém como prioridade obter a

medida do volume de sélidos conhecidos. Tal prioridade também é destacada no estudo

? As atividades analisadas englobam exemplos, atividades resolvidas, atividades propostas, atividades
complementares, desafios, dentre outros.
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desenvolvido por Morais (2013), ao afirmar que tanto as definicbes como a ideia intuitiva de
volume, apresentadas nas colecBes aprovadas pelo PNLD/2012, remetem a medi¢do do
espaco ocupado por um corpo, Vvalorizando assim a necessidade de medir e,
consequentemente, colocam o aspecto numérico em primeiro lugar. A valorizacdo da medida
fica ainda mais evidente, ao destacarmos o segundo e o terceiro tipo de tarefa mais
identificada na cole¢do I, T3 (calcular um determinado comprimento de um sélido, dado seu
volume) e T2 (calcular a area de uma determinada regido de um sélido, dado seu volume),
que representam, respectivamente, 11% e 5% de todos os tipos de tarefas identificados. Esses
dois tipos de tarefas, assim como T1, tém como objetivo principal a obtencdo de uma medida,
0 que valoriza ainda mais a afirmacéo feita por Morais (2013).

Outro ponto importante observado na colecdo | sdo os métodos utilizados pelo autor
para a resolucdo das atividades apresentadas, ou seja, as técnicas mobilizadas em torno de um
determinado tipo de tarefa. Foram identificadas, nessa colecdo, 9 técnicas, 11, T2, T3, T4, Ts, T7,
g, T10 € T11, dentre as quais 1, (escolher uma formula de volume, substituir valores numéricos
na formula, realizar os calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida
apropriada) é a que se mais destaca, tendo em vista que na maioria das atividades analisadas o
que se propde € justamente o volume de um determinado sélido. Dentre as 119 atividades do
tipo T1 identificadas na colecéo I, 46 (aproximadamente 39%) sdo resolvidas apenas por meio
da técnica t,, ou seja, o volume fica determinado somente com a aplicacdo imediata da
formula do volume do respectivo solido. Segundo Morais (2013), esse tipo de situa¢do pode
favorecer a memorizacdo de procedimentos, o que pode acarretar na falta de compreensao mais
profunda do conceito de volume. Em outras situa¢des, na qual a aplicagdo imediata da técnica t, €
insuficiente, identificamos a mobilizacdo de técnicas que tem como principal objetivo auxiliar
T2, COMO a tecnica t; (escolher uma formula de area, substituir valores numericos na formula,
realizar os calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada) que
é utilizada para se determinar a area da base de um determinada sélido. Nesse caso, a
atividade apresentada fornece somente a medida da altura, ou seja, a medida da area da base
se faz necessaria.

Ainda em relacdo ao tipo de tarefa T1, observamos que, das atividades analisadas, 17
(aproximadamente 14 %) sdo resolvidas por meio das técnicas 1; e 12, € 15 (aproximadamente
13 %) s&o resolvidas por meio das técnicas 1, ¢ ts5. Dessa forma, entendemos que
determinadas técnicas sdo mobilizadas justamente para auxiliar a aplicacdo da férmula do
volume, ou seja, ttm como principal funcdo encontrar os elementos que sdo imprescindiveis

para a aplicacdo da formula do volume. Destacamos também que, conforme se avan¢a na



120

andlise das atividades apresentadas pelo autor, novas técnicas, até entdo ndo necessarias para a
resolugdo de um determinado tipo de tarefa, sdo mobilizadas. Tal fato nos ajuda a elucidar
melhor a evolucdo das praxeologias, tendo em vista que a mobilizacdo de uma nova técnica so
é necessaria quando as outras, até entdo utilizadas, sdo insuficientes para se determinar o
resultado esperado. Assim, entendemos que houve uma evolucdo das praxeologias, entretanto,
ela ndo ocorreu de forma equilibrada, pois na maioria dos capitulos analisados uma
determinada praxeologia é contemplada varias vezes, como [T, t1] e [T, 11 ¢ 12], enquanto
outras apenas uma vez.

No que tange a organizacdo didatica, fundamentada nos seis momentos didaticos
propostos por Chevallard (1999), cabe-nos destacar alguns aspectos apresentados ao longo
das nossas analises. Por exemplo, a organizagdo didatica em torno da praxeologia [T, 12] nos
cinco capitulos analisados é muito parecida, isto €, autor inicia o conteddo de volume com a
demonstracdo da férmula do mesmo, o que acreditamos ser a construcdo do bloco
tecnoldgico-tedrico (o primeiro momento com a organizacdo matematica) que fundamenta a
elaboracdo a aplicacdo da técnica t,. Na sequéncia ocorre a institucionalizacdo dessa técnica
caracterizando o quinto momento, isto é, o autor apresenta a formula que sera utilizada nas
resolucdes das atividades propostas na sequéncia. Posteriormente, sdo apresentados alguns
exemplos e exercicios resolvidos com o objetivo de trabalhar a técnica que acabara de ser
constituida e que, em nossa perspectiva, caracteriza o quarto momento, ou seja, 0 trabalho
com a técnica. Outra praxeologia que merece destaque é a [T, t1], tendo em vista que, no
ultimo capitulo do livro, o autor traz tanto a demonstracdo da formula da area da superficie
esférica, quanto do fuso esférico o que caracteriza o terceiro momento, ou seja, a construcao
do bloco tecnologico-tedrico que justifica as técnicas recém elaboradas seguido do quinto
momento, isto é, a institucionalizacdo das referidas técnicas. Posteriormente, sdo apresentadas
algumas atividades resolvidas visando a mobilizacdo dessas formulas, ou seja, busca-se
trabalhar com a técnica recem-elaborada. Esses fatos nos levam a perceber a valorizacao, por
parte do autor, de dois momentos didaticos, isto €, a construgcdo do bloco tecnoldgico-teorico e
também a institucionalizagdo da técnica de resolugdo. Assim, a predominancia desses dois
momentos juntamente com o momento de trabalho com a técnica, nos permite aproximar o
autor da obra em um modelo classico conforme classificacdo de Gascon (2003).

Por fim, destacamos que a grande maioria das formulas utilizadas no calculo do
volume dos solidos analisados, com exceg¢do das férmulas do paralelepipedo reto retangulo e
do cubo que sdo justificadas pela decomposicdo em cubos unitérios, € justificada pelo

principio de Cavalieri e, no caso especifico da colecdo I, ndo apresenta erros quanto a
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utilizacdo dessa ferramenta. O fato de ndo conter erros é fundamental, pois favorece a

compreensdo dos alunos na construcéo das referidas formulas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com a intencdo de responder a nossa questdo de pesquisa — “Como é proposto o
ensino de volume de solidos geométricos em livros diddticos no Ensino Médio?” — voltamo-
nos para as quatro cole¢fes mais adotadas nas redes publicas brasileiras, em especial para a
colecédo I (a mais adotada). A anélise dessas colec¢Bes revela-nos aspectos significativos para a
caracterizacdo do ensino proposto. Na sequéncia, apresentamos algumas dessas principais
caracteristicas e no final destacamos alguns pontos que merecem ser discutidos em futuras
pesquisas.

Cabe-nos enfatizar primeiramente que a TAD, nosso referencial tedrico/metodolégico,
foi de grande valia para compreendermos a proposta de ensino do tema em questdo.
Entendemos que essa teoria, diferentemente da Teoria dos Campos Conceituais, permiti-nos
identificar qual matematica estd empregada, no nosso caso, nos livros didaticos e quais
propostas 0 autor apresenta para o ensino e aprendizagem dos conteidos abordados em tais
livros. Essa teoria nos possibilitou, por exemplo, conhecer os tipos de tarefas que sdo
propostos pelo autor, em relacdo ao contetdo de volume tal como as técnicas mobilizadas
para a resolucdo desses tipos de tarefas. Esse passo a passo, proporcionado pela TAD, nos
mostra o(s) caminho(s) que o autor compreende que o0s professores, que optarem por tal
colecdo, devam prosseguir e de que maneira o conteudo ali apresentado deve ser trabalhado.

Por meio das nocdes de organizacdo matematica e de organizacdo didatica
apresentadas pela TAD, analisamos as cole¢es focando nas principais caracteristicas que
acreditamos serem essenciais para se ter uma visdo ampla e ao mesmo tempo detalhada da
praxeologia. Dessa forma, pudemos responder nossos dois objetivos especificos, que se
resumem em investigar qual o contetldo matematico proposto e como ele é proposto nessas
colecgdes. Para tanto, optamos por analisar as quatro cole¢cbes mais adotadas pelas escolas
publicas brasileira, aprovadas pelo PNLD2012, mantendo foco na organizacdo matematica e
didatica da colecdo mais adotada.

Foram identificadas, em nossas analises, 6 tipos de tarefas contempladas nas quatro
colecdes analisadas. Na colecdo |, cerne de nossa pesquisa, identificamos 5 tipos de tarefas,

conforme observa-se na tabela a seguir.

Tabela 13: Sintese dos tipos de tarefas da colegdo |
T1 T2 T3 T4 T5
Total 119 7 16 5 4

% 79 5 11 3 2
Fonte: dos autores da pesquisa.
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Dentre esses tipos de tarefas, observamos que T1 (calcular o volume de um s6lido)
representa, aproximadamente, 74 % de todas as atividades apresentadas. Esse tipo de tarefa
gerou ainda dois subtipos de tarefas, isto €, T1; (Calcular o volume de um sélido conhecido) e
T1, (Calcular o volume de um sélido irregular). Dentre esses dois subtipos identificados, o
T1, foi contemplado com pouca énfase, 8 vezes, se comparamos com o0 T1; que foi
contemplado 111 vezes. Dessa forma, acreditamos que o estudo de algumas propriedades que
possibilita a compreensdo do calculo do volume desses tipos de solidos pode ficar
comprometido.

Nesse contexto, fica evidente a valorizacdo do ensino por meio de técnicas de
resolucdo, pois atividades do tipo T1 sdo geralmente propostas ap0s a apresentacdo da técnica,
justamente para promover a sua pratica. Esse fato fica ainda mais evidente se compararmos
com o segundo tipo de tarefa mais contemplado, isto é, T3 (Calcular um determinado
comprimento de um sélido, dado seu volume) que representa 11 % do total identificado. No
que tange as técnicas de resolucdo identificamos 12 tipos nas quatro colecbes, das quais 9

foram contempladas na colecdo I, conforme ilustra o quadro a seguir.

Quadro 7: Sintese das técnicas da Cole¢éo |

‘Tl‘TZ‘TS‘M‘TG‘W‘TS‘HO‘TM‘
Fonte: dos autores da pesquisa.

No caso dessa colecdo, observamos que a técnica de resolucdo privilegiada é t,
(Escolher uma formula de volume, substituir valores numéricos na foérmula, realizar os
célculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada) que, na
maioria dos casos, € utilizada como a técnica principal. Por exemplo, algumas atividades
propem o célculo do volume de um determinado solido, porém, antes de calcular esse
volume, é necessario determinar a area da base do mesmo. Logo, a técnica 1, ndo € a Unica
mobilizada, mas é a principal, pois serd necessaria sua utilizacdo apds a medida da area ser
determinada, para que o célculo do volume do sélido em questéo seja realizado.

Percebemos ainda, no caso da colec¢do I, que houve uma evolugdo das praxeologias.
No entanto, isso ndo ocorre de forma equilibrada, visto que algumas dessas praxeologias
aparecem em menor quantidade do que outras. De acordo com as compreensdes até este
ponto, essa evolugcdo ocorre no decorrer das atividades apresentadas, pois, conforme
abordamos anteriormente, as primeiras questdes apresentadas, em especial nos capitulos

destinados ao calculo de volume, mobilizam, em sua maioria, apenas as técnicas que
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acabaram de demonstrar. Assim, conforme vai-se avangando na resolucdo das atividades
propostas, novas técnicas vdo sendo mobilizadas, principalmente aquelas trabalhadas em
capitulos anteriores ao de volume.

Em relacdo a analise da organizacdo didatica, percebemos que a mesma ocorre, nos
cinco capitulos analisados, de forma muito parecida. A organizacdo didatica em torno da
praxeologia [T, t2], por exemplo, inicia-se com a demonstragdo da formula do mesmo, o que
acreditamos ser a construcdo do bloco tecnoldgico-tedrico (o0 primeiro momento com a
organizacdo matematica) que fundamenta a elaboracdo a aplicacdo da técnica t,. Na
sequéncia ocorre a institucionalizacdo dessa técnica caracterizando o quinto momento, isto &,
o0 autor apresenta a férmula que seréd utilizada nas resolugdes das atividades propostas na
sequéncia. Posteriormente sdo apresentados alguns exemplos e exercicios resolvidos com o
objetivo de trabalhar a técnica que acabara de ser constituida que, a nosso ver, caracteriza o
quarto momento, ou seja, o trabalho com a técnica. Outra praxeologia que merece destaque é
a [T, t1], tendo em vista que, no dltimo capitulo do livro, o autor traz tanto a demonstracdo da
formula da area da superficie esférica, quanto do fuso esférico o que caracteriza, a nosso ver,
0 terceiro momento, ou seja, a constru¢cdo do bloco tecnoldgico-tedrico que justifica as
técnicas recém elaboradas seguido do quinto momento, isto €, a institucionalizacdo das
referidas técnicas. Posteriormente, sdo apresentadas algumas atividades resolvidas visando a
mobilizagdo dessas formulas, ou seja, busca-se trabalhar com a técnica recém-elaborada. Cabe
destacar ainda, que durante a andlise das 4 cole¢Ges ndo conseguimos identificar 0 momento
dedicado a avaliacdo das praxeologias.

Diante disso, percebemos que o autor da colecdo | valoriza tanto a construgao do bloco
tecnologico-tedrico quanto a institucionalizacdo da técnica de resolucdo. Assim, a
predominancia desses dois momentos juntamente com 0 momento de trabalho com a técnica,
nos leva a aproximar as escolhas realizadas pelo autor da obra de um modelo classico,
conforme classificagéo de Gascon (2003).

Neste aspecto, a quantidade excessiva de técnicas, referentes ao calculo do volume dos
solidos geométricos, identificadas na colecdo I, pode ndo favorece o processo de ensino e
aprendizagem, pois o aluno pode limitar-se & memorizacdo das mesmas para efetuar seus
calculos. Acreditamos ainda que, apesar da colecdo | apresentar varias situacoes
contextualizadas, a forma estatica em que o conteddo de volume é abordado pode nao
proporcionar discussdes construtivas entre professor e o aluno, tendo em vista que o foco
principal dessa colecdo é aplicacdo da férmula do volume de um determinado sélido. N&o

obstante, é importante levar-se em consideracdo que, embora seja enunciado de forma correta
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na colecdo mais adotada, o principio de Cavalieri ndo foi apresentado de forma clara na
colecdo 1V, conforme ja havia abordado Morais (2013), 0 que pode acarretar em uma
compreensdo errada de determinados conceitos e propriedades. Entretanto, acreditamos que
tal ferramenta, se utilizada com o rigor necessario que lhe € peculiar, é de grande valia para
compreender e justificar o uso das formulas dos volumes de sélidos conhecidos, conforme
sugerem as OCN.

Por fim, observamos, na colecdo I, uma articulacdo, mesmo que em uma quantidade
pequena, entre os solidos trabalhos em um capitulo com aqueles trabalhos nos capitulos
subsequentes. Isso pode ser observado na andlise realizada em torno das atividades
apresentadas no capitulo 14, que busca relacionar alguns conceitos e defini¢Ges discutidos nos
capitulos anteriores com os da esfera.

Para finalizar essas consideragfes, elencamos algumas questdes que consideramos
importantes para os leitores, tendo em vista que a leitura desse trabalho possa ter suscitado
algumas duvidas nos mesmos, assim como nos proprios desenvolvedores deste trabalho. Por
exemplo, até que ponto a evolucdo das praxeologias podem influenciar no processo de ensino
e aprendizagem? Sera que a praxeologia apresentada nessas cole¢des sdo as mesmas que 0
professor pGe em pratica em sala de aula? Certamente dentre as questdes que essa
investigacdo levanta, essas duas nos interessaria olhar. Entretanto, elas se localizam entre uma
categoria de assuntos que podem ser tratados na continuidade deste estudo, visto que, a
presente pesquisa de mestrado, a questdo central era investigar como é proposto o ensino de
volume de s6lidos geométricos em livros didaticos no ensino médio.

Dessa forma, esperamos que este trabalho possa contribuir para os estudos e
investigacOes relacionadas aos livros didaticos, abarcando reflexes no que tange o ensino e

aprendizagem do célculo de volumes de sélidos geométricos em livros didaticos.
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APENDICE A - TIPOS DE TAREFAS IDENTIFICADAS
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Tipos de

Tarefas

Descricéo

Subtipos de Tarefas

Quantidade
de Subtipos

Quantidade
Total

T1

Calcular o volume de um sélido.

T1; — Calcular o
volume de um soélido
conhecido.

T1,- Calcular o
volume de um soélido
irregular.

408

30

438

T2

Calcular a area de uma determinada
regido de um solido, dado seu
volume.

T2, — Calcular a area
da superficie total.

T2,— Calcular a area
da superficie Lateral.

19

24

T3

Calcular um determinado
comprimento de um sélido, dado seu
volume.

T3, — Calcular o
comprimento da
aresta.

T3,— Calcular o
comprimento da
altura.

T3;— Calcular o
comprimento da
diagonal.

T3,— Calcular o
comprimento do raio.

T35— Calcular o
comprimento do

diametro.

T3¢— Calcular o
comprimento da

geratriz.

T3,— Calcular o
comprimento de

sélido.

19

45

13

86
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T3g— Calcular o
comprimento da

largura do sélido.

T3y— Calcular o
comprimento entre

dois pontos.

T4

Calcular razbes entre volumes e/ou
comprimentos de sélidos.

T4,— Calcular a razdo
entre as alturas de
dois sélidos
T4,— Calcular a razdo
entre os volumes de
dois sélidos

14

17

T5

Calcular a massa (peso) de um
s6lido conhecido, dado seu volume.

11

T6

Comparar o volume de sdlidos
conhecidos.
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Técnicas

Descricdo

Quantidade

T1

Escolher uma férmula de &rea, substituir valores numéricos
na formula, realizar os calculos numéricos pertinentes e
acrescentar a unidade de medida apropriada.

189

T2

Escolher uma férmula de volume, substituir valores
numéricos na foérmula, realizar os calculos numéricos
pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.

541

T3

Obter uma razdo equivalente a uma razdo dada, multiplicar
ou dividir ambos os termos da razdo dada por um numero
diferente de zero.

T4

Efetuar transformagdo de unidades de medidas utilizando
um modelo pré-definido.

44

Ts

Identificar as medida de dois lados de um tridngulo
retangulo e substituir na expressao: a? = b? + c?, realizar os
calculos numéricos pertinentes e acrescentar a unidade de
medida apropriada.

108

Te

Construir uma tabela e agrupar as grandezas da mesma
espécie em colunas e manter na mesma linha as grandezas
de espécies diferentes em correspondéncia. Na sequéncia
identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente
proporcionais e, por fim, montar a propor¢do e resolver a
equacao.

16

7

Estabelecer a razdo de semelhanga.

55

Tg

Identificar as medidas dos lados de um tridngulo retangulo
(cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa), substituir na
férmula da relacdo desejada (seno, cosseno e tangente),
realizar os célculos numéricos pertinentes e, se necessario,
acrescentar a unidade de medida apropriada.

15

Tg

Identificar os coeficientes da equacédo, determinar o valor do
descriminante, substituir na férmula de Bhaskara e realizar
os calculos numéricos pertinentes.

T10

Identificar a medida do raio e substituir na férmula do
comprimento da circunferéncia (C=2mr).

T11

Decompor um soélido qualquer em sélidos conhecidos.

24

T12

Escolher uma formula de diagonal, substituir valores
numéricos na formula, realizar os calculos numéricos
pertinentes e acrescentar a unidade de medida apropriada.

17




