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Resumo

Duarte, Márcio Antônio. Sobre convexidade em prismas complementares.
Goiânia, 2015.67p. Tese de Doutorado . Instituto de Informática, Universidade
Federal de Goiás.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados relacionados, principalmente às propri-

edades algorítmicas e de complexidade de um produto de grafos chamado prisma com-

plementar. Respondendo algumas questões deixadas em abertopor Haynes, Slater e van

der Merwe, mostramos o problema de clique, conjunto independente e conjunto comk-

dominantes é NP-Completo para prismas complementares em geral. Além disso, mostra-

mos resultados de NP-completude em relação ao cálculo de alguns parâmetros da conve-

xidadeP3 para o prisma complementar de grafos em geral, como o númeroP3, número

envoltórioP3 e número de Carathéodory. Mostramos que o cálculo do númeroP3 é NP-

completo para o prisma complementar de grafos em geral. Já para o número envoltório

P3, mostramos que o mesmo pode ser calculado de forma eficiente em tempo polinomial.

Para o número de Carathéodory, mostramos que é NP-completo para os prismas comple-

mentares de grafos bipartidos, mas que para árvores, este pode ser calculado em tempo

polinomial e ainda, para classe dos cografos, o cálculo do número de Carathéodory do

prisma complementar desses é 3. Encontramos também, uma relação entre a cardinali-

dade de um conjunto de Carathéodory de um grafo qualquer e um conjunto de Carathéo-

dory do seu prisma complementar. Por fim, estabelecemos um limite superior do cálculo

dos parâmetros: número geodésico, número envoltório e número de Carathéodory para

operações prisma complementar de grafos caminho, ciclos e completos considerando as

convexidadesP3 e geodésica.

Palavras–chave

Teoria dos Grafos, Convexidade, NP-Completude, Prismas Complementares



Abstract

Duarte, Márcio Antônio.Results on Convexity Complementary Prisms. Goi-
ânia, 2015.67p. PhD. Thesis. Instituto de Informática, Universidade Federal
de Goiás.

In this work, we present some related results, especially the properties algoritimics and

of complexity of a product of graphs called complementary prism. Answering some

questions left open by Haynes, Slater and van der Merwe, we show that the problem

of click, independent set andk-dominant set is NP-Complete for complementary prisms

in general. Furthermore, we show NP-completeness results regarding the calculation of

some parameters of theP3-convexity for the complementary prism graphs in general,

as theP3-geodetic number,P3-hull number andP3-Carathéodory number. We show that

the calculation ofP3-geodetic number is NP-complete for complementary prism graphs

in general. As for theP3-hull number, we can show that the same can be efficiently

computed in polynomial time. For theP3-Carathéodory number, we show that it is NP-

complete complementary to prisms bipartite graphs, but fortrees, this may be calculated

in polynomial time and, for class of cografos, calculating theP3-Carathéodory number of

complementary prism of these is 3. We also found a relationship between the cardinality

Carathéodory set of a graph and a any Carathéodory set of complementary prism.

Finally, we established an upper limit calculation the parameters: geodetic number, hull

number and Carathéodory number to operations complementaryprism of path, cycles and

complete graphs considering the convexitiesP3 and geodesic.

Keywords

Graph Theory, Convexity, NP-Complete, Complementary Prisms
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4.13 Número geodésico - KnK̄n 52
4.14 Número geodésico para prismas complementares PnP̄n, com n≥ 4. 53
4.15 Número geodésico para prismas complementares P1P̄1, P2P̄2 e P3P̄3 53
4.16 Número geodésico para prismas complementares CnC̄n, com 4≤ n≤ 8 55
4.17 Número envoltório para KnK̄n, coom 3≤ n≤ 5 56
4.18 Número envoltório para prismas complementares PnP̄n 58
4.19 Número envoltório para prismas complementares CnC̄n, com n= 6, 7

e 8. 59
4.20 Número envoltório - C4C̄4 e C5C̄5 59



Lista de Tabelas

5.1 Caracterizações de np3, hp3, cp3, gn e hn para KnK̄n, PnP̄n e CnC̄n 61



Lista de Notações

V(G) conjunto de vértices do grafoG
E(G) conjunto de arestas do grafoG
A\B elementos do conjuntoA menos elementos do conjuntoB
|S| cardinalidade do conjuntoS
Pn caminho comn vértices
Cn ciclo comn vértices
Kn grafo completo comn vértices
T árvore
Km,n grafo bipartido completo com partições demen vértices
NG(a) conjunto dos vértices adjacentes ao vérticea no grafoG
NG[a] N(a)∪{a}
dG(v) = d(v) número|E(v)| de arestas incidentes ao vérticev
d(v,w) tamanho do menor caminho entrev ew em um grafoG
exc(v) máxima distância dev a qualquer vértice de um grafoG
α(G) número de independência do grafoG
δ(G) grau mínimo do grafoG
∆(G) grau máximo do grafoG
γ(G) número de dominação do grafoG
GG prisma complementar do grafoG
G 2 H produto Cartesiano deG e H
np3(G) número geodésicoP3 ou apenas númeroP3 de um grafoG
gn(G) número geodésico de um grafoG
hp3(G) número envoltórioP3 de um grafoG
hn(G) número envoltório de um grafoG
c(G) número de Carathéodory de um grafoG
I [S] intervalo fechado de um conjuntoS
Ip3[S] intervaloP3 de um conjuntoS
HG(S) fecho convexo deS emG
∂HG(S) fecho parcial deS emG



CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO

Imagine um representante de uma instituição querendo realizar uma espécie de

convocação coletiva que mobilize o maior número de pessoas possíveis a participarem de

uma manifestação. Suponhamos que por meio de uma rede socialuma pessoa da sua lista

de amigos seja convencida a participar dessa manifestação se ela tivesse dois amigos que

a convencesse a isso. Então a pergunta natural seria: qual o menor número de pessoas a

serem convocadas inicialmente para se alcançar a rede inteira?

Este tipo de questionamento pode ser respondido por meio dosparâmetros de

convexidade em teoria dos grafos, onde os membros da rede social seriam representados

por nós/vértices e o vínculo de amizade entre eles por arestas. No exemplo supracitado,

o tipo de convexidade a ser trabalhada é a convexidadeP3, já que são necessários dois

amigos para convencer o terceiro. Encontrar o menor número de pessoas necessárias

para realizar esta convocação seria o mesmo que encontrar o número envoltório de um

grafo. Por outro lado, supondo que os amigos da rede social que foram convocados

inicialmente participem da manifestação, mas não se interessam a convencer outros

amigos a participarem, então o problema poderia ser resolvido por meio do número

geodésico de um grafo.

O conceito de convexidade para teoria dos grafos, de certa forma, está relacio-

nado aos conceitos e métodos de matemática discreta e contínua, já que existe uma ana-

logia entre o conjunto de vértices de um grafo conexo e a distância entre vértices como

um espaço métrico.

As propriedades de convexidade são importantes, pois elas surgem em diversas

situações envolvendo conjuntos convexos, como por exemplo, em problemas de otimiza-

ção. Ademais, a convexidade do conjunto viável desempenha um papel relevante para a

existência de soluções ótimas, assim como para a estrutura do conjunto dessas, além de

possibilitar a resolução de problemas de otimização numérica.

Conceitos geodésicos em grafos estão intimamente relacionados aos conceitos de

convexidade. Os conceitos fundamentais que ocorrem em geometria, topologia e análise

funcional são de conjuntos convexos.

Assim, dado um grafoG = (V,E), um subconjunto de vérticesS de V(G) é
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denominadoconvexo, seS é igual ao conjunto de vértices em todos os caminhos mínimos

entre pares de vértices deS [25]. Nesse caso, tratando-se de caminhos mínimos, estamos

mencionando aconvexidade geodésica, mas existem outros tipos de convexidade que

consideram outros tipos de caminhos, como por exemplo, a convexidadeP3.

Convexidade geodésica em grafos já foi estudada sobre diferentes aspectos

como conjuntos geodésicos e números geodésico e envoltóriopor Cáceres, Hernando,

Mora, Pelayo e Puetas [10, 11]. A convexidadeP3 foi apresentada por Centeno [16],

mas o referido termo já havia sido abordado por outros pesquisadores, porém, com

nomenclaturas distintas.

No início de nossos estudos conseguimos verificar que muitaspesquisas sobre

convexidade envolvendo classes específicas de grafos já foram realizadas, sobretudo no

que diz respeito a produtos de grafos. Entretanto, notamos que havia um tipo específico de

produto de grafos, o qual não possuía abordagens referentesao assunto de convexidade.

Esse tipo de produto, denominado prisma complementar, foi introduzido há

pouco tempo por Haynes, Henning, Slater e van der Merwe [51], como sendo um tipo

de um produto mais geral, o produto complementar, o qual generaliza também o produto

cartesiano. Isso fez com que despertasse o interesse sobre esse tipo de produto de grafos,

eis que existem inúmeros problemas ainda não investigados aseu respeito.

Em seu artigo inicial, Haynes et al. [51] estudaram parâmetros como graus, dis-

tâncias, independência e dominação relacionados a prismascomplementares e apresen-

taram uma série de problemas em suas considerações finais. Além disso, os parâmetros

relacionados a dominação e distância são considerados em [18,30,31,48,53,54,57,58,60],

onde os principais limites, estruturas e valores para famílias específicas de grafos foram

obtidos.

Respondendo algumas questões colocadas em Haynes et al. [51], Cappelle et

al. [12] descreveram um algoritmo de reconhecimento de prismas complementares em

tempo polinomial e Meierling et al. [61] estudaram ciclos e hamiltonicidade de prismas

complementares.

Outro assunto interessante envolvendo conjuntos convexosé o Teorema de

Carathéodory [13, 41]. Esse teorema afirma que todo pontou no fecho convexo de um

conjuntoS ⊆ R encontra-se no fecho convexo de um subconjuntoF de S de ordem no

máximod+1 [3]. Os aspectos estruturais e algorítmicos para o número deCarathéodory

de árvores e grafos blocos foram caracterizados por Barbosa,Coelho et al 2010 [3]. Eles

estabeleceram também limites superiores sobre o número deCarathéodoryde grafos

gerais e livres deK1,3 além de terem provado que é NP-completo decidir para um dado

grafo bipartidoG e um dado número inteirok, se o número deCarathéodorydeG é pelo

menosk.

Neste trabalho, respondemos os problemas de cliques, conjuntos independentes
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ek-dominação propostos por Haynes et al. [51] para prismas complementares.

Em relação a convexidadeP3, estabelecemos resultados sobre complexidade

envolvendo os parâmetros númeroP3, número envoltórioP3 e número de Carathéodory e

identificamos alguns casos solucionáveis de forma eficiente.

Além disso, descrevemos os resultados obtidos sobre a convexidade geodésica

em grafos não direcionados, considerando apenas o número geodésico e o número

envoltório.

Nossos resultados acerca das propriedades de prismas complementares foram

apresentados ao Latin American Workshop on Cliques in Graphs(LAWCG 2014) [37],

com o título "Remarks on Complementary Prisms" e aceito para apresentação no 13th

Cologne-Twente Workshop on Graphs & Combinatorial Optimization (CTW 2015),

com o título "TheP3-Convexity in the Complementary Prism of a Graph" [39]. Um

artigo completo foi aceito no Journal of Combinatorial Optimization (Duarte, Penso,

Rautenbach e Souza, 2015) [38], com o título "Complexity Properties of Complementary

Prisms".

Durante período na Alemanha, em conjunto (Duarte, Joos, Penso, Rautenbach e

Souza, 2014) trabalhamos também com emparelhamentos máximos e emparelhamentos

máximos induzidos, que resultou no artigo "Maximum Induced Matchings close to

Maximum Matchings" submetido na Theoretical Computer Science [36]. Este foi aceito

para apresentação no LAGOS 2015 com o título "On Graphs with Induced Matching

Number Almost Equal to Matching Number" [69].

Antes de discorrermos sobre nossos resultados, apresentamos no Capítulo2

conceitos básicos da teoria dos grafos utilizados para esteestudo. Nesse mesmo capítulo,

tem-se a descrição das classes de grafos analisadas durantea pesquisa e, por fim, uma

breve exposição sobre convexidade em grafos.

No Capítulo 3 temos a definição da operação prisma complementar, que é

justamente o foco deste trabalho, juntamente com os resultados iniciais obtidos no que

diz respeito a NP-completude dos problemas de cliques, conjuntos independentes ek-

dominação em prismas complementares.

O Capítulo4 traz os principais resultados da pesquisa desenvolvida. Nele, está

incluso parte do estudo realizado com o grupo da Universidade de Ulm, durante uma fase

do doutorado realizado na Alemanha. Esse capítulo possui duas divisões, uma direcionada

à convexidadeP3 e outra à convexidade geodésica.

Na primeira divisão são demonstrados os resultados obtidossobre NP-

completude para o númeroP3, número envoltórioP3 e o número de Carathéodory. Consta-

tamos que apesar do cálculo do número envoltórioP3 ser NP-completo segundo Centeno

et al. [17], nosso resultado implica que o número envoltórioP3 para prismas comple-

mentares pode ser determinado de forma eficiente. Quanto ao número de Carathéodory,
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constatamos que o seu cálculo é NP-completo para prismas complementares de grafos bi-

partidos, porém, identificamos e caracterizamos que o mesmoé no máximo 3 para prismas

complementares de cografos e que para a classe de prismas complementares de árvores

ele pode ser calculado em tempo polinomial. Na segunda divisão mostramos a caracteri-

zação do número geodésico e número envoltório considerandoa convexidade geodésica

para prismas complementares dos grafosPn, Cn e Kn.

O trabalho termina com nossas conclusões e com as propostas de pesquisas a

serem realizadas futuramente, onde se pretende dedicar especificamente ao estudo de

outros tipos de convexidades aplicadas as operações prismas complementares e, ainda,

outros tipos de operações de produtos em grafos.



CAPÍTULO 2
PRELIMINARES

Este capítulo está dividido em três seções. A primeira seçãocontém as definições

usuais da teoria de grafos e a notação utilizada neste trabalho. Em geral, a notação

segue [7] e [66]. Outras definições são apresentadas no decorrer do texto.

Posteriormente, apresentamos uma seção com as classes de grafos que são

estudadas e por último, finalizamos o capítulo com uma seção sobre convexidade em

grafos.

2.1 Definições e Notação

Um grafo G é um par ordenado (V(G),E(G)), ondeV(G) é um conjunto finito

de vértices eE(G) é um conjunto de arestas formadas por pares, não necessariamente

distintos deV(G). Denota-se a aresta que liga o vérticeu ao vérticev por uv. Se existir a

arestauv, dizemos que o vérticeu é adjacente ao vérticev e que a arestauv é incidente

a u e av. Os pares de vértices que formam cada aresta são chamadosextremidadesou

extremosda aresta. Consideramos aqui grafos não orientados, simplese finitos.

O complemento de um grafoG, denotado porḠ, possui o mesmo conjunto de

vértices deG, e o conjunto de arestas complementares deG, ou seja, se a arestauvexistir

em G, os vérticeu e v não são adjacentes em̄G, porém, se os vérticesu e v não são

adjacentes emG, a arestauvpertence ao complemento deG.

Um vértice universalé aquele que é adjacente a todos os demais vértices do grafo

a que ele pertence.

Um laçoé uma aresta onde os extremos são iguais. Múltiplas arestas são arestas

que possuem o mesmo par de extremos. Umgrafo simplesé um grafo que não possui

laços ou múltiplas arestas.

O número de vértices de um grafoG é dito ser a ordem deG. Para simplificar a

notação adotamos|V(G)| = n e |E(G)| =m. O número|E(v)| de arestas em um vérticev é o

graudev, aqui epresentado pordG(v). O númeroδ(G)=min{dG(v)|v∈V} é o grau mínimo

deG e o número∆(G) =max{dG(v)|v∈V} é o seu grau máximo. Se todos os vértices deG
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tem o mesmo grauk, entãoG ék-regular, ou simplesmenteregular. Um grafo 3-regular é

chamadocúbico.

A vizinhançade um vérticev, denotada porNG(v), ou simplesmente porN(v)

caso não haja ambiguidade, é o conjunto de todos os vértices adjacentes av no grafoG. A

vizinhança de um conjuntoT de vértices no grafoG, denotada porNG(T), é o conjunto de

vértices deG adjacentes a algum vértice deT. É denotado porN[v] o conjuntoN(v)∪{v}.

Um vérticev é dito ser vizinho deu sev pertence a vizinhança deu.

Um subgrafode um grafoG é um grafoH tal queV(H) ⊆ V(G) e E(H) ⊆ E(G),

denotado porH ⊆ G. Um subgrafo de um grafoG é um subgrafo geradorde G se o

número de vértices do subgrafo for igual ao número de vértices do grafo.

SejaV′(G′), seG′ ⊆ G e G′ contém todas as arestasxy∈ E(G) com x,y ∈ V′,

entãoG′ é umsubgrafo induzidode G. Dizemos queV′(G′) induzou gera G′ em G e

escrevemosG′ =: 〈V′(G′)〉. Portanto, seU ⊆ V(G) é qualquer conjunto de vértices, então

〈U〉 denota o grafo sobreU cujas arestas são precisamente as arestas deG com extremos

emU. Umacliqueé um subgrafo induzido que é um grafo completo.

SeU é um conjunto qualquer de vértices (usualmente deG), nós escrevemos

G\U para〈V(G)\U〉. Em outras palavras,G\U é obtido deG pela deleção de todos os

vértices emU∩V(G) e suas arestas incidentes. SeU = {v} é unitário, nós escrevemosG\v

ao invés deG\{v}. Ao invés deG\V(G′) nós simplesmente escreveremosG\G′.

Um grafoG éconexose para todo par de vértices,{u,v} deG existir um caminho

uv e desconexo caso contrário. Oscomponentesde um grafo G desconexo são seus

subgrafos conexos maximais ou componentes conexas. Umvértice de corte, x, é um

vértice de um grafo conexoG tal queG\{x} possui mais de um componente. Umconjunto

de corte, S, é um conjunto de vértices tal queG\S possui mais de um componente. Um

grafoG é k-conexo se o tamanho mínimo de um conjunto de corte,S, for pelo menosk

ouG\S possuir apenas um vértice.

Um conjunto independenteem um grafo é um conjunto de vértices que tomados

dois a dois são não adjacentes. O conjunto independente serámaximal se a ele não puder

adicionar vértices; será máximo se for o maior maximal possível.

A distânciad(v,w) emG de dois vérticesv e w é o tamanho do menor caminho

v-w emG; se tal caminho não existe, fazemos d(v,w) =∞. Denomina-se excentricidade

de um vérticev à maior distância dev a qualquer vértice do grafoG, ou seja,exc(v) =

max{d(v,w) : w ∈ V(G)}.

Um vérticev é um vérticesimplicialse o grafo induzido porN[v] for uma clique.

Uma clique de um grafoG contendo pelo menos um vértice simplicial é denominado um

simplexdo grafo. Um grafoG é umgrafo simplicialse todo vértice deG for um vértice

simplicial ou for adjacente a um vértice simplicial.

Um emparelhamentoem um grafo conexoG = (V,E) é um conjunto de arestas
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M ⊆ E(G) tal que quaisquer duas arestas não compartilham um vértice. Um emparelha-

mentoM é ditoperfeitose cobre todos os vértices deG.

2.2 Classes de Grafos

Algumas classes de grafos que são definidas a seguir, aparecem continuamente

no decorrer deste trabalho, como por exemplo, caminhos, ciclos, completos, árvores,

cografos, bi-partidos, entre outras.

Um caminhoé um grafo não vazioP onde V(P) = {x0, x1, ..., xk} e E(P) =

{x0x1, x1x2, . . . , xk−1xk}. O número de vértices de um caminho é o seutamanho, e o

caminho de tamanhok é denotado porPk. O caminho de menor tamanho entre dois

vértices é chamado degeodésica.

SeP= x0...xk−1 é um caminho ek≥ 3, então o grafoC = P+ xk−1x0 é chamado

deciclo. O ciclo de tamanhok é chamado de umk-cicloe denotado porCk.

Se todos os vértices deG são dois a dois adjacentes, entãoG é um grafo

completo. Um grafo completo sobren vértices é denotado porKn.

Um grafo sem ciclos é chamadofloresta. Uma floresta conexa é chamadaárvore.

Os vértices de grau 1 de uma árvore são denominadosfolhas.

Um cografoé um grafoG que não possuiP4 induzido. SejaG um cografo co-

nexo, denote poru o número de vértices universais emG, ou seja vértices adjacentes a to-

dos os vértices deG exceto a ele próprio. Considere agoraḠ, denote porḠ1, . . . ,Ḡu, . . . ,Ḡt

as componentes conexas dēG e porG1, . . . ,Gu, . . . ,Gt os subgrafos deG induzidos pe-

los conjuntos de vértices das respectivas componentes conexas deḠ, onde|V(Gi)| ≥ 2

quandoi > u (Figura2.1). As seguintes considerações podem ser feitas: as componentes

Ḡ1, . . . ,Ḡu são vértices isolados em̄G; e as componentesG1, . . . ,Gu são vértices univer-

sais emG; e emG os vértices de uma componenteGu+i, i > 0 são adjacentes a todos os

demais vértices deG\Gu+i (Figura2.2) [16].

Ḡ1 Ḡ2 Ḡu

Ḡu+1 Ḡt

· · ·· · ·

Figura 2.1: Componentes Conexas do GrafōG

Sejar ≥ 2 um inteiro. Um grafoG é chamador-partido seV(G) admite uma

partição emr conjuntos independentes tal que cada aresta tem seus extremos em dife-

rentes classes: vértices em uma mesma partição não podem seradjacentes. Ao invés de
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G1 G2 Gu

Gu+1 Gt

· · ·· · ·

Figura 2.2: Componentes Conexas do Grafo G

2-partido nós costumamos dizerbipartido. Um grafo r-partido no qual cada dois vérti-

ces de diferentes partições são adjacentes é chamado decompleto. Um grafobipartido

completocom partições de tamanhomen será aqui denotado porKm,n.

2.3 Convexidade em Grafos

Antes de definirmos a convexidade em grafos de uma forma geral, é relevante

abordar sua história nos últimos anos baseada em Centeno et al. [16].

Uma das primeiras discussões sobre convexidade em grafos ocorreu em meados

dos anos 70, com artigos publicados por Moon [62], de Erdös, Fried, Hajnal e Milner [42],

e de Varlet [70], cujos trabalhos estavam relacionados à convexidade em torneios. Em

1981, Harary e Neimenen [50] voltam sua atenção à convexidade geodésica, a qual

é definida em função do menor caminho entre dois vértices. Nosanos 80 algumas

publicações sobre convexidade geodésica também foram feitas podendo ser citado o

traballho de Nieminem [63], que em 1982 usa a envoltória convexa para caracterizar

árvores e grafos completos. Em 1983, Batten [4] caracteriza todos os grafos que possuem

subgrafos geodésicos e formula um algoritmo para se construir tais grafos. Um subgrafo

H de um grafoG é chamado geodésico se o menor caminho entre dois vértices deH

pertence aH. Em 1985, Everett e Seidman [43], caracterizam grafos que possuem valores

particulares do número envoltório geodésico, bem como formulam limites superior e

inferior para tal parâmetro para os grafos conexos em geral.Após estes e outros artigos

relacionados ao tema, Buckley e Harary [9], em 1990, publicam um livro sobre distância

em grafos onde um capítulo inteiro é dedicado à convexidade geodésica. Outro extenso

material sobre o assunto surge em 1993 [28], quando Van de Vel publica um livro sobre

estruturas convexas.

O estudo da convexidade geodésica tem um novo impulso a partir do ano

2000, quando Chartrand, Harary, Zhang, entre outros voltam apublicar sobre a referida

convexidade [22]. Entre 2002 e 2003, o grupo de pesquisadores citados acima publica
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sobre características do número geodésico em grafos geraise o número envoltório em

grafos direcionados [21, 23–25]. Ainda neste período há publicações que discutem a

complexidade do problema. Atici [1], em 2002, demonstra que achar o número geodésico

é NP-Difícil para grafo gerais. Em contrapartida, Gimbel [47], em 2003, prova que o

problema de encontrar o número de convexidade geodésica é NP-Completo para grafos

gerais.

Nessa perspectiva, a partir de 2006, Dourado, Protti e Szwarcfiter, pesquisado-

res da Universidade Federal do Rio de Janeiro direcionam suasatenções à convexidade,

obtendo resultados em torno da complexidade do número geodésico e número de convexi-

dade geodésica para classes de grafos cordais, bipartidos ecografos. Descrevem também

um metódo simples para decidir se o número de convexidade geodésica é igual ak, entre

outros resultados que podem ser encontrados em [32]. Sobre o número envoltório geodé-

sico, o grupo conseguiu provar que a determinação desse é um problema NP-Completo

para grafos gerais, mas que este problema pode ser resolvidoem tempo polinomial em

grafos de intervalo unitário, cografos e grafos split [35]. Recentemente, em 2010, o grupo

publicou sobre os limites do número envoltório geodésico usando ordem, diâmetro e cin-

tura de um grafo [34].

Este grupo também trabalhou com a convexidade monofônica [33]. Na conve-

xidade monofônica o conjuntoP de caminhos é definido pelos caminhos induzidos de

um grafo (caminhos que não possuem arestas entre dois vértices não consecutivos). A

convexidade monofônica foi introduzida em Oklahoma, 1982 [59]. Ela foi estudada por

Duchet, Farber e Jamison [40, 44]. Um grupo da Universitat Politècnica de Catalunya

- Espanha deu especial atenção àquela convexidade evidenciando suas diversas proprie-

dades por meio de grafos [15,55,56]. Atualmente sabe-se que o número de convexidade

monofônica é um problema NP-Completo para grafos em geral e que o número envoltório

monofônico pode ser encontrado em tempo polinomial para grafos gerais [33].

Por fim, merece ser mencionado que os pesquisadores citados também trabalha-

ram com a convexidade de caminhos de comprimento dois. Essa convexidade, especifica-

mente, começou a ser estudada a partir dos anos 90 quando Haglin e Wolf publicam sobre

subconjuntos convexos em torneios em tal convexidade [49]. Em 2006, Parker, Westhoff

e Wolf retomam os estudos sobre a convexidade de caminho de comprimento dois, mas

nesse momento, em torneios bipartidos e torneios multipartidos [64, 65]. Todavia, foi a

convexidade de caminho de comprimento dois em torneios juntamente com o problema

da contaminação apresentado por Bollobás [6] e Balogh e Pete [2] que culminaram na

convexidadeP3.

Em 2012, Centeno [16] apresenta um estudo sobre o número de convexidadeP3,

o númeroP3 e o número envoltórioP3 mostrando que para a classe de grafos gerais, tais

problemas são NP-completos e que para as classes de árvores,cografos e certas grades
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estes problemas podem ser resolvidos em tempo polinomial. Centeno também obteve

uma redução para os problemas de númeroP3 e número de convexidadeP3 para a classe

dos cordais, sendo que para o número envoltórioP3 foi desenvolvido um algoritmo de

tempo polinomial. Além disso, Centeno desenvolveu um algoritmo para reconhecimento

de grafos, onde o númeroP3 fosse igual ao número envoltórioP3, considerando os grafos

livres de triângulos.

Também em 2012, Coelho [27] apresentou um estudo sobre convexidadeP3 para

aspectos estruturais e algorítmicos de árvores e grafos blocos para o número deCarathéo-

dory, onde também estabeleceu limites superiores sobre o númerodeCarathéodorypara

grafos gerais e livres deK1,3, além de mostrar que é NP-completo o problema de encontrar

o número deCarathéodorypara grafos bipartidos.

Outros tipos de convexidade podem ser encontrados em outrasobras dedicadas

ao tema, no entanto, para que este trabalho não se delongue demasiadamente, aqui são

apenas citadas [8,19,20].

Feitas as considerações iniciais e necessárias, definiremos de uma forma mais

geral o que pode ser entendido sobre convexidade.

A convexidade sobre um conjunto finitoX é uma família C de subconjuntos de

X tal que:

• ∅, X ∈C; e

• C é fechado sobre interseções.

O par (X,C) é chamadoespaço de convexidade(estrutura convexa) e os subcon-

juntos de C são chamadosconjuntos convexos. O fecho convexode algum conjuntoS,

com relação à alguma convexidade C, é o menor conjunto convexoHC[S] ∈C contendo

S.

Uma analogia de convexidade em grafos pode ser definida considerando que o

conjunto C é formado de subconjuntos deV(G).

As convexidades mais naturais em um grafo são as convexidades de caminhos

(um tipo de convexidade intervalada) definidas por um sistema P de caminhos emG.

A escolha canônica paraP são fornecidas pela seleção de todos os caminhos emG.

Nesse caso, um subconjuntoC ∈ V(G) é convexo precisamente quando C contém todos

os vértices pertencentes aos caminhos deP cujos vértices extremos estão também em C.

Umaconvexidade de intervaloé definida a partir de um conjuntoV e um inteiro

k. Denote por
(

V
k

)

o conjunto de todos os subconjuntos contendok elementos deV, e por

2V o conjunto de todos os subconjuntos deV.

Podemos dizer, então, que um espaço de convexidade finito (V,C) é uma conve-

xidade de intervalo se existir uma função de intervaloI :
(

V
k

)

→ 2V tal que um subconjunto
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C deV pertence a C se e somente seI ({x,y}) ⊆C para todo par distinto de elementos de

C [16].

Algumas das convexidades trabalhadas em grafos estão contidas na convexidade

de intervalo. Entre elas podemos citar a convexidade geodésica, convexidade monofônica,

convexidadeP3 e a convexidade triângular.

Todas estas convexidades são definidas através de um conjunto P de caminhos

em grafos. Neste caso, um subconjuntoC ∈ V(G) é convexo precisamente quandoC

contém todos os vértices pertencentes aos caminhos deP cujos vértices extremos estão

também emC.

A convexidade geodésica, um dos focos deste trabalho, é baseada na seguinte

definição. Seja (X,d) um espaço métrico. Um pontox ∈ X está geodesicamente entre dois

pontosa,b∈ X sed(a, x)+d(b, x)= d(a,b). Um conjuntoC⊆ X é geodesicamente convexo

desde que cada ponto entre dois nós deC esteja emC.

Desta forma, quandoP é o conjunto de todos os caminhos mínimos emG então

C é umaconvexidade geodésica. QuandoP é a coleção de todos os caminhos induzidos

deG, dizemos que C é umaconvexidade monofônica. E quandoP é o conjunto de todos

os caminhos de tamanho três, então C é umaconvexidade P3, que é a outra convexidade

que também faz parte dos estudos deste trabalho.

Uma corda de um caminhoP é uma aresta entre dois vértices não consecutivos.

Cordas de um caminho que dão origem a triângulos são chamadas de cordas curtas

do caminho. Um caminho que permite cordas apenas curtas é chamado decaminho

triângular ou simplesmente umt-caminho. Dessa forma, aconvexidade triângular, isto

é, os conjuntos det-convexos, é similarmente definida [27].

Exemplos das convexidades citadas anteriormente podem servistas na Figura

2.3, onde os vértices preenchidos correspondem ao fecho convexo de um conjuntoS.

Para a convexidade de caminhos a função intervalo pode ser definida como se

segue. SejaP um conjunto de caminhos deG. Um intervalo fechadopara os vérticesu,v

denotado porI [u,v], consiste deu,v e todos os vérticeswi que pertencem a um caminho

u-vemP. Assim, o intervalo fechado deS ⊆ V(G), denotado porI [S], é a união de todos

os intervalosI [u,v] parau,v ∈ S.

Como exemplo, tomemos o grafoG da Figura2.4e consideremos a convexidade

geodésica. Assim, paraS = {a,d}, temos queI [S] = {a, ā,b,c,d, d̄ e, f }.

Alguns parâmetros de convexidade podem ser definidos a partir da função

intervalo, como o número geodésico, envoltório e o Carathéodory, que são objeto de

pesquisa e, por isso, serão estudadas em detalhes nas seçõesa diante.
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(i) S = {c,h} e HC(S) = {a,b,c,d,e,h} (ii) S = {a,b} e HC(S) =G

(iii) S = {b,e} e HC(S) = {a,b,e, f } (iv) S = {a,c,e} e HC(S) = {a,b,c,d,e,h}

Figura 2.3: Conjuntos convexos - (i) conjunto geodésico (ii) mo-
nofônico (iii) triângular (iv) P3
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Figura 2.4: Grafo G, para S = {a,d}, temos I[S] =
{a, ā,b,c,d, d̄ e, f }



CAPÍTULO 3
PRISMAS COMPLEMENTARES E

RESULTADOS INICIAIS

Nesse capítulo, inicialmente, discorremos a respeito do conceito das operações

prismas complementares em grafos. Em seguida, respondemosalgumas questões deixa-

das em aberto por [51] no que concerne às propriedades algorítmicas e de complexidade

para prismas complementares relacionados aos problemas decliques, conjuntos indepen-

dentes ek-dominação.

3.1 Prismas Complementares

O complemento deG, denotado porḠ é o grafo sobreV(G) com conjunto de

arestas da operação produto cartesiano (V2V)\E.

Haynes, Slater e van der Merwe [51] chamaram deprisma complementaro

produto complementarG2K2(S), com |S| = 1, denotado porGḠ. Eles investigaram,

para estes grafos, algumas propriedades como independência, distância e dominação.

Haynes, Henning e van der Merwe [53] consideraram dominação e dominação total e

Haynes, Holmes e Koessler [57] assim como Haynes et al. [54], investigaram dominação

localizada.

Em outras palavras, sendoG um grafo eḠ o seu complemento, oprisma

complementar ḠG deG é o grafo formado a partir da união disjunta deG∪Ḡ, adicionando

as arestas para um emparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes (mesmo

rótulo) deG eḠ.

A Figura 3.1 mostra o exemplo de prisma complementar do grafoC5, também

conhecido como grafo de Petersen.
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a

ā

b b̄

c

c̄

d

d̄

eē

Figura 3.1: Prisma Complementar - GG, onde G= C5 e GG é o
Grafo de Petersen

Nesse compasso, mostraremos a seguir os resultados iniciais sobre NP-

completude em prismas complementares.

3.2 NP-completude

Quando decidimos estudar as propriedades algorítmicas e decomplexidade para

prismas complementares, percebemos que vários problemas envolvendo convexidade

eram derivados de estudos antecedentes. A título de exemplificação, temos o cálculo do

númeroP3, que coincide com o problema dos conjuntos 2-dominação que já havia sido

estudado anteriormente, mas não para a classe dos prismas complementares.

Dessa forma, tivemos que desenvolver resultados que consolidassem a base para

as provas algorítmicas e de complexidade de prismas complementares. Os primeiros

resultados podem ser vistos adiante e eles respondem algumas questões relacionadas a

cliques, conjuntos independentes,k-dominação propostas por Haynes et al. [51].

Na presente seção, provamos que dado um grafoG de ordemk, encontrar

uma clique de ordemk, um conjunto independente de ordemk e um conjunto comk-

dominantes é NP-Completo para prismas complementares em geral.

Teorema 3.1 [38] Seja d um inteiro positivo. Para cada uma das três propriedades

seguintes, é NP-completo decidir se um determinado par(G,k), onde G é um grafo e k é

um inteiro, tem a propriedade.

(i) GḠ tem uma clique de ordem k.
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(ii) GḠ tem um conjunto independente de ordem k.

(iii) GḠ tem um conjunto d-dominante de ordem k, que é, um conjunto D de vértices de

GḠ tal que cada vértice u em V(GḠ) \D tem pelo menos d vizinhos em D.

Prova:Todos os três problemas de decisão estão claramente em NP e continuam a reduzir

problemas NP-completos conhecidos para os problemas indicados.

(i) Uma vez que é NP-completo decidir para dado um grafoG livre de triângulos e

um inteiro k ≥ 4, seG tem um conjunto independente de ordemk [67], o resultado

desejado segue. SeG é um grafo livre de triângulos ek ≥ 4, entãoG tem um conjunto

independente de ordemk se e somente seGḠ tem uma clique de ordemk. Na verdade,

seG tem um conjunto independenteI de ordemk, entãoĪ é uma clique deGḠ de ordem

k completamente contida emV(Ḡ). Inversamente, seGḠ tem uma cliqueK de ordemk,

então a condição de livre de triângulo emG ek≥ 4 implicam queK está contido emV(Ḡ),

que é,K = Ī um conjunto independenteI deG de ordemk.

(ii) Em vista da NP-completude do problema do conjunto independente usado em (i),

o resultado desejado segue. Para um grafoG de ordemn e um inteirok, o grafo G

tem um conjunto independente de ordemk se e somente se o prisma complementar

HH̄ do grafo H = G∪ Kn+2 tem um conjunto indepenente de ordemn+ 2+ k. Seja

V(H) = V(G)∪K, ondeK é o conjunto den+2 vértices deH que induz uma componente

completa deH. Se I é um conjunto independente deG de ordemk, entãoI ∪ K̄ é um

conjunto independente deHH̄ de ordemn+ 2+ k. Inversamente, nós assumimos que

HH̄ tem um conjunto independenteJ de ordemn+ 2+ k. Se J contém um vértice em

V(Ḡ), entãoJ∩ K̄ = ∅. Desde queJ contém pelo menos um vértice emK e, em vista

do emparelhamento perfeito entreV(G) e V(Ḡ), no máximon vértices emV(G)∪V(Ḡ),

isto implica |J| ≤ n+1< n+2+ k. Assim,J não faz intersecção comV(Ḡ). SeJ contém

um vérticeu em K, então{J \ {u})∪ {ū} é um conjunto independente deHH̄ da mesma

ordem queJ. Assim, podemos assumir queJ não interseptaK. Isto implica queJ \ K̄ é

um conjunto independente deG de ordem pelo menos (n+2+ k)− (n+2) = k, isto é,G

tem um conjunto independente de ordemk.

(iii) Em vista da NP-completude do problema do conjuntod-dominante [52], o resultado

desejado segue. Para um grafoG e um inteirok, sejaH a união disjunta deG com d

cópias deKd. Denote o conjunto de vértices dessas cópiasd de Kd por V1, . . . ,Vd, que

é, V(H) = V(G) ∪ V1 ∪ . . . ∪ Vd. Let ui ∈ Vi for i ∈ [d]. Vamos provar que o grafoG

tem um conjuntod-dominante de ordemk se e somente seHH̄ tem um conjuntod-

dominante de ordemk+ d2. SeD é um conjuntod-dominante deG de ordemk, então

D∪
⋃d

i=1(Vi \ {ui})∪{ūi} é um conjuntod-dominante deHH̄ de ordemk+d2. Agora seja
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F um conjuntod-dominante deHH̄ de ordemk+d2. Uma vez que para cadai, o conjunto

F contém ou todos vérticesd deVi ou pelo menosd vizinhos de um vértice emVi, nós

temos|F ∩ (Vi ∪ V̄i)| ≥ d. Isto implica queF′ = (F ∩ (V(G)∪V(Ḡ))∪
⋃d

i=1(Vi \ {ui})∪{ūi}

é um conjuntod-dominante deHH̄ de ordem pelo menosk+d2. Como todos os vértices

emV(Ḡ) temd vizinhos emF′, seF′ contém um vértice ¯u in V(Ḡ), então (F′ \ {ū})∪{u} é

um conjuntod-dominante deHH̄ de ordem pelo menosk+d2. Isto implica que podemos

assumir queF′ não faz interseção comV(Ḡ). AssimF′ ∩V(G) é conjuntod-dominante

deG de ordem pelo menos (k+d2)−d2 = k. 2

As Figuras3.2, 3.3 e 3.4 exemplificam as provas dos itens (i), (ii) e (iii) do

Teorema3.1.

a ā

b
b̄

c c̄

d d̄

G Ḡ

Conjunto independente de ordemk Clique de ordemk

Figura 3.2: GḠ tem uma clique de ordem n+2+k.
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Figura 3.3: GḠ tem um conjunto independente de ordem k.
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Figura 3.4: GḠ tem um conjunto d-dominante de ordem k+d2



CAPÍTULO 4
CONVEXIDADE EM PRISMAS

COMPLEMENTARES

Como já abordado no Capítulo2, a maioria das convexidades são definidas por

meio de um conjuntoP de caminhos em grafos, onde um subconjuntoC ∈V(G) é convexo

precisamente quandoC contém todos os vértices pertencentes aos caminhos deP cujos

vértices extremos também estão emC.

QuandoP é o conjunto de todos os caminhos mínimos emG entãoC é uma

convexidade geodésica. Para a convexidade geodésica os parâmetros mais estudados são

o número geodésico e número envoltório, os quais fazem partedos estudos deste trabalho.

Quando aplicada a caminhos de comprimento dois a convexidade é definida

como convexidadeP3 e para esta convexidade estão sendo estudados parâmetros, como:

número de convexidadeP3, número de Radon, númeroP3, número envoltórioP3 e

número de Carathéodory. Aqui nos restringimos aos três últimos parâmetros.

Para definirmos tais parâmetros em termos de convexidade é preciso entender-

mos os conceitos básicos de geodésica, intervalo fechado e intervaloP3.

Uma geodésica entre dois vértices u, v é exatamente um caminho mínimo entre

u e v com comprimentod(u,v). Esta nomenclatura simplifica a notação, assim como faz

uma analogia com a geometria, como mostrado na Figura2.3.

Para a convexidade geodésica, utilizamos a definição própria de intervalo fe-

chado. Esta definição foi explorada no Capítulo2, mas aqui reescrevemos essa, em função

dos termos geodésicos.

Seja P um conjunto de caminhos. O intervalo fechado entre dois vértices u

e v, considerando a convexidade geodésica, é o conjuntoI [u,v] de todos os vértices

pertencentes a alguma geodésica entreu e v. O intervalo fechado também pode ser

denominado fecho geodésico. SeS ⊆ V(G), entãoI [S] =
⋃

u,v ∈ S I [u,v]. QuandoI [S] =

V(G), chamamosS de conjunto geodésico. No exemplo da Figura2.4, sejaS1= {a,d, b̄, c̄}

e S2 = {a,d, b̄}, o conjuntoS1 é um conjunto geodésico, já o conjuntoS2 não, pois

I [S2] = {a,b,c,d,e, f , ā, b̄, d̄}.

Por outro lado, a convexidadeP3 é baseada em função do intervaloP3, que será
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definida nas próximas linhas. O intervaloP3 entre dois vérticesu e v, Ip3[u,v], consiste

deu, v e todos os vértices dos caminhos de comprimento dois entre o par de vérticesu,

v. Sendo assim, o intervaloP3 de um conjunto de vérticesS, Ip3[S], é a união de todos

Ip3[u,v] parau,v ∈ S.

Note que dado um conjuntoS de vértices, a operação intervaloP3 pode ou não

adicionar vértices a este. Tomemos como exemplo a Figura2.4, onde se escolhermos os

vértices{a,d} ∈S, o Ip3[S] será o próprio conjuntoS, pois não há como adicionar vértices

já que não existe caminhos de tamanho três entre o par de vérticesa e d. Outro caso em

que oIp3[S] é o próprio conjuntoS é quando todos os vértices que estão em um caminho

de comprimento dois entre os vértices deS já pertencem aS. Um exemplo disso, seria a

escolha dos vértices{a,b,c} ∈ S na Figura2.4. Quando isso ocorre dizemos queS é um

conjuntoP3 convexo. ParaS = {a,c, ē}, note queIp3[S] = Ip3[a,c]∪ Ip3[a, ē]∪ Ip3[c, ē], ou

seja,Ip3[S] = {a,b,c}∪ {a, ā, ē}∪ {c, c̄, ē}, logo Ip3[S] = {a,b,c, ā, c̄, ē}.

Em outras palavras, o intervaloP3 de um conjuntoS são todos os vértices de

S mais todos os vértices que possuem dois vizinhos emS. Para um vértice que possui

dois vizinhos emS é dito que o vértice está satisfeito, ou que o conjuntoS satisfaz o

vértice [16].

Uma vez realizadas as conceituações e a base sobre conjuntosgeodésicos eP3,

podemos dar continuidade aos conceitos dos parâmetros citados anteriormente. Desse

modo, passamos a apresentar os conceitos para número geodésico, número envoltório,

númeroP3, número envoltórioP3 e número de Carathéodory, onde faremos menção a

cada um destes sobre os resultados encontrados para a classedos prismas complementa-

res.

De início, são mostrados os resultados de NP-completude para o númeroP3,

número envoltórioP3 e o número de Carathéodory usando a convexidadeP3, assim como

a caracterização destes para a classe dos prismas complementares dos grafosPn, Cn e

Kn. Desse estudo podemos constatar que enquanto o cálculo do número envoltórioP3

é NP-completo [17], nosso resultado implica que o número envoltórioP3 de prismas

complementares pode ser determinado de forma eficiente, o que é supreendente. Em

relação ao número de Carathéodory também conseguimos um resultado interessante,

onde mostramos que o seu cálculo é NP-completo para prismas complementares, mas

em uma análise detalhada identificamos e caracterizamos queo número de Carathéodory

do prisma complementar de um cografo é no máximo 3. O estudo dacomplexidade desses

parâmetros em relação a convexidadeP3, deu-se principalmente pela correspondência dos

resultados encontrados inicialmente mostrados no Capítulo3.

Por fim, encerramos o capítulo com a caracterização do númerogeodésico e nú-

mero envoltório considerando a convexidade geodésica paraos prismas complementares

dos grafosPn, Cn e Kn.
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4.1 NúmeroP3

Nesta seção mostraremos que o problema de determinar o número P3 para

prismas complementares também é NP-completo e, posteriormente, mostramos suas

caracterizações para prismas complementares de grafosKn, Pn eCn.

Se utilizarmos a operação intervaloP3, podemos definir o parâmetro númeroP3,

que segue de maneira similar, a definição de conjunto geodésico e número geodésico.

Um conjuntoS de vértices de um grafo conexoG é chamadoconjunto P3 de G se

Ip3[S] = V(G). Um conjuntoP3 de cardinalidade mínima é um conjuntoP3 mínimo. A

cardinalidade de um conjuntoP3 mínimo é chamada denúmero P3, denotado pornp3(G).

Na Figura2.4um conjuntoP3 mínimo éS = {a, b̄, c̄,d,e}, o que faz com quenp3(G) = 5.

O que pretendemos elucidar é que um conjuntoP3 de G é um conjuntoD de

vértices deG tal que todos vértices emV(G)\D se encontram em caminhos de tamanho 3

cujas folhas estão emD, isto é, os conjuntosP3 coincidem com os conjuntos 2-dominação.

Portanto, o Teorema3.1(iii) implica que o cálculo do númeroP3, que é a mínima

cardinalidade de um conjuntoP3, é NP-Completo para prismas complementares.

Para um grafoG, um conjuntoC de vértices deG é P3-convexo, se nenhum

vértice emV(G) \C tem pelo menos 2 vizinhos emC. Em outras palavras,C contém

todos os vértices que se encontram em caminhos de ordem 3 cujas folhas estão emC.

Na verdade o problema do númeroP3 nada mais é que o bem conhecido

problema de 2- Dominação. Ou seja, todo vértice deG que não pertence ao subconjunto

de vérticesS deve ter pelo menos dois vizinhos emS. Esse problema foi amplamente

estudado e muito se sabe sobre sua relação com conjunto independente, grau mínimo e

ordem deG [16]. Sobre essa relação pode-se ler nos artigos [5,14,26,29,45,46,68], entre

outros.

Não obstante a vasta literatura sobre o tema 2-Dominação, apresentamos nosso

estudo sobre as caracterizações do númeroP3 para a operação prisma complementar de

grafos completos, ciclos e caminhos.

Teorema 4.1 Considere o grafo completo Kn, então np3(KnK̄n) = n+1.

Prova.

ConsidereV(Kn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(K̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = KnK̄n é com-

posto pelo conjunto de vérticesV = V(Kn) ∪ V(K̄n) e o conjunto de arestasE(G) =

E(Kn)∪{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(K̄n).

SejaS o conjuntoP3 deG. Primeiramente temos que qualquer vértice simplicial

de um grafoG pertence a um conjuntoP3. Como V(K̄n) é um conjunto de vértices

simpliciais deG, logo |S| ≥ n. Porém, note queIp3[V(K̄n)] ,V(G). Para queIp3[S] =V(G)

é necessário a inclusão de um vérticeui ∈ Kn. Sem perda de generalidade, sejaS =
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{V(K̄n)}∪ {u1}. Observe que{uiu1,uiūi} ∈ E(G), parai ∈ {2,3, · · · ,n}, entãoIp3[S] = V(G).

Como|S| = n+1, logonp3(KnK̄n) = n+1.

2

A Figura4.1 ilustra alguns exemplos relacionados ao Teorema4.1.
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ū3
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ū4

ū4
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Figura 4.1: Número P3 para K3K̄3, K4K̄4 e K5K̄5

Teorema 4.2 Considere um caminho Pn e seja G= PnP̄n. Então np3(G) =
⌊n
2

⌋

+2, para

n≥ 4.

Prova. ConsidereV(Pn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(P̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = PnP̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Pn)∪V(P̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Pn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(P̄n).

Paran= 4, sejaS = {u2,u3, ū1, ū4}, note queIp3[S] = V(G). Logogn(P4P̄4) = 4,

que também satisfaz o limite
⌊n
2

⌋

+2.

Sejan> 4. Primeiramente vamos mostrar quenp3(G) ≥
⌊n
2

⌋

+2.

Se S ⊆ P̄n, então Ip3[S] ⊆ P̄n. Logo, S deve conter vértices dePn. Como

exc(G) = 3 e para que|S| tenha quantidade mínima de vértices,S deve conter a menor

quantidade de vértices dePn que distam no máximo 2, já que a convexidade éP3. A

escolha dos vértices dePn que satisfaçam a afirmação acima é tal que todos estes vértices

devem possuir distância no máximo 2 tanto dePn quanto deP̄n e queu2 ∈ S. Seu2 ∈ S,

logou1 < S, portanto restamn−1 vértices que podem pertencer aS, incluindou2. Assim,

no máximo
⌊n
2

⌋

vértices dePn devem estar emS. Para os vértices dēPn, basta que apenas

dois vértices estejam emS. Comou2 ∈ S e u1 < S, logo ū1 ∈ S, já qued(u2, ū1) = 2. O

segundo vértice dēPn deve respeitar a regra de que sen for par, então{un, ūn−1} ∈ S, sen

for ímpar, então{un−1, ūn} ∈ S. Logonp3(G) ≥
⌊n
2

⌋

+2.
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Vamos definir recursivamente um conjuntoS′. Primeiramente,{u2, ū1} ∈S′. Seja

4< i ≤ n. Sen é par, entãoui ∈ S′, seui−2 ∈ S′ e d(ui ,ui−2) = 2 e ūn−1 ∈ S′. Sen é ímpar,

entãoui ∈ S′, seui−2 ∈ S′ e d(ui ,ui−2) = 2 e ūn ∈ S′. Observe que|S′| =
⌊n
2

⌋

+ 2. Vamos

mostrar queIp3[S] = V(G).

Note queIp3[ū1, ūn−1] = P̄n\{ū2, ūn} sen é par. Sen é ímpar, entãoIp3[ū1, ūn] =

P̄n\{ū2, ūn−1}. Mas ū2 ∈ Ip3[u2, ūn−1] e ūn ∈ Ip3[un,u1] e {u2,un} ⊂ S′ se n é par e

ū2 ∈ Ip3[u2, ūn] e ūn−1 ∈ Ip3[un−1, ū1] e {u2,un−1} ⊂ S′ sen é ímpar.

Assim, Ip3[S′]∪ Ip3[ū1, ūn−1] = V(G) sen é par eIp3[S′]∪ Ip3[ū1, ūn] = V(G) se

n é ímpar, ou seja,np3(G) =
⌊n
2

⌋

+2.

2

É fácil verificar que paran = 2, temos quenp3(G) = 3 e paran = 3, temos

np3(G) = 4, como pode ser visto na Figura4.2.
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ū3ū3
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Figura 4.2: Número P3 para prismas complementares PnP̄n, com
n≥ 2.

O próximo teorema mostra o númeroP3 para prismas complementares de ciclos

Cn. Neste caso, consideramosn≥ 4, já que paran= 3 temos queC3C̄3 = K3K̄3, o qual já
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foi provado no Teorema4.1.

Teorema 4.3 Considere um ciclo Cn com n≥ 4 e seja G=CnC̄n. Então np3(G) =
⌊n
2

⌋

+2.

Prova.

ConsidereV(Cn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(C̄n= {ū1, ū2, · · · , ūn}. G=CnC̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Cn)∪V(C̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Cn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(C̄n).

Sejan ≥ 4 e G = CnC̄n. SejaS = {ui ,u j}, tal queui ,u j ∈ Cn. Sed(ui ,u j) = 2,

entãoIp3[S] = {ui , x,u j}, tal quex ∈ Cn e x está sobre um caminhoP3 deui a u j . Senão

Ip3[S] = {ui ,u j}.

Da mesma forma, sejaS = {ūi , ū j}, ondeūi , ū j ∈ C̄n. Observe queIp3[S] = {ūi , ū j}

ou Ip3[S] ⊂ C̄n.

SejaS = {ui , ū j}. Sed(ui , ū j) = 2, temos queIp3[S] = {ui , x, ū j}, ondex pertence

ao caminhoP3 deui a ū j . SenãoIp3[S] = {ui , ū j} e assimnp3(G) > 2.

SejaS = {ui ,u j ,uw}, ou S = {ui ,u j , ūw}, ou S = {ui , ū j , ūw}, ou S = {ūi , ū j , ūw},

temos queIp3[S] ⊂Cn∪ C̄n. Portanto,np3(G) > 3.

Paran = 4, sejaS = {u4,u3, ū1, ū2}. Note queIp3[S] = V(G). Comogn(G) > 3,

logogn(C4C̄4) = 4, que também satisfaz o limite
⌊n
2

⌋

+2.

Sejan> 4. Primeiramente vamos mostrar quenp3(G) ≥
⌊n
2

⌋

+2.

Se S ⊆ C̄n, então Ip3[S] ⊆ C̄n. Logo, S deve conter vértices deCn. Como

exc(G) = 3 e para que|S| tenha quantidade mínima de vértices,S deve conter a menor

quantidade de vértices deCn que distam no máximo 2, já que a convexidade éP3. A

escolha dos vértices deCn que satisfaçam a afirmação acima é tal que todos estes vértices

devem possuir distância no máximo 2 tanto deCn quanto deC̄n e que{ūi , ūi+1} ⊂ S. Se

{ūi , ūi+1} ⊂S, logo{ui+2,un} ⊂S. Assim, no máximo
⌊n
2

⌋

vértices deCn devem estar emS,

desde que{ui+2,un} ⊂ S. Como somente um vértice em̄Cn ∈ S não satisfazI [S] = V(G),

logo são necessários no mínimo mais dois vértices deC̄n emS, no caso{ūi , ūi+1}. Portanto,

np3(G) ≥
⌊n
2

⌋

+2.

Vamos definir recursivamente um conjuntoS′. Primeiramente,{u3,un} ⊂ S′. O

vérticeui ∈ S′, seui−2 ∈ S′ ed(ui ,ui−2) = 2, para 5≤ i < n. FaçaS = S′∪{ū1, ū2}. Observe

que|S′| =
⌊n
2

⌋

, então|S| =
⌊n
2

⌋

+2. Vamos mostrar queI [S] = V(G).

Note queIp3[ū1, ū2] = C̄n\{ū3, ūn}. Masū3 ∈ I [u3, ū1] e ūn ∈ I [un, ū2] e {u3,un} ⊆

S′.

Assim,Ip3[S′]∪ Ip3[ū1, ū2] = V(G), ou seja,np3(G) =
⌊n
2

⌋

+2.

2

A Figura4.3 ilustra alguns exemplos relacionados ao Teorema4.3.
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ū2ū2
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ū5

u6u6

u6
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Figura 4.3: Número P3 para prismas complementares CnC̄n, com
n≥ 4

Na seção seguinte, discutiremos o tópico envoltória convexa P3 aplicada aos

prismas complementares.

4.2 Número envoltórioP3

No tópico anterior, aplicamos a operação intervalo emS uma única vez para

descobrirmos se um conjuntoS é um conjuntoP3. Se esta resultar em todos os vértices

deG, entãoS é um conjuntoP3.

Considere agora aplicar a operação intervaloP3 sucessivas vezes,I ∗p3[S], até

quando não for possível adicionarmos mais vértices ao conjunto S. Assim, o que antes

era considerado conjuntoP3 agora passa a ser oconjunto envoltório P3.

Dessa forma, o conjuntoenvoltório P3, aqui representado porHG(S), decorre de

S por iteratividade adicionando vértices que tenha pelo menos dois vizinhos no conjunto

corrente. O conjuntoS é um conjuntoenvoltório P3 de GseHG(S) = V(G). O número

envoltório P3, hp3(G) de G, é a cardinalidade mínima de um conjunto envoltórioP3 deG.

Para exemplificar, considere o grafoGḠ da Figura2.4. Um possível conjunto

envoltórioP3 mínimo seriaS = {a,c, f̄ }, resultando emhp3(GḠ) = 3.
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Sabemos que todo conjuntoP3 é um conjunto envoltórioP3, mas o problema

que precisamos resolver, envolve o conjunto envoltórioP3 de cardinalidade mínima.

Enquanto o cálculo do número envoltórioP3 é NP-completo, [17], nosso pró-

ximo resultado implica que o número envoltórioP3 para prismas complementares pode

ser determinado de forma eficiente.

Teorema 4.4 [38] Seja G um grafo.

1. Se G tem k componentes com k≥ 2, então hp3(GḠ) = k+1.

2. Se G eḠ são conexos, então hp3(GḠ) ≤ 5.

Prova: (i) Uma vez que para cada conjunto envoltórioP3 deGḠ intersepta cada compo-

nente deG e deḠ, temoshp3(GḠ) ≥ k+1. Sejamn1 ≤ n2 ≤ . . . ≤ nk denotar as ordens das

k componentesG1,G2, . . . ,Gk deG.

Sek≥ 3 eS é o conjunto de vértices que contém um vértice de cada componente

deG e um vértice deḠ, então, uma vez quēG contém um grafok-partido completo como

um subgrafo,S é um conjunto envoltórioP3 de GḠ, o que implicahp3(GḠ) = k+ 1.

Seja k = 2. Se n2 = 1, entãoGḠ é um caminho de ordem 4 e assimhp3(GḠ) = 3.

Agora sejan2 ≥ 2. Sen1 ≥ 2 e x, y, e z três vértices distintos deG, entãoHGḠ({x,y, z̄})

contém ¯x, ȳ, todos deV(Ḡ), e portanto, é um conjunto envoltórioP3, o que implica

hp3(GḠ) = k+1. Paran1 = 1 e sejax ser o único vértice deG1. SeḠ2 é conexo, então

um conjunto que contémx, x̄, e um vértice deG2 é um conjunto envoltórioP3 deGḠ, o

que implicahp3(GḠ) = 3. Assim, podemos assumir quēG2 não é conexo. SēG2 tem pelo

menos 3 componentes ou sēG2 tem exatamente duas componentes cada uma de ordem

pelo menos 2, então para vértices ¯y e z̄ em componentes distintas dēG2, o conjunto

HG({x,y, z̄}) contém ¯x, z, todos deV(G2), e assim é um conjunto envoltórioP3, o que

implica hp3(GḠ) = 3. Agora sejaḠ2 ter exatamente duas componentes sendo que uma

destas é um vértice isolado ¯y. Um conjunto que contémx, y, e um vértice deV(Ḡ) \ {x̄, ȳ}

é um conjunto envoltórioP3 deGḠ, o que implicahp3(GḠ) = 3. Isto completa a prova de

(i).

(ii) Sejama, b, ec três vértices deG. SejamV1=HG({a,b,c}) eV2=V(G)\V1. Se|V2| ≤ 1,

então a união de{a,b,c} ∪V2 com ā é um conjunto envoltórioP3 deGḠ, o que implica

hp3(GḠ) ≤ 5. Assim podemos assumir que|V2| ≥ 2. Note que todos vértices em̄V2 são

adjacente a no máximo um vértice em̄V1. Sejad̄ um vértice emV̄2. SejaS = {a,b,c, d̄}.

Comod̄ tem pelo menos dois vizinhos em{a,b,c}, o envoltórioP3 HGḠ(S) deS contém

dois vértices de{ā, b̄, c̄} e assimV1∪ V̄2. SeHGḠ(S) não contém̄V1, então nenhum vértice

em V̄1 \HGḠ(S) é adjacente a um vértice em̄V2. ComoḠ seja conexo, algum vértice ¯x

emV̄1\HGḠ(S) é adjacente a um ¯y emV̄1∩HGḠ(S). Comox∈V1 ⊆ HGḠ(S), isto implica

uma contradição. Isto implica queHGḠ(S) contémV̄1. Agora, uma vez queG é conexo,

S é um conjunto envoltórioP3, o que implicahp3(GḠ) ≤ 4 e completa a prova.2
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As Figuras4.4, 4.5 e 4.6 exemplificam as provas dos itens (i) e (ii) do Teorema

4.4.

G Ḡ

G1
Ḡ1

G2 Ḡ2

Gk
Ḡk

Figura 4.4: (i) G tem k componentes com k≥ 2, então hp3(GḠ) =
k+1

a ā

b
b̄

c c̄

d

d̄

x

x̄
y ȳ

G Ḡ

V1

V1 = HG({a,b,c})

V2 = V(G) \V1 = {d}

S = {a,b,c}∪V2∪{ā}

Figura 4.5: (ii) Se |V2| ≤ 1 - G eḠ são conexos, então hp3(GḠ) ≤ 5
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a ā

b
b̄

c c̄

d
d̄

e ē

x

x̄
y ȳ

G Ḡ

V1

V1 = HG({a,b,c})

V2 = V(G) \V1 = {d,e}

S = {a,b,c, d̄}

Figura 4.6: (ii) Se |V2| ≥ 2 - G eḠ são conexos, então hp3(GḠ) ≤ 5

E para a maioria das árvores, a estimativa no Teorema4.4 (ii) ainda pode ser

melhorada.

Proposição 4.5 [38] Se T é uma árvore com pelo menos três folhas que não seja uma

estrela ou derive de uma estrela por subdivisão de uma aresta, então h(TT̄) = 2.

Prova: Se para qualquer vérticeu de T que não é uma folha, existe pelo menos duas

folhas deT que não são adjacentes au, então{x, ȳ} é um conjunto envoltórioP3 deTT̄

ondex e y são folhas distintas deT. Assim, podemos supor que algum vérticeu∗ de T

é adjacente a todos, mas no máximo a uma folha deT. Isto implica queT surge a partir

de uma estrela com pelo menos três folhas por subdivisão de uma arestau∗v pelo menos

duas vezes, ondev é uma folha deT. Sew é outra folha deT e v′ é o vizinho dev emT,

entãoHTT̄({v, w̄}) contém todos vértices ¯x, ondex é uma folha deT, v̄′, ū∗, todos vértices

deV(T̄), e assim{v, w̄} é um conjunto envoltórioP3 deTT̄, o que completa a prova.2

Como uma consequência do Teorema4.4 seguem os Corolários4.7, 4.8 e 4.9 a cerca

dos prismas complementares de grafosPn, Cn e Kn. O próximo Lema é um resultado

demonstrado em [43] e que também será utilizado nas provas dos corolários envolvendo

o número envoltórioP3.

Lema 4.6 [43] Para qualquer conjunto envoltório S de um grafo G, S contém todos

vértices simpliciais de G.

Corolário 4.7 Se G é um grafo completo Kn, então hp3(KnK̄n) = n+1.

Prova. ConsidereV(Kn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(K̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G= KnK̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Kn)∪V(K̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Kn)∪

{ui , ūi}∪E(K̄n).
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Com base no Lema4.6, temos que cada vértice simplicial deG deve pertencer

ao conjunto envoltório deH, masH[V(K̄n)] , V(G). Para queH[S] = V(G) é necessário

a inclusão de um vérticeui ∈ Kn. Sem perda de generalidade, sejaS = {V(K̄n)} ∪ {u1}.

Observe que{uiu1,uiūi} ⊆ E(G), parai ∈ {2,3, · · · ,n}, entãoI [S] = H[S] = V(G). Como

|S| = n+1, logohp3(KnK̄n) = n+1.

2

u1

u1

u1

ū1

ū1
ū1

u2

u2u2

ū2

ū2ū2

u3u3u3

ū3

ū3ū3

u4

u4

ū4

ū4

u5

ū5

Figura 4.7: Número envoltório P3 para K3K̄3, K4K̄4 e K5K̄5

O próximo Corolário mostra o número envoltórioP3 para prismas comple-

mentares de ciclosCn. Nesse caso, consideramosn ≥ 4 já que paran = 3 temos que

C3C̄3 = K3K̄3, o qual já foi provado as operações prisma complementar paragrafos com-

pletos por meio do Corolário4.7.

Corolário 4.8 Considere o ciclo Cn e G=CnC̄n, então

hp3(G) =



























2 , se n≥ 7

3 , se4≤ n≤ 6

Prova. ConsidereV(Cn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(C̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G=CnC̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Cn)∪V(C̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Cn)∪

{ui , ūi}∪E(C̄n), parai = 1, · · · ,n.

Se ui ,u j ∈ Cn, então H[{ui ,u j}] ⊆ Cn. Por outro lado, se ¯ui , ū j ∈ C̄n, então

H[{ūi , ū j}] ⊆ C̄n. Sejamui ∈ Cn e ū j ∈ C̄n. Seui e ū j são adjacentes entãoH[{ui , ū j}] =

{ui , ū j}. Então considereui ∈ Cn e ū j ∈ C̄n tal qued(ui , ū j) = 2. Vamos considerar dois

casos:



4.2 Número envoltórioP3 41

Caso 1: n≥ 7. Observe que,I [{ui , ū j}] = {ui , ū j , ūi} e H[{ūi , ū j}] = C̄n. Logo

I3[ui , ū j ] = C̄n∪ {ui}. Note que, todouk ∈ Cn, está sobre o caminho deuk−1-ūk, logo uk

pertence aIα[ui , ū j], onde 3≤ α ≤ n. PortantoH[ui , ū j] = V(G) ehp3(G) = 2.

Caso 2:4 ≤ n ≤ 6. Neste caso,H[{ui , ū j}] = {ui , ū j , x}, ondex ∈ Cn ou x ∈ C̄n.

Logo hp3 > 2. A Figura4.9 exibe conjuntos envoltórios para os grafosCnC̄n mostrando

quehp3(CnC̄n) = 3, para 4≤ n≤ 6.

2

u1u1

ū1ū1

u2u2
ū2ū2

u3u3
ū3ū3

u4u4

ū4ū4

u5u5

ū5ū5

u6u6
ū6ū6

u7u7
ū7ū7

u8

ū8

Figura 4.8: Número envoltório P3 para CnC̄n, com n= 7 e n= 8.

Paran= 4,5 e 6,hp3(G) = 3, conforme pode ser visto na Figura4.9.
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ū3

u4

u4

u4

ū4
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Figura 4.9: Número envoltório P3 para CnC̄n, com4≤ n≤ 6

Corolário 4.9 Seja um caminho Pn e G= PnP̄n, então
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hp3(G) =



























2 , se n≥ 6

3 , se2≤ n≤ 5

Prova. Prova segue os padrões do Corolário4.8. 2
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ū1ū1
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ū5ū5

u6

u6

ū6
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Figura 4.10: Número envoltório P3 para PnP̄n

Vimos nesta última seção que o número envoltórioP3 para prismas complemen-

tares pode ser determinado em tempo polinomial e o resultadodek+1 pode ser facilmente

visto para cografos.

Na seção seguinte, abordaremos sobre teorema de Carathéodory e o número de

Carathéodory utilizando a convexidadeP3. Trabalhamos este problema para os prismas

complementares das classes de grafos bipartidos, cografos, árvores, caminhos, completos

e ciclos.
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4.3 Número de Carathéodory

Um resultado bem conhecido sobre conjuntos convexos noRd é o teorema de

Carathéodory [13, 41]. Esse teorema afirma que todo pontou no fecho convexo de um

conjuntoS ⊆ Rd encontra-se no fecho convexo de um subconjuntoF deS de ordem no

máximod+1. O fecho convexoHG(S) deS é o menor conjunto convexo contendoS.

Um conjuntoS de vértices de um grafoG é umconjunto de Carathéodoryde

C se o conjunto∂HC(S) definido comoH(S)\
⋃

u∈S H(S\{u}) não é vazio. Esta definição

permite uma definição alternativa para o número de Carathéodory de C como sendo a

cardinalidade máxima entre os conjuntos de Carathéodory deC.

Considere o grafoG eC uma convexidade sobreV(G). O número de Carathéo-

dory c(G) deC é o menor inteiroc tal que, para todo conjuntoS de vértices deG e todo

vérticeu emH(S), existe um conjuntoF ⊆ S com |F| ≤ c eu ∈ HC(F).

ConsidereC a convexidadeP3 e observe o grafoGḠ da Figura2.4. Tomemos

S = {a, b̄, c̄} um subconjunto deV(GḠ) e note queH(S) = V(GḠ). Considere o vérticec,

e veja quec ∈ HC(S), masc < S. Se tomarmosF ⊆ S sempre de tamanho 2, o vérticec

nunca pertencerá ao fecho convexo deF. Assim, observe quec < H(S\{v}), ondev ∈ S.

LogoS é um conjunto de Carathéodory ec(GḠ) = 3.

O número de Carathéodory já foi determinado para algumas classes de convexi-

dades e de grafos. Para a convexidade monofônica o número de Carathéodory foi com-

pletamente determinado, como segue:c(G) = 1, seG é um grafo completo, ec(G) = 2

caso contrário. Considerando a convexidade de caminhos de triângulos,c(G) = 2 sempre

queG tem pelo menos uma aresta. Quanto a convexidadeP3 para grafos direcionados, foi

provado que o número de Carathéodory para torneios multipartidos é no máximo 3 [27].

Para um conjuntoS de vértices de um grafoG, seja ∂HG(S) = HG(S) \
⋃

u∈S HG(S \ {u}). O conjuntoS é umconjunto de Carathéodory de G, se∂HG(S) , ∅

e onúmero de Carathéodory de Gé a cardinalidade máxima de um conjunto de Carathéo-

dory deG.

Barbosa et al. [3] mostraram que o cálculo do número de Carathéodory é NP-

completo. A sua construção também pode ser usada para estabelecer a dificuldade para

prismas complementares.

Teorema 4.10 [38] é NP-completo decidir para um determinado par(G,k), onde G é

um grafo bipartido e k é um inteiro, se ḠG tem um conjunto de Carathéodory de ordem

k.

Prova:O problema de decisão considerado está claramente em NP. Para uma de-

terminada instância 3SatI, commcláusulas emn variáveis, Barbosa et al. [3] constrõem

um grafoG, cuja ordem é polinomialmente limitada em termos den em, de tal forma que
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I é satisfazível, se e somente se,G tem um conjunto de Carathéodory de ordemm. O grafo

construídoG é conexo e tem a propriedade de que a cada dois de seus vérticesformam

um conjunto envoltórioP3 de seu complementōG, que também é conexo. Além disso,G

tem dois vértices especiais,a e b, tal queNG(a) = NG(b), todos vértices emV(G) \ {a,b}

tem grau no máximo 13, e cada dois vizinhos dea eb formam um conjunto envoltórioP3

deG.

Com a finalidade de completar a prova de que é suficiente mostrarque para

m≥ 15, o grafoG tem um conjunto de Carathéodory de ordemm, se e somente se, o

seu prisma complementarGḠ tem um conjunto de Carathéodory de ordemm. Uma vez

que emGḠ cada vértice emV(Ḡ) tem exatamente um vizinho emV(G), cada conjunto

de Carathéodory deG também é um conjunto de Carathéodory deGḠ. Por outro lado,

assumimos queC é um conjunto de Carathéodory deGḠ de ordemm. Desde que cada dois

vértices deḠ formam um conjunto envoltórioP3 deḠ, o conjuntoC contém no máximo

dois vértices emV(Ḡ). Desde que dois vértices emV(Ḡ) juntamente com qualquer vértice

em V(G) formam um conjunto envoltórioP3 de GḠ, a suposiçãom> 3 implica queC

contém no máximo um vértice emV(Ḡ). SeS não contém qualquer vértice emV(Ḡ),

entãoS é um conjunto de Carathéodory deG.

Dessa forma, podemos assumir queS contém um único vértice ¯x ∈ V(Ḡ). Se

x< {a,b}, então ¯x tem no máximo 13 vértices não adjacentes emV(Ḡ). Desde quem≥ 15,

isto implica queS∩V(G) contém um vérticey tal queȳ é um vizinho de ¯x. Agora{x̄,y}

é um conjunto envoltórioP3 de GḠ, o que é uma contradição. Por simetria, podemos

assumir quex= a. SeS contém dois vizinhos, digamosy ez, dea emV(G), então{x,y, ā} é

um conjunto envoltórioP3 deGḠ, o que é uma contradição. Assim,S contém no máximo

um vizinho dea em V(G). Desde quem≥ 15, segue-se queS contém um vérticeu em

V(G) tal queū é um vizinho de ¯a. Agora{ā,u} é um conjunto envoltórioP3 deGḠ, o que

é uma contradição e isso completa a prova.2

Em vista do Teorema4.10, é de interesse estudar grafos para que o número de Carathéo-

dory de seus primas complementares possam ser determinadosem tempo polinomial. A

observação chave na prova do Teorema4.10 foi que param suficientemente grande, o

número de Carathéodory deG eGḠ são o mesmo, já que cada conjunto de Carathéodory

deGḠ deve estar completamente contido emV(G). O seguinte resultado explora a mesma

observação.

Proposição 4.11 [38] Se G é um grafo conexo de ordem n e grau máximo∆ com

n ≥ 3∆+ 2 e k um inteiro com k≥ ∆+ 3, então G tem um conjunto de Carathéodory

de ordem k se e somente se GḠ tem um conjunto de Carathéodory de ordem k.

Prova: Como na prova do Teorema4.10, segue-se imediatamente queGḠ tem

um conjunto de Carathéodory de ordemk seG tem um conjunto de Carathéodory de
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Figura 4.11: Grafo Bipartido G obtido pela construção de uma
intância de 3-SAT. Note que nem todos vértices são
mostrados [3].

ordemk. Agora, sejaC um conjunto de Carathéodory deGḠ de ordemk. Seu ev são dois

vértices deG, entãoHḠ({ū, v̄}) contémū, v̄, e todos vértices que são adjacentes emḠ para

ambos ¯u e v̄. Uma vez que estes são pelo menosn−2∆ vértices en−2∆ ≥ ∆+2, segue-se

que cada dois vértices dēG formam um conjunto envoltórioP3 de Ḡ. Isto implica que

C contém no máximo dois vértices emV(Ḡ). Como na prova do Teorema4.10, podemos

supor queC contém um vértice ¯u ∈ V(Ḡ). Desde quek ≥ ∆+3, o conjuntoC contém um

vérticev em V(G) tal quev̄ é um vizinho de ¯u em Ḡ. Desde que{ū,v} é um conjunto

envoltórioP3 deGḠ, obtemos a contradição|C| = 2, o que completa a prova.2

Uma árvore enraizada na qual cada vértice que não é uma folha,tem exatamente dois

filhos é chamada umaárvore estritamente binária. Barbosa et al. [3] mostraram que

o número de Carathéodory de uma árvoreT é o número máximo de folhas de uma

subárvore estritamente binária deT, o que leva a um eficiente algoritmo computacional

do número de Carathéodory de árvores. A seguir, mostramos queo cálculo do número de

Carathéodory do prisma complementarTT̄ pode ser obtido em tempo polinomial.

Proposição 4.12 [38] Dada uma árvore T, o número de Carathéodory de TT̄ pode ser

determinado em tempo polinomial.
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Proof: Seja T uma árvore de ordemn e grau máximo∆. Seja C um conjunto de

Carathéodory deTT̄. Claramente, podemos assumir queC contém pelo menos dois

elementos, o que implica que∂HTT̄(C) eC não fazem interseção.

SeT é uma estrela com centro emu∗, entãoT̄ é a união de duas cliques, o que

implica queC contém no máximo 3 vértices emV(T̄). SeC contém pelo menos 3 vizinhos

deu∗ emV(T), digamosu1, u2, eu3, então, uma vez queC é um conjunto de Carathéodory

de TT̄, obtemos queu∗, ū1, ū2, ū3 ∈ HTT̄(C). Desde que ¯u1, ū2, e ū3 formam uma clique

em T̄, obtemos a contradição queHTT̄(C) = HTT̄(C \ {ui}) para algumi, o que implica

queC contém no máximo 5 vértices. Neste caso o número de Carathéodory deTT̄ pode

ser trivialmente determinado de forma eficiente. SeT tem diâmetro 3, ou seja,T é uma

estrela-dupla, então muitos argumentos similares implicam queC tem ordem limitada

e assim também neste caso o número de Carathéodory deTT̄ pode ser determinado de

forma eficiente. Assim, podemos assumir queT tem diâmetro pelo menos 4. SeT é um

caminho, então facilmente se verifica quec(TT̄) ≤ 3. Logo, podemos assumir que∆ ≥ 3.

Segue-se facilmente que cada dois vértices deT̄ são um conjunto envoltórioP3 de T̄.

PortantoC contém no máximo dois vértices emV(T̄). Uma vez que dois vértices em

V(T̄) em conjunto com um vértice emV(T) formam um conjunto envoltórioP3 deTT̄,

cada conjunto de Carathéodory deTT̄ que contém dois vértices emV(T̄) tem ordem no

máximo 3. SeC contém um único vértice ¯u em V(T̄), então ouC contém um vérticev

em V(T) tal quev̄ é um vizinho de ¯u em Ḡ ou C∩V(T) é um subconjunto deNT(u).

No primeiro caso,{ū,v} é um conjunto envoltórioP3 de TT̄, o que implicaC = {ū,v},

e no segundo casoHTT̄(C) \C = {u}, o que também implica que|C| = 2. No total, cada

conjunto de Carathéodory deTT̄ que contém exatamente um vértice emV(T̄) tem ordem

no máximo 2. O maior conjunto de Carathéodory deTT̄ que não contém nenhum vértice

em V(T̄) pode ser determinado eficientemente usando o algoritmo dado em [3]. Isso

implica que o número de Carathéodory deTT̄ pode ser determinado em tempo polinomial.

2

Teorema 4.13Seja um grafo completo Kn, com n≥ 3. Então, c(KnK̄n) = 2.

Prova. ConsidereV(Kn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(K̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G= KnK̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Kn)∪V(K̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Kn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(K̄n).

SejaS um conjunto de Carathéodory deG. SeS ⊆ Kn, entãoH[S] = V(Kn).

Quaisquer dois vértices deKn, sejaui ,u j , satisfazemH[{ui ,u j}] = V(Kn) e |S| ≤ 2. Caso

contrárioH[S] = S ou H[S] = V(Kn)∪ (V(K̄n)∩S). Sejav∈ H[S]\S, ouv∈ V(Kn), então

v ∈ H[{ui , ū j}], tal qued(ui , ū j) = 2 eui , ū j ∈ S, ouv ∈ H[{ui ,u j}] e ui ,u j ∈ S. Consequen-

tementeS é o maior conjunto de Carathéodory deG. Portantoc(G) = 2. 2
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ū2
u3

ū3
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Figura 4.12: Número de Carathéodory - ḠG com altura h≥ 3.

Teorema 4.14Seja um ciclo Cn, com n≥ 5. Então, c(CnC̄n) = 3.

Prova. ConsidereV(Cn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(C̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G=CnC̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Cn)∪V(C̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Cn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(C̄n).

SejaS um conjunto de Carathéodory deG. Primeiro, mostramos que não existe

um conjunto de Carathéodory com|S| ≥ 4. Considere os seguintes casos:

Caso 1: SejaS = {ūi , ū j , ūk, ūw}. Note queH[S] = V(C̄n). Note que qualquer

conjunto setS′ ⊂ S, com |S′| = 3, satisfazH[S′] = V(C̄n). Assim, qualquer vértice

a ∈ H[S]\S, satisfaza ∈ H[S′] e S não é um conjunto de Carathéodory.

Caso 2: SejaS = {ui ,u j ,uk,uw}. Note queH[S] = S ou H[S] ⊆ V(Cn) e todo

vértice ūi ∈ V(C̄n) está ligado a um vértice emV(Cn). Assim, todo vérticea ∈ H[S]\S,

satisfaza ∈ H[u,v], ondeu,v ∈ S. PortantoS não é um conjunto de Carathéodory.

Caso 3: SejaS = {ūi , ū j , ūk,uw}. Note queH[S] = V(G). Note que qualquer

conjuntoS′ ⊂ S, com |S′| = 3, satisfazH[S′] = V(C̄n) ou H[S′] = V(G). Desta forma,

todoa ∈ H[S]\S, satisfaza ∈ H[S′] e S não é um conjunto de Carathéodory.

Caso 4: SejaS = {ui ,u j ,uk, ūw}. Seu j ∈ H[{ui ,uk}] e H[{u j , ūw}] = {u j , ūw}, então

H[S] = S e portantoS não é um conjunto de Carathéodory. Caso contrárioH[S] = V(G).

Neste caso, note que existea ∈ S\ūw, tal queūwx e xa∈ E(GḠ) com x ∈ V(C̄n). Logo

z∈ H[S]\S, satisfazz∈ H[{ūw,a}] e S não é um conjunto de Carathéodory.

Caso 5: SejaS = {ui ,u j , ūk, ūw}. Note queH[S] = V(G). Note que qualquer

conjunto S′ ⊂ S, com |S′| = 3, satisfazH[S′] = S′ ∪ {uk} ou H[S′] = S′ ∪ {uw} ou
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H[S′] = V(G). Assim, todoa ∈ H[S]\S, satisfaza ∈ H[S′] e S não é um conjunto de

Carathéodory. Portanto|S| < 4.

Agora considereS = {ui , ūi , ū j}, onded(ūi , ū j) = 2. Note queH[S] = V(G). Então

temos as seguintes situações:

(1) H[{ūi , ū j}] ⊆ V(C̄n);

(2) H[{ui , ūi}] = {ui , ūi};

(3) H[{ui , ū j}] = {ui ,u j , ū j};

Logo, existe a ∈ H[S]\S, tal que a < H[{u,v}], onde u,v ∈ S. Portanto

H[S]\
⋃

u∈S H[S\u] , ∅ eS é um conjunto de Carathéodory. Como|S| = 3, logoc(G) = 3.

2

Teorema 4.15Seja um grafo caminho Pn, com n≥ 6. Então, c(PnP̄n) = 3.

Prova. A prova segue similar à prova do Teorema4.14. 2

Um grafo livre deP4 é um cografo. Barbosa et al. [3] mostraram que o número de

Carathéodory de um cografo é no máximo 2. Em uma análise detalhada mostraremos

que o número de Carathéodory do prisma complementar de um cografo é no máximo 3.

4.4 Sobre Cografos

Um grafo é umcografo se ele é livre deP4. Para todo cografo conexoG, o

conjunto de vérticesV(G) pode ser particionado em dois conjuntos não váziosV1 eV2 tal

que cada vértice emV1 é adjacente a todo vértice emV2.

Para um grafoG, o prisma complementar ḠG de Gtem um conjunto de vértices

V(GḠ) = V(G)∪{ū : u ∈ V(G)}

de ordem 2n(G) tal que, parau,v ∈ V(G),

• uv∈ E(GḠ) se e somente seuv∈ E(G),

• ūv̄ ∈ E(GḠ) se e somente seuv< E(G), e

• uv̄ ∈ E(GḠ) se e somente seu= v.

Proposição 4.16 [3] Se G é um cografo, então c(G) ≤ 2.

Teorema 4.17 [38] Se G é um cografo, então c(GḠ) ≤ 3.
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Prova. SejaG um cografo. Em vista da simétrica estrutura dos prismas complementares,

podemos assumir queG é conexo. Para um conjuntoU de vértices deG, denotamos o

conjunto{ū : u ∈ U} de vértices deGḠ por Ū. Portanto, como referido acima, o conjunto

de vértices deGḠ pode ser particionado em quatro conjuntos não váziosV1, V2, V̄1, e V̄2

tal que

• V(G) = V1∪V2,

• todo vértice emV1 é adjacente a todo vértice emV2,

• V(Ḡ) = V(GḠ) \V(G) = V̄1∪ V̄2,

• não existem arestas entrēV1 e V̄2, e,

• parai ∈ {1,2}, existe um emparelhamento unindo os vértices deVi e V̄i.

SejaGi o subgrafo deG induzido porVi e sejaḠi o subgrafo deḠ induzido porV̄i para

i ∈ {1,2}.

SejaS um conjunto de Carathéodory deGḠ. Sejax ∈ ∂HGḠ(S). Para completar

a prova, nós temos que mostrar queS tem no máximo 3 elementos. Se identificarmos um

subconjuntoC deS comx∈ HGḠ(C) e |C| ≤ 3, então as escolhas deS e x implicamS=C

e assim|S| ≤ 3. Claramente, podemos assumir quex < S e queS não contém 3 vértices

que formam umP3.

Consideramos diferentes casos e subcasos a seguir, exceto para |V1|= 1 e|V2|= 1,

uma vez que é trivial queGḠ = P4.

Caso 1|V1|, |V2| ≥ 2.

Note que neste caso o conjunto envoltório de dois vértices deV1 ou dois vértices deV2

estãoV(G).

Caso 1.1x ∈ V(G).

Uma vez que emGḠ cada vértice emV(G) tem exatamente um vizinho emV(Ḡ),

o conjuntoS contém pelo menos um elemento deV(G). SeS contém dois elementosu1 e

u2 de um dos dois conjuntosV1 e V2, entãox ∈ HGḠ({u1,u2}). Por isso podemos assumir

queS contém pelo menos um vértice de cada um dos dois conjuntosV1 eV2.

SeS contém exatamente um vérticeu1 emV1 e exatamente um vérticeu2 emV2,

e S , {u1,u2}, entãoS contém um vértice ¯u3 emV(Ḡ) tal queū3 é não adjacente parau1

ouu2.

Isso implica queHGḠ({u1,u2, ū3}) contém dois vértices em um dos dois conjuntos

V1 eV2 e portantox∈ HGḠ({u1,u2, ū3}), como neste casoV(G) ⊆ HGḠ({u1,u2, ū3}). Assim

podemos supor queS contém exatamente um vérticeu1 emV(G). Por simetria, podemos

assumir queu1 ∈ V1.

Se S contém um vértice ¯u2 em V(Ḡ) \NḠ[ū1], entãou2 é um vizinho deu1.

Seū2 ∈ V̄1, entãox ∈ HGḠ({u1, ū2}). Logo, podemos assumir que ¯u2 ∈ V̄2. SeS , {u1, ū2},
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entãoS contém um vértice ¯u3 emV(Ḡ) que é distinto de ¯u1 andū2. Independentemente de

ū3 encontrar-se em̄V1 ou V̄2, obtemosx∈HGḠ({u1, ū2, ū3}). Desta forma, todos elementos

deS pertencem aNGḠ[ū1]. Desde queHGḠ({u1, ū1}) = {u1, ū1}, o conjuntoS contém um

elemento deNḠ(ū1), o que implica que ¯u1 < S.

SeHGḠ(S) ⊆ NGḠ[ū1], entãou1 é o único vértice emV(G) que está emHGḠ(S),

o que é uma contradição. Assim algum vértice ¯u2 emV(Ḡ) \NḠ[ū1] tem dois vizinhos ¯u3

e ū4 emNḠ(ū1) tal que a componente dēG[NḠ(ū1)] que contém ¯u3 contém um elemento

ū5 de S e a componente dēG[NḠ(ū1)] que contém ¯u4 contém um elemento ¯u6 de S.

Portanto, ¯u2 ∈ V̄1. Note que se essas duas componentes são a mesma, então ¯u5 = ū6 é

possível. Note também que ¯u3 e ū5 podem ser distintos ou iguais. O mesmo vale para ¯u4

e ū6. Finalmente, note queHGḠ[NGḠ[ū1]] (S) é a união de{u1, ū1} e o conjunto de vértice de

todas componentes deGḠ[NḠ(ū1)] que contém pelo menos um elemento deS. Desde que

u2 é adjacente au1 e ū2, e ū2 ∈ HGḠ({u1, ū5, ū6}), obtemosu2 ∈ HGḠ({u1, ū5, ū6}). Desde

queu2 ∈ V1, isto implica quex ∈ HGḠ({u1, ū5, ū6}).

Caso 1.2x ∈ V(Ḡ).

Desse modo o conjuntoS contém pelo menos um elemento ¯u1 de V(Ḡ), desde

que|NG(ū)| = 1 para∀ū ∈ Ḡ. Sem perda de generalidade assumimos que ¯u1 ∈ V̄1.

SeS contém dois elementos ¯u1,v ∈ NGḠ(x), então ouv ∈ NG(x) ou v ∈ NḠ(x),

portantox ∈ HGḠ(ū1,v).

Se S contém apenas um elemento ¯u1 ∈ NḠ(x), então dividimos em subcasos

distintos. SeNG(x)*S, então ouNG(u1)∩V1, ∅ ouNG(u1)∩V1= ∅. No primeiro caso,S

contém então ouu2 ∈NG(u1)∩V1 ouu2 ∈V2 (portantox∈HGḠ({ū1,u2})). No último caso,

S contém então ouu2,u3 ∈ V1 ouu2,u3 ∈ V2 (portantox ∈ HGḠ({ū1,u2,u3})), ou ū3 ∈ V̄2 e

u2 ∈ V2∩NG(u3), ouu2 ∈ V2 e ū3 ∈ V̄1 (portantox ∈ HGḠ({ū1,u2, ū3})). Caso contrário,S

contém um vértice ¯u2 ∈ NḠ(NḠ(ū1)) e ū2 ∈ NḠ(NḠ(x)), entãox ∈ HḠ({ū1, ū2}), e portanto

x ∈ HGḠ({ū1, ū2}).

Seja NḠ(x) * S. Se S contém dois elementos ¯u1, ū2 < NḠ(x), então sex ∈

HḠ({ū1, ū2}), logo x ∈ HGḠ({ū1, ū2}). Caso contrário,S contém dois elementos ¯u1,u2 <

NḠ(x), tal qued(ū1,u2) = 2 e existex ∈ HGḠ({ū1,u2}). Caso contrário, seS contém um

vérticeu3 ∈ NG[u1] ∪NG[u2], entãox ∈ HGḠ({ū1, ū2,u3}). Caso contrário,S contém um

vérticeu3 ∈ NG[u1] ∪NG[u2] vizinhando um vérticeu tal queū ∈ HḠ({ū1, ū2}), e assim

x ∈ HGḠ({ū1, ū2,u3}). Caso contrário existe um caminhoP4 eGḠ não é um cografo.

Se S contém um vértice ¯u2 ∈ V̄2 e x ∈ V̄1, entãoS contém pelo menos um

vérticeu3 ∈ V(G) \ {u2}, e portantox ∈ HGḠ({ū1, ū2,u3}). Finalmente, seS não contém

vértices emV̄2, entãoS contém pelo menos ou um vérticeu2 ∈ NV(u1) com NV(u1) =

NG(u1)∩ (V1∪V2) ou dois vérticesu2,u3 ∈ V(G) \NV(u1). Assim, oux ∈ HGḠ({ū1,u2})

(no primeiro caso) oux ∈ HGḠ({ū1,u2,u3}) (em último caso).
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Caso 2|V1| = 1 e |V2| ≥ 2.

Seja |V1| = {u1}. Se x , u1, entãox ∈ V2 ∪ V̄2, com x < S. Se x ∈ V2, então

S contém um vérticeu2 ∈ V2 tal que seu2 ∈ NG(x), logo H({u1,u2}) = {u1, x,u2} e

assimHG({x,u2}) = V(G). Senão seu2 < NG(x), entãoS contém um vértice ¯u3 ∈ V̄2 tal

que x ∈ H{u1, ū3} e logo x ∈ HGḠ({u1,u2, ū3}). Se x ∈ V̄2, entãoS contém dois vértices

onde ouu2 ∈ V2 e ū3 ∈ V̄2 tal queū3 ∈ NḠ(x), assimx ∈ HGḠ({u2, ū3}) ou ū2, ū3 ∈ V̄2 e

x ∈ HGḠ({ū2, ū3}).

Seja x = u1. Se ū1 ∈ S, entãoS contém pelo menos um vérticeu2 ∈ V2 e

x ∈ HGḠ({ū1,u2}). Caso contrário, entãoS contém pelo menos dois vérticesu2,u3 ∈ V2

e x ∈ HGḠ({u2,u3}). �

Nas próximas páginas tratamos sobre a convexidade geodésica. Porém, não

exploramos as propriedades algorítmicas e de complexidade.

4.5 Número geodésico

Um conjuntoS ∈V(G) é denominadoconjunto geodésicodeG se I[S]= V(G). O

número geodésico, gn(G), de um grafoG é a cardinalidade do menor conjunto geodésico

deG. Na Figura2.4, testando todos os casos, temos quegn(G) = 4. Como exemplo, seja

S = {a, b̄, c̄,d}, entãoI [S] = I [a, b̄]∪ I [a, c̄]∪ I [a,d]∪ I [b̄, c̄]∪ I [b̄,d]∪ I [c̄,d] = V(G).

Determinar o número geodésico de um grafo é um interessante problema de

otimização. É conhecido que a versão de decisão deste problema é NP-completo. Diversos

trabalhos foram desenvolvidos sobre este tema, alguns exemplos são CÁCERES et al. [10]

e DOURADO et al. [35].

O Lema a seguir é um resultado demonstrado em [24] e utilizado em nossas

provas para os teoremas de número geodésico.

Lema 4.18 [24] Cada conjunto geodésico de um grafo contém seus vértices simpliciais.

Nesta seção, do Teorema4.19 ao 4.21, mostraremos as caracterizações do

número geodésico para prismas complementares de grafos completos, caminhos e ciclos.

Teorema 4.19Considere um grafo completo Kn e seja G= KnK̄n. Então gn(G) = n, onde

n é a ordem de Kn.

Prova. ConsidereV(Kn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(K̄n = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = KnK̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Kn)∪V(K̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Kn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(K̄n).

SejaS o conjunto de todos os vértices simpliciais deG. Com base no lemma

4.18, temos que todo conjunto geodésico de um grafo contém seus vértices simpliciais,
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logo gn(G) ≥ |S|. Por outro lado, para um vértice internov de G, existem vértices

simpliciaisx, y deG, tal quev está sobre um único caminho geodésicox-y emG. Assim,

v ∈ I [S] e entãoI [S] = V(G). Logogn(G) ≤ |S|. Como|S| = n, portanto,gn(G) = n.

2
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u1

u1

ū1

ū1
ū1

u2

u2u2

ū2

ū2ū2

u3u3u3

ū3

ū3ū3
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ū4

ū4

u5

ū5

Figura 4.13: Número geodésico - KnK̄n

Teorema 4.20Considere um caminho Pn e seja G= PnP̄n. Então gn(G) =

⌈

n+2
3

⌉

+ 2,

para n≥ 4, onde n é a ordem de Pn.

Prova. ConsidereV(Pn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(P̄n = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = PnP̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Pn)∪V(P̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Pn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(P̄n).

Paran= 4, sejaS = {u1,un, ū2, ū3}. Note queI [S] = V(G). Comogn(G) > 3, logo

gn(P4P̄4) = 4.

Sejan> 4. Primeiramente vamos mostrar quegn(G) ≥

⌈

n+2
3

⌉

+2.

SeS⊆ P̄n, entãoI [S] ⊆ P̄n. Logo,S deve conter vértices dePn. Comoexc(G)= 3

e para que|S| tenha quantidade mínima de vértices,S deve conter a menor quantidade de

vértices dePn que distam no máximo 3. A escolha dos vértices dePn que satisfaçam a

afirmação acima é tal que no máximo uma dupla dePn emS tenha distância no máximo 3

e as restantes distâncias exatamente 3. Portanto,

⌈

n+2
3

⌉

vértices dePn devem estar emS.

Para que os vértices dēPn pertençam aI [S], dois vértices dēPn, {ū2, ū3}, devem pertencer

aS. Logogn(G) ≥

⌈

n+2
3

⌉

+2.

Vamos definir recursivamente um conjuntoS′. Primeiramente,u1 ∈S′. O vértice

ui ∈ S′ seui−3 ∈ S′ e d(ui−3,ui) = 3, para 4≤ i < n. FaçaS = S′∪{un}∪ {ū2, ū3}. Observe

que|S′∪{un}| =

⌈

n+2
3

⌉

, então|S| =

⌈

n+2
3

⌉

+2. Vamos mostrar queI [S] = V(G).
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Note queI [ū2, ū3] = P̄n\{ū1, ū4}. Masū1 ∈ I [u1, ū3] e ū4 ∈ I [u4, ū2].

Assim,I [S′]∪ I [ū2, ū3] = V(G), ou seja,gn(G) =

⌈

n+2
3

⌉

+2.

2
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ū2ū2

u3

u3u3

u3u3

ū3
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ū4ū4
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Figura 4.14: Número geodésico para prismas complementares
PnP̄n, com n≥ 4.

Paran = 1, gn(P1P̄1) = 2, paran = 2, gn(P2P̄2) = 2 e paran = 3, gn(P3P̄3) = 3,

conforme pode ser visto na Figura4.15.

u1 u1 u1

ū1 ū1 ū1

u2 u2

ū2 ū2

u3

ū3

Figura 4.15: Número geodésico para prismas complementares
P1P̄1, P2P̄2 e P3P̄3
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O próximo teorema mostra o número geodésico para prismas complementares

de ciclosCn. Neste caso, consideramosn≥ 4 já que paran= 3 temos queC3C̄3 = K3K̄3,

o qual já foi provado as operações prisma complementar para grafos completos por meio

do Teorema4.19.

Teorema 4.21Considere um ciclo Cn com n≥ 4 e seja G=CnC̄n. Então gn(G) =
⌈n
3

⌉

+2,

onde n é a ordem de Cn.

Prova. ConsidereV(Cn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(C̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G=CnC̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Cn)∪V(C̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Cn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(C̄n).

Paran= 4, sejaS = {u1,un, ū2, ū3}, note queI [S] = V(G) paran= 4,5 e 6.

Sejan> 4. Primeiramente vamos mostrar quegn(G) ≥
⌈n
3

⌉

+2.

SeS⊆ C̄n, entãoI [S] ⊆ C̄n. Logo,S deve conter vértices deCn. Comoexc(G)= 3

e para que|S| tenha quantidade mínima de vértices,S deve conter a menor quantidade de

vértices deCn que distam no máximo 3. A escolha dos vértices deCn que satisfaçam a

afirmação acima é tal que no máximo uma dupla deCn emS tenha distância no máximo

3 e as restantes distâncias exatamente 3. Portanto
⌈n
3

⌉

vértices deCn devem estar emS.

Para que os vértices dēCn pertençam aI [S], dois vértices dēCn, {ū2, ū3}, devem pertencer

aS. Logogn(G) ≥
⌈n
3

⌉

+2.

Vamos definir recursivamente um conjuntoS′. Primeiramente,u1 ∈S′. O vértice

ui ∈ S′ seui−3 ∈ S′ e d(ui−3,ui) = 3, para 1< i < n. FaçaS = S′ ∪ {ū2, ū3}. Observe que

|S′| =
⌈n
3

⌉

, então|S| =
⌈n
3

⌉

+2. Vamos mostrar queI [S] = V(G).

Note queI [ū2, ū3] = C̄n\{ū1, ū4}. Mas{ū1, ū4} ∈ I [u1,u4] e {u1,u4} ∈ S′.

Assim,I [S′]∪ I [ū2, ū3] = V(G), ou seja,gn(G) =
⌈n
3

⌉

+2.

2
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ū2 ū2
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Figura 4.16: Número geodésico para prismas complementares
CnC̄n, com4≤ n≤ 8

4.6 Número envoltório

Seja G um grafo eS ⊆ V(G). Denotamos porH[S] o menor conjunto convexo

deG que contémS. DenominamosH[S] por fecho convexo deS emG. SeH[S] = V(G),

então S é chamado conjunto envoltório deG. O número envoltório deG é a cardinalidade

do menor conjunto envoltório deG.

Para uma melhor compreensão, sejaI0[S] = S, I1[S] = I [S] e Ik[S] = I [Ik−1[S]]

parak≥ 2. A partir de algum termop, a sequência será constante, entãoI p[S] = I p+1[S],

com isso obtém-se a envoltória convexa deS [16].

Do Teorema4.22 ao 4.24 temos os resultados para o número envoltório utili-

zando a convexidade geodésica envolvendo prismas complementares para grafosPn, Cn

e Kn.

Teorema 4.22Considere um grafo completo Kn e G= KnK̄n. Então hn(G) = n, onde n é

a ordem de Kn.
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Prova. ConsidereV(Kn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(K̄n = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = KnK̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Kn)∪V(K̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Kn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(K̄n).

SejaS o conjunto de todos os vértices simpliciais deG. Com base no Lema4.6,

temos que todo conjunto envoltório de um grafo contém seus vértices simpliciais, logo

hn(G) ≥ |S|. Por outro lado, para um vértice internov deG, existem vértices simpliciaisx,

y deG, tal quev está sobre um caminhox-y emG. Assim,v∈ H[S] e entãoH[S] = V(G),

logohn(G) ≤ |S|. Como|S| = n, portanto,hn(G) = n.
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Figura 4.17: Número envoltório para KnK̄n, coom3≤ n≤ 5

Teorema 4.23Considere um caminho Pn e seja G= PnP̄n. Então,

hn(G) =



























3 , se n= 3

2 , caso contrário

Prova. ConsidereV(Pn) = {u1,u2, · · · ,un} e V(P̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G = PnP̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Pn)∪V(P̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Pn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(P̄n).

Seja n um inteiro positivo en , 3. Paran = 1 e n = 2, temos um único

caminho ehn(Pn) = 2, como pode ser visto na Figura4.18. Paran ≥ 4, sejaS =

{u1,u4}, entãoI [S] = {u1,u2,u3,u4, ū1, ū4}, I2[S] = {u1,u2,u3,u4, ū1, ū2, ū3, ū4} e I3[S] =

P̄n∪{u1,u2,u3,u4}. ComoP̄n⊂ I3[S], resta mostrar quePn⊂ Iα[S]. Note que todo ¯uk ∈ P̄n,

4 < k ≤ n possui distância dois auk−1, desta forma todouk pentencerá aIα[S], onde

3< α ≤ n. LogoH[S] = V(G), e portantohn(G) = 2, paran≤ 2 en≥ 4.
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Paran = 3 temos a seguinte situação. Se ¯u2 é o vértice folha dePnP̄n, pelo

Lema 4.6, ū2 ∈ S. Desta forma, a maior distância de ¯u2 a um outro vértice dePnP̄n

é d = 3, implicando na existência de dois vértices ¯u1 e ū3. Seja S = {ū1, ū2}, então

H[S] = {ū2,u2,u1, ū1}, ou seja,H[S] , V(G). Por outro lado, seS = {ū2, ū3}, então

H[S] = {ū2,u2,u3, ū3}, ou seja,H[S] , V(G). Portanto,|S| > 2. Assim, caso ¯u1 ∈ S, é

necessário incluir mais um vértice, cuja distância seja maior tanto em relação a ¯u2 quanto

a ū1. Desta forma, seS = {ū1, ū2,u3}, entãoH[S] = V(G). Por outro ladoS = {u1, ū2, ū3},

entãoH[S] = V(G). Portanto,hn(P3P̄3) = 3.

2

O próximo teorema mostra o número envoltório para prismas complementares

de ciclosCn. Neste caso, consideramosn≥ 4 já que paran= 3 temos queC3C̄3 = K3K̄3,

o qual já foi provado as operações prisma complementar para grafos completos por meio

do Teorema4.22.

Teorema 4.24Considere um ciclo Cn e seja G=CnC̄n. Então,

hn(G) =



























2 , se n≥ 6

3 , caso contrário
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ū1ū1

ū1

u2 u2

u2

u2u2

u2
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Figura 4.18: Número envoltório para prismas complementares
PnP̄n

Prova. ConsidereV(Cn) = {u1,u2, · · · ,un} eV(C̄n) = {ū1, ū2, · · · , ūn}. G=CnC̄n é composto

pelo conjunto de vérticesV = V(Cn)∪V(C̄n) e o conjunto de arestasE(G) = E(Cn)∪

{u1ū1, · · · ,unūn}∪E(C̄n).

Seja n ≥ 6, como exc(G) = 3, sejaS = {u1,u4}, já que d(u1,u4) = 3. Note

que I [S] ⊃ {u1,u2,u3,u4, ū1, ū4}, I2[S] ⊃ {u1,u2,u3,u4, ū1, ū2, ū3, ū4} e queI3[S] ⊆ C̄n∪

{u1,u2,u3,u4}. ComoC̄n ⊂ I3[S], resta mostrar queCn ⊂ Iα[S]. Note que todouk ∈ Cn,

4< k ≤ n está sobre um caminho mínimouk−1-ūk, onde{uk−1, ūk} ∈ I3[S]. Assim todouk

pertencerá a algumIα[S], onde 3< α ≤ n. LogoH[S] = V(G), e portantohn(G) = 2, para

n≥ 6.

Paran = 3, o resultado já foi mostrado no Teorema4.22, já queC3C̄3 = K3K̄3.

Para n = 4 e 5, sejaS = {ui ,u j}, se d(ui ,u j) = 2, entãoH[S] ⊆ Cn ∪ {ūi , ū j}. Caso

contrário H[S] = {ui ,u j}. Seja S = {ui , ū j}, e d(ui , ū j) = 2, entãoH[S] = {ui , x, ū j},

onde x ∈ Cn ou x ∈ C̄n. Caso contrárioH[S] = {ui , ū j}. Por fim, sejaS = {ūi , ū j},

e d(ūi , ū j) = 2, entãoH[S] = {ūi ,ui ,u j , ū j} ou H[S] = {ūi , x, ū j}, onde x ∈ C̄n. Caso

contrário H[S] = {ūi , ū j}. Portantohn(G) > 2. SejaS = {u1, ū2, ū3} e n = 4. Note que

I [S] = V(G)\{u4, ū4}, I2[S] = V(G)\{ū4} e queI3[S] = V(G), logo H[S] = V(G). Para

n = 5 note queI [S] = {u1, ū1,u2, ū2, ū3, ū5}, I2[S] = V(G)\{u4} e queI3[S] = V(G), logo

H[S] = V(G). Portanto paran= 4 e 5,hn(G) = 3. 2
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Figura 4.19: Número envoltório para prismas complementares
CnC̄n, com n= 6, 7 e8.

Paran= 4 e 5, o resultado dehn(G) = 3, pode ser visto conforme a Figura4.20.
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Figura 4.20: Número envoltório - C4C̄4 e C5C̄5



CAPÍTULO 5
CONCLUSÕES

Neste trabalho estudamos principalmente as atuações das convexidadesP3 e

geodésica aplicadas sobre as operações prismas complementares de grafos simples,

conexos, finitos e não direcionados.

Mostramos em [38] que o cálculo do númeroP3 é NP-completo para prismas

complementares de grafos em geral, sendo que para o número envoltório P3 o mesmo

pode ser calculado de forma eficiente em tempo polinomial, o que foi surpreendente.

Quanto ao número de Carathéodory mostramos em [38] que o cálculo deste

é NP-completo para os prismas complementares de grafos bipartidos. O mesmo não

acontece para o prisma complementar da classe dos grafos árvore, sendo que para essa

classe o cálculo do número de Carathéodory pode ser realizadoem tempo polinomial.

Ainda estabelecemos um limite superior e inferior para classe dos cografos, onde o cálculo

do número de Carathéodory do prisma complementar desses é 3.

Em vista do Teorema4.10, conseguimos estabelecer uma relação entre a cardi-

nalidade de um conjunto de Carathéodory de um grafo qualquer eum conjunto de Ca-

rathéodory do seu prisma complementar, o que gerou a Proposição4.11baseada também

nos parâmetros de grau e ordem de um grafo.

Além disso, dado um grafoG e um inteirok, demonstramos em [38] que é NP-

completo decidir seGḠ tem uma clique de ordemk, um conjunto independente de ordem

k e um conjunto comk-dominantes para o prisma complementar de grafos em geral, o

que respondeu algumas questões deixadas em aberto por Haynes et al. [51].

Em relação à convexidade geodésica, caracterizamos os parâmetros número

geodésico e número envoltório para o prisma complementar decaminhos, completos

e ciclos. Os mesmos grafos também foram caracterizados paraa convexidadeP3 em

relação aos parâmetros númeroP3, número envoltórioP3 e número de Carathéodory.

Os resultados dessas caracterizações podem ser vistos na Tabela5.1.

Um problema ainda em aberto é estudar as propriedades algorítmicas e de com-

plexidade para a convexidade geodésica em relação as operações prisma complementar

para grafos em geral. Pretendemos também, levar o estudo de convexidade para outros

tipos de operações relacionadas ao produto de grafos, como produto cartesiano, produto
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lexográfico, produto forte e outros que ainda não tenham sidoexplorados. Também, su-

gerimos a verificação dos parâmetros estudados utilizando outras convexidades, como as

convexidades monofônica, triângular em3.

Tabela 5.1:Caracterizações de np3, hp3, cp3, gn e hn para KnK̄n,
PnP̄n e CnC̄n

KnK̄n PnP̄n CnC̄n

np3 n+1
⌊n
2

⌋

+2
⌊n
2

⌋

+2

hp3 n+1

2 , sen≥ 6

3 , se 2≤ n≤ 5

2 , sen≥ 7

3 , se 4≤ n≤ 6

cp3 2 3 3

gn n

⌈

n+2
3

⌉

+2
⌈n
3

⌉

+2

hn n

3 , sen= 3

2 , caso contrário

2 , sen≥ 6

3 , caso contrário
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