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Resumo

Duarte, Marcio Antbnio. Sobre convexidade em prismas complementares
Goiania, 201567p. Tese de Doutorado . Instituto de Informética, Univerdéda
Federal de Goias.

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados reldognarincipalmente as propri-
edades algoritmicas e de complexidade de um produto desgechfomado prisma com-
plementar. Respondendo algumas questdes deixadas em@iertaynes, Slater e van
der Merwe, mostramos o problema de clique, conjunto indég@e e conjunto cork-
dominantes € NP-Completo para prismas complementares amAém disso, mostra-
mos resultados de NP-completude em relac&o ao calculo desgbgrametros da conve-
xidadeP3 para o prisma complementar de grafos em geral, como o ndRermimero
envoltérioP3 e niamero de Carathéodory. Mostramos que o calculo do nuURyeed\NP-
completo para o prisma complementar de grafos em geral.rdgopaimero envoltorio
P3, mostramos que o0 mesmo pode ser calculado de forma eficrartengpo polinomial.
Para o numero de Carathéodory, mostramos que € NP-comptatogpprismas comple-
mentares de grafos bipartidos, mas que para arvores, aefgespo calculado em tempo
polinomial e ainda, para classe dos cografos, o calculo deentide Carathéodory do
prisma complementar desses é 3. Encontramos também, usgaaetntre a cardinali-
dade de um conjunto de Carathéodory de um grafo qualquer e njoméo de Carathéo-
dory do seu prisma complementar. Por fim, estabelecemosmite Buperior do calculo
dos parametros: numero geodésico, nimero envoltério e naldeeCarathéodory para
operacdes prisma complementar de grafos caminho, ciclompletos considerando as
convexidade®s3 e geodésica.

Palavras—chave
Teoria dos Grafos, Convexidade, NP-Completude, Prismas @onepltares



Abstract

Duarte, Marcio AnténioResults on Convexity Complementary Prisms Goi-
ania, 201567p. PhD. Thesis. Instituto de Informatica, Universidadedfal
de Goiés.

In this work, we present some related results, especiadlyptioperties algoritimics and
of complexity of a product of graphs called complementangmr Answering some
guestions left open by Haynes, Slater and van der Merwe, we shat the problem
of click, independent set aiddominant set is NP-Complete for complementary prisms
in general. Furthermore, we show NP-completeness resgtsding the calculation of
some parameters of thiés-convexity for the complementary prism graphs in general,
as theP3-geodetic numbeR3-hull number and?3-Carathéodory number. We show that
the calculation ofP3-geodetic number is NP-complete for complementary prisaplgs

in general. As for thePs-hull number, we can show that the same can fiiently
computed in polynomial time. For tH&;-Carathéodory number, we show that it is NP-
complete complementary to prisms bipartite graphs, butréas, this may be calculated
in polynomial time and, for class of cografos, calculating®3-Carathéodory number of
complementary prism of these is 3. We also found a relatiprisgtween the cardinality
Carathéodory set of a graph and a any Carathéodory set of complary prism.
Finally, we established an upper limit calculation the pagters: geodetic number, hull
number and Carathéodory number to operations complemepriany of path, cycles and
complete graphs considering the convexitigsand geodesic.

Keywords
Graph Theory, Convexity, NP-Complete, Complementary Prisms
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cAPiTULO 1

INTRODUCAO

Imagine um representante de uma instituicdo querendaaealima espécie de
convocacao coletiva que mobilize o maior nimero de pessisssveis a participarem de
uma manifestacdo. Suponhamos que por meio de uma redelsoeiglessoa da sua lista
de amigos seja convencida a participar dessa manifestagia svesse dois amigos que
a convencesse a isso. Entdo a pergunta natural seria: quatiar mimero de pessoas a
serem convocadas inicialmente para se alcancar a redaihtei

Este tipo de questionamento pode ser respondido por meipatémetros de
convexidade em teoria dos grafos, onde os membros da reidé sertam representados
por nogvertices e o vinculo de amizade entre eles por arestas. NMopdxesupracitado,

o tipo de convexidade a ser trabalhada € a convexi@adg que sdo necessarios dois
amigos para convencer o terceiro. Encontrar o0 menor nameneedsoas necessarias
para realizar esta convocacao seria 0 mesmo que enconttemerm envoltério de um
grafo. Por outro lado, supondo que os amigos da rede sootafayam convocados
inicialmente participem da manifestacdo, mas nédo se B¥an@ a convencer outros
amigos a participarem, entdo o problema poderia ser resolydor meio do namero
geodésico de um grafo.

O conceito de convexidade para teoria dos grafos, de certafa@sta relacio-
nado aos conceitos e métodos de matematica discreta euarjfique existe uma ana-
logia entre o conjunto de vértices de um grafo conexo e amdist@&ntre vértices como
um espacgo metrico.

As propriedades de convexidade sdo importantes, pois@igsmn em diversas
situacfes envolvendo conjuntos convexos, como por exempigroblemas de otimiza-
cao. Ademais, a convexidade do conjunto viavel desempemhgapel relevante para a
existéncia de solugbes Otimas, assim como para a estrugwanjlinto dessas, além de
possibilitar a resolucéo de problemas de otimizacdo naanéri

Conceitos geodésicos em grafos estédo intimamente relacs@as conceitos de
convexidade. Os conceitos fundamentais que ocorrem emejgantopologia e analise
funcional sdo de conjuntos convexos.

Assim, dado um grafd& = (V,E), um subconjunto de vérticeS de V(G) é
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denominad@onvexgses € igual ao conjunto de vértices em todos os caminhos minimos
entre pares de vértices 8d25]. Nesse caso, tratando-se de caminhos minimos, estamos
mencionando a&onvexidade geodésicanas existem outros tipos de convexidade que
consideram outros tipos de caminhos, como por exemplo,\e&egmadePs.

Convexidade geodésica em grafos ja foi estudada sobre ri#sraspectos
como conjuntos geodésicos e numeros geodésico e envgidri€aceres, Hernando,
Mora, Pelayo e Puetad (), 11]. A convexidadePs foi apresentada por Centend],
mas o referido termo ja havia sido abordado por outros psadores, porém, com
nomenclaturas distintas.

No inicio de nossos estudos conseguimos verificar que npetsguisas sobre
convexidade envolvendo classes especificas de grafosgja f@alizadas, sobretudo no
que diz respeito a produtos de grafos. Entretanto, notao®bayia um tipo especifico de
produto de grafos, o qual ndo possuia abordagens refeenéssunto de convexidade.

Esse tipo de produto, denominado prisma complementarnfmduzido ha
pouco tempo por Haynes, Henning, Slater e van der MeBAg ¢omo sendo um tipo
de um produto mais geral, o produto complementar, o qualrgkreetambém o produto
cartesiano. Isso fez com que despertasse o interesse sebrip® de produto de grafos,
eis que existem inumeros problemas ainda ndo investigaskas iespeito.

Em seu artigo inicial, Haynes et ab]] estudaram parametros como graus, dis-
tancias, independéncia e dominacao relacionados a prisongglementares e apresen-
taram uma série de problemas em suas consideracoes fin&is.digdso, os parametros
relacionados a dominacao e distancia sao consideradds3¢30,81,48,53,54,57,58,60],
onde os principais limites, estruturas e valores para fasnéispecificas de grafos foram
obtidos.

Respondendo algumas questdes colocadas em Haynes ®i]aCéppelle et
al. [12] descreveram um algoritmo de reconhecimento de prismapleomentares em
tempo polinomial e Meierling et al6[l] estudaram ciclos e hamiltonicidade de prismas
complementares.

Outro assunto interessante envolvendo conjuntos convéxosTeorema de
Carathéodory 13, 41]. Esse teorema afirma que todo pontao fecho convexo de um
conjuntoS C R encontra-se no fecho convexo de um subconjintte S de ordem no
méaximod + 1 [3]. Os aspectos estruturais e algoritmicos para o nUume@adsthéodory
de arvores e grafos blocos foram caracterizados por BarBGosdho et al 20103]. Eles
estabeleceram também limites superiores sobre o nimefagghéodoryde grafos
gerais e livres dé&; 3 além de terem provado que € NP-completo decidir para um dado
grafo bipartidoG e um dado numero inteilg se 0 nimero d€arathéodoryde G é pelo
menosk.

Neste trabalho, respondemos os problemas de cliques ntosjundependentes
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e k-dominacéo propostos por Haynes et al][para prismas complementares.

Em relacdo a convexidades, estabelecemos resultados sobre complexidade

envolvendo os parametros numérg nimero envoltorid’s e numero de Carathéodory e
identificamos alguns casos solucionaveis de forma eficiente

Aléem disso, descrevemos os resultados obtidos sobre axidade geodésica
em grafos ndo direcionados, considerando apenas 0 niumed#gieo e 0 numero
envoltorio.

Nossos resultados acerca das propriedades de prismasecoemphres foram
apresentados ao Latin American Workshop on Cliques in GrdpR&/CG 2014) [37],
com o titulo "Remarks on Complementary Prisms" e aceito pamsaptacdo no 13th
Cologne-Twente Workshop on Graphs & Combinatorial Optinnrat{CTW 2015),
com o titulo "TheP3-Convexity in the Complementary Prism of a GrapB9[ Um
artigo completo foi aceito no Journal of Combinatorial Ojptiation (Duarte, Penso,
Rautenbach e Souza, 20188], com o titulo "Complexity Properties of Complementary
Prisms".

Durante periodo na Alemanha, em conjunto (Duarte, JoosdR&autenbach e
Souza, 2014) trabalhamos também com emparelhamentos psgiemparelhamentos
maximos induzidos, que resultou no artigo "Maximum Inducedtdlings close to
Maximum Matchings" submetido na Theoretical Computer S@dB6]. Este foi aceito
para apresentacdo no LAGOS 2015 com o titulo "On Graphs withcked Matching
Number Almost Equal to Matching Numbei69).

Antes de discorrermos sobre nossos resultados, apreseEntaanCapitulo2
conceitos béasicos da teoria dos grafos utilizados parastido. Nesse mesmo capitulo,
tem-se a descricdo das classes de grafos analisadas dapedguisa e, por fim, uma
breve exposicao sobre convexidade em grafos.

No Capitulo3 temos a definicAo da operagdo prisma complementar, que
justamente o foco deste trabalho, juntamente com os rdssliaiciais obtidos no que
diz respeito a NP-completude dos problemas de cliquesuctny independenteske
dominacdo em prismas complementares.

O Capitulo4 traz os principais resultados da pesquisa desenvolvide, Betd
incluso parte do estudo realizado com o grupo da UniversidadJIm, durante uma fase
do doutorado realizado na Alemanha. Esse capitulo posasidivis6es, uma direcionada
a convexidadés e outra a convexidade geodésica.

Na primeira divisdo sdo demonstrados o0s resultados obtiddse NP-
completude para o nimeR3, nimero envoltérid’s e o nimero de Carathéodory. Consta-
tamos que apesar do célculo do numero envoltBgieser NP-completo segundo Centeno
et al. [L7], nosso resultado implica que o niumero envolt@ppara prismas comple-
mentares pode ser determinado de forma eficiente. Quantdraera de Carathéodory,

[N
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constatamos que o seu céalculo é NP-completo para prismgdamentares de grafos bi-
partidos, porém, identificamos e caracterizamos que o0 mésmmaximo 3 para prismas
complementares de cografos e que para a classe de prismpkeowmntares de arvores
ele pode ser calculado em tempo polinomial. Na segundaagdivisostramos a caracteri-
zagao do numero geodésico e numero envoltorio considermirdavexidade geodésica
para prismas complementares dos gr&#Q<C,, e K.

O trabalho termina com nossas conclusfes e com as prop@sfasquisas a
serem realizadas futuramente, onde se pretende dedicerifesmente ao estudo de
outros tipos de convexidades aplicadas as operacdes prionglementares e, ainda,
outros tipos de operacdes de produtos em grafos.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Este capitulo esta dividido em trés secdes. A primeira semdteém as definicdes
usuais da teoria de grafos e a notacdo utilizada neste itabam geral, a notacao
segue 7] e [66]. Outras definicbes sdo apresentadas no decorrer do texto.

Posteriormente, apresentamos uma secao com as classeafa® que séo
estudadas e por ultimo, finalizamos o capitulo com uma segdi@ £onvexidade em
grafos.

2.1 Definicbes e Notacéao

Um grafo G é um par ordenado/(G), E(G)), ondeV(G) é um conjunto finito
de vértices €£(G) é um conjunto de arestas formadas por pares, nao necessatia
distintos deV(G). Denota-se a aresta que liga o vérticao vérticev por uv. Se existir a
arestauv, dizemos que o vértice € adjacente ao vértioee que a arestav € incidente
au e av. Os pares de vértices que formam cada aresta sao chaedanidade®u
extremogla aresta. Consideramos aqui grafos néao orientados, simfitetos.

O complemento de um graf®, denotado pof5, possui 0 mesmo conjunto de
vértices deGs, e 0 conjunto de arestas complementareG deu seja, se a ares® existir
em G, os vérticeu e v ndo sdo adjacentes eB) porém, se os vérticas e v ndo sdo
adjacentes er®, a arestalv pertence ao complemento Ge

Um vértice universaé aquele que é adjacente a todos os demais vértices do grafo
a que ele pertence.

Um laco € uma aresta onde o0s extremos sdo iguais. MUltiplas aréstasestas
gue possuem o0 mesmo par de extremos. dggaio simplese um grafo que ndo possui
lagcos ou mdltiplas arestas.

O numero de vértices de um gra®oé dito ser a ordem d@. Para simplificar a
notacdo adotamag¥(G)| = n e |E(G)| = m. O nUmerdE(Vv)| de arestas em um vértige: o
graudev, aqui epresentado pdg(v). O numeras(G) = min{dg(v)|v € V} € o grau minimo
deG e o numera\(G) = maxdg(v)|v € V} é 0 seu grau maximo. Se todos os vértice&de
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tem o mesmo gralg, entaoG é k-regular, ou simplesmenteegular. Um grafo 3-regular €
chamadaubica

A vizinhancade um vérticev, denotada poNg(Vv), ou simplesmente pad¥(v)
caso ndo haja ambiguidade, é o conjunto de todos os vértipaeates & no grafoG. A
vizinhancga de um conjuntb de vértices no graf®, denotada poNg(T), € o conjunto de
vértices de5 adjacentes a algum vértice TeE denotado poN[v] 0 conjuntoN(v) U {v}.
Um vérticev é dito ser vizinho del sev pertence a vizinhanca de

Um subgrafode um grafdG é um grafoH tal queV(H) € V(G) e E(H) C E(G),
denotado poH ¢ G. Um subgrafo de um graf@ é umsubgrafo geradorde G se o
namero de vértices do subgrafo for igual ao numero de vértoggrafo.

SejaV’(G’), seG’ € G e G’ contém todas as arestage E(G) com x,y € V’,
entdoG’ é umsubgrafo induzidale G. Dizemos queV’(G’) induzou gera G emG e
escrevemo&’ =: (V’(G’)). Portanto, s&J C V(G) é qualquer conjunto de vértices, entdo
(U) denota o grafo sobrd cujas arestas séo precisamente as arestacden extremos
emU. Umacliqueé um subgrafo induzido que € um grafo completo.

SeU é um conjunto qualquer de vértices (usualmenté&jlends escrevemos
G\U para(V(G)\U). Em outras palavra$;\U € obtido deG pela delecao de todos os
vértices enJ NV(G) e suas arestas incidentes.\Be {v} € unitario, nés escrevem@sv
ao invés des\{v}. Ao invés deG\V(G’) nds simplesmente escrevereni®&s’.

Um grafoG é conexacse para todo par de vérticgs, v} deG existir um caminho
uv e desconexo caso contrario. ©@smponentesle um grafo G desconexo sao seus
subgrafos conexos maximais ou componentes conexasvésiice de cortex, € um
vértice de um grafo conexd tal queG\{x} possui mais de um componente. ldonjunto
de corte S, € um conjunto de veértices tal q@& S possui mais de um componente. Um
grafoG é k-conexo se o tamanho minimo de um conjunto de c8tté&r pelo menok
ou G\S possuir apenas um vértice.

Um conjunto independentam um grafo € um conjunto de vértices que tomados
dois a dois s&o néo adjacentes. O conjunto independentmagidal se a ele ndo puder
adicionar vértices; sera maximo se for o maior maximal pessi

A distanciad(v,w) emG de dois vértices e w é o tamanho do menor caminho
v-w emG; se tal caminho néo existe, fazemos,d( = co. Denomina-se excentricidade
de um vérticev & maior distancia de a qualquer vértice do graf@, ou sejaexdv) =
maxd(v,w) : we V(G)}.

Um vérticev € um vérticesimplicial se o grafo induzido padX[v] for uma clique.
Uma clique de um graf@ contendo pelo menos um vértice simplicial € denominado um
simplexdo grafo. Um grafds é umgrafo simplicialse todo vértice d& for um vértice
simplicial ou for adjacente a um vértice simplicial.

Um emparelhamentem um grafo conex® = (V,E) é um conjunto de arestas
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M C E(G) tal que quaisquer duas arestas ndo compartilham um vdimeemparelha-
mentoM é ditoperfeitose cobre todos os vertices Ge

2.2 Classes de Grafos

Algumas classes de grafos que sao definidas a seguir, apacecéinuamente
no decorrer deste trabalho, como por exemplo, caminholscicompletos, arvores,
cografos, bi-partidos, entre outras.

Um caminhoé um grafo ndo vazid® onde V(P) = {xo, X1, ..., Xk} € E(P) =
{XoX1, X1X2,..., Xk-1Xk}. O numero de vértices de um caminho é o $@manhg e o
caminho de tamanhk é denotado poPx. O caminho de menor tamanho entre dois
vértices é chamado dgodésica

SeP = Xxp...Xk—1 € um caminho & > 3, entdo o graf@ = P + xx_1Xp € chamado
deciclo. O ciclo de tamanh& é chamado de urk-ciclo e denotado poCy.

Se todos os vértices d8 sdo dois a dois adjacentes, entdoé um grafo
completo Um grafo completo sobneveértices é denotado pé,.

Um grafo sem ciclos é chamatloresta Uma floresta conexa € chamattaore
Os vértices de grau 1 de uma arvore sdo denominfadiuess

Um cografoé um grafoG que néo possup, induzido. SejaG um cografo co-
nexo, denote par o nimero de vértices universais &nou seja vértices adjacentes a to-
dos os vértices d@ exceto a ele préprio. Considere ag&alenote po6y,...,Gy,...,Gt
as componentes conexas @e porGu,...,Gy,...,G; 0s subgrafos d& induzidos pe-
los conjuntos de vértices das respectivas componentexamnle(g, onde|V(Gj)| > 2
qguandoi > u (Figura2.1). As seguintes consideracOes podem ser feitas: as contpsnen
Gy,...,Gy sdo vértices isolados ef; e as componentd3s, ...,G, sd0 vértices univer-
sais emG; e emG os vértices de uma componer@dg,, i > 0 sdo adjacentes a todos os
demais vértices d&\G.; (Figura2.2) [16)].

G_u+1 Gt
Figura 2.1: Componentes Conexas do Gr&o

Sejar > 2 um inteiro. Um grafdG é chamada-partido se V(G) admite uma
particdo enr conjuntos independentes tal que cada aresta tem seus estezmdife-
rentes classes: vértices em uma mesma particdo ndo podedjasentes. Ao invés de
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Figura 2.2: Componentes Conexas do Grafo G

2-partido nés costumamos dizéipartido. Um grafo r-partido no qual cada dois vérti-
ces de diferentes particbes sao adjacentes € chamacmg®eto Um grafobipartido
completocom particdes de tamaninoe n sera aqui denotado p&im .

2.3 Convexidade em Grafos

Antes de definirmos a convexidade em grafos de uma forma, geralevante
abordar sua histéria nos ultimos anos baseada em Centendléj.al

Uma das primeiras discussdes sobre convexidade em grafoewem meados
dos anos 70, com artigos publicados por Mog#j,[de Erdds, Fried, Hajnal e Milnedp],
e de Varlet ¥Q], cujos trabalhos estavam relacionados a convexidade Bmids. Em
1981, Harary e Neimenerb()] voltam sua atencdo a convexidade geodésica, a qual
€ definida em funcdo do menor caminho entre dois vértices. atos 80 algumas
publicacdes sobre convexidade geodésica também foraas fieddendo ser citado o
traballho de Nieminemg3], que em 1982 usa a envoltéria convexa para caracterizar
arvores e grafos completos. Em 1983, Battgrchracteriza todos os grafos que possuem
subgrafos geodésicos e formula um algoritmo para se canstisigrafos. Um subgrafo
H de um grafoG é chamado geodésico se 0 menor caminho entre dois vérticds de
pertence &. Em 1985, Everett e Seidma#d, caracterizam grafos que possuem valores
particulares do nimero envoltorio geodésico, bem como utzim limites superior e
inferior para tal parametro para os grafos conexos em gipals estes e outros artigos
relacionados ao tema, Buckley e Hara®}, pm 1990, publicam um livro sobre distancia
em grafos onde um capitulo inteiro é dedicado a convexidaddésica. Outro extenso
material sobre o assunto surge em 1924, [quando Van de Vel publica um livro sobre
estruturas convexas.

O estudo da convexidade geodésica tem um novo impulso a partano
2000, quando Chartrand, Harary, Zhang, entre outros voltanbhcar sobre a referida
convexidade 22]. Entre 2002 e 2003, o grupo de pesquisadores citados aciblaa
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sobre caracteristicas do numero geodésico em grafos gemigimero envoltério em
grafos direcionados2fl, 23-25]. Ainda neste periodo ha publicacdes que discutem a
complexidade do problema. Aticl], em 2002, demonstra que achar o nimero geodésico
€ NP-Dificil para grafo gerais. Em contrapartida, Gimb&l]] em 2003, prova que o
problema de encontrar o numero de convexidade geodésicaGoMipleto para grafos
gerais.

Nessa perspectiva, a partir de 2006, Dourado, Protti e $hteay pesquisado-
res da Universidade Federal do Rio de Janeiro direcionamaseagsdes a convexidade,
obtendo resultados em torno da complexidade do nUmero gieodEnumero de convexi-
dade geodésica para classes de grafos cordais, bipartidgsafos. Descrevem também
um metodo simples para decidir se o numero de convexidadkigea € igual &, entre
outros resultados que podem ser encontrados3@m$obre o nimero envoltério geodé-
sico, 0 grupo conseguiu provar que a determinagéo desse éolnerpa NP-Completo
para grafos gerais, mas que este problema pode ser reselvidempo polinomial em
grafos de intervalo unitario, cografos e grafos sl | Recentemente, em 2010, o grupo
publicou sobre os limites do nimero envoltério geodésiemds ordem, didametro e cin-
tura de um grafo34].

Este grupo também trabalhou com a convexidade monof68i&aNa conve-
xidade monofénica o conjuntB de caminhos é definido pelos caminhos induzidos de
um grafo (caminhos que ndo possuem arestas entre doisegéni® consecutivos). A
convexidade monofonica foi introduzida em Oklahoma, 198®. [Ela foi estudada por
Duchet, Farber e Jamisod(, 44]. Um grupo da Universitat Politécnica de Catalunya
- Espanha deu especial atencéo aquela convexidade edddacuas diversas proprie-
dades por meio de grafo$d, 55,56]. Atualmente sabe-se que o numero de convexidade
monofdnica € um problema NP-Completo para grafos em gerad e gumero envoltorio
monofonico pode ser encontrado em tempo polinomial pafaggerais B3].

Por fim, merece ser mencionado que os pesquisadores citadbérh trabalha-
ram com a convexidade de caminhos de comprimento dois. Begexéidade, especifica-
mente, comecou a ser estudada a partir dos anos 90 quandio é4glf publicam sobre
subconjuntos convexos em torneios em tal convexiddéle Em 2006, Parker, Westlfto
e Wolf retomam os estudos sobre a convexidade de caminhongigrioeento dois, mas
nesse momento, em torneios bipartidos e torneios mulitioar{64, 65]. Todavia, foi a
convexidade de caminho de comprimento dois em torneioanugrite com o problema
da contaminacédo apresentado por Bollol®[Balogh e PeteZ] que culminaram na
convexidaddPs.

Em 2012, Centendlf] apresenta um estudo sobre o nimero de convexiBgde
0 numeroP3 e 0 numero envoltéri®s mostrando que para a classe de grafos gerais, tais
problemas sdo NP-completos e que para as classes de anagexps e certas grades
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estes problemas podem ser resolvidos em tempo polinomiate@e também obteve
uma reducao para os problemas de nunigre nimero de convexidad® para a classe
dos cordais, sendo que para o nimero envoltBgidoi desenvolvido um algoritmo de
tempo polinomial. Além disso, Centeno desenvolveu um dlgorpara reconhecimento
de grafos, onde o numeRy fosse igual ao niumero envoltorRy, considerando os grafos
livres de triangulos.

Também em 2012, Coelh@T] apresentou um estudo sobre convexidBglpara
aspectos estruturais e algoritmicos de arvores e grafossp@ara o numero dearathéo-
dory, onde também estabeleceu limites superiores sobre o nare&arathéodorypara
grafos gerais e livres d€; 3, além de mostrar que é NP-completo o problema de encontrar
0 numero deCarathéodorypara grafos bipartidos.

Outros tipos de convexidade podem ser encontrados em alras dedicadas
ao tema, no entanto, para que este trabalho néo se delongasiddamente, aqui sao
apenas citada$]19, 20].

Feitas as consideracgdes iniciais e necessarias, defiirdenama forma mais
geral o que pode ser entendido sobre convexidade.

A convexidade sobre um conjunto finio€ uma familia C de subconjuntos de
X tal que:

e ),XeC;e
e C é fechado sobre intersecoes.

O par X,C) é chamad@spaco de convexidadestrutura convexee os subcon-
juntos de C sdo chamadosenjuntos convexo®© fecho convexae algum conjuntd,
com relacdo a alguma convexidade C, € o menor conjunto comep®] € C contendo
S.

Uma analogia de convexidade em grafos pode ser definidadevasdo que o
conjunto C é formado de subconjuntos\d&).

As convexidades mais naturais em um grafo sdo as convesidideaminhos
(um tipo de convexidade intervalada) definidas por um sigtBrde caminhos en.

A escolha canodnica pam sdo fornecidas pela sele¢cdo de todos os caminho&.em
Nesse caso, um subconjur@os V(G) € convexo precisamente quando C contém todos
0s Vértices pertencentes aos caminhoP dajos vértices extremos estdo também em C.

Umaconvexidade de interva® definida a partir de um conjuntbe um inteiro
k. Denote po(\k’) 0 conjunto de todos os subconjuntos contekeétementos d&/, e por
2V 0 conjunto de todos os subconjuntos\de

Podemos dizer, entdo, que um espaco de convexidade fititpé uma conve-
xidade de intervalo se existir uma funcéo de inter\VaI@/) — 2V tal que um subconjunto
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C deV pertence a C se e somentel g, y}) € C para todo par distinto de elementos de
C [16].

Algumas das convexidades trabalhadas em grafos estada®nt convexidade
de intervalo. Entre elas podemos citar a convexidade gaadésnvexidade monofbnica,
convexidadeP3 e a convexidade triangular.

Todas estas convexidades séo definidas através de um coRjdetcaminhos
em grafos. Neste caso, um subconju@& V(G) € convexo precisamente quan@o
contém todos os vértices pertencentes aos caminh®scdgs vértices extremos estao
também encC.

A convexidade geodésicam dos focos deste trabalho, € baseada na seguinte
definicdo. SejaX,d) um espaco métrico. Um ponioe X esta geodesicamente entre dois
pontosa, b € X sed(a, X) +d(b, X) = d(a,b). Um conjuntaC C X é geodesicamente convexo
desde que cada ponto entre dois né€dssteja enc.

Desta forma, quandB € o conjunto de todos os caminhos minimos@®entao
C é umaconvexidade geodésicuandoP é a colecéo de todos os caminhos induzidos
deG, dizemos que C é umaonvexidade monofdnic& quandadP é o conjunto de todos
os caminhos de tamanho trés, entdo C é norwvexidade §, que € a outra convexidade
gue também faz parte dos estudos deste trabalho.

Uma corda de um caminhi®é uma aresta entre dois vértices ndo consecutivos.
Cordas de um caminho que ddo origem a triangulos sdo chamadesradhs curtas
do caminho. Um caminho que permite cordas apenas curtasnéadbadecaminho
triangular ou simplesmente urkcaminho Dessa forma, aonvexidade triangularisto
€, 0S conjuntos deconvexos, € similarmente definiday].

Exemplos das convexidades citadas anteriormente podewmistas na Figura
2.3, onde os vértices preenchidos correspondem ao fecho andeexm conjuntc.

Para a convexidade de caminhos a funcéo intervalo pode Seiddecomo se
segue. Sej& um conjunto de caminhos @& Um intervalo fechadopara os vértices, v
denotado pof[u,V], consiste dey,v e todos os vértices; que pertencem a um caminho
u-vemP. Assim, o intervalo fechado d&c V(G), denotado pot[S], € a unido de todos
os intervalod[u, V] parau,v e S.

Como exemplo, tomemos o graBda Figura2.4 e consideremos a convexidade
geodésica. Assim, pafa= {a,d}, temos que[S] = {a,a,b,c,d,de f}.

Alguns parametros de convexidade podem ser definidos a p@rtfuncao
intervalo, como o nimero geodésico, envoltério e o Carathopdjue sédo objeto de
pesquisa e, por isso, serdo estudadas em detalhes nasad@iEs.
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(i) S={c,h} eHc(S) = {a,b,c,d, e h} (i) S={a,bjeHc(S)=G

a
h
a b c b g
c
f d e f
d

(i) S={b,e} eHc(S) ={a,b,e, f} (iv) S={a,c,e} eHc(S) ={a,b,c,d,e h}

(0N ]

Figura 2.3: Conjuntos convexos - (i) conjunto geodésico (ii) mo-
nofénico (iii) triangular (iv) R

Figura2.4:Grafo G, para S = {ad}, temos |[S] =
{a,a,b,c,d,de f}



CAPITULO 3

PRISMAS COMPLEMENTARES E
RESULTADOS INICIAIS

Nesse capitulo, inicialmente, discorremos a respeito doaito das operacdes
prismas complementares em grafos. Em seguida, responddgursas questdes deixa-
das em aberto pob[l] no que concerne as propriedades algoritmicas e de cordatbxi
para prismas complementares relacionados aos problenciiquies, conjuntos indepen-
dentes &-dominacao.

3.1 Prismas Complementares

O complemento d&, denotado pofs é o grafo sobrd/(G) com conjunto de
arestas da operacgéao produto cartesidm V)\E.

Haynes, Slater e van der MerwB1] chamaram degrisma complementao
produto complementa® 0 K»(S), com |S| = 1, denotado poGG. Eles investigaram,
para estes grafos, algumas propriedades como indepeadéigtancia e dominacao.
Haynes, Henning e van der Merwg&3 consideraram dominagéo e dominagéo total e
Haynes, Holmes e Koesslés7q assim como Haynes et ab4], investigaram dominacao
localizada.

Em outras palavras, send® um grafo eG o seu complemento, prisma
complementar GdeGéo grafo formado a partir da uniao disjuntaCleeG_, adicionando
as arestas para um emparelhamento perfeito entre os g&cbiceespondentes (mesmo
rétulo) deG eG.

A Figura 3.1 mostra o exemplo de prisma complementar do g@&fotambém
conhecido como grafo de Petersen.
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Figura 3.1: Prisma Complementar - G, onde G=Cs e GG é 0
Grafo de Petersen

Nesse compasso, mostraremos a seguir os resultados sngpbre NP-
completude em prismas complementares.

3.2 NP-completude

Quando decidimos estudar as propriedades algoritmicas@gexidade para
prismas complementares, percebemos que varios problemat/endo convexidade
eram derivados de estudos antecedentes. A titulo de eXeagdio, temos o céalculo do
nameroP3, que coincide com o problema dos conjuntos 2-dominagdodbayjia sido
estudado anteriormente, mas néo para a classe dos prismpeoeentares.

Dessa forma, tivemos que desenvolver resultados que odasstm a base para
as provas algoritmicas e de complexidade de prismas coraptanes. Os primeiros
resultados podem ser vistos adiante e eles respondem agyreatdes relacionadas a
cliques, conjuntos independentksgjominacéo propostas por Haynes et al]

Na presente secdo, provamos que dado um dg@aide ordemk, encontrar
uma clique de orderk, um conjunto independente de ordéne um conjunto conk-
dominantes € NP-Completo para prismas complementares ain ger

Teorema 3.1 [38] Seja d um inteiro positivo. Para cada uma das trés propribea
seguintes, € NP-completo decidir se um determinadd®#), onde G € um grafo e k é
um inteiro, tem a propriedade.

(i) GG tem uma clique de ordem k.
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(i) GG tem um conjunto independente de ordem k.

(i) GG tem um conjunto d-dominante de ordem k, que €, um conjun®\rices de
GG tal que cada vértice u em(@&G) \ D tem pelo menos d vizinhos em D.

Prova: Todos os trés problemas de deciséo estédo claramente em NEreiam a reduzir
problemas NP-completos conhecidos para os problemasawhc

(i) Uma vez que é NP-completo decidir para dado um gf@afvre de triangulos e
um inteirok > 4, seG tem um conjunto independente de ord&nji67], o resultado
desejado segue. $&é um grafo livre de triangulos lke> 4, entdoG tem um conjunto
independente de ordeknse e somente BG tem uma clique de ordei Na verdade,
seG tem um conjunto independeritele ordenk, entdol é uma clique d&G de ordem
k completamente contida eV(CE). Inversamente, S6G tem uma cliqueK de ordenk,
entdo a condicao de livre de triangulo éne k > 4 implicam queK esté contido em/(é),
que éK = | um conjunto independentede G de ordenk.

(i) Em vista da NP-completude do problema do conjunto imthelente usado em (i),
o resultado desejado segue. Para um g@fde ordemn e um inteirok, o grafo G
tem um conjunto independente de ordé&nse e somente se 0 prisma complementar
HH do grafoH = GU Kp;2 tem um conjunto indepenente de ordem 2 + k. Seja
V(H) =V(G)UK, ondeK € o conjunto d&+ 2 vértices deH que induz uma componente
completa deH. Sel é um conjunto independente @ede ordemk, entdol UK é um
conjunto independente deH de ordemn+ 2+ k. Inversamente, nés assumimos que
HH tem um conjunto independenfede ordemn+ 2+k. SeJ contém um vértice em
V(G), entdoJ N K = 0. Desde quel contém pelo menos um vértice efne, em vista
do emparelhamento perfeito entéG) e V(G), no méximon vértices enV(G) U V(G),
isto implicalJ] < n+ 1< n+2+k. Assim,J néo faz interseccao com(G_). SeJ contém
um vérticeu em K, entao{J\ {u}) U {u} € um conjunto independente tHH da mesma
ordem quel. Assim, podemos assumir quenédo interseptd. Isto implica quel\ K é

um conjunto independente @&de ordem pelo menos ¢ 2+K)— (n+2) =k, isto €,G
tem um conjunto independente de ordem

(iif) Em vista da NP-completude do problema do conjutsidominante $2], o resultado
desejado segue. Para um gr&ce um inteirok, sejaH a unido disjunta d& comd
copias deKy. Denote o conjunto de vértices dessas codiae Kq por V,...,Vqy, que
é,V(H) =V(G)UV1U...UVg. Lety; €V, for i € [d]. Vamos provar que o grafG
tem um conjuntod-dominante de orderk se e somente selH tem um conjuntad-
dominante de orderk+ d?. SeD é um conjuntad-dominante des de ordemk, entédo
Du Uﬁ':l(vi \{ui}) U{u} é um conjuntad-dominante deHH de ordenk + d2. Agora seja
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F um conjuntod-dominante déiH de ordenk+d2. Uma vez que para cadlzo conjunto
F contém ou todos vérticasde V; ou pelo menosl vizinhos de um vértice end;, nos
temos|F N (Vi UV;)| > d. Isto implica queF’ = (F N (V(G) U V(G)) U Uidzl(Vi \{ui) U{u}

é um conjuntal-dominante deHH de ordem pelo mends+ d2. Como todos os vértices
emV(G) temd vizinhos emF’, seF’ contém um vértice in V(G), entdo F’\ {T}) U{u} é
um conjuntod-dominante de4H de ordem pelo mends+ d2. Isto implica que podemos
assumir qudé=’ nao faz intersecéo coM(G_). AssimF’ NV(G) é conjuntod-dominante
deG de ordem pelo meno& ¢ d?) —d? = k. O

As Figuras3.2, 3.3 e 3.4 exemplificam as provas dos itens (i), (ii) e (iii) do
Teoremas. 1

Conjunto independente de ordém Clique de ordenk

Figura 3.2: GG tem uma clique de ordemu2+k.
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Figura 3.4: GG tem um conjunto d-dominante de ordemdé




CAPiTULO 4

CONVEXIDADE EM PRISMAS
COMPLEMENTARES

Como ja abordado no Capituky a maioria das convexidades sao definidas por
meio de um conjunt® de caminhos em grafos, onde um subconj@V(G) € convexo
precisamente quandd contém todos 0s vértices pertencentes aos caminh&scd@s
vértices extremos também estdo €m

QuandoP é o conjunto de todos os caminhos minimos @rentdoC € uma
convexidade geodésica. Para a convexidade geodésicaémsqieos mais estudados sao
0 numero geodésico e numero envoltorio, os quais fazemgastestudos deste trabalho.

Quando aplicada a caminhos de comprimento dois a convexidadkfinida
como convexidad®s e para esta convexidade estdo sendo estudados paramatnos, ¢
nimero de convexidadBs, nimero de Radon, numer@s, nimero envoltérioP3 e
numero de Carathéodory. Aqui nos restringimos aos trésastjparametros.

Para definirmos tais parametros em termos de convexidadecis@entender-
Mos 0s conceitos basicos de geodésica, intervalo fechaderealoPs.

Uma geodésica entre dois vértices u, v é exatamente um cammiirtimo entre
u ev com comprimental(u,v). Esta nomenclatura simplifica a notacdo, assim como faz
uma analogia com a geometria, como mostrado na FigjGra

Para a convexidade geodésica, utilizamos a definicdo prderiintervalo fe-
chado. Esta definicdo foi explorada no Capi®jlmas aqui reescrevemos essa, em fungéo
dos termos geodésicos.

SejaP um conjunto de caminhos. O intervalo fechado entre doiscedrt
e v, considerando a convexidade geodésica, é o conjmt®] de todos os vértices
pertencentes a alguma geodésica entev. O intervalo fechado também pode ser
denominado fecho geodésico. S& V(G), entéol [S] = U,y e s ![u,V]. Quandol[S] =
V(G), chamamos$ de conjunto geodésico. No exemplo da Figirg sejaS; = {a,d, b,c}
eS,={adb}, o conjuntoS; € um conjunto geodésico, ja o conjurs® nao, pois
I[S2] = {a,b,c,d,e f,a b,d).

Por outro lado, a convexidady é baseada em funcédo do interv&g que sera
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definida nas proximas linhas. O intervd?g entre dois vertices eV, Ip,[u,V], consiste
deu, v e todos os veértices dos caminhos de comprimento dois entae depvértices,
v. Sendo assim, o interval®; de um conjunto de veérticeS, |,[S], € a uniéo de todos
Ips[U,V] parau,veS.

Note que dado um conjunt® de vértices, a operacao intervdtg pode ou ndo
adicionar vértices a este. Tomemos como exemplo a FRydrande se escolhermos os
vertices{a,d} € S, 01,3[S] sera o proprio conjunt8, pois néo ha como adicionar vértices
ja que néo existe caminhos de tamanho trés entre o par deegére d. Outro caso em
que ol p3[S] € o préprio conjuntd € quando todos os vértices que estédo em um caminho
de comprimento dois entre os vérticesSig pertencem &. Um exemplo disso, seria a
escolha dos vértices, b, c} € S na Figura2.4. Quando isso ocorre dizemos g8e& um
conjuntoP3 convexo. Par& = {a, c, e}, note qud ,[S] = I p;[a,c] Ul p,[a, €] Ul p,[c, €], ou
seja,lp,[S] = {a,b,c}U{a,a,e} u{c,C,€}, logol,[S] = {a,b,c.a,c, €.

Em outras palavras, o intervaly de um conjuntdS séo todos os vértices de
S mais todos os veértices que possuem dois vizinhosSefara um vertice que possui
dois vizinhos entS é dito que o vértice esta satisfeito, ou que o conjuhteatisfaz o
vértice [L6].

Uma vez realizadas as conceituacfes e a base sobre corgentiissicos €3,
podemos dar continuidade aos conceitos dos parametrao<itateriormente. Desse
modo, passamos a apresentar 0s conceitos para numeroigepdémero envoltério,
nameroP3, nimero envoltérid’3 e numero de Carathéodory, onde faremos mencéo a
cada um destes sobre os resultados encontrados para addagsésmas complementa-
res.

De inicio, sdo mostrados os resultados de NP-completudegartimeroPs,
namero envoltérid’; e o numero de Carathéodory usando a convexi@gadassim como
a caracterizagédo destes para a classe dos prismas comaessetos grafo®,, C, e
Kn. Desse estudo podemos constatar que enquanto o calculomEranénvoltérioPs
€ NP-completo 17], nosso resultado implica que o niamero envoltd@®de prismas
complementares pode ser determinado de forma eficientege & qqupreendente. Em
relacdo ao numero de Carathéodory também conseguimos uftadesinteressante,
onde mostramos que o seu calculo é NP-completo para prisonaglementares, mas
em uma analise detalhada identificamos e caracterizamas miiimero de Carathéodory
do prisma complementar de um cografo € no maximo 3. O estudordplexidade desses
parametros em relacao a convexid&@dedeu-se principalmente pela correspondéncia dos
resultados encontrados inicialmente mostrados no Caitulo

Por fim, encerramos o capitulo com a caracterizacéo do nigeedesico e nu-
mero envoltorio considerando a convexidade geodésicaggsgrasmas complementares
dos grafod,, C, e K.



4.1 NumeroP3 32

4.1 NUmeroP;

Nesta secdo mostraremos que o problema de determinar o miAgnegrara
prismas complementares também € NP-completo e, postembemmostramos suas
caracterizacOes para prismas complementares de daf€& e C,.

Se utilizarmos a operacao intervdlg, podemos definir o parametro nimétg
que segue de maneira similar, a definicdo de conjunto gexmdésnimero geodésico.
Um conjuntoS de vértices de um grafo conexs® é chamadaconjunto B de G se
1p3[S] = V(G). Um conjuntoP3 de cardinalidade minima € um conjurftg minimo. A
cardinalidade de um conjuni minimo € chamada daimero B, denotado ponps(G).

Na Figura2.4um conjuntoP3 minimo €S = {a, b,C.d,e}, 0 que faz com quepz(G) = 5.

O que pretendemos elucidar € que um conjupgale G é um conjuntoD de
vértices dés tal que todos vértices em(G) \ D se encontram em caminhos de tamanho 3
cujas folhas estao e, isto €, 0s conjuntoB3 coincidem com 0s conjuntos 2-dominacéo.

Portanto, o Teorema 1 (iii) implica que o calculo do nimer8s, que € a minima
cardinalidade de um conjunf, € NP-Completo para prismas complementares.

Para um grafds, um conjuntoC de vértices ddés é P3-convexg se nenhum
vértice emV(G) \ C tem pelo menos 2 vizinhos e@. Em outras palavrag; contém
todos os vértices que se encontram em caminhos de ordemsailjas estéo el@.

Na verdade o problema do nimeRa nada mais é que o bem conhecido
problema de 2- Dominac¢éo. Ou seja, todo vértic&dgie ndo pertence ao subconjunto
de vérticesS deve ter pelo menos dois vizinhos é&nEsse problema foi amplamente
estudado e muito se sabe sobre sua relacdo com conjunteimtEyge, grau minimo e
ordem deG [16]. Sobre essa relacao pode-se ler nos artigdsi|26,29,45,46,68], entre
outros.

N&o obstante a vasta literatura sobre o tema 2-Dominacé&Eseagamos N0sso
estudo sobre as caracterizagfes do narRgrpara a operacao prisma complementar de
grafos completos, ciclos e caminhos.

Teorema 4.1 Considere o grafo completo,Kentao rp,g(KnKn) =n+1

Prova

ConsidereV(Kn) = {U1, U, -, Un} € V(Kp) = {Uz, U, -+, Un}. G = KnKn é com-
posto pelo conjunto de veértices = V(Kp) UV(K_n) e 0 conjunto de arestas(G) =
E(Kn) U{uii, -, Unlin} U E(Ky).

SejaS o conjuntoP3; deG. Primeiramente temos que qualquer vértice simplicial
de um grafoG pertence a um conjunt®s. Como V(K,) é um conjunto de vértices
simpliciais de€G, logo|S| > n. Porém, note qqug[V(lZn)] # V(G). Para qué3[S] = V(G)
€ necessario a inclusdo de um vértiges K,,. Sem perda de generalidade, s§ja
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{V(Kn)} U{uz}. Observe quéu;uy, Uili} € E(G), parai € {2,3,---,n}, entéol n3[S] = V(G).
Como|S| = n+1, logonps(KnKp) = n+ 1.

O
A Figura4.lilustra alguns exemplos relacionados ao Teoréria
Uy
_ Jl U4 l72 l75
U1
uy
U U3 T U
Uy /. Ua Up Us
Ug
Up Us uz U U

us Ug

Figura 4.1: Nimero B para KsKs, KaKa € KsKs

. : : — ~ n
Teorema 4.2 Considere um caminhopRe seja G= PpPp. Entéo na(G) = bJ +2, para
n>4.

Prova Considere/(Pp) = {ug, Uz, -+, Un} € V(Py) = (U1, U, -+, Un}. G = PhP,, € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Pn) UV(P,) e o conjunto de arestds(G) = E(P,) U
(Uyli, -, Unlin} U E(Py). )

Paran = 4, sejaS = {up, Uz, Uy, Us}, note qud p3[S] = V(G). Logo gn(P4Pa4) = 4,
gue também satisfaz o Iimit%nJ +2.

Sejan > 4. Primeiramente vamos mostrar qug(G) > EJ +2.

Se S C Py, entdol[S] € Pn. Logo, S deve conter vertices dB,. Como
exdG) = 3 e para quéS| tenha quantidade minima de vértic8sgeve conter a menor
quantidade de vértices d&, que distam no maximo 2, j& que a convexidadeséA
escolha dos vértices d®, que satisfacam a afirmacédo acima é tal que todos estes gértice
devem possuir distdncia no maximo 2 tantoRjegquanto deP, e gqueup € S. Seup € S,
logou; ¢ S, portanto restam— 1 vértices que podem pertenceBancluindouy. Assim,
no méximoEJ vértices deP, devem estar er8. Para os vértices d@1 basta que apenas
dois vértices estejam e®. Comoup e Seu; ¢ S, logou; € S, ja qued(uz,u;) = 2. O
segundo veértice de, deve respeitar a regra de quender par, entddqun, Un-1} € S, sen
for impar, entddun_1,un} € S. Logonps(G) > EJ + 2.
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Vamos definir recursivamente um conjuio Primeiramentelup, u1} € S’. Seja
4<i<n. Senépar entdw; € S, seuj_» € S’ ed(u;,Ui_2) =2 eup_1 € S’. Sen & impar,
entaou; € S/, seuj_» € S’ ed(u;,ui_2) = 2 eu, € S’. Observe qué¢s’| = EJ + 2. Vamos
mostrar qué p3[S] = V(G).

Note quel pa[ur, Un-1] = Pn\{Uz, Un} SEN € par. Sen € impar, entédps[uz, Un] =
Pn\{Uz,Un_1}. Mas Uz € Ip3[Uz,Un_1] € Un € |pa[Un,U1] € {Up,Un} C S’ sen é par e
Up € I p3[U2,Un] € Un-1 € I p3[Un-1,U1] € {Up,Un_1} C S’ sen € impar.

Assim, | p3[S"] U I p3[ug, Un-1] = V(G) sen é par el i3[S'] U I g3[ug, un] = V(G) se
n € impar, ou seja)3(G) = PJ +2.

2
(]

E facil verificar que paran = 2, temos quengz(G) = 3 e paran = 3, temos
np3(G) = 4, como pode ser visto na Figua2.

sen é par

sen é impar

Figura 4.2: Namero B para prismas complementareﬁalﬁ, com
nx>2.

O proximo teorema mostra o numePg para prismas complementares de ciclos

Ch. Neste caso, consideramos 4, ja que para = 3 temos qué:353 = K3Ks, 0 qual ja
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foi provado no Teoremd.1

Teorema 4.3 Considere um ciclo §com n> 4 e seja G= CnCp. Ent&o ny3(G) = EJ e

Prova

Considera/(Cp) = {U1, Up, -+, Un} €V(Cn = {U1, Up, -+, Un}. G = CnCp, € COMpOSto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Cy,) UV(5n) e 0 conjunto de arestds(G) = E(C,) U
{UzUg," -, UnUn} U E(Gn)-

Sejan > 4 e G = C,Cy. SejasS = {u;,u;j}, tal queu;,u; € C,. Sed(uj,u;) = 2,
entaol p3[S] = {uj, X, u;}, tal quex € C, e X esta sobre um camini®s de u; a uj. Senao
| p3[S] = {ui, uj}.

Da mesma forma, sefai= {u;, uj}, ondeu;, uj € C,. Observe quégs[S] = {u;, uj}
oulg3[S] c Cn.

SejaS = {u;,u;}. Sed(u;,u;) = 2, temos quép3[S] = {u;, X, u;}, ondex pertence
ao caminhdP3 deu; auj. Sendd p3[S] = {u;, u;} e assimmp(G) > 2.

SejasS = {uj,uj,uy}, OU S = {Uj,Uj, Uy}, OU S = {Uj,Uj,Uy}, OU S = {Uj, U], Un},
temos que [S] c Cy U Cp. Portantonps(G) > 3.

Paran = 4, sejaS = {us, U3, Uz, Up}. Note quel p3[S] = V(G). Comogn(G) > 3,
l0go gn(C4Ca) = 4, que também satisfaz o Iimikng +2.

Sejan > 4. Primeiramente vamos mostrar qug(G) > EJ +2.

Se S c Gy, entdol[S] € Ch. Logo, S deve conter vertices d€,. Como
exdG) = 3 e para quéS| tenha quantidade minima de vértic8sgeve conter a menor
quantidade de vértices d&, que distam no maximo 2, ja que a convexidadeseA
escolha dos vértices @& que satisfagam a afirmacédo acima é tal que todos estes sértice
devem possuir distancia no maximo 2 tantoQjequanto deC, e que{u;, U1} C S. Se
{Ui,ui+1} C S, logo{ui;2,uUn} € S. Assim, no méxim(}ng vértices deC,, devem estar ers,
desde quéu;.»,un} ¢ S. Como somente um vértice eBy € S ndo satisfaz[S] = V(G),
logo sdo necessarios no minimo mais dois vértic@dﬂns, no casdui, uj,1}. Portanto,
Np3(G) > EJ +2.

Vamos definir recursivamente um conjur8a Primeiramente{us,us} c S’. O
vérticeu; € S/, seuj_» € S’ ed(u;, Ui_2) = 2, para X< i < n. FacaS = S’ U{uy, Up}. Observe
que|S’| = EJ entagsS| = EJ + 2. Vamos mostrar qugS] = V(G).

Note quel p3[ug, Up] = Cn\{us, Un}. Masuz € I[uz,u1] € Un € [[un, U2] € {us,un} C
S

Assim. | pS[S/] U |p3[Ul’ 172] = V(G), ou SejanpS(G) = {gJ +2.

A Figura4.3ilustra alguns exemplos relacionados ao TeorérBa
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Figura 4.3: Niamero B para prismas complementare$,(f;1, com
n>4

Na sec¢do seguinte, discutiremos o topico envoltdria canfxaplicada aos
prismas complementares.

4.2 Numero envoltérioP;

No tépico anterior, aplicamos a operacéo intervalo ®mma Unica vez para
descobrirmos se um conjun®é um conjuntdP3. Se esta resultar em todos os vértices
deG, entaoS é um conjuntdPs.

Considere agora aplicar a operacéo interigdosucessivas vezes;gg[S], até
guando nao for possivel adicionarmos mais vértices ao otnfil Assim, 0 que antes
era considerado conjuni agora passa a serconjunto envoltorio B.

Dessa forma, o conjun&nvoltério B, aqui representado péts(S), decorre de
S por iteratividade adicionando vértices que tenha pelo e vizinhos no conjunto
corrente. O conjunt® € um conjunteenvoltorio B de GseHg(S) = V(G). O niumero
envoltorio B, hp3(G) de G € a cardinalidade minima de um conjunto envolté¥aeG.

Para exemplificar, considere o gra(’E«B_ da Figura2.4. Um possivel conjunto
envoltérioP3 minimo seriaS = {a,c, ﬁ resultando erhlpg(Gé) =3.
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Sabemos que todo conjunRy € um conjunto envoltorid’s, mas o problema
gue precisamos resolver, envolve o conjunto envoltBgide cardinalidade minima.

Enquanto o calculo do numero envoltofla € NP-completo, 17], nosso pro-
ximo resultado implica que o niumero envoltoRg para prismas complementares pode
ser determinado de forma eficiente.

Teorema 4.4 [38] Seja G um grafo.

1. Se G tem k componentes com X, entao fbg(GC;) =k+1
2. Se G & s80 conexos, entaqgd(GG) < 5.

Prova: (i) Uma vez que para cada conjunto envoltdPipde GG intersepta cada compo-
nente deS e deG, temoshpg(GG_) >k+1. Sejacm; < np <... < ng denotar as ordens das
k componente&1,Go,...,Gk deG.

Sek > 3 eS é o conjunto de vértices que contém um vértice de cada comfmne
deG e um vértice d&S, ento, uma vez qL(gcontém um grafd-partido completo como
um subgrafo,S é um conjunto envoltérid®s de GG, o que implicahpg(GG_) =k+ 1.
Sejak = 2. Sem = 1, entdoGG é um caminho de ordem 4 e asshp(GG) = 3
Agora sejanp > 2. Sen; > 2 e X, Yy, eztrés vértices distintos d8, entdoHgs({x,Y,2})
contémx; y, todos deV(G), e portanto, € um conjunto envoltérls, o que implica
hpg(GG_) =k+ 1. Paran; = 1 e sejax ser o Unico veértice d&1. SeG, é conexo, entdo
um conjunto que contém X, e um vértice d&, & um conjunto envoltéri®®s de GG, o
que implicahpz(GG) = 3. Assim, podemos assumir qGe n&o é conexo. S8, tem pelo
menos 3 componentes ou Ge tem exatamente duas componentes cada uma de ordem
pelo menos 2, entdo para vértioge z em componentes distintas &, 0 conjunto
He({x,y,Z}) contémx, z todos deV(Gy), e assim € um conjunto envoltérs, o que
implica hpg(GG) = 3. Agora sejaG; ter exatamente duas componentes sendo que uma
destas é um vértice isolagoUm conjunto que contém y, e um vértice d&/(G) \ {X,}
€ um conjunto envoltéri®s deGG, o que implicehpg(Gé) = 3. Isto completa a prova de
().

(ii) Sejama, b, ectrés vértices d&. SejamV, = Hg({a,b,c}) eVo = V(G) \ V1. SeVo| < 1,
entdo a unido déa,b,c} UV, coma é um conjunto envoltori®s de GG, 0 gue implica
hpg(GG) < 5. Assim podemos assumir qi\&| > 2. Note que todos vértices ey s&o
adjacente a no maximo um vértice am Sejad um vértice envs. SejaS = {a,b,c, d}.
Comod tem pelo menos dois vizinhos €@ b, c}, o envoltorioP3 Hgg(S) de S contém
dois vértices dé¢a, b, C} e assimV, U V. SeHgs(S) ndo conténV/y, entdo nenhum vértice
em Vi \ Hgg(S) é adjacente a um vértice evh. ComoG seja conexo, algum vértice ~
emV; \ Hgs(S) é adjacente a upiemV; N Hgs(S). Comox e Vi € Hgg(S), isto implica
uma contradi¢éo. Isto implica qué;s(S) contémVi. Agora, uma vez qué é conexo,
S é um conjunto envoltéri®s, o que implicahpg(G@ <4 e completa a proval
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As Figuras4.4, 4.5 e 4.6 exemplificam as provas dos itens (i) e (ii) do Teorema

T TTT T~
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Figura 4.4: (i) G tem k componentes conek2, entao hbg(GC;) =
k+1

Vi =Hg({a,b,c})
V2 =V(G)\Vy = {d}

S={ab,ciuV2uia}

Figura 4.5: (ii) Se|V2|<1-G eG s&0 conexos, entéqu(GG_) <5
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v V1 =Hg({a,b,c})
V2 =V(G)\ V1 ={d,e}

S={ab,c,d)

Figura 4.6: (i) Se|V,|>2-G eG s30 conexos, entéqé(GG_) <5

E para a maioria das arvores, a estimativa no Teor¢dh&i) ainda pode ser
melhorada.

Proposicao 4.5 [38] Se T é uma &rvore com pelo menos trés folhas que néo seja uma
estrela ou derive de uma estrela por subdivisdo de uma grestao rQT'F) =2.

Prova: Se para qualquer vértiaede T que ndo € uma folha, existe pelo menos duas
folhas deT que ndo sao adjacentesiaentao{x,y} € um conjunto envoltéri®s de TT
ondex ey sao folhas distintas d€. Assim, podemos supor que algum vérticede T

é adjacente a todos, mas no maximo a uma folh@.dsto implica queT surge a partir

de uma estrela com pelo menos trés folhas por subdivisdo detestar*v pelo menos
duas vezes, ondeé uma folha d&. Sew é outra folha d& eV’ € o vizinho devemT,
entdoH1({v,w}) contém todos vértices ondex € uma folha dd, v, u*, todos vértices
deV/(T), e assimv, W} € um conjunto envoltéri®; de TT, o que completa a proval

Como uma consequéncia do Teoremd seguem os Corolarios.7, 4.8 e 4.9 a cerca
dos prismas complementares de grafasCp € K. O proximo Lema € um resultado
demonstrado en¥pB] e que também sera utilizado nas provas dos corolarios e

0 numero envoltorid,s.

Lema 4.6 [43] Para qualquer conjunto envoltério S de um grafo G, S contédos$
vértices simpliciais de G.

Corolario 4.7 Se G é um grafo completa,Kentéo I’ﬂ)g(KnKn) =n+1

Prova Considere/(Kn) = {U1, Uz, -+, Un} € V(Kp) = {U1, Up, -+, Un}. G = KnKpn € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Kn) UV(K,) e o conjunto de arestds(G) = E(K,,) U
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Com base no Lemd.6, temos que cada vértice simplicial Gedeve pertencer
ao conjunto envoltério dél, masH[V(K_n)] # V(G). Para queH[S] = V(G) é necessario
a inclusado de um vértice; € K,. Sem perda de generalidade, s8j& {V(Izn)} U {uy}.
Observe qudu;jug,uiui} € E(G), parai € {2,3,---,n}, entdol[S] = H[S] = V(G). Como
IS|=n+1, Iogohpg(KnIZn) =n+1.

0

Uy

Ui

Uy us Uz us3

us Ug

Figura 4.7: Nimero envoltério Ppara KsKs, KsKs € KsKs

O préximo Coroléario mostra 0 numero envoltéiy para prismas comple-
mentares de ciclo€,. Nesse caso, consideramos 4 ja que paran = 3 temos que
C3Cz = K3K3, 0 qual ja foi provado as operacdes prisma complementargpafas com-
pletos por meio do Corolarid.?7.

Corolario 4.8 Considere o ciclo ge G= Cnc?n, entao

2 ,sen>7
hpS(G):
3 ,se4<n<6

Prova Considere/(Cp) = {us, Uz, -+, Un} € V(Cp) = {U1, U, - -, Un}. G = CnCn € cOmposto
pelo conjunto de vértice¥ = V(C,) UV(5n) e 0 conjunto de arestds(G) = E(Cp) U
(Ui, G} UE(Cy), parai = 1,---,n.

Se u;,uj € Cy, entdoH[{u;,u;}] € Cn. Por outro lado, sey,u; € C_n entao
H[{ti, )] € Cn. Sejamuy; € Cy, e Uj € Cy. Seu; e Uj sdo adjacentes ent&f{u;, uj)] =
{ui,uj}. Entdo considere; € Cy e uj € C, tal qued(u;,uj) = 2. Vamos considerar dois
casos:
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Caso 1: n> 7. Observe quel[{u,u;}] = {uj,uj,u;} e H[{ui,u;}] = Cn. Logo
I3[ui,ﬁj] = C,U{u}. Note que, today € Cy, esta sobre o caminho dg_1-uk, logo uy
pertence a“[u;, u;], onde 3< a < n. PortantoH[u;, uj] = V(G) e hps(G) = 2.

Caso 2:4 < n < 6. Neste caso[{u;,u;}] = {uj,uj,x}, ondexe Cp ou X € Cn.
Logo hp, > 2. A Figura4.9 exibe conjuntos envoltérios para os grafC,, mostrando
quehps(CnCn) = 3, para 4< n< 6.

O

uz

Us

Figura 4.8: Numero envoltério Rpara CnC_n, comn=7en=8.

Paran = 4,5 e 6,hp3(G) = 3, conforme pode ser visto na Figut#.

Us
uz —
uz2 z g i
u3 s
u3

Ug

Figura 4.9: Numero envoltorio Ppara G.Cn, cOM4<n<6

Coroléario 4.9 Seja um caminhoPe G= Pnl5n, entao
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2 ,sen>6
hpS(G) =
3 ,se2<n<5
Prova Prova segue os padrdes do Coroldrig O

Figura 4.10: Namero envoltério Ppara PP,

Vimos nesta Ultima se¢céo que o numero envolt®ggara prismas complemen-
tares pode ser determinado em tempo polinomial e o resud&kio 1 pode ser facilmente
visto para cografos.

Na sec¢ao seguinte, abordaremos sobre teorema de Carathéawloiimero de
Carathéodory utilizando a convexidaBe. Trabalhamos este problema para os prismas
complementares das classes de grafos bipartidos, cogaafoses, caminhos, completos
e ciclos.
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4.3 Numero de Carathéodory

Um resultado bem conhecido sobre conjuntos convexdRynd o teorema de
Carathéodory 13, 41]. Esse teorema afirma que todo pontao fecho convexo de um
conjuntoS C Ry encontra-se no fecho convexo de um subconjlintte S de ordem no
méaximod + 1. O fecho convexdis(S) de S é o menor conjunto convexo contenflo

Um conjuntoS de vértices de um graf@ é umconjunto de Carathéodorgle
C se o conjunt@HC(S) definido comaH(S)\ Uues H(S\{u}) ndo é vazio. Esta definicdo
permite uma definicdo alternativa para o niumero de Carathga#oC como sendo a
cardinalidade méaxima entre os conjuntos de Carathéodaty de

Considere o graf@ e C uma convexidade sobk&G). O niumero de Carathéo-
dory dG) deC é o menor inteira tal que, para todo conjun® de vértices d& e todo
vérticeu emH(S), existe um conjunté € S com|F| <ceue HC(F).

ConsidereC a convexidadd®3; e observe o grafGG_ da Figura2.4. Tomemos
S ={a,b,c} um subconjunto d¥(GG) e note queH(S) = V(GG). Considere o0 vértice,

e veja quec € Hc(S), masc ¢ S. Se tomarmo$ C S sempre de tamanho 2, o vértice
nunca pertencera ao fecho convexordeAssim, observe que¢ H(S\{v}), ondev € S.
Logo S é um conjunto de Carathéodorg@&G) = 3.

O numero de Carathéodory ja foi determinado para algumasesla@® convexi-
dades e de grafos. Para a convexidade monofénica o numerorathéalory foi com-
pletamente determinado, como segt@) = 1, seG € um grafo completo, ¢(G) = 2
caso contrario. Considerando a convexidade de caminhogdgulos,c(G) = 2 sempre
gueG tem pelo menos uma aresta. Quanto a convexi@ggara grafos direcionados, foi
provado que o numero de Carathéodory para torneios muitipa no maximo 377].

Para um conjuntdS de veértices de um graf&, seja dHg(S) = Hg(S) \
Uues Ha(S\ {u}). O conjuntoS é um conjunto de Carathéodory de,GedHg(S) # 0
e onumero de Carathéodory deésa cardinalidade maxima de um conjunto de Carathéo-
dory deG.

Barbosa et al.3] mostraram que o calculo do numero de Carathéodory € NP-
completo. A sua construcdo também pode ser usada paraleselse dificuldade para
prismas complementares.

Teorema 4.10 [38] € NP-completo decidir para um determinado g&.k), onde G é
um grafo bipartido e k é um inteiro, seGtem um conjunto de Carathéodory de ordem
K.

Prova: O problema de decisdo considerado esta claramente em MRirRarde-
terminada instancia 3Sat comm clausulas enm variaveis, Barbosa et aB[constréem
um grafoG, cuja ordem é polinomialmente limitada em termosi@am, de tal forma que
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| € satisfazivel, se e somente &aem um conjunto de Carathéodory de ordan® grafo
construidoG é conexo e tem a propriedade de que a cada dois de seus viatinam
um conjunto envoltérid®s de seu complementd, que também é conexo. Além diss,
tem dois vértices especiase b, tal queNg(a) = Ng(b), todos vértices e (G) \ {a, b}
tem grau no maximo 13, e cada dois vizinhosadsh formam um conjunto envoltoriBs
deG.

Com a finalidade de completar a prova de que € suficiente magteapara
m > 15, o grafoG tem um conjunto de Carathéodory de ordemse e somente se, 0
seu prisma complement@G_tem um conjunto de Carathéodory de ordemJma vez
que emGG cada vértice enV(G_) tem exatamente um vizinho ex{G), cada conjunto
de Carathéodory d& também é um conjunto de CarathéodoryGi8. Por outro lado,
assumimos qué€ € um conjunto de Carathéodory@éde ordenm. Desde que cada dois
vértices deG formam um conjunto envoltériBs deG, o conjuntoC contém no maximo
dois vértices env(G). Desde que dois vértices i(G) juntamente com qualquer vértice
em V(G) formam um conjunto envoltéri®s; de GG, a suposicdan > 3 implica queC
contém no maximo um vértice eN(G). Se 'S ndo contém qualquer vértice e¥{G),
entaoS € um conjunto de Carathéodory Ge

Dessa forma, podemos assumir gii€ontém um Gnico vértica € V(G). Se
X ¢ {a, b}, entdoxtem no maximo 13 vértices ndo adjacentes\d). Desde quen> 15,
isto implica queS N V(G) contém um vértice tal quey € um vizinho dex. Agora{Xx,y}
é um conjunto envoltérid®s de GG, o que é uma contradicdo. Por simetria, podemos
assumir quex = a. SeS contém dois vizinhos, digamg®z, deaemV(G), entao(x,y,a} €
um conjunto envoltérid®; deGG, o que é uma contradicdo. AssiBicontém no maximo
um vizinho dea emV(G). Desde quen > 15, segue-se qué contém um vérticel em
V(G) tal queu é um vizinho dea Agora{a, u} € um conjunto envoltéri®s deGG, o que
€ uma contradicéo e isso completa a prava.
Em vista do Teoremd.10 € de interesse estudar grafos para que o nimero de Carathéo-
dory de seus primas complementares possam ser determigradesnpo polinomial. A
observacao chave na prova do TeorefritO foi que param suficientemente grande, o
nimero de Carathéodory e GG sdo o mesmo, ja que cada conjunto de Carathéodory
deGG deve estar completamente contido ¥(f). O seguinte resultado explora a mesma
observacéao.

Proposicédo 4.11 [38] Se G é um grafo conexo de ordem n e grau maxitnoom
n>3A+2e k um inteiro com k A+ 3, entdo G tem um conjunto de Carathéodory
de ordem k se e somente s& &m um conjunto de Carathéodory de ordem k.

Prova: Como na prova do Teorenmfal(Q segue-se imediatamente qBG_ tem
um conjunto de Carathéodory de ordénse G tem um conjunto de Carathéodory de
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Figura 4.11: Grafo Bipartido G obtido pela constru¢cdo de uma
intAncia de 3-SAT. Note que nem todos vértices sdo
mostrados J].

ordemk. Agora, sejaC um conjunto de Carathéodory 8& de ordenk. Seu ev s&o dois

vértices de5, entdoHs({u, v}) contému, v, e todos vértices que séo adjacenteGepara

ambosu ev. Uma vez que estes s@o pelo meneA vértices en—2A > A + 2, segue-se
que cada dois vértices @& formam um conjunto envoltéri®s de G. Isto implica que
C contém no maximo dois vértices e\mc?) Como na prova do Teorerdal(Q podemos
supor queC contém um vérticel € V(G). Desde qué > A + 3, 0 conjuntcC contém um

vérticev em V(G) tal quev é um vizinho deu'em G. Desde qugu,v} € um conjunto
envoltérioP3 deGG, obtemos a contradi¢cdq| = 2, 0 que completa a prova.

Uma arvore enraizada na qual cada vértice que ndo € uma felthagxatamente dois
filhos é chamada umarvore estritamente binariaBarbosa et al.J] mostraram que

0 numero de Carathéodory de uma arvdré& o niumero maximo de folhas de uma
subarvore estritamente binaria fieo que leva a um eficiente algoritmo computacional
do nimero de Carathéodory de arvores. A seguir, mostramas cleulo do niamero de
Carathéodory do prisma complemenTél?r pode ser obtido em tempo polinomial.

Proposicao 4.12 [38] Dada uma arvore T, o nimero de Carathéodory dE ffode ser
determinado em tempo polinomial.
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Proof: SejaT uma arvore de ordem e grau maximoA. SejaC um conjunto de
Carathéodory da T. Claramente, podemos assumir gDecontém pelo menos dois
elementos, o que implica qéél1(C) e C ndo fazem intersecéo.

SeT é uma estrela com centro aih, entdoT é a unido de duas cliques, o que
implica queC contém no maximo 3 vértices evi{T). SeC contém pelo menos 3 vizinhos
deu* emV(T), digamoduy, Uy, eus, entao, uma vez qué é um conjunto de Carathéodory
deTT, obtemos quer,up, U, uz € Hr7(C). Desde quels, Uy, e uz formam uma clique
emT, obtemos a contradicdo qler7(C) = Hi7(C \ {u;}) para algum, o que implica
queC contém no maximo 5 vértices. Neste caso o nimero de Caraifyéted T pode
ser trivialmente determinado de forma eficiente TSem diametro 3, ou sejd, é uma
estrela-dupla entdo muitos argumentos similares implicam @uéem ordem limitada
e assim também neste caso 0 numero de Carathéoddfir_qimde ser determinado de
forma eficiente. Assim, podemos assumir queem diametro pelo menos 4. $eé um
caminho, entéo facilmente se verifica q&T) < 3. Logo, podemos assumir que> 3.
Segue-se facilmente que cada dois vérticed d&lo um conjunto envoltéri®s de T.
PortantoC contém no maximo dois vértices ewf(T). Uma vez que dois vértices em
V(f) em conjunto com um vértice eM(T) formam um conjunto envoltéri®s de TT,
cada conjunto de Carathéodory B& que contém dois vértices ew(T) tem ordem no
maximo 3. SeC contém um Unico vértica em V(T), entdo ouC contém um vérticer
em V(T) tal quev é um vizinho deuemG ou CnV(T) é um subconjunto délr(u).
No primeiro caso{u,v} € um conjunto envoltérid®; de TT, o que implicaC = {U, v},

e no segundo caddr7(C) \ C = {u}, o que também implica qu€| = 2. No total, cada
conjunto de Carathéodory d’é*_que contém exatamente um vértice \e‘(ﬂ:) tem ordem
no maximo 2. O maior conjunto de Carathéodoryldeque ndo contém nenhum vértice
em V(T) pode ser determinado eficientemente usando o algoritmo ead[]. Isso
implica que o nimero de CarathéodordeEpode ser determinado em tempo polinomial.
O

Teorema 4.13 Seja um grafo completojKcom n> 3. Entao, cQKnIZn) =2.

Prova Considera/(Kn) = {U1, Uz, -+, Un} € V(Kp) = {U1, U, -+, Un}. G = KnKpn € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(K,) UV(K_n) e 0 conjunto de arestds(G) = E(Kp) U
{Upl, -, Unlin} U E(K).

SejaS um conjunto de Carathéodory @& SeS C K, entdoH[S] = V(Kp).
Quaisquer dois vertices d&,, sejau;,u;, satisfazenmH[{u;,uj}] = V(K,) e |S| < 2. Caso
contrarioH[S] = SouH[S] = V(KU (V(Kn) NS). Sejave H[S]\S, ouve V(K,), entdo
v e H[{u,uj}], tal qued(u;,u;) = 2 eu;,uj € S, ouv € H[{u;,u;}] e u;,u; € S. Consequen-
tementeS € o maior conjunto de Carathéodory@ePortantoc(G) = 2. O
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Figura 4.12: NGmero de Carathéodory -@com altura he 3.

Teorema 4.14 Seja um ciclo G, com n> 5. Entao, ¢Cn5n) =3

Prova Considere/(Cp) = {us, Uz, -+, Un} € V(Cp) = {Uz, U, -+, Un}. G = CnCn € cOmposto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Cn) U V(C,) e o conjunto de arestds(G) = E(Cn) U
{Upl, -, Unlin} U E(Cp).

SejaS um conjunto de Carathéodory @& Primeiro, mostramos que ndo existe
um conjunto de Carathéodory cd8j > 4. Considere 0s seguintes casos:

Caso 1: SejaS = {uj,uj, U, Uy}. Note queH[S] = V(C,). Note que qualquer
conjunto setS’ ¢ S, com |S| = 3, satisfazH[S’] = V(C,). Assim, qualquer vértice
ae H[S]\S, satisfazae H[S’] e S ndo € um conjunto de Carathéodory.

Caso 2: SejaS = {uj, Uj, Uk, Uy}. Note queH[S] = S ou H[S] c V(Cy) e todo
vértice Ui € V(C,,) esta ligado a um vértice eM(Cy). Assim, todo vérticea € H[S]\S,
satisfaza € H[u,V], ondeu,v € S. PortantdS ndo é um conjunto de Carathéodory.

Caso 3: SejaS = {u;,uj, Uk, Uy}. Note queH[S] = V(G). Note que qualquer
conjuntoS’ ¢ S, com|S’| = 3, satisfazH[S'] = V(C_n) ou H[S'] = V(G). Desta forma,
todoa € H[S]\S, satisfazae H[S’] e S ndo é um conjunto de Carathéodory.

Caso 4: SejaS = {uj, Uj, U, Uy}. Seu; € H[{u;, ux}] € H[{uj,uw}] = {uj, U}, entdo
H[S] = S e portantdS ndo é um conjunto de Carathéodory. Caso conttdf8] = V(G).
Neste caso, note que existe S\Uw, tal quetwx e xa € E(GG) com x € V(Cy). Logo
ze H[S]\S, satisfazz € H[{uw,a}] € S ndo é um conjunto de Carathéodory.

Caso 5: SejaS = {u;,uj,ux, Uy}. Note queH[S] = V(G). Note que qualquer
conjunto S’ ¢ S, com |S’| = 3, satisfazH[S'] = S’ U {ux} ou H[S'] = S’ U {uy} ou
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H[S’] = V(G). Assim, todoa € H[S]\S, satisfaza € H[S’] e S ndo é um conjunto de
Carathéodory. Portant§| < 4.

Agora consideré = {u;, uj, uj}, onded(u;, uj) = 2. Note queH[S] = V(G). Entdo
temos as seguintes situacdes:

(1) HI(G, Tj)] < V(Cr);

(2) H[{ui,ui}] = {ui, ui};

(3) HI{ui,uj}] = {ui,uj, uj};

Logo, existea € H[S]\S, tal que a ¢ H[{u,v}], onde u,v € S. Portanto
H[S]\ Uues H[S\u] # 0 € S € um conjunto de Carathéodory. Coip= 3, logoc(G) = 3.

O

Teorema 4.15 Seja um grafo caminho>com n> 6. Entéo, ¢Pn|5n) =3

Prova A prova segue similar a prova do Teorema4 O

Um grafo livre deP4 € um cografa Barbosa et al.J] mostraram que o numero de
Carathéodory de um cografo € no maximo 2. Em uma andlise ddtalmostraremos
gue o numero de Carathéodory do prisma complementar de urafe@gno maximo 3.

4.4 Sobre Cografos

Um grafo é umcografo se ele é livre deP4. Para todo cografo conexs, o
conjunto de vértice¥(G) pode ser particionado em dois conjuntos ndo vaviosV, tal
gue cada vértice eM; € adjacente a todo vértice ev.

Para um grafds, o prisma complementaréde Gtem um conjunto de vértices

V(GG) = V(G)U{l: ue V(G)}

de ordem BA(G) tal que, parai,ve V(G),

e uve E(GG) se e somente ss/e E(G),
e Ve E(GG) se e somente ss/¢ E(G), e
e uve E(GG) se e somente se= V.

Proposicao 4.16 [3] Se G é um cografo, enta¢®) < 2.

Teorema 4.17 [38] Se G é um cografo, entad@G) < 3.



4.4 Sobre Cografos 49

Prova SejaG um cografo. Em vista da simétrica estrutura dos prismas mgntares,
podemos assumir qu& é conexo. Para um conjuntd de vértices dé&, denotamos o
conjunto{u: ue U} de vértices dsG por U. Portanto, como referido acima, o conjunto
de vértices d&G pode ser particionado em quatro conjuntos nao vazip¥s, Vi, eVo

tal que

e V(G)=V1UVy,

todo vértice emV/; € adjacente a todo véertice evp,

V(G) = V(GG)\V(G) = ViUV,

n&o existem arestas enwee Vo, e,

parai € {1,2}, existe um emparelhamento unindo os vértice¥;deV;.

SejaG; o subgrafo de& induzido porV; e sejaG; o subgrafo des induzido porV; para
i€{1,2}.

SejaS um conjunto de Carathéodory GBS, Sejax € dHg(S). Para completar
a prova, n0s temos que mostrar gigem no maximo 3 elementos. Se identificarmos um
subconjuntdC deS comx e Hgs(C) e|C| < 3, entéo as escolhas 8e x implicamS =C
e assimS| < 3. Claramente, podemos assumir qugS e queS nao contém 3 vértices
gue formam unPs.

Consideramos diferentes casos e subcasos a seguir, exagig pal e|Vo| =1,
uma vez que é trivial queG = Pa.

Caso 1|Vy],|Vo| > 2.

Note que neste caso o conjunto envoltorio de dois vérticag dri dois vértices d&»
estaov(G).

Caso 1.1xe V(G).

Umavez que erG cada vértice ernv'(G) tem exatamente um vizinho éﬁ(@
0 conjuntoS contém pelo menos um elemento\dEs). SeS contém dois elementag e
uz de um dos dois conjuntdg; e Vy, entdox € Hgg({ur, uz}). Por isso podemos assumir
gueS contém pelo menos um vértice de cada um dos dois conjihtey,.

SeS contém exatamente um vértiseemV; e exatamente um vértice emVo,
eS # {U1, Up}, entdoS contém um vértice; emV(G) tal queus é ndo adjacente para
Oou Uy.

Isso implica quéHgg({us, Uz, U3}) contém dois vértices em um dos dois conjuntos
V1 e V3 e portantox € Hgg({us, Uz, Ug}), como neste casé(G) € Hgg({u1, U2, Uz}). Assim
podemos supor gue contém exatamente um vértineemV(G). Por simetria, podemos
assumir quel; € V.

Se S contém um vérticel, em V(@) \ Ng[u1], entdouy é um vizinho deu;.
Seus € V1, entdox € Hgg({us, uz}). Logo, podemos assumir que €Vs. SeS # {ug, Uy},
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entaoS contém um vérticels emV(G) que é distinto de; andus. Independentemente de
Us encontrar-se e, ouV,, obtemosx e Hgg({u1, Uz, uz}). Desta forma, todos elementos
deS pertencem &gglui]. Desde queHgs({ur, us}) = {us, U1}, 0 conjuntoS contém um
elemento deNz(u1), 0 que implica quel; ¢ S.

SeHga(S) € Ngglui], entdou; é o Unico vértice e (G) que esta em5(S),
0 que € uma contradi¢do. Assim algum vértisemV(G) \ Ng[u1] tem dois vizinhosuz’
e us emNg(uz) tal que a componente dg[NG—(Ul)] gue conténus contém um elemento
Us de S e a componente d6[Ng(U1)] que contémuz contém um elementag de S.
Portanto,uz € V1. Note que se essas duas componentes sd0 a mesmaugntdg &
possivel. Note também qug e us podem ser distintos ou iguais. O mesmo vale para
e Ug. Finalmente, note qudggn,fm,7 (S) € @ unido deus, U1} e o conjunto de vértice de
todas componentes @G[Ns(u1)] que contém pelo menos um elementdsd®esde que
up é adjacente aj e Uy, e Uy € Hgg({us, Us, Us}), obtemosu; € Hgg({u1, Us, Ug}). Desde
queuy € Vy, isto implica quex € Hgg({us, Us, Us}).

Caso 1.2x< V(G).

Desse modo o conjunt® contém pelo menos um eIemenIpd'eV(G_), desde
que|Ng(0)| = 1 para¥u € G. Sem perda de generalidade assumimosugeeVs.

Se S contém dois elementas,V € Ngg(X), entdo ow € Ng(X) ou v e Ng(X),
portantox € Hgg(us, V).

Se S contém apenas um elemerip € N5(x), entdo dividimos em subcasos
distintos. S&Ng(X) £ S, entdo oWNg(u1) NV1 # 0 ouNg(u1) NV1 = 0. No primeiro caso$
contém entdo ouy € Ng(u1) NV1 ouuy € Va (portantox € Hgs({us, uz})). No dltimo caso,
S contém ent&o ouy, Uz € V1 0U U, Uz € V2 (portantox € Hgg({uz, Uz, Ug})), ouug € \72 e
u2 € VoNNg(uz), ouup e Vo euz € Vi (portantox € Hgg({us, Uz, uz})). Caso contrarioS
contém um vérticel, € Ng(Ng(u1)) e uz € Ng(Ng(X)), entdox € H({u1, Uz}), e portanto
X € HGg({U]_, up}).

SejaNg(x) £ S. Se S contém dois elementos;,u; ¢ N5(X), entdo sex €
Hs({ug, u2}), logo x € Hgg({u1,up}). Caso contrarioS contém dois elementas, u, ¢
Ng(X), tal qued(ug,up) = 2 e existex € Hgg({u1, Uz}). Caso contrério, s& contém um
vérticeuz € Ng[u1] U Ng[u2], entdox € Hgg({u, up, us}). Caso contrarioS contém um
vértice uz € Ng[u1] U Ng[up] vizinhando um vértices tal queu € Hs({ug, uz}), e assim
X € Hgg({u1, U2, us}). Caso contrario existe um caminRg e GG ndo é um cografo.

Se S contém um vérticau; € V> e x € V4, entdoS contém pelo menos um
vérticeuz € V(G) \ {up}, e portantox € Hgs({ug, Uz, us}). Finalmente, s& ndo contém
vértices emV,, entdoS contém pelo menos ou um vértice € Ny (u;) com Ny(up) =
Ng(u1) N (V1 U V2) ou dois vérticesp, uz € V(G) \ Ny (uz). Assim, oux € Hga({us, ug})
(no primeiro caso) o € Hgg({ug, Uz, us}) (em ultimo caso).
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Caso 2|Vi=1e|Vo > 2.

Seja|Vi| = {u1}. Sex # ug, entdox € VoU Vo, comX ¢ S. Se x € Vs, entdo
S contém um vérticau, € Vo tal que seus € Ng(X), logo H({u1,uz}) = {u1, X, Uz} €
assimHg({X, Up}) = V(G). Sendo sei; ¢ Ng(X), entdoS contém um vérticels € Vs tal
que X € H{uy,us} e logox € Hgg({u1, Uz, Ug}). Sexe Vs, entdoS contém dois vértices
onde ouu € V7 e U3 € V> tal queus € N5(x), assimx € Hgg({Uz, U3}) ou Uz, U3 € V2 €
X € HG§({U2, us}).

Sejax = u;. Seu; € S, entdoS contém pelo menos um vértiae € V, e
x € Hgg({u1, u2}). Caso contrério, entd® contém pelo menos dois vérticag us € Vo
exe Hgg({uz,u3}). o

Nas préoximas paginas tratamos sobre a convexidade gead@&cem, néo
exploramos as propriedades algoritmicas e de complexidade

4.5 NuUumero geodeésico

Um conjuntacS € V(G) € denominadoonjunto geodésicdeG se I[S]= V(G). O
namero geodésicn(G), de um grafds é a cardinalidade do menor conjunto geodésico
deG. Na Figura2.4, testando todos os casos, temos gy&) = 4. Como exemplo, seja
S =1{a,b,C,d}, entdol[S] = I[a,b] Ul [a,q UI[a,d]UI[b,c UI[b,d] UI[E,d] = V(G).

Determinar o nimero geodésico de um grafo é um interessanibdepa de
otimizac&o. E conhecido que a versao de deciséo deste praBldlP-completo. Diversos
trabalhos foram desenvolvidos sobre este tema, algungioesiio CACERES et alL()

e DOURADO et al. 85].

O Lema a seguir é um resultado demonstrado 24h ¢ utilizado em nossas

provas para os teoremas de niumero geodésico.

Lema 4.18 [24] Cada conjunto geodésico de um grafo contém seus vérticgdisianms.

Nesta secdo, do TeoremBl19 ao 4.21, mostraremos as caracterizagdes do
namero geodésico para prismas complementares de graf@etos) caminhos e ciclos.

Teorema 4.19 Considere um grafo completg,le seja G= KnKn. Entdo &(G) =n, onde
n é aordemde K

Prova Considere/(Ky) = {U1, U, -+, Un} € V(Kn = {U1, Up, -+, Un}. G = KnKp, € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(K) UV(IZn) e 0 conjunto de arestds(G) = E(Kp) U
{Upl, -, Unlin} U E(Kp).

SejaS o conjunto de todos os vértices simpliciais@eCom base no lemma
4.18 temos que todo conjunto geodésico de um grafo contém selisegesimpliciais,
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logo gn(G) > |S|. Por outro lado, para um vértice internode G, existem vértices
simpliciaisx, y deG, tal quev esta sobre um unico caminho geodésiepemG. Assim,
ve l[S] e entdd[S] = V(G). Logogn(G) < |S|. ComolS| = n, portantogn(G) = n.

O
Uy
_ Ul J4 l72 Us
Uy W
LTZ Ja UZ LT3
ug f us Uy Us
Ui
V7] us w2 us .
U s
Figura 4.13: NGmero geodésico - K
. . . — - n+2
Teorema 4.20 Considere um caminho,Re seja G= PyP,. Entdo g(G) = 3 +2,

para n> 4, onde n &€ a ordem de,P

Prova Considere/(Py) = {us, Uz, -+, Un} € V(Pn = {U1, Up, -+, Un}. G = PPy é composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Pn) UV(P,) e o conjunto de arestds(G) = E(P,) U
{uzUg, -+, UnUn} U E(FTn)-

Paran = 4, sejaS = {u1, un, Uz, u3}. Note que [S] = V(G). Comog(G) > 3, logo
gn(P4P_4) =4.

. . n+2
Sejan > 4. Primeiramente vamos mostrar qugG) >

+ 2.

SeS c Py, entda [S] C P,.. Logo,S deve conter vértices d&,. ComoexdG) = 3
e para quéS| tenha quantidade minima de verticBgjeve conter a menor quantidade de
vértices deP, que distam no maximo 3. A escolha dos vérticePdeue satisfacam a
afirmacéo acima é tal que no maximo uma dupl®glemS tenha distancia no maximo 3
A n+2( , .
€ as restantes distancias exatamente 3. Por aﬁﬁe vértices ddP,, devem estar ers.

Para que os vértices @k pertencam &[S], dois vértices dé,, {Up, Uz}, devem pertencer
n+2
— |+ 2.

Vamos definir recursivamente um conjui®o Primeiramentey); € S’. O vértice
U € S’ seui_z3 € S’ ed(uj_3,u;) =3, para 4&< i < n. FacaS = S’ U{un} U {up, us}. Observe
n+2 n+2
que|S’ U{up} = {%} entags| = {%} + 2. Vamos mostrar qugS] = V(G).

aS. Logogn(G) >
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Note quel [Up, Us] = Pn\{U1, Ua}. Masus € 1[uy, U] € Ua € | [Ua, Up].
Assim, 1[S"] U I[tp, 5] = V(G), ou sejagn(G) = F‘Lsﬂ +2.

Figura 4.14:Namero geodésico para prismas complementares
PnPn, com n> 4.

Paran = 1, gn(P1P1) = 2, paran = 2, gn(P2P2) = 2 e paran = 3, gn(P3P3) = 3,
conforme pode ser visto na Figutdals
Uz

Uy up uz2
m O

Uy Uz Uz “uz U
Figura 4.15:NUmero geodésico para prismas complementares
P1P1, PPz e P3P3

Up U1
@,
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O proximo teorema mostra 0 numero geodeésico para prismagleorentares
de ciclosC. Neste caso, consideramos 4 ja que para = 3 temos que2353 = K3K_3,
o qual ja foi provado as operag¢des prisma complementar paf@sgcompletos por meio
do Teoremat.19

Teorema 4.21 Considere um ciclo £com nx 4 e seja G= CrCh. Entéio g(G) = [g} +2,
onde n é a ordem deC

Prova Considere/(Cp) = {us, Uz, -+, Un} € V(Cp) = {U1, Ug, - -, Un}. G = CnCn € cOmposto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Cn) UV(C,) e o conjunto de arestds(G) = E(Cy,) U
{U1Ug," -, UnUn} U E(Gn)-

Paran = 4, sejaS = {uy, Un, Uz, U3}, note qud [S] = V(G) paran=4,5 e 6.

Sejan > 4. Primeiramente vamos mostrar qugG) > [EJ +2.

SeS cCy, entdd [S] c Cy. Logo,S deve conter vértices d&,. ComoexdG) = 3
e para quéS| tenha quantidade minima de veérticBgjeve conter a menor quantidade de
vértices deC,, que distam no maximo 3. A escolha dos vérticeCdaue satisfacam a
afirmacao acima é tal que no maximo uma dupl&gem S tenha distancia no maximo
3 e as restantes distancias exatamente 3. Pon{lg%mértices deC,, devem estar ers.
Para que os vértices @ pertencam &S], dois vértices d€,,, {up, U3}, devem pertencer
aS. Logogn(G) > [gw +2.

Vamos definir recursivamente um conjuio Primeiramenteay; € S’. O vértice
U € S’ seui_3 €S’ ed(ui_3,u) = 3, para 1< i < n. FagaS = S’ U {up,us}. Observe que
IS’ = [gw entagsS| = [gw + 2. Vamos mostrar qugS] = V(G).

Note quel[uz, uz] = Cp\{u1,Us}. Mas{ui,us} € 1[ug,us] € {U1,us} € S'.

Assim, 1[S'] U I[Ta, ] = V(G), ou sejagn(G) = [g} +2.
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Figura 4.16:Nimero geodésico para prismas complementares
CiCh,comd<n<8

4.6 NuUmero envoltorio

Seja G um grafo & C V(G). Denotamos poH[S] o menor conjunto convexo
deG que conténs. Denominamo#i[S] por fecho convexo d& emG. SeH[S] = V(G),
entdo S é chamado conjunto envoltério&leéO namero envoltorio d& é a cardinalidade
do menor conjunto envoltério da.

Para uma melhor compreensao, 38[8] = S, 11[S] = I[S] e IK[S] = I[I¥1[S]]
parak > 2. A partir de algum term@, a sequéncia sera constante, ent§8] = 1P*1[S],
com isso obtém-se a envoltéria convexesde 6].

Do Teoremad.22 ao 4.24temos 0s resultados para o niamero envoltério utili-
zando a convexidade geodésica envolvendo prismas comnptigreg para grafoB,, C,

e K.

Teorema 4.22 Considere um grafo completo,le G= KnK_n. Entdo K(G) =n,onde n é
a ordem de K.
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Prova Considere/(Ky) = {U1, U, -+, Un} € V(Kn = {U1, Up, - -, Un}. G = KnKp, € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(K) UV(IZn) e 0 conjunto de arestds(G) = E(Kp) U
{Upl, -, Unlin} U E(Kp).

SejasS o conjunto de todos os vértices simpliciais@eCom base no Lemé&.6,
temos que todo conjunto envoltorio de um grafo contém setdgee simpliciais, logo
hn(G) > |S|. Por outro lado, para um vértice intemdeG, existem vértices simpliciais
y deG, tal quev esta sobre um caminhey emG. Assim,v € H[S] e entaoH[S] = V(G),
logo hp(G) < |S|. ComolS| = n, portantohp(G) = n.

O

u1

Ui

Uy us Uz us3

us Ug

Figura 4.17: NGmero envoltério para KK,, coom3<n<5

Teorema 4.23 Considere um caminho,Re seja G= PnFTn. Entao,

3 ,sen=3
hn(G) =
2 , caso contrario

Prova Considere/(Pp) = {u, Uz, -+, Un} € V(Py) = (U1, U, -+, Un}. G = PhP,, € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(Py) UV(F_’n) e 0 conjunto de arestds(G) = E(P,) U
{Uplz. -+ Unlin} U E(Py).

Sejan um inteiro positivo en # 3. Paran =1 e n = 2, temos um unico
caminho ehy(Py) = 2, como pode ser visto na Figual8 Paran > 4, sejaS =
{u1,Us}, entdol [S] = {ug, Uy, Uz, Us, Uz, Ua}, 1%[S] = {uq, Uz, U3, Us, Uy, Up, Us, Ua} € I3[S] =
PnU{U1, Uy, Uz, Us}. ComoP,, ¢ 13[S], resta mostrar qui, c 12[S]. Note que todai € Py,
4 < k < n possui distancia dois &_1, desta forma today pentencera a“*[S], onde
3<a<n. LogoH[S] = V(G), e portantdy(G) = 2, paran< 2 en > 4.



4.6 Numero envoltério 57

Paran = 3 temos a seguinte situacédo. Geé o vértice folha dePy Py, pelo
Lema4.6, uy € S. Desta forma, a maior distancia de a um outro vértice d(PnFTn
é d = 3, implicando na existéncia de dois vértiogs e uz. SejaS = {u, U}, entdo
H[S] = {u2,uz,us,u1}, ou seja,H[S] # V(G). Por outro lado, se& = {up,u3}, entdo
H[S] = {u2,uz,u3,uz}, ou seja,H[S] # V(G). Portanto,|S| > 2. Assim, casal; € S, é
necessario incluir mais um vértice, cuja distancia sejamanto em relagdo@ quanto
au;. Desta forma, s& = {uz, Uy, Uz}, entdoH[S] = V(G). Por outro ladd = {uz, Uz, uz},
entioH[S] = V(G). Portantohn(P3P3) = 3.

O

O préximo teorema mostra 0 numero envoltorio para prismagpEmentares
de ciclosC,. Neste caso, consideramog 4 ja que para = 3 temos que2353 = K3K_3,
o qual ja foi provado as operagdes prisma complementar paf@sgcompletos por meio
do Teoremat.22

Teorema 4.24 Considere um ciclo ge seja G= CnC_n. Entao,

2 ,sen>6
hn(G) =
3 , caso contrario
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Figura 4.18:Namero envoltério para prismas complementares
PnPn

Prova Considere/(Cp) = {us, Uz, -+, Un} € V(Cp) = {U1, Uz, -, Un}. G = CnCn € composto
pelo conjunto de vértice¥ = V(C,) UV(5n) e 0 conjunto de arestds(G) = E(Cp) U
{UzUg, ", UnUn} U E(Gn)-

Sejan > 6, comoexdG) = 3, sejaS = {u1,us}, j& qued(ui,us) = 3. Note
qgue I[S] D {ug, Uz, us, Ug, Uz, Ug}, |2[S] O {ug,Up, U3, Ug, Ug, Up, U3, Ug} € quel3[S] C C_n U
{U1, U, U3, Us}. ComoCy c I3[S], resta mostrar quE, c 1%[S]. Note que todauy € Cp,
4 < k < n esta sobre um caminho mininiR_1-Ux, onde{ux_1, Uy} € 13[S]. Assim todouy
pertencera a algu¥[S], onde 3< a < n. Logo H[S] = V(G), e portantchy(G) = 2, para
n>6.

Paran = 3, o resultado ja foi mostrado no Teorema2, ja queCsCs = K3Ks.
Paran =4 e 5, sejaS = {u;,u;}, sed(u,u;j) = 2, entdoH[S] ¢ C, U {uj,uj}. Caso
contrario H[S] = {uj,u;}. SejaS = {uj,u;}, e d(u,u;) = 2, entdoH[S] = {u;, X, uj},
onde x € C,, ou x € Cp. Caso contrarioH[S] = {uj,u;}. Por fim, sejaS = {uj,u;},
e d(U,Uj) = 2, entdoH[S] = {G;,u,u;,0j} ou H[S] = {G;,x,Uj}, onde x € C,. Caso
contrario H[S] = {u;,uj}. Portantoh,(G) > 2. SejaS = {uj,up,u3} € n = 4. Note que
1[S] = V(G)\{ua,Us}, 12[S] = V(G)\{ua} e quel3[S] = V(G), logo H[S] = V(G). Para
n=5 note que [S] = {uy, U1, Uy, Up, U3, Us}, 12[S] = V(G)\{us} e quel3[S] = V(G), logo
H[S] = V(G). Portanto para =4 e 5,hy(G) = 3. O
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uz

Figura 4.19:Namero envoltério para prismas complementares
C.Ch,comn=26, 7 e8.

Paran =4 e 5, o resultado de,(G) = 3, pode ser visto conforme a Figut&0

Us

us Uz Ug

Figura 4.20: NGmero envoltério - @Cs e GsCs



CAPITULO b

CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos principalmente as atuacdes desxatadesP3 e
geodésica aplicadas sobre as operacdes prismas commeasede grafos simples,
conexos, finitos e n&o direcionados.

Mostramos em38] que o calculo do numer®s; € NP-completo para prismas
complementares de grafos em geral, sendo que para o nUmaitddn P3 0 mesmo
pode ser calculado de forma eficiente em tempo polinomialedfgj surpreendente.

Quanto ao numero de Carathéodory mostramos &hdue o calculo deste
€ NP-completo para os prismas complementares de grafodithiza O mesmo nao
acontece para o prisma complementar da classe dos grafoe,&endo que para essa
classe o calculo do numero de Carathéodory pode ser reakradempo polinomial.
Ainda estabelecemos um limite superior e inferior parasel@®s cografos, onde o calculo
do nimero de Carathéodory do prisma complementar desses é 3.

Em vista do Teoremd.10, conseguimos estabelecer uma relacéo entre a cardi-
nalidade de um conjunto de Carathéodory de um grafo qualquer eonjunto de Ca-
rathéodory do seu prisma complementar, o que gerou a Podpdsi1baseada também
nos parametros de grau e ordem de um grafo.

Além disso, dado um graf@ e um inteirok, demonstramos en3§] que € NP-
completo decidir s6G tem uma clique de ordek) um conjunto independente de ordem
k e um conjunto conk-dominantes para o prisma complementar de grafos em geral, 0
gue respondeu algumas questdes deixadas em aberto porstiyahebl].

Em relacdo a convexidade geodésica, caracterizamos osgtand numero
geodésico e numero envoltério para o prisma complementaradenhos, completos
e ciclos. Os mesmos grafos também foram caracterizadosapesavexidadeP3 em
relacdo aos parametros numd?g, numero envoltéridP3 e nimero de Carathéodory.
Os resultados dessas caracterizacdes podem ser vistosetaSla

Um problema ainda em aberto é estudar as propriedadestaigas e de com-
plexidade para a convexidade geodésica em relacao as opgnagsma complementar
para grafos em geral. Pretendemos também, levar o estudandexeddade para outros
tipos de operacdes relacionadas ao produto de grafos, cardotp cartesiano, produto
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lexografico, produto forte e outros que ainda ndo tenhamesigorados. Também, su-

gerimos a verificacdo dos parametros estudados utilizamtlasoconvexidades, como as
convexidades monofonica, triangulams.

Tabela 5.1:Caracterizages deg, hps, Cp3, gh € hy para K,Kn,

KnK_n Pnlsn Cn6n
n n
Np3 | N+1 bJ+2 bJ+2
2 ,sen>6 2 ,sen>7
3 ,se2<n<5b 3 ,se4<n<6
Cp3 2 3 3
g | n n+e ; 2|12 [g} +2
3 ,sen=3 2 ,sen>6
hn n
2 ,caso contrario| 3 , caso contrario
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