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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo estudar e analisar o conteddo de Numeros Complexos na
educacdo bésica a partir da analise de livros didaticos aprovados no PNLD/2018. Para isto,
buscamos estudar as oito obras aprovadas neste PNLD do Ensino Médio, para identificarmos
como € proposto o ensino deste conteldo nesta etapa de ensino. Nossa investigacdo tem como
referencial tedrico e metodologico a Teoria Antropologica do Didatico — TAD. Fizemos um
estudo historico e epistemoldgico, introdutorio, para entdo analisar a perspectiva dos livros
didaticos ao apresentar este contetido. Nossos resultados demonstraram que a razao de ser dos
nameros complexos na educacgdo basica ndo é a mesma que lhe deu origem. Além disso, foi
possivel observar, nos livros didaticos analisados, que ha uma valorizacdo da manipulacéo
geométrica e trigonométrica do conjunto. Observamos também que as obras se aproximam em
sua organizacdo do contetido, porém as técnicas para o tratamento do bloco geométrico e de

equacOes prevalecem.

Palavras-chave: Organizacdo Matematica. Organizacdo Didatica. Epistemologia dos

NUmeros Complexos. Modelo Dominante. Teoria Antropoldgica do Didético.



ABSTRACT

This research aims to study and analyze the content of complex numbers in elementary
education from the analysis of textbooks approved in PNLD/2018. For this, we seek to study
the eight books approved in this PNLD for high school, to identify how the teaching of this
content is proposed at this stage of education. Our investigation has as theoretical and
methodological reference the Anthropological Theory of Didactics - TAD. We did an
introductory historical and epistemological study, to then analyze the perspective of the
textbooks when presenting this content. Our preliminary results showed that the rationale for
complex numbers in basic education is not the same as the one that gave origin to it.
Moreover, it was possible to observe in the analyzed textbooks that there is an appreciation of
the geometric and trigonometric manipulation of the set. We also observed that the works are
similar in their organization of the content, but the techniques for the treatment of the

geometric block and equations prevail.

Keywords: Mathematical Organization. Didactic Organization. Epistemology of

Complex Numbers. Dominant Model. Anthropological Theory of Didactics.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos numeros complexos na educagdo basica nas ultimas décadas tem sido
bastante questionado. Chagas (2013) afirma que tanto professores quanto alunos questionam a
utilidade deste objeto matematico no Ensino Médio, por vezes deixado em segundo plano.
Durante o periodo da educacdo caracterizado pela valorizacdo dos estudos técnicos e pela
valorizacdo das escolas para preparacdo militar — inicio do século 20 e décadas de 1960 a
1980 — este contetdo era presente nos curriculos das escolas brasileiras até porque, como
aponta Saviani, a maior parte dos manuais didaticos brasileiros eram traduzidos de manuais
da Europa, principalmente da Franca, e estava acontecendo no periodo uma valorizagdo do
campo da algebra. Porém este conteldo cai em desuso e parece ndo ser mais exigido, como
critério curricular, isso ja no final dos anos 1990 e anos 2000 o que o torna, em nossa Visdo,
um conteldo flutuante! neste nivel de Ensino.

Quando se fala em nimeros complexos no contexto atual, a primeira ideia que pode
ser moldada é o pensamento de um conteddo dificil de ser trabalhado em sala de aula e de
certa resisténcia por parte dos alunos, as vezes até mesmo do professor, mas por que isso
ocorre? De acordo com Oliveira (2010), talvez essa resisténcia venha da visdo de que 0s
nameros complexos sdo contelldos demasiadamente dificeis e trabalhosos, que seriam alvo de
estudos no Ensino Superior e, portanto, ndo teriam muito espago no ensino médio. Além
disso, “Nao fosse ainda conteudo constante nos programas de vestibulares provavelmente tal
assunto ja teria sido eliminado do curriculo.” (OLIVEIRA, 2010, p. 7)

Refletindo sobre o uso deste conteldo na educacdo basica, podemos nos lembrar de
quando estudamos (ou ndo) este conjunto numérico. Como estudante, no periodo de Ensino
Médio tive que mudar de instituicdo de ensino, pois me mudei de uma cidade para outra.
Desta forma, pude ver algumas diferencas curriculares dos conteldos que estavam sendo
aplicados naquele ano (2010), e no ano seguinte. Uma dessas notaveis diferencas se fez no
contelldo de nimeros complexos, pois na minha escola de origem 0s ndmeros complexos
constituiam contetdo de um capitulo do livro adotado, com um tratamento bem amplo; ja na
escola para a qual me transferi, acabei percebendo que este aparecia como complemento de
outro contetdo, que tratava de solugdes de equagbes do segundo grau no conjunto dos

complexos, e ndo tinha um tratamento aprofundado. Essa questdo me seguiria por um bom

! Esta adjetivagédo faz referéncia ao fato de o conteldo ir e vir nessa instituicdo — Ensino Médio — ora estando
muito presente, ora pouco observados nos parametros curriculares do pais.
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tempo na graduacdo, pela complexidade do conteudo e por sua aplicabilidade no ensino
médio: eu procurava entender o porqué de este tipo de conteido estar presente neste nivel de
ensino. Posteriormente essa duvida entrou em estado de “dorméncia” devido a todas as
vivéncias da graduacdo, despertando muito recentemente em conversas com colegas e com
minha orientadora.

Olhando para além da minha experiéncia pessoal, é possivel constatar que o ensino
dos nimeros complexos € bastante questionado, tanto por estudantes quanto por professores,

como afirma Chagas (2013, p. 11):

A relevancia do estudo dos nimeros complexos no Ensino Médio é questionada por
alunos e professores. O calculo da raiz quadrada de um nlmero negativo, a
resolucdo de equagdes polinomiais e o vestibular sdo respostas que ndo convencem
muitos alunos do estudo, por vezes sem significAncia, desse tdpico da Matematica.
Afinal, para extrair a raiz quadrada de um nimero negativo bastaria saber que i® =
—1. Além disso, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), que hoje é a porta de
acesso a muitas das universidades publicas no pais, ndo contempla em sua matriz 0s
nameros complexos.

Oliveira (2010) e Chagas (2013) questionam justamente a relevancia deste conteldo,
isto é, o motivo de este ainda permanecer neste nivel de ensino: o que pode ainda justificar
sua permanéncia nos livros didaticos? Talvez para responder esta pergunta devéssemos olhar
sua razdo de ser na matematica em si, para entdo entendermos um pouco melhor o motivo de
este conteudo ser ensinado.

Para conseguirmos investigar as questdes que levantamos iremos realizar um breve
estudo do desenvolvimento historico dos nimeros complexos, bem como de sua inser¢éo na
educacao bésica, além de analisar a presenca do contetido dos nimeros complexos em Livros
Didaticos (LD) do nivel médio. Decidimos olhar para este conteddo nos livros didaticos, pois
acreditamos que este se configura como uma das principais fontes mobilizadas pelo professor
para preparar suas aulas, também porque o livro didatico ¢ de amplo acesso na educacédo
basica brasileira e possui diretrizes curriculares que regulamentam sua estruturacdo em todo
territorio nacional.

Como afirma Santos (2014), o livro didatico é um instrumento importante da pratica
educacional e pode apresentar tendéncias pedagdgicas caracteristicas de sua época, que
podem ser identificadas se analisadas em diferentes momentos da historia. Também é no LD
que o professor tera aporte tedrico para elaborar suas aulas.

Por meio dos livros didaticos, € possivel identificar a maneira em que séo
apresentados 0s conceitos em determinadas épocas, visto serem fontes para 0s
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professores buscarem suporte ao planejamento de suas aulas. Pais (2006) afirma que
por mais que os métodos de ensino e os enfoques curriculares tenham variado com
as demandas sociais e mudancas curriculares, o livro esta presente entre 0s
instrumentos didaticos mais utilizados pelos professores. (SANTOS; SOUZA, 2014,

p.-2)

Analisar essas fontes pode propiciar a descoberta de como a apresentacdo do contetdo
muda conforme o tempo, e até possibilita ao pesquisador levantar hipdteses sobre os porqués
dessas possiveis mudancas.

Além de Santos (2014), Bittar (2017) (re) afirma a importancia do estudo sobre os
Livros Didéticos (LD), dizendo que com essa analise é possivel também identificar problemas
de ensino e aprendizagem, e entender certas dificuldades que podem aparecer durante esse
processo, além de se constituir como instrumento que nos permite ter acesso ao curriculo real,

gue nos aproxima da sala de aula:

[...] se queremos compreender algumas das razdes de dificuldades de aprendizagem
enfrentadas por alunos, o livro didatico utilizado por eles é uma das fontes a serem
consultadas. N&o € a Unica, porém, como o LD é o principal material utilizado pelo
professor no preparo de suas aulas, seu estudo permite, entre outros, certa
aproximagdo com o que é ensinado pelo professor. Consequentemente, € importante
conhecer as propostas dos LD, especialmente para ajudar na elaboracdo de
intervencdes didaticas com alunos, pois, independente da escolha tedrica, é preciso
levar em consideracdo seu contexto de ensino. (BITTAR, 2017, p. 365-366)

Como apontado pela autora, 0 LD néo é a Unica ferramenta que pode ser consultada,
mas, como instrumento didatico, ele seria a principal ferramenta, ao menos no caso do Brasil.
No Brasil, os livros didaticos sdo regulados e avaliados pelo Programa Nacional do Livro e do
Material Didéatico, o PNLD.

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) é destinado a avaliar
e a disponibilizar obras didaticas, pedagogicas e literarias, entre outros materiais de
apoio a pratica educativa, de forma sistematica, regular e gratuita, as escolas
publicas de educacéo bésica das redes federal, estaduais, municipais e distrital e
também as instituicbes de educagdo infantil comunitarias, confessionais ou

filantropicas sem fins lucrativos e conveniadas com o Poder Publico. (BRASIL,
2017)

Este programa tem por objetivo fornecer livros e materiais didaticos de qualidade,
sem erros, e qualquer tipo de discriminagdo/preconceito. O fornecimento dos livros didaticos
e do material didatico é dado por meio de editais, langados em periodos especificos de acordo
com o nivel e modalidade do ensino. Como atende todos os niveis da educacédo, sua grande

capilaridade juntamente com sua regulamentacdo faz com que o contetdo que esteja presente
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nas obras aprovadas (tendo o curriculo em vista) se aproxime mais do que é ensinado nas
escolas.

Dentre os documentos que podemos analisar para observar a estruturacdo destes
conteddos no LD estd o que traz as Matrizes Curriculares Estaduais. Em Mato Grosso do Sul,
desde 2019 essas matrizes curriculares estdo estruturadas tendo como principal fonte a Base
Nacional Comum Curricular — BNNC. A partir do ano de 2020 a BNCC orienta o curriculo de
fundamentacdo do Ensino Médio.

Devemos nos atentar também para as matrizes do Exame Nacional do Ensino Médio
(Enem), uma vez que os contetdos cobrados no Enem parecem ganhar prioridade, para o
ensino, em detrimento de outros. No que se refere ao conjunto dos nimeros complexos, uma
primeira analise nos mostra que ndo ha orientacdo ou indicacdo do mesmo na matriz.

Como nosso tema de interesse é a presenca dos numeros complexos no Ensino Medio,
é importante analisar como os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM) orientavam para o ensino deste contetido. Olhamos para este documento devido ao
fato de o material didatico submetido ao PNLD 2018 ter sido elaborado a partir deste
documento, uma vez que no ano desta edicdo de Livros Didaticos a Base Nacional para o
Ensino Médio ainda estava sendo homologada. Nos PCNEM os contetdos bésicos de
matematica sdo divididos em quatro blocos principais: NUmeros e operacfes; Fungdes;
Geometria; Analise de dados e probabilidade.

A Base Nacional Comum Curricular, vigente no Ensino Fundamental a partir de 2020
no territorio brasileiro, teve sua parte orientada para o Ensino Médio homologada no final de
2018, também orienta para a divisdo dos conteidos de matemadtica: “Uma organizacgao
possivel — e mais proxima da pratica de elaboragdo curricular dessa area — é por unidades [...]
Essas unidades podem ser, entre outras, Numeros e Algebra, Geometria e Medidas, e
Probabilidade e Estatistica”. (BRASIL, 2018, p. 542)

Pensando de acordo com as orientagdes dos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM) e da BNCC, levando em conta a divisdo dos blocos, como podemos
pensar no conteudo de ndmeros complexos nestes blocos? De fato, temos as operagdes
referentes ao conjunto dos complexos no bloco denominado nimero e operacfes, pois €
comum se fazer o tratamento desse contetdo de forma a priorizar o célculo algébrico. Além
disso, temos também a interpretacdo geometrica, por vezes adotada em varios segmentos de

livros didaticos, entrando como um aprofundamento do mesmo. Isto faz sentido pela
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epistemologia deste conjunto que serd descrita no estudo histérico a respeito dos complexos
que realizaremos.

A BNCC néo indica explicitamente o ensino de numeros complexos no curriculo.
Estudando a estrutura do texto concluimos que ndo séo encontradas orientagdes a respeito do
tratamento dos numeros complexos no Ensino Médio. Neste documento séo fornecidos alguns
contetdos obrigatorios separados em blocos, os quais compdem apenas uma parte total do
curriculo; o texto tem a prerrogativa de deixar o curriculo mais “livre”. Deste modo, o
conteddo volta a ser algo flutuante nesse nivel de Ensino.

Isso, para nds, ja se configura como um resultado de pesquisa, alem que, entender que
um documento tal qual a BNCC ndo orienta para o ensino deste conteudo sugere
imediatamente a indagacdo: se a BNCC nao apresenta este conteldo, sera que ele vai aparecer
nos livros didaticos? E se aparecer, como sera? Ou seja, como ele desapareceu do “curriculo
oficial” sera que vai aparecer em sala de aula? Como sera tratado este conceito? Como
ferramenta de resolucdo ou como um objeto matematico.?

A caracteriza¢do de um conceito matematico como ferramenta ou objeto constitui a
dialética ferramenta objeto, daqui por diante DFO, proposta por Douady (1986). Todo
conceito matematico passa por esses dois estatutos: ferramenta para resolugdo de um
problema e objeto de estudo. Pensando nos complexos, eles foram primeiro propostos para
resolucdo de equacgdes cubicas, como veremos posteriormente, em nossa analise historica.
Com o passar do tempo, este conceito, comecou a ser encarado como objeto da matematica, e
estudado como tal, seus operadores e suas aplicacdes. Mais especificamente, segundo Douady
(1986) os conhecimentos, ou conceitos matematicos sdo ferramentas quando focamos o
interesse sobre 0 uso que é feito para resolver um problema, podendo uma mesma ferramenta
ser adaptada a varios problemas ou varias ferramentas serem usadas para um mesmo
problema. Ja o estatuto de objeto ocorre quando um conceito matematico é tirado de contexto,
principalmente para transmissdo a comunidade cientifica, de modo que ocorre sua formulagdo
da forma mais geral possivel; é um saber cientifico, que em determinado momento passa a ser

reconhecido socialmente.

Em suas pesquisas, 0s matematicos sdo confrontados a problemas que ninguém sabe
como resolver. Uma parte importante de seu trabalho consiste em fazer perguntas e
resolver problemas. Para fazer isto, eles tém que criar ferramentas conceituais as
quais sdo agora acrescentadas as técnicas [...] Para fins de transmissdo & comunidade
cientifica, os conceitos assim criados sdo descontextualizados, formulados da
maneira mais geral possivel. Eles sdo entdo integrados ao corpo de conhecimento ja
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constituido, para amplia-lo ou substituir algum deles. Eles adquirem o estatuto de
objeto. (DOUADY, 1986, p.9 Tradugdo nossa?)

Compreender isso é importante para descrever a razdo de ser do ensino deste
conteddo.

Quando comparamos a BNCC com os PCNEM podemos ver gque outrora esse assunto
ja foi orientado para estar no curriculo. Os Parametros Nacionais orientam de forma mais
clara como deve ser o tratamento de nimeros complexos; primeiramente hd uma orientago
geral sobre o contetido: “os numeros complexos devem ser apresentados como uma histérica
necessidade de ampliacdo do conjunto de solugbes de uma equacdo, tomando-se, para isso,
uma equacdo bem simples, a saber, x> + 1 = 0” (BRASIL, 2006, p. 71). Em seguida, este
documento trata do contelldo dos nimeros complexos como um tema complementar no

ensino de matematica, de modo a trabalhar seu aprofundamento:

Outro tépico que pode ser tratado como tema complementar é o estudo mais
aprofundado dos nimeros complexos. Por um lado, podem-se explorar os aspectos
histéricos da introdugdo dos numeros complexos e de seu papel fundamental no
desenvolvimento da algebra. Por outro lado, podem-se explorar as conexdes entre as
operagBes com nUmeros complexos e as transformacfes geométricas no plano.
(BRASIL, 2006, p. 93-94)

De acordo com esses dois pontos apontados pelos Parametros Curriculares Nacionais
para 0 Ensino Médio em suas orientacGes sobre o tratamento dos numeros complexos, Somos
levados a concluséo de que o contetdo deve ser trabalhado no Ensino Médio, com objetivo
claro de ser apresentado como uma aplicacdo e expansdao do conteldo de equacgdes do
segundo grau (bem como terceiro grau), mas seu aprofundamento fica a critério do professor
ou dos autores do livro didatico. E nesse aspecto, podem surgir diversas propostas de
apresentacdo deste conteldo nos livros didaticos.

Para podermos olhar para apresentacdo do contetdo em questdo nos LD, se faz

necessario o uso de uma metodologia e uma teoria para analise, de forma a atenderem as

2 Dans leurs recherches, les mathématiciens sont confrontés a des problemes que personne ne sait résoudre. Une
part importante de leur activé consiste a poser des questions et résoudre des problémes. Pour ce faire, ils sont
amenés a créer des outils conceptuels auxquels s'adjoignent maintenant des techniques [...] Pour les besoins de la
transmission a la communauté scientifique les concepts ainsi crées sont décontextualisés, formulés de la fagon la
plus générale possible. lls s'integrent dés lors au corps des connaissances déja constituées, pour les étendre ou se
substituer a certaines d'entre elles. Ils acquierent le statut d'objet.
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necessidades deste tipo de analise proposta. Para nossa investigagdo escolhemos trabalhar
com a Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD (CHEVALLARD, 1999) como aporte tedrico
e metodologico por acreditarmos que ela oferece elementos para investigar praticas

institucionais. De acordo com Bosch e Gascon (1999) apud Bittar (2017),

A Teoria Antropolégica do Didatico, diz, entre outras coisas que toda pratica
institucional pode ser analisada de diferentes pontos de vista e de diferentes
maneiras por meio de um sistema de tarefas relativamente bem circunscritas que séo
realizadas no fluxo das praticas sociais. (BOSCH; CHEVALLARD, 1999, apud
BITTAR, 2017, p. 5)

Nessa pesquisa propomos um estudo epistemologico a respeito dos ndmeros
complexos que nos auxiliard a desenhar o modelo praxeoldgico dominante do objeto
matematico nimeros complexos no ensino médio, guiados pela questdo de pesquisa: como é o
tratamento do conteddo de nimeros complexos em LD do Ensino médio e por que esse saber
é ensinado no Ensino Médio? Para isso sera parte dos procedimentos metodoldgicos olharmos
para estruturacdo do Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio — PNLEM.
Este programa foi instaurado em 2004 (atualmente é usada somente a designacdo PNLD),
com objetivo de fornecer material de apoio pedagdgico de qualidade, avaliar as obras
selecionadas por meio de editais e efetuar a compra e distribuicdo destes materiais na maior
parte do Brasil. O PNLD, por meio da avaliagdo realizada, regula a qualidade dos materiais a
serem distribuidos aos alunos.

Pensando na nossa questao de pesquisa, evidenciada no paragrafo anterior e em nossas
indagacdes a respeito do ensino de nimeros complexos no Ensino Médio, delimitamos nosso
objetivo geral da seguinte forma:

Investigar a razdo de ser do conjunto dos nimeros complexos no Ensino Médio.

Para atingir este objetivo definimos os seguintes objetivos especificos:

e analisar o desenvolvimento dos nimeros complexos e sua institucionalizagdo
como conceito matematico;

e modelar e analisar as Organizacdes Matematicas (OM) propostas em torno de
numeros complexos em livros didaticos aprovados no PNLD 2018;

e modelar e analisar a OrganizacGes Didaticas (OD) propostas em torno de
numeros complexos em livros didaticos aprovados no PNLD 2018.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo realizamos um breve estudo historico a respeito do desenvolvimento
dos numeros complexos, bem como sua caracterizagdo como objeto matematico. Como
veremos a seguir, a organizacdo em volta da elaboracdo deste conjunto foi motivada
principalmente pelos algebristas italianos do século XVI ao estudar equagdes de grau 3, o que
ndo exclui o fato de que problemas envolvendo esse conteldo j& tenham surgido na

antiguidade:

O primeiro registro do interesse do ser humano por equagdes cubicas data da antiga
civilizagdo babilbnica, por volta de 1800-1600 a.C.. No entanto, passaram-se muitos
séculos depois da resolucdo da equacdo de 2° grau sem que se soubesse como
resolver as de 3° grau. (VIEIRA, 1999, p. 9)

Procuraremos também, neste capitulo, responder quando este conteldo passou a ser

ensinado na educacdo basica brasileira como componente curricular.

2.1 Numeros complexos: da historia para a educacdo basica

Em matematica tem-se a impressao, pelo menos em grande parte na educacdo bésica,
que tudo que € apresentado ou proposto a ser estudado ja esta feito e foi descoberto de uma
hora para outra, em um ponto especifico da histéria e foi obra de uma pessoa somente. O
pensamento de que tudo existe e esta ali a ser aprendido € muito comum entre as ciéncias,
principalmente na matematica, o que pode ser visto como um pensamento simplista, pois tudo
esta em movimento e em constante mudanca.

O estudo do desenvolvimento historico dos numeros complexos, o conjunto C, nas
palavras de Viera (1999), mostra uma matematica viva, com varios momentos, matematicos
envolvidos e varias etapas do desenvolvimento desse conjunto até chegarmos a sua introducéo
na educacao brasileira.

Normalmente o estudante brasileiro se depara com o conteGdo dos numeros
complexos ainda no ensino fundamental, de forma bem rudimentar, quase como somente um
vislumbre. Sera? Ao ser introduzido o conteddo de equacBes do segundo grau, € estudado o

método de resolugdo conhecido como formula de Bhaskara:
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Dada a equagdo ax? + bx +c = 0,coma,b,c € R,ea # 0, suas raizes

sdo dadas por:

-b+vVA
X =
2a

Esta solu¢do implica que x assumird dois valores reais, da seguinte
forma:

—b+VA —-b—VA
= e Xy =

X
1 2a

O problema ndo esta na apresentacdo das duas solucdes para x, mas sim do termo
dentro da raiz quadrada, que € trazido de forma recorrente nos materiais didaticos como sendo
0 A(delta) da equacdo, calculado separadamente, da seguinte maneira:

A= b? — 4ac,

Quando se tem A< 0 diz-se que a equacgdo ndo tem solucdo real. Alguns materiais
ainda trazem que este tipo de equacéo é impossivel, ou que ndo existe solucao. Dessa forma, 0
primeiro contato com as raizes negativas em solucfes de equagfes ja é proposto no Ensino
Fundamental 2, por mais implicito que seja. E somente nas etapas finais da educac&o basica,
normalmente no terceiro ano do Ensino Médio, que este problema ganha solucéo.

Talvez por inicialmente ser uma solucdo tratada como algo que ndo existe em R, €
comum, segundo Vieira (1999), que ao apresentar o contetdo dos Numeros Complexos, ou
NUmeros Imaginarios, a primeira coisa a ser pensada pelos estudantes é que se trata de
nameros, especificamente complicados, ou que como se chamados de imaginarios, ndo
existem e por isso ndo haveria a necessidade de estuda-los. Além disso, essa estruturacao cria
uma falsa impresséo de que o conjunto C existe para solucionar equag6es do segundo grau, e
deve ter sido desenvolvido para isso, 0 que ndo é verdade, conforme veremos brevemente a

sequir.

2.2 Contexto historico e desenvolvimento
A producdo matematica acerca do conjunto C provém principalmente da obra de
Girolamo Cardano de Mildo (1501-1576), em 1545, o Artis Magnae Sive de Regulis
Algebraicis (Livro Nimero Um sobre a Grande Arte ou as Regras da Algebra), que procurava
estudar as resolucOes de equacgdes de grau 3. Tal estudo gerou o resultado que ficou conhecido
como formula de Cardano (VIEIRA, 1999).
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No livro Ars Magna, de Girolamo Cardano, é apresentado um método de resolucédo
de alguns tipos de equagéo do 3° grau que, quando aplicado a equagéo x® = 15x + 4,

chegava-se & solugdo: x = i/2+\/—121 +i/2—\/—121. Esse parecia ser um
resultado invalido, pois envolve a raiz quadrada de um ndmero negativo. Porém,
percebeu-se que, ao operar com esses nuimeros utilizando-se as propriedades usuais
de nimeros reais, essa expressao era igual a 4 e, como se pode verificar, x = 4 ¢
realmente uma raiz da equagdo x® = 15x + 4. Assim, apesar do desconforto de se
lidar com ntmeros aparentemente “ilegais”, chegava-se, ao final, a um resultado
legitimo. (PRESTES & CHAVANTE, 2018 p. 188).

De acordo com Mol (2013) existe uma polémica envolvendo a participacdo de
Cardano na resolucdo de equacdes de grau 3. O que se sabe é que no século XVI existia um
desafio entre Cardano e Nicollo Fontana (c. 1499-1557), conhecido como Tartaglia, para se

chegar a solucdo de equacdes do tipo X3 + px> =g e x3 + px = q:

Tartaglia revelou seu método de solucdo de equacbes cubicas a Cardano sob o
juramento de que este guardasse segredo. No entanto, em 1545, com a publicagéo do
seu livro Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis [...] Cardano tornou publico o
método de resolucdo de Tartaglia, gerando a ira do mesmo. Aparentemente, Cardano
decidiu divulgar a solugdo de Tartaglia apés tomar conhecimento de trabalhos ndo
publicados de Scipione del Ferro (c. 1465-1526), com data anterior a solucéo de
Tartaglia. (MOL, 2013 p. 92).

Apesar de Tartaglia aparentemente ter chegado primeiro a solucdo de equagbes de
grau 3, Cardano traz o método de resolucdo geométrico, mesmo método utilizado por Al-
Khwarismi para resolucdo de equacdes de segundo grau, conhecido, no Brasil, como formula
de Bhaskara. Enquanto o método de Al-Khwarismi consistia em completar o quadrado, o

método que Cardano estudava era o de completar do cubo:

Cardano tomava como representante de uma categoria geral alguma equag¢do com
coeficientes numéricos especificos. Por exemplo, um problema da forma “o cubo e
seis vezes o lado igual a 20”, ou seja, a equagdo X3 + 6x = 20, apresentava o método
que se aplicava a todas as equagdes do tipo x3 + px = g. (MOL, 2013 p. 92)

Faziam-se estes procedimentos nesta época, pois o tratamento algébrico ainda era
muito rudimentar, entdo, o procedimento mais confidvel era operar com 0s numeros de
maneira geomeétrica, concreta. A propria nogdo do sinal “~” (menos; minus) como relacao
entre numeros e ndo a simples operagdo ainda estava em discussdo®. Vamos analisar a

equacdo (adaptando para a linguagem algébrica atual) de Cardano e Tartaglia. Rosa (1998),

3 Esta nocdo seria desenvolvida por Gauss, no plano de Argand-Gauss, ao se estudar mais profundamente o
contetdo dos nimeros complexos.
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Vieira (1999), Chagas (2013) também apresentam este modelo de equacdo, até mesmo com a
linguagem matematica semelhante a original, porém faremos o estudo destas equacbes com
exemplo numeérico proprio com a linguagem algébrica atual.
Para demonstrar o método de Cardado e Tartaglia, vamos tomar uma equacéo cubica
geral:
ax3+bx?>+cx+d=0()
Queremos que essa equacao cubica geneérica fique semelhante a equacéo que Cardano
e Tartaglia estavam se debrucando, aquelas do tipo:
x3+px =q (Il
Para que a equacdo (I) fique semelhante a equacdo (I1) primeiramente, vamos dividir
toda a equacao (1) por a:
ax®*+bx*+cx+d 0
a a
b c d

3+—x*+-x+-=0
a a’  a

Vamos agora, fazer uma troca de variavel afim de forma conveniente a fim de zerar o
termo de grau 2 desta equacdo. Tomaremos X =y — m, onde y serd nossa nova variavel e m

uma constante:
G-mP +oG-mP G -m =0 e
a a a
3 2 2 3 b 2 2 ¢ d
y® —=3y“m+3ym* —m +E(y —2ym+m)+a(y—m)+a=0

A partir deste resultado vamos escrever esta equacdo de forma a colocar y em

evidéncia:
b 2mb ¢ bm?> ccm d
y3+<—3m+ )y +(3m —— )y—i— -m3 + i

b .
Vamos destacar o termo de grau 2. Nota-se que se m = _—, conseguimos zerar este

(ram+ 2= (s[5l +2) = (52 +2) -

Sabendo disso, vamos substituir todo valor de m por ;:

5 b 2mb ¢ bm?> c¢m d
y +(—3m+ )y +<3m - —)y+ —m+—-——+-|=0&
a a a a a

termo:
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e (5[ e (s -2 e

2
_{3}1”[3%] _C[%LQ
3a a a a

=0

Fazendo as operacdes indicadas chegaremos em:

- b2+c N b3+b3 be  d\_
Y 3a Y™\ "7 o 324/ T

o3y b2+c N 2b3 bc+d _o
Y 3a2 a Y 27a3 3a? a)

A partir daqui podemos reescrever este resultado com termos mais “confortaveis”, isto

é, chamaremos os termos de grau 1 de p, e 0s termos de grau 0 de q:

Assim obtemos:

v +py+q=0(l)

Esta equacdo ja é seguramente semelhante as equacBes que Cardano e Tartaglia
estudavam. Para chegarmos a solucdo desta, basta resolver essa nova equacéao, obtida de (I)
em termos de y. Usaremos uma ferramenta que Tartaglia usara, adotaremos uma outra
mudanca de variavel, chamando a nossa nova incégnita de uma soma de outras duas, isto é:

y=ut+ve u+tv)id+plutv)+g=0c
ud +3utv+3uv?+v3+pu+v)+q=0

Escrevendo a equacdo em termos de u e de v, agrupando e colocando em evidéncia
teremos:

w+v)Buv+p)+ W +v3+q) =001V)

Observando a equacdo IV podemos afirmar que existem inimeras solugdes para u e v,
porém tomaremos aquelas que nos favorecam em resolver nosso objetivo, isto é, podemos
tomar os termos dentro dos parénteses e iguald-los a zero e, nas palavras de Tartaglia, “seu
produto seja sempre igual ao cubo da terca parte da coisa certa”, obtendo o seguinte sistema:

{u3+v3+q=0
3uv+p=20
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Ou seja:

Afim de trabalharmos com as incdgnitas em um mesmo expoente, vamos elevar 0s
termos da segunda equacéo do sistema ao cubo:

ud +v3=—¢q

o ==y

Fazemos isto porque em termos de resolucdo obtemos a partir deste sistema a soma de
dois cubos e o produto de dois cubos. Isso nos lembra a resolucdo de equacbes de segundo
grau, mais especificamente o método da soma e do produto em que dada uma equacédo
quadratica ax? + bx + ¢ = 0, temos:

x1+x2:__
a

ax’+bx+c=0& c

X4 " Xo = —
1 2 a
Semelhantemente podemos afirmar que u3 e v3 sdo solugBes da equagao:

uw+vd=—q .
vt = (p)3QWZ_(”3+”3)W+(”3”3>=0<=w2—<—q)w+<‘[§])
udvd = —

3
Em outras palavras, u3 e v3 sdo solucGes da equagao:

3
2 (2 —
w4+ qw (3) =0(V)
Seguindo neste raciocinio, vamos resolver esta equacdo quadratica que deduzimos

usando as ferramentas ja conhecidas de resolucao:

B - -®]

q
Sw=-—-=-+
w >

Fazendo as simplifica¢fes, obtemos:

Temos entdo duas solugdes para esta variavel w, uma positiva e outra negativa. Iremos

atribuir uma para u3 e uma para v3:

2 3 2 3
B0y |2 PP s o _a_ [ P
2 4 27 2 4 27
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A partir das respostas de u e de v podemos descobrir seus possiveis valores, que serao:

Porém, nos [Passos anteriores, escrevemos u e v como sendo a soma que resulta em Y,

assim,y=u+v:

Voltando um pouco mais no nosso raciocinio, haviamos feito a mudanga de variavel

de x paray — m, onde m seria % Desta forma, obtemos a solucdo de Tartaglia:

Porém, ao obter as solucBes de algumas equacbes eles acabavam por encontrar
respostas que envolviam o tratamento de raizes quadradas de nimeros negativos, que parecia
ser um erro, 0 modo encontrado para sair desse problema foi expandir o conjunto numérico.
Data desta época as formalizagGes sobre o conjunto C, primeiramente chamado por Cardano
como “numeros sofistas”, e de acordo com Mol (2013) tratados como “sutis e inuteis”.

Depois das divulgacdes de Cardano, a solucdo para raizes quadradas de numeros
negativos se constituiria na academia gracas as contribuicbes de Rafael Bombelli (1526-
1572), admirador do trabalho de Cardano, e ultimo grande algebrista italiano do
Renascimento.

Albert Girard (1590-1633) foi outro estudioso deste tempo que enfocou 0s numeros
imaginarios com grande ousadia. Em seu livro L' Invention Nouvelle en Algébre (A nova
invencdo na algebra), de 1629, usa niUmeros negativos para resolver problemas geométricos e
sugere que, aceitando-se também nldmeros imaginarios como raizes seria possivel chegar aos

resultados reais. Desta forma seria possivel afirmar que uma equacdo admite tantas raizes
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quanto é seu grau (VIEIRA, 1999). Esta indagac&o seria precursora do que ficaria conhecido
como o Teorema Fundamental da Algebra (TFA), enunciado por ele.

Girard também enunciou as relacGes entre coeficientes de uma equacgéo polinomial e
sugeriu que as raizes imaginarias séo Uteis por tomar relagdes mais gerais. Pode-se perceber
uma mudanga de atitude dos matematicos em relacdo aos numeros complexos que, nesta
época, a partir de Cardano e Bombelli aceitavam a existéncia dos Numeros Complexos, mas

tratavam 0s mesmos como nao uteis, ou até mesmo empecilhos.

A introducdo do termo imaginario para descrever v—1 € atribuida a René Descartes
(1596-1650) que

[...] prestou grande contribuigdo para que as raizes negativas fossem aceitas como
solucdes de equacgBes algébricas, 0 que, na época, ainda encontrava resisténcias.
Descartes também descobriu um critério para se conhecer o nimero de raizes
positivas e negativas de uma equagdo algébrica, mesmo sem saber seus valores,
através da analise das variagBes dos sinais de seus coeficientes. [...] Foi Descartes

que batizou v—1 de nimero imaginario, o que lamentavelmente foi inadequado e

nada matematico, afinal ndo hd nada de “imaginario" na v—1 e nem sé&o
"complexos" 0s numeros que a contém. (VIEIRA, 1999, p. 26-27)

Assim, um dos problemas que o conjunto C enfrentava neste periodo era o de
aceitacdo por parte da comunidade de matematicos e cientistas, para se estabelecer como um
objeto matemético. Problemas semelhantes foram enfrentados anteriormente por outros
conceitos matematicos até o seu estabelecimento como objeto e atualmente tratados como
comuns ou até mesmo quase 6bvios, como € o caso do nimero 0 e do conceito de infinito:
apesar de bem “aceitos”, estes conceitos nada tém de dbvio, a0 menos ndo para os estudantes
que iniciam seus estudos.

Posteriormente a este periodo, estudos significativos que orbitavam o0s numeros
complexos foram desenvolvidos por Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), um dos mais

importantes cientistas do século XVIII.

[...] d’Alembert foi também um matematico atuante. Procurou dar uma
demonstragio, sem sucesso, do Teorema Fundamental da Algebra: todo polindmio
ndo constante p(x) com coeficientes complexos possui pelo menos uma raiz
complexa. Em um trabalho sobre resisténcia de fluidos, obteve as relagdes hoje
conhecidas como equacdes de Cauchy-Riemann, que estdo no alicerce da teoria de
funcdes de varidveis complexas. (MOL, 2013 p. 120 - 121)

Por mais que d’Alembert ndo tenha chegado a uma resposta final sobre o estudo dos

complexos, seus trabalhos impulsionaram outros matematicos, como Carl Friedrich Gauss
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(1777-1855). De certa forma d’Alembert passou grande parte de sua vida tentando solucionar
0 teorema enunciado por Girard, mas o que ele conseguiu como resultado foi descrever os
tipos de Numeros Complexos que podem ser encontrados a partir de equacdes algébricas
(VIEIRA, 1999), que ficou marcado em seu livro Réflexions sur la cause génerale des vents
(Reflexdes sobre a causa geral dos ventos) de 1747.

Antes de falarmos sobre um dos mais importantes matematicos do século XVIII,
Gauss, vamos comentar sobre outro grande estudioso de seu tempo, Leonhard Euler (1707-
1783), que nasceu na Suica, mais especificamente na cidade de Basel (Mol, 2013) ou Basiléia
(VIEIRA, 1999). Segundo Mol (2013) e Vieira (1999) Euler foi a mente mais brilhante do
século e, apesar de seus problemas de salde relacionados a visdo — que o levaram a cegueira
em 1766 — foi 0 matematico que mais produziu em todos os tempos, e em multiplas areas.
“Em sua vida, publicou 560 livros e artigos, nimero que se aproxima de 800 quando também
contabilizados os manuscritos que foram publicados apds sua morte.” (MOL, 2013 p. 118)

Muitas notacbes que usamos hoje em dia em algebra e em geometria, dentre outras
areas da matematica, ou foram implementadas por Euler, ou foram popularizadas por ele em

suas diversas obras.

Euler foi responsavel pela introducdo de diversos simbolos empregados na escrita
matematica. A letra “e” para “o numero cujo logaritmo hiperbolico vale 1” foi
introduzida por Euler, possivelmente tendo como referéncia a primeira letra da

palavra exponencial. Embora ndo tenha sido criacéo sua, o simbolo 7z, [...], passou a
ter uso generalizado apds ser sistematicamente empregado por Euler. A introducéo

do simbolo i para vV —1 e das notagGes sin.v, cos.v, tang.v, cosec.v, sec.v, cot.v para
as funcdes trigonométricas também é devida a Euler. (MOL, 2013 p. 119)

A definicdo de numero complexo (Z) de Euler — formalizada por Willian Rowan

Hamilton (1805-1865) — € ainda trazida nos Livros Didaticos Brasileiros:
Z =a+bi,sendoaeb € Rei = v/—1.

A partir desta definicdo, pode-se deduzir que quando b = 0, temos Z = a, isto é, 0s
NUmeros Reais R sd8o um caso particular de NUmeros Complexos C, ou seja, sdao um
subconjunto dos Numeros Complexos. Aqui estd uma grande constatagdo matematica, isto
pode explicar por exemplo, o motivo de Cardano encontrar uma solucdo real para uma
equacdo de grau trés quando algebricamente ela ndo existia, por consequéncia da raiz
quadrada negativa contida na resolucdo. Porém, as demonstragdes mais satisfatorias do
Teorema Fundamental da Algebra, a respeito das solugbes complexas, seriam atribuidas,

posteriormente, a Gauss.
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Em sua tese de doutorado Carl Friedrich Gauss (1777-1855) forneceu solugfes para o
Teorema Fundamental da Algebra, inclusive apontando erros nas tentativas de d’Alembert na
demonstracdo desse teorema: “A demonstragdo contida em sua tese foi uma das quatro
demonstra¢des para o Teorema Fundamental da Algebra que ele daria ao longo de sua vida.”
(MOL, 2013 p. 125) Nascido na cidade da Brunswick, na Alemanha, Gauss mostrara aptidao
para a matemaética e para o raciocinio desde crianga (VIEIRA, 1999) além de dominar varios
idiomas. Gauss vivera sua infancia ja no fim da vida de Euler, porém seus trabalhos ficaram
conhecidos quase tanto quanto os trabalhos de Euler (MOL, 2013).

E importante ressaltar que nesta época, pos newtoniana, muitos desses matematicos
citados até entdo estudaram a obra Principia escrita por Isaac Newton (1643 — 1727). Uma
das grandes areas do conhecimento matematico que estava sendo desenvolvida neste periodo
era o calculo diferencial e integral. Destes estudos aos qual Newton fora precursor ao estudar
os movimentos fisicos e gravitagdo universal, surgiam no “meio do caminho” contribuigdes
que iam nascendo ao longo do desenvolvimento do rigor. O estudo de Fungdes, a
formalizacdo da algebra e o conjunto C foram contribuicbes paralelas ao estudo e
desenvolvimento do Caélculo Diferencial.

Um dos problemas acerca do conjunto C para ser aceito pelos algebristas e circular na
Academia é praticamente o mesmo problema que atualmente este conjunto enfrenta na

educacdo bésica que € o seu nome. Mol (2013) afirma que a no¢do arbitraria de que 0s

complexos seriam empecilhos na algebra ou que os valores de v/—1 fossem complexos é uma
forma negativa de encarar o conjunto dos numeros complexos. Além de Mol (2013), Rosa
(1998) em seu trabalho, assumiu como hipdtese que para trabalhar com esse conjunto seria
necessario levar os alunos a resolverem situacdes reais, mas que envolviam o tratamento de
raizes quadradas de nimeros negativos; destacou que a primeira impressao ao se introduzir o
assunto em sala de aula € de que 0s nimeros complexos sdo “ntimeros diferentes” ou “mais
dificeis” por isso se chamariam complexos.

Seja pelas primeiras nomenclaturas dadas por Cardano, como numeros sofistas, ou
pelos seus sucessores no estudo deste conjunto, como numeros imaginarios, ou ndmeros
complexos, o conjunto C foi ganhando uma imagem de desnecessario, dificil, misterioso, ou
até mesmo visto como problema e ndo como solucdo, haja vista 0 peso da adjetivagédo

negativa das coisas, como Gauss observou:
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Outra observagio feita por Gauss é que se as unidades 1, -1 e vV —1, nio fossem
chamadas de positiva, negativa e imaginaria, mas de direta, inversa e lateral, as
pessoas ndo teriam a impressdo de que havia algo de misterioso nesses ndmeros.
Quando Gauss faz essa observagdo fica claro a visdo da matematica na época, ou
seja, o fato dos nimeros complexos poderem ser representados geometricamente fez
com que adquirissem a realidade que a aritmética ndo havia conseguido lhes dar.
(VIEIRA, 1999, p. 45)

Uma melhor compreensdo dos Numeros Complexos seria entendé-los como algo
formado por partes e ndo algo complicado (VIEIRA, 1999) como muitas vezes ¢ interpretado,
seja por professores ou por alunos.

A demonstracdo geométrica dos nimeros imaginarios se deu, provavelmente, apos a
demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra (TFA). Os principais estudiosos
responsaveis por esta demonstracdo foram Gauss, Wessel, Hamilton e Argand. Foi Gauss
quem fez essa demonstracdo pela primeira vez. Essa foi sua tese de doutorado, na qual ele,
além de apresentar a demonstracdo do TFA, mostra que todas as demonstracGes feitas pelos
que o precederam estavam incorretas.

Mol (2013) aponta que em 1831 Gauss publicou um tratado que teve uma grande
importancia histérica por este conter uma representacdo geométrica dos Nimeros Complexos,
estabelecendo a correspondéncia entre 0 nimero z = x + iy e 0 ponto do plano cartesiano de
coordenadas (X, y).

Uma representacdo geométrica similar dos niUmeros complexos ja havia sido obtida,
em 1797, pelo noruegués Caspar Wessel (1745-1818). No entanto, segundo Mol (2013) e
Vieira (1999) foi o trabalho de Gauss que a popularizou dentro da comunidade de
matematicos, tanto que o plano dos nimeros complexos passou a ser também conhecido como
plano Gaussiano.

Segundo Costa (2015) a partir do ano de 1800, Jean Robert Argand (1768-1822) e
Gauss chegaram a conclusao de que seria possivel uma representacdo geométrica por meio de
coordenadas retangulares. Desta forma convencionaram que o0 eixo horizontal seria
representante da parte real e o eixo vertical da parte imaginaria, e qualquer complexo poderia
ser representado na forma de par ordenado, onde temos z = a + bi um complexo qualquer, e

seu par ordenado C (a, b).
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Figura 1 - Representacdo geométrica de um nimero complexo na forma Z = 3 + 4i.
5
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Fonte: prdpria, com uso do software GeoGebra.

Com a definicdo do plano retangular de pares ordenados de numeros complexos
realizados por Argand e Gauss, qualquer Numero Complexo passou a ter uma representacao
no plano bidimensional. Este plano leva o nome dos dois estudiosos, plano de Argand-Gauss
(Costa, 2015).

Vieira (1999) afirma que a formalizacdo completa dos numeros complexos foi trazida
por William Rowan Hamilton, em 1837, e por Augustin Cauchy em 1847. Coube a Willian
Rowan Hamilton (1805-1865) introduzir a notagdo “a + bi” para um numero complexo,
denominada atualmente como forma algébrica de um numero complexo, e a relacdo entre a
notacao algébrica e seu tratamento como par ordenado (a, b). Hamilton teve sua vida dedicada
a fisica, com énfase na Optica, dindmica e algebra. J& Cauchy, de acordo com Mol (2013), foi
um dos precursores da analise matematica, tendo sido responsavel por formular e demonstrar
de maneira rigorosa resultados do célculo infinitesimal e pelo desenvolvimento da teoria de
funcBes complexas com aplicabilidade na Fisica Matematica, Dindmica dos Fluidos,
Eletromagnetismo, por exemplo.

Pensando por exemplo na aplicabilidade que os nimeros complexos tém na resolucao
de equacdes diferenciais, podemos ver uma utilidade real dos complexos. Em engenharia, por
exemplo, € comum ter de se resolver equacfes da forma y" + by' + cy = 0, para a fungéo
desconhecida y. Uma forma de resolver passa por achar as raizes do polinémio, em r, r2+ br
+ ¢ = 0. Porém, diversas vezes, ndo é possivel encontrar raizes reais e s6 encontramos

complexas. O que se faz € achar todas as raizes em C, e depois considerarmos apenas aquelas
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que sdo reais. Apesar de somente considerarmos as raizes reais os complexos foram
Necessarios.

Outro exemplo classico é a aplicacdo em eletromagnetismo. Um campo
eletromagnético tem uma componente eléctrica e outra magnética e por isso, é preciso um par
de ndmeros reais para o descrever. Esse par pode ser apresentado como um nudmero
complexo, e esta € uma aplicagdo direta em fisica.

Podemos ainda ver aplicacdo dos complexos de forma mais pratica com um problema
de geometria — o problema foi baseado em uma atividade formativa de Almeida (2013, p.31):

Consideremos o quadrado ABCD cuja diagonal AC tem extremidades A(3,1) e C(5,4).
Determinar as coordenadas dos vértices B e D.

Os pontos conhecidos A e B, representados no plano complexo representariam 0s
numeros complexos 3 + i e 5 + 4i respectivamente.

J& os pontos desconhecidos, por hora chamaremos de B(b1, b2) e D(d1, dz), 0s quais

podem ser escritos como sendo os complexos by + bai e di + dai, respectivamente.

O vetor BC é obtido com uma rotacdo de 90° em torno do vetor BA, em sentido
horario e como:
BC=C—-B=(5—-b)+i(4—b,)
{m=A—B =B=b)+i(1-by)
temos:

(5—b1) +i(4—by) = —i([(3—by) +i(1 - by)]
(5—by)+i(4—by) =-3i+byi—i*(1—by)
(5-b)+i(4—by)=(0—-by)+i(b; —3)

Assim, obtemos um novo sistema:

{(5 —by) =1 —by)
(4—b;) = (by —3)
Resolvendo o sistema, tem-se:

11 3
b1—7eb2—5

Para obter as coordenadas de D basta prosseguir de mesmo modo, ou entdo notar que

os vetores diagonais sdo equipolentes. Logo D sera (d1, d2) tal que:

3 11
d1—59d2—7

Um pouco da histéria do surgimento do conjunto C pode nos mostrar como €

fascinante o surgimento e a estruturacdo deste conjunto desenvolvido por varias pessoas e por
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mais de 2 séculos. E possivel perceber que a historia da sua formulagio e formalizacdo tem
muitas relacbes com a geometria, com a algebra e com o célculo, além de expandir a nogao do
préprio conjunto dos R.

Apresentaremos na proxima secdo como esse contetdo do saber foi introduzido na

educacdo basica, com enfoque nos livros didaticos brasileiros,

2.3 A didética e a epistemologia dos nimeros complexos

Como apontado no item anterior, parte das dificuldades de aceitacdo do conjunto C
pelos estudiosos da época, estavam ligadas a sua importancia e até mesmo ao seu nome; isto
pois eram chamados pelos algebristas da época de nimeros sofistas®, e considerados muitas
vezes como desnecessarios, ou até empecilhos. Tudo isso ocorreu no inicio dos primeiros
trabalhos matematicos que lidavam com esse novo tipo de operador. Tudo mudou depois do
uso de raizes complexas para a demonstracdo do Teorema fundamental da Algebra (TFA). O
conjunto dos nameros complexos era o elemento que faltava para que se pudesse avancar
neste campo da matematica, permitindo a demonstracdo do Teorema Fundamental da
Algebra. Com isso podemos dizer que o conjunto dos nimeros complexos atuou como
ferramenta no auxilio da demonstracdo do TFA a0 mesmo tempo passou a ser visto como
objeto da matematica quando estudado descontextualizado da realidade se olharmos para 0s
trabalhos da aplicacdo de complexos no campo da fisica dos fluidos e alguns modelos
meteorolégicos (MOL, 2013)

Pesquisadores como Rosa (1998), Caldeira (2013) e Vieira (1999) indicam que existe
certa reagdo dos estudantes ao lerem “nimeros complexos” ou “niimeros imaginarios”>:
“quando se comega a falar em niimeros complexos pensa-Se que VAo aparecer novos nUmeros,
mas pode-se ver pela histéria, que ndo sdo novos ndmeros que surgem, mas Sim novos
operadores.” (ROSA, 1998, p. 71)

4 Mol (2013) afirma que a qualificagdo dos nimeros complexos como nimeros sofistas é porque o termo sofista
era pejorativo e indicava algo “desnecessario”.

S Isto ndo ¢ algo limitante a aprendizagem, mas essa critica existe desde que foram nomeados assim de acordo
com Vieira (1998) e Mol (2013).
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Assim, entender a construgdo epistemol6gica do conjunto dos numeros complexos,
que hoje chamamos de Numeros Complexos, ou conjunto C, pode evidenciar quais podem ser
0s obstaculos epistemoldgicos® ou didaticos’ para seu desenvolvimento em sala de aula.

Desta forma, esta primeira fase do estudo é de certa forma tranquilizadora para o
didatico porque mostra a pertinéncia epistemoldgica de certas ferramentas para a didatica: a
primeira fase da historia do desenvolvimento dos nimeros complexos é evidenciada pela
pertinéncia epistemoldgica de ferramentas ou mesmo de apoios didaticos (ARTIGUE &
DELEDICQ, 1992).

Do ponto de vista da andlise didatica do contetdo, Artigue & Deledicq (1992)
evidenciam alguns pontos que, para eles sdao importantes, reforcando o fato de ndo excluir

outros:

Salientando que a nossa analise ndo exclui outros, examinaremos trés pontos:

- 0 papel motor dos desequilibrios cognitivos;

- a distingdo entre os polos de ferramenta e de objeto de um conceito matematico;
- as diferencas entre a légica do ensino e a légica da histéria.® (ARTIGUE &
DELEDICQ 1992, p. 10 Tradug&o nossa)

O primeiro ponto abordado por Artigue e Deledicq (1992) é o papel motor dos
desequilibrios cognitivos. No ambito das equacbes do segundo grau, o trabalho com a
manipulagéo deste objeto ndo motiva o surgimento de novos operadores, como as quantidades
imaginarias ou unidades imaginarias. Como epistemologicamente as solucbes de equacgdes
quadréticas envolviam a demonstracdo via completamento de quadrados, ndo caberiam
solucdes complexas; era mais aceitavel concordar que equacdes que envolvessem quadrados
negativos nao tinham solucdo. A exploracdo de raizes dessa forma caberd ao quadro das
equacdes do terceiro grau, como vimos no levantamento epistemolégico e histérico dos

NUmeros Complexos.

6 Um obstaculo de origem epistemoldgica é verdadeiramente constitutivo do conhecimento, é aquele do qual ndo
se pode escapar e que se pode em principio encontrar na histéria do conceito. (IGLIORI, 1999, p. 97)

7 Obstaculos didaticos surgem no ambito do planejamento (ou na falta deste) do trabalho a ser realizado em sala
de aula, e também é o planejamento o espaco privilegiado para a busca de sua superacdo, como define Pais
(2011) os obstaculos didaticos sdo conhecimentos relativamente estabilizados no plano intelectual, dificultando a
evolucdo da aprendizagem do saber escolar. (MIRANDA, 2016, p.159)

8 En insistant sur le fait que notre analyse n'en exclue pas d'autre, nous examinerons successivement trois points:
- le réle moteurs des déséquilibres cognitifs,

- la distinctions entre les poles outil et objet d'un concept mathématique,

- les différences entre la logique de I'enseignement et celle de I'histoire. (ARTIGUE, 1992, p. 10)
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O desequilibrio cognitivo que impulsionou o0s matematicos a desenvolverem
estratégias de célculos para resolugdo de problemas foi devido ao trabalho e manipulacéo das
equacbes do terceiro grau. A partir da proposicdo de problemas reais, os algebristas
encontravam raizes que nao pareciam corretas, pois estas raizes envolviam radicais negativos
com indice par, 0 que até o momento era considerado um erro, pois ndo ha nimero real que
multiplicado por ele mesmo que resulte em um ndmero negativo. Assim, a partir de
expressdes que envolviam uma raiz quadrada negativa parecia ildégica ou impossivel. Deste
desequilibrio nascem as ferramentas e estratégias mais convenientes para a resolucdo e
notacao dos calculos. (ROSA, 1998).

Porém, como ir& apontar Caraca (1951) ndo é porque um problema ndo possui solugao
aparente que significa que este problema é impossivel. No livro “Conceitos fundamentais da
matematica” (CARACA, 1951), ao tratar o tema dos nimeros complexos o autor apresenta o
seguinte problema de geometria: “seja v 0 volume dum cubo de aresta x e v’ 0 de um
paralelepipedo retdngulo cuja area da base ¢ 3 e cuja altura é igual a aresta do cubo.
Determinar x de tal modo que seja v = v’+1” (CARACA, 1951, p. 160). Vamos traduzir este
problema para a linguagem matematica:

v =x3
v =3-x
E possivel determinar x, de modo a obter v = v’ + 1 (p.160)? De fato, teremos:
v=v'+1
x3=3x+1
x3-3x—-1=0
Esta equacdo é da forma x3 + ax + b = 0 e, de acordo com Caraca (1951, p. 159), a

solucdo de uma equacdo deste tipo é dada pela formula:

' b b2 a3 3| b b2 @3
S R R A I R T

Assim, substituindo a = - 3, b = - 1 nesta formula, obtemos:

=D D2 (=33 7 (=D (D2 (=3)3
_2+\/4+27+_2_\/4+27
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, . 3 ., .
Logo, para resolver o problema dado é preciso calcular /_Z e ja vimos que, ao

considerar o conjunto dos nimeros reais esta raiz ndo existe. Sera entdo que este problema é
impossivel? Que ndo tem solucdo? Para responder esta questdo Caraca faz a seguinte
observacdo, lembrando que se quer encontrar x que satisfaca a equacdo x3 = 3x + 1.
Tomando x=1 (uma unidade), o volume do cubo serd também 1 unidade cubica, e 0 volume
do paralelepipedo acrescido de 1 ser& 4 unidades cubicas, ou seja, v < v’. Se a aresta do cubo
tiver 2 unidades (x=2), seu volume sera 8 unidades cubicas, e o volume do paralelepipedo,
acrescido de 1, sera de 7 unidades cubicas, ou seja, v > v’. Logo, deve haver algum valor entre
1e 2 paraoqual v=v". Caraga conclui, entdo, sobre a necessidade de um “novo nimero” que

satisfaca a igualdade, um niimero ndo real.

[...] as necessidades do calculo ultrapassam-na; o nosso instrumento de céalculo —
conjunto dos nimeros reais — ndo chega; ha uma raiz, e ele ndo permite calcula-la;
h& que se ir mais além. Que essa necessidade imperiosa tenha sido posta em relevo
pelas equacfes do 3.° grau e ndo pelas do 2.° (nas quais, porém, o facto da
impossibilidade analitica ja aparecia muitos séculos antes) mostra bem que o
progresso da Matematica se ndo realiza sempre em obediéncia a um plano légico de
desenvolvimento interno, mas, muitas vezes, pelas pressdes exteriores, que a
obrigam a procura, as apalpadelas, o seu caminho. (CARACA, 1951, p. 161)

Segundo Artigue & Deledicq (1992) e Rosa (1998) inicialmente 0s ndmeros
complexos eram vistos e estavam constituidos mais como ferramentas que como objetos bem
delimitados da Matematica, tendo sido por muito tempo usados para resolver problemas reais,
sem a necessidade de teorizacdo a respeito deles.

Como estamos destacando neste item a epistemologia didatica dos complexos, passar
por conceitos, advindos principalmente da psicologia Piagetiana e dos primeiros teéricos da
Didatica da Matematica, como Brousseau, se torna irremediavel. O desequilibrio cognitivo é
um termo da psicologia Piagetiana e trata, entre outras coisas, dos processos de aprendizagem,
como o da assimilacdo e da acomodacdo de um conceito por um sujeito, aléem de sua relacdo
com o meio. Nesta abordagem, dizemos que esta havendo aprendizado quando ha,

inicialmente, desequilibrio cognitivo e quando novo equilibrio é atingido.
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Historicamente, vemos um fendmeno operando aqui que é completamente paralelo
aos fendmenos de desequilibrios / reequilibrios identificados como centrais na
construgdo do conhecimento pela psicologia genética. Na teoria construtivista
piagetiana, a construcdo do conhecimento resulta do processo de interacdo entre o
sujeito e seu ambiente. Essa adaptacéo € produzida pelo duplo jogo de mecanismos
de assimilacdo e acomodacdo, assimilacdo se o sujeito pode assimilar de maneira
bastante direta sua experiéncia na interagdo a sua organizagdo mental existente,
acomodacdo se o sujeito deve modificar para levar em conta a realidade dessa
organizacdo®. (ARTIGUE & DELEDICQ 1992, p. 10-11 Tradug&o nossa)

O que Artigue e Deledicq (1992) querem dizer é que podemos trazer 0s termos de
desequilibrio e reequilibrio para a epistemologia dos complexos em seus varios momentos de
introdugdo até sua constituicdo como objeto. Isto é, durante o tempo ele foi passando por
varias “reequilibracgdes” até se constituir como tal.

Brousseau também discutiu a dialética entre o status de ferramenta e de objeto que
Douady se debrucou. Brousseau (1986) ird nos dizer que o conhecimento (ou objeto
matematico, neste sentido) nasce da adaptacdo a uma situacdo especifica, para resolver um
problema. Uma ferramenta para resolucdo de um caso especifico torna-se entdo uma regra, e
passa a se estabelecer no campo de estudo como um objeto.

Como podemos observar esta caracterizacdo entre ferramenta-objeto ganha forca
quando estamos falando de objetos matematicos através do tempo, como aponta Rosa (1998,
p. 12): “Ainda assim o conhecimento visado é de inicio chamado a funcionar como
ferramenta de resolucéo de problema dentro da adaptacdo.” Quando essa adaptacéo tem fins
de aprendizado, dizemos que a ferramenta passa a ter estatuto de objeto.

Vamos agora nos ater ao ultimo ponto, tido como importante por Artigue (1992),
tendo em vista, ou refletindo sobre, as diferencas entre a I6gica do ensino e a da histdria dos

nlimeros complexos.

2.4 Introducdo dos numeros complexos na educacéo basica

% On voit la fonctionner historiquement un phénoméne tout a fait parallele aux phénoménes de
déséquilibrations/rééquilibration identifiés comme centraux dans la construction des connaissances par la
psychologie génétique. Dans la théorie constructiviste piagétienne la construction de connaissance résulte de
processus d'interaction entre le sujet et son environnement. Cette adaptation se produit par le double jeu de
mécanismes d'assimilation et d'accommodation, assimilation si le sujet peut assez directement assimiler son vécu
dans I’interaction a son organisation mentale existante, accommodation si le sujet doit modifier pour prendre en
compte ce réel cette organisation. (ARTIGUE & DELEDICQ, 1992, p. 10-11)
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As primeiras apari¢des do termo “Numeros Complexos” nos manuais didaticos
brasileiros datam do inicio do século XX e, de acordo com Oliveira & De Gouveia Neto
(2015) e Brockeld (2017), a definicdo para Nimero Complexo em manuais didaticos se deu
pela necessidade de falar sobre as quantidades decimais do nimero.

Os primeiros livros didaticos ou manuais didaticos (como eram entendidos) segundo
Brockeld (2017) e Valente (2007), como Elementos de Arithmetica de Jodo José Luiz Vianna
(1918); Arithmetica Elementar Illustrada: Para uso dos alumnos adiantados das escolas
primarias de Antonio Bandeira Trajano (1922); LicGes de Aritmética de Euclides Roxo
(1928); Segunda Arithmetica de José Teodoro de Sousa Lobo (1932), trazem para o ensino de
aritmética o termo nimero complexo para designar as quantidades “quebradas do niimero”,
isto é, para o tratamento dos conjunto dos Racionais, € ndo do conjunto dos Complexos.

Esta classificacdo que aparecera nos primeiros manuais didaticos faz todo sentido.
Nessa época, estava havendo a estruturacdo do curriculo educacional no Brasil que, segundo
Valente (2007), teve como um dos seus focos os conteldos da matematica, devido sua
importancia historica para o desenvolvimento militar desde o Império. Nesta época, no Brasil
ndo havia materiais nacionais: tinha traducdes de materiais franceses. Além disso, nem o
ensino secundario nem o proprio primario eram uma realidade em todo o pais. A aritmética e
a éalgebra eram trabalhadas principalmente para as forcas armadas, que usavam estas
matematicas, entre outras. Este curriculo estava sendo organizado visando objetivos que ainda
ndo estavam claros, isto €, havia a preocupacdo de que os contetdos cobrados nas Escolas de
Primeiras Letras e no Ensino Secundario fossem pré-requisitos para 0s cursos superiores que
estavam surgindo nas principais metropoles e com demandas principalmente das organizactes

militares.

[...] em 1837, com o intuito de servir como modelo de escolarizagéo secundéria para
0 pais, é criado o Imperial Colégio de D. Pedro IlI. [...] em seu Regulamento: a
Aritmética era ensinada nos trés primeiros anos do curso, seguida pela Geometria
por mais dois anos, e Algebra no sexto ano. Nos dois Gltimos, as matematicas eram
ensinadas sob o titulo de matematica. Na verdade, tratava-se do ensino de
Trigonometria e da Mecanica. (VALENTE, 2007 p. 118)

A partir dai a estruturagdo da matematica seguiu dois caminhos, ou era 0 modelo de
Bézout: Aritmética — Geometria — Algebra, ou o de Lacroix: Aritmética —Algebra —
Geometria. Bézout valorizava a pratica, logo, sua Geometria se utiliza mais da Aritmética,
enquanto Lacroix era mais rigoroso matematicamente, para ele fazia todo sentido utilizar as

ferramentas algébricas na Geometria, por isso a apresentacdo da Algebra deveria anteceder a
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da Geometria. No colégio D. Pedro Il a proposta adotada era a de Bézout até 1840, quando,
apos a restruturacdo dos contetdos, 0 modelo adotado passou a ser o de Lacroix (Valente,
2007).

Sabe-se que até meados da década de 1930, a Era Vargas, havia uma demanda para
que estes conteudos fossem trabalhados, bem como havia grande importacdo de materiais
advindos da Europa, principalmente da Franca. No inicio, os numeros complexos eram
definidos como "ndmeros [...] que apresentam subdivisbes ndo decimais de uma unidade
principal”. (DUMONT, 1945, p. 229 apud OLIVEIRA & DE GOUVEIA NETO, 2018, p. 98).

Numeracdo decimal € aquella que, como ja dissemos, tem o nimero dez como base
para a formacéo das diversas unidades. Todos 0s nimeros sujeitos a esta numeracao
chamam-se ndmeros decimaes. Numeragdo complexa é a que ndo tem base
determinada e forma as unidades de um modo irregular e variado. Todos 0s nimeros
sujeitos a esta numeragdo chamam-se ndmeros complexos (TRAJANO, 1922, p. 88
apud OLIVEIRA & DE GOUVEIA NETO, 2018, p. 98)

O conjunto numérico dos Complexos ndo apareceria nos manuais da época por
algumas décadas, isto pois ndo havia muito sentido de este saber se fazer presente para a
escolarizacdo basica além do que ndo havia parametros de nivel nacional que os trouxessem
no curriculo de matemaética, ndo havia nem mesmo uma Lei de Diretrizes e Bases (LDB) que
sO seria proposta em 1948 e promulgada em 1961.

Com o fim da Era Vargas e do evento da 2° Guerra Mundial (1946) o Brasil buscava
uma reorganizacdo na esfera educacional, foi assim que em 1948 o entdo ministro da
Educacdo, Clemente Mariani (UDN/MG) através de uma convocacgdo de notaveis propunha o
projeto de lei. Fato interessante apontado por Saviani (2019) é de que os ideais do Manifesto
da Escola Nova, de 1932, predominavam na comisséo de elaboracdo do projeto. Saviani ainda
afirma que a maioria dos 16 membros da comissdo pendia para o lado dos escola-novistas,
com excecdo de 2 deles. Isso teve profundo impacto na estruturacdo da LDB e
consequentemente influenciou na estruturagdo do curriculo de matemética e no ensino de
nameros complexos, posteriormente. Os escola-novistas tinham como principais objetivos a
modernizacdo e industrializacdo da sociedade urbana. Na época, 0s nimeros complexos ja
faziam parte do curriculo de algebra das escolas europeias, e estavam sendo associados
principalmente ao setor tecnoldgico, portanto esse fendmeno ocorre no Brasil também; vale
ressaltar que o pais se aproximava da ditadura militar, e esses valores foram mantidos.

Na edicdo de 21 de dezembro de 1961 do Diario Oficial da Unido, era promulgada a

primeira Lei de Diretrizes e Bases brasileira, com mais de 13 anos da apresentacdo do
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primeiro projeto da lei educacional. Nem mesmo as nogdes de matéria e disciplina estavam

bem fixadas na nova cultura escolar que estava emergindo:

De acordo com o Parecer 853/719 do Conselho Federal de Educacdo, de autoria do
Conselheiro Valnir Chagas, o sentido dado ao termo “matéria” correspondia a um
recorte que englobava algumas disciplinas que deveriam constar no curriculo e
separava essa versao do curriculo pleno, este sim ampliado pela parte diversificada.
Os contetidos que iriam compor as disciplinas formadoras das matérias do nucleo
comum (correspondendo ao conteido minimo para uma formacéo no 1° e 2° graus),
assim como a parte diversificada, eram escolhidos pelos estabelecimentos de ensino
a partir da proposta fixada pelos Conselhos Estaduais de Educacdo, e variavam
conforme as especificidades das regides e das respectivas escolas, como exposto no
Parecer 853 (DOS SANTOS, 2014, p. 157)

Basicamente isto significa que nesta época o termo matéria englobava algumas
disciplinas; o termo curriculo, (que seria ampliado e diversificado) fazia referéncia ao
conjunto das matérias e disciplinas a serem ensinadas. Havia um ndcleo comum que era
trabalhado, ou pelo menos deveria ser, pelas instituicGes de ensino de forma geral, porém, a
diversificacdo deste nucleo comum (curriculo) seria escolhida e trabalhada pelas instituicdes
de ensino, bem como norteados por parametros estabelecidos pelos Estados como, afirma Dos
Santos (2014). Admite-se entdo a parte “livre”, dos curriculos, em que os Estados da
Federacdo elaboram seus proprios curriculos.

E importante ressaltar que neste ponto estamos no periodo de Ditadura Militar
Brasileira, regime instaurado em 1 de abril de 1964, com a queda do entdo presidente eleito
Jodo Goulart, e que durou até 15 de marco de 1985, sob comando de sucessivos governos
militares. Os governos desse periodo atuavam pelo que se chama no Direito de Al — Atos
Institucionais — que simplesmente eram saidas juridicas que serviam para legitimar o governo
autoritario. Mas por que isso importa? Como dito anteriormente na analise epistemoldgica e
histérica de um contetdo, é muito importante saber o que esta acontecendo no cenario global,
pois, de fato isso altera o curso normal do que esta sendo desenvolvido em varias esferas da
sociedade, principalmente na educacgdo, com sua jovem LDB, que ja passava por mudancas.

Ainda de acordo com o Artigo 4° da resolucdo n° 8 de 1971 do Parecer 853/71, tratada
por dos Santos (2014), a Matematica compunha uma disciplina da matéria de Ciéncias,
juntamente com as ciéncias Fisicas e Bioldgicas.

O fato de a elaboracédo do curriculo especifico a ser ensinado ser responsabilidade das
instituicbes de Ensino nos traz uma dificuldade a mais de responder ao certo quando 0s

complexos entram na educacdo bésica, com abrangéncia nacional. O fato é que pela
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valorizacdo do nivel técnico de ensino, bem como a valorizagdo da ciéncia por parte dos
militares em exercicio, o contetdo de nimeros complexos (que ndo era o conjunto C), um
saber académico, entrara na educacéo bésica, mas ndo em toda ela.

Desta forma, observamos que ndo podemos dizer ao certo, sem uma pesquisa
detalhada (que constituiria outro trabalho voltado mais para a histdria da educacao) quando os
nameros complexos passaram a ser ensinados na educagdo basica brasileira. Nossa hipotese é
que esse conteudo entrou para a educacdo bésica brasileira em algum momento entre as
décadas de 1960 e 1980. Isto pois na década de 1990, os documentos que viriam a constituir
0S parametros nacionais para estruturacdo de curriculo, ja traziam este contetido, o que nos
leva a crer que em algum momento anterior a isto 0s nimeros complexos ja eram ensinados
em algumas institui¢fes de ensino — que ndo as de ensino superior.

O Curriculo de Referéncia do Mato Grosso do Sul® de 2018, estabelece como as
instituicBes estaduais de educacdo basica desenvolverdo seu trabalho. Este documento entende

que a escola tem uma funcéo social, ligada a garantia de uma educacéo formal:

A escola, enquanto instituicdo social cuja funcdo € garantir acesso a educacao
formal, € o espaco em que profissionais da Educacdo Bésica e seu publico —
constituido por criangas, adolescentes e jovens — promovem a socializagdo de
informacdes, tradicBes e valores historica e culturalmente constituidos com a
finalidade de promover a construcdo de conhecimentos. (BRASIL, 2018, p. 21)

Para o tratamento dos conteldos relativos a disciplina de Matemaética, o Curriculo
Estadual traz orientacdes a partir do item 8.4 — MATEMATICA, que é subdividido em outros
dois: 8.4.1 — Competéncias Especificas de Matematica de acordo com a BNCC (2017) e 8.4.2
— Unidades tematicas, objetos de conhecimento, habilidades e acGes didaticas, dedicando
entdo para esta disciplina da pagina 442 a pagina 491.

No Brasil, o curriculo atual é estruturado a partir da BNCC. Como comentado
anteriormente a BNCC substitui os pardmetros nacionais na orienta¢do para estruturacdo dos
curriculos, que ocorrerdo de forma mais especificas, atendendo as demandas da regido. O
objeto matematico analisado neste trabalho era explorado no final do ciclo do Ensino Médio,
geralmente no quarto bimestre da terceira série, até 0 PNLD — 2018 que foi o ultimo realizado

10O Estado de Mato Grosso do Sul é pioneiro ao organizar o seu Curriculo de Referéncia como sendo pautado
na Base Nacional Comum Curricular, com o prazo de 2 anos para que todas as escolas se adequem ao novo
curriculo.
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sob orientagdo dos PCN. Nas novas orientacGes da base nacional ndo aparecem orientacoes
especificas a respeito deste objeto.

Queremos destacar que o documento que regulamentou o ensino de ndmeros
complexos como parte obrigatoria do curriculo das escolas no Ensino Médio Foram os
PCNEM, entre os anos de 2004 e 2006, quando houve o implemento do Ensino Médio como
etapa obrigatdria da educacéo basica, pela alteracdo da lei 9.394/96 — Lei de Diretrizes e Base,
por meio de emenda constitucional. Isto é, quando de fato este contetdo se tornou obrigatorio
para os estudantes do Ensino Médio em todo pais.

Podemos dizer, do periodo anterior a este citado no paragrafo acima, € que o0s
complexos passaram por valorizagcdo no periodo do Movimento da Mateméatica Moderna,
como aponta Valente (2007) entre os anos 1960 e 1970, quando a tendéncia pedagdgica era
principalmente a Liberal Tecnicista, que tinha como fundamento o conhecimento cientifico,
por meio da exploracdo de técnicas e da exploracédo repetitiva de exercicios semelhantes.

J& com o fim da Ditadura Militar brasileira, novas tendéncias pedagdgicas surgiam
(SAVIANI, 2005). Com os presos do governo autoritario sendo libertados, e os exilados
retornando ao pais, surgia a Pedagogia Libertadora, de Paulo Freire; a Pedagogia Libertaria de
Celestin Freinet (entre outros); e a pedagogia critico-social dos contetdos. Estas tendéncias,
entendidas como progressistas, viam o curriculo com olhos de amarras. Portanto este assunto
era demasiado complexo, com o perddo do trocadilho, para que se discutissem uma “norma”
que amarrasse 0 ensino.

Até a LDB de 1996 e os PCN ndo havia uma politica publica de curriculo que
definisse de maneira nacional o que deveria ser ensinado. Constatando isso, € com 0s
PCNEM, podemos concluir que os nimeros complexos passam a aparecer como parte do
curriculo obrigatorio entre 2004 e 2006, com heranca dessas tendéncias pedagdgicas,

vivenciadas outrora pelos professores responsaveis pela elaboracédo dos primeiros PCN.
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3 APORTES TEORICOS E METODOLOGICOS

Neste capitulo discorremos sobre a Teoria Antropoldgica do Didatico, daqui para
frente TAD, trazendo alguns dos elementos que serdo utilizados em nossa pesquisa. Nesta
parte do trabalho ficara explicita a escolha da Teoria Antropoldgica para a analise de Livros
Didaticos bem como os processos metodoldgicos envolvidos na analise. A TAD oferece tanto
0s aportes tedricos para uma analise praxeologica, quanto aportes metodolégicos para tais

fins, por ser uma teoria que permite estudar a atividade humana na construgdo do saber.

3.1 Proposta de trabalho e escolha das obras
Neste trabalho propomos realizar um estudo sobre a presenca do conteddo nimeros
complexos em livros didaticos do Ensino Médio. Para este estudo escolhemos analisar todas
as obras aprovadas no PNLD 2018, pois, como este conteddo ndo tem um tratamento extenso
nesta etapa de ensino, acreditamos ser possivel, no espaco de tempo de uma pesquisa de
mestrado, analisar varias obras para, assim, termos uma aproximagdo maior com o que €
proposto para alunos de escolas publicas brasileiras que usam livros do PNLD. Ou seja, estara

bem mais préximo do que ocorre, em sala de aula a respeito deste saber matematico.

Uma analise de LD descortina ao pesquisador diversas paisagens que podem ir
desde o estudo da cultura escolar em uma dada época a identificacdo de possiveis
razdes de dificuldades de aprendizagem e a elaboracdo de sequéncias didaticas.
Conforme o objetivo da investigacdo, uma ferramenta tedrica pode se mostrar mais
pertinente do que outra. (BITTAR, 2017, p. 366)

Uma vez identificados, em cada livro, os capitulos ou sessGes nos quais este tema é
proposto, procederemos sua andlise a luz da Teoria Antropoldgica do Didatico. Reiteramos
que sob a perspectiva tedrica da TAD conseguimos descrever 0s aspectos teoricos e
metodoldgicos em paralelo. Faremos esta escolha metodoldgica, aqui pontuando que ndo € a
Unica maneira de realizar este tipo de pesquisa. A seguir, exploraremos mais essa discussao e

apresentaremos alguns conceitos da TAD.

3.2 A Teoria Antropolégica do Didatico (TAD)
Vamos iniciar refletindo rapidamente sobre o significado dos termos que constituem o
nome deste aporte tedrico.
A palavra Teoria tem seu proprio significado na TAD, ela “é, juntamente com a

tecnologia, o logos de um sistema praxeologico” (CHEVALLARD, 2018, p. 21) isto €, seu
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cerne; a Teoria, em termos da TAD, seria o “tudo”. Observando a etimologia da palavra, em
grego theorein que tem os significados de “olhar”, “observar”, “contemplar” o theoros seria
aquele que contempla, de fora, uma obra. Assim, a palavra Teoria, em si mesma, ja possui um
significado dual, assumindo uma dialética praxeoldgica entre o interior de uma obra e seu
exterior (CHEVALLARD, 2018), ou seja, a contemplagcdo de uma obra, do ponto de vista
externo, e sua esséncia, seu logos.

Em todo campo cientifico de estudo existe um objeto a ser estudado — um objeto de
estudo — e um problema a ser resolvido — um problema de estudo deste objeto. Na TAD néo €
diferente. O objeto de estudo ¢ o Didatico. Uma defini¢do simplista do termo “didatico” seria
a atribuicdo deste adjetivo a qualquer “gesto” (nas palavras de Chevallard) que diante de uma
pessoa, ou de uma instituicdo parece estar propenso a ajudar alguma instancia a avancar,
perante outra, seu conhecimento relativo a algum objeto ali presente.

O caréter antropoldgico da TAD surge como problemética antropoldgica do objeto
didatico. As abordagens cléssicas procuram explicar os acontecimentos de uma sala de aula a
partir do que os alunos realizam ou a partir das agdes dos professores (ou ambos). Além de
observar as condicBes e restricdes enddgenas (abordagem classica) é também necessario
considerar as condicdes e restricGes externas ou estranhas a esse sistema: esta € uma ruptura
epistemoldgica proposta inicialmente em 1980 por Yves Chevallard na Teoria da
Transposicdo Didatica— TTD.

Além disso, é necessario compreender que o0 contexto de pesquisa do didatico é de
onde vém os conhecimentos. Podemos entender que os saberes, ou 0s modos de se fazer ou
executar uma tarefa saem da sala de aula e v@o para outras esferas, outros meios; por
exemplo, as escolas, ou 0s sistemas de escolas que estdo dentro do &mbito de uma instituicdo
geradora do conhecimento “academia cientifica”, que acaba fazendo uma interface com os
sistemas de escolas e a sala de aula. Existe uma sociedade para a qual esse conhecimento €
produzido e praticado, portanto existe uma esfera social, civil, que também estd em conjunto
com as outras esferas, como o exemplo anterior. Essa interface ¢ chamada de Noosfera, “que
significa em grego antigo, intelecto, porque é o lugar onde, em principio, pensamos o que
deve ser ensinado” (CHEVALLARD, 2018, p. 23). Segundo Verbisck (2019, p. 18):

[...] noosfera é a parte da sociedade incumbida da inter-relacéo entre a sociedade e as
esferas responsaveis pela producdo dos saberes; nela estdo inclusos os representantes
e responsaveis pela elaboracdo de documentos e orientages para 0 ensino, e 0s
resultados sdo vistos em documentos curriculares oficiais como os Pardmetros
Curriculares Nacionais, Referenciais Curriculares dos estados, etc.
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Em um sistema didatico estuda-se um saber que, embora mude de uma instituigio!!
para outra, € analisado como sendo uma realidade objetiva com uma materialidade ostensiva
(BOSCH & CHEVALLARD, 1999). Portanto, o saber é uma realidade com a qual uma
pessoa ou uma instituicdo tem uma relacdo ndo vazia. Define-se, assim, a relacdo R(x, o) de
uma pessoa X com um objeto o, isto é, x conhece 0 se R(x,0) # @. De forma semelhante é
definida a relacdo R(p,, 0), de uma posicdo institucional p; em uma instituicdo | a um objeto
0, ou seja p; conhece 0 & R(p;,0) # @. O estudo dessas relacbes entre as pessoas, posi¢cdes
institucionais e saber sdo complexas, mas de forma geral basta, por ora, sabermos que um
bom sujeito de uma instituicdo | é aquele cuja relagdo com os objetos de | se assemelham com
as relacfes que | tem com esses objetos, denotamos: Vo, R(x,0) = R;(p;, 0)

Os conceitos fundamentais até agora sdo: o objeto 0, a pessoa ou individuo x e as

instituicOes 1. Segundo Santos e Menezes (2015):

O objeto O toma uma posicgéo privilegiada em relagdo aos outros temas, em virtude
de ser o “material de base” da construcdo tedrica. Segundo o autor, tudo € objeto, e
ele faz uma analogia com o universo matematico contemporaneo, fundado na teoria
dos conjuntos, em que tudo ¢ um conjunto [...] “todas as coisas serdo objetos”; as
pessoas X e as instituicdes | também sdo objetos, assim como as outras entidades
que serdo introduzidas. O objeto ira existir no momento em que for reconhecido
como existente por uma pessoa X ou instituicdo I. [...] Ou seja, 0 objeto ird existir
caso seja reconhecido por, pelo menos, uma pessoa X ou instituicdo I. (SANTOS &
MENEZES, 2015, p. 649-650)

Assim, podemos exemplificar uma relacdo institucional com um objeto e um bom
sujeito dessa instituicdo. Pensemos, por exemplo, em uma orquestra sinfénica; o objeto desta
instituicdo, ao qual esta instituicdo se relaciona é a musica classica. Podemos denotar a
relacdo institucional R(I,0), onde | € a orquestra e 0 € a masica. Um masico que queira fazer
parte desta instituicdo — uma pessoa x — tera que se adequar a posi¢do p; de forma a se
relacionar com o, da mesma forma, ou muito préxima, a relacdo que | tem com o neste caso,
haja vista que x precisa ser um bom sujeito de | para poder fazer parte de I. Este é um
exemplo de como seria denotado um bom sujeito de I, porém ndo ha um paralelo exato com a
instituicdo escola, isto pois na instituicdo orquestra, aquele que ndo for considerado bom

sujeito de | ndo podera fazer parte dela.

1 Chevallard trata este termo de maneira bem definida; é um importante termo da Teoria Antropoldgica
gue trataremos adiante. E o que é? Falar que é importante ndo é suficiente.
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3.3 Dispositivo social total

Dos termos tedricos tratados até o momento, podemos dizer que os principais trazidos
por Chevallard e colaboradores sdo quatro: objeto, relagdo pessoal ou institucional com um
objeto, pessoa, e, por fim instituicao.

Como dito anteriormente, a nogdo de objeto é pautada em algo existente em uma
instituicdo, ou que habita uma instituicdo qualquer, fruto da atividade humana. Para que uma
instituicdo se configure como tal é necessario que seus sujeitos estejam bem definidos: uma
instituico € legitimada por pessoas'? e/ou sujeitos, e para tanto, quem seriam 0s sujeitos ou
pessoas do LD? Kaspary (2019) afirma que podemos nos guiar para compreender o conceito
deveras entrelacado entre instituicdo, objeto e relagfes institucionais com esse objeto,
pensando na seguinte questdo: “em quais instituigdes, para quem e em quais condi¢fes um
objeto existe ou pode vir a existir?” (KASPARY, 2019, p. 231)

Uma autora que contribui para entendermos institui¢Ges, inclusive na qual Chevallard
se apoiou para elaborar este conceito de instituicdo, € a antrop6loga americana Mary Douglas,
gue se apoiou, entre outros, nos estudos de grupos sociais de Durkheim e Fleck. De acordo
com Douglas (1998) nao é qualquer 6nibus lotado ou feira de domingo que pode ganhar o
nome de instituicdo legitima; para que um grupo social (convencdo) possa ser considerado

como instituicdo é necessario que tenha caracteristica de convengdo cognitiva.

[...] uma instituicdo ndo passa de uma convengdo. [...] uma convencgdo surge quando
todos os lados tm um interesse comum na existéncia de uma regra que assegure a
coordenacdo, quando nenhum deles apresenta interesses conflitantes e quando
nenhum deles se desviard, a menos que a desejada coordenacéo se tenha perdido
(Lewis 1968). Assim, nessa medida, por definicdo, uma convencdo se autopolicia.
[...]- As comunidades ndo crescem, transformando-se em pequenas instituicdes e
essas ndo se transformam em grandes instituicGes seguindo qualquer processo
continuo. Para que uma convencgdo passe a ser uma instituicdo social legitima €
necessaria uma convencdo cognitiva paralela que lhe dé apoio. (DOUGLAS, 1998,
p. 57-58).

Douglas (1998) utiliza o termo instituicdo como agrupamento social legitimado, criada
para resolver algum problema do grupo social. Uma institui¢do, de acordo com a autora, pode
ser a familia (com a autoridade legitimadora sendo o pai ou a mée) ou um jogo (onde a
autoridade legitimadora seja o juiz). Também pode ser difusa, desde que baseada no desejo

comum de um ou outro principio inicial.

12 Em termos de TAD “a pessoa X torna-se sujeito de I, quando se “sujeita” a I. "O objeto O comegara a ‘viver’
para X sob a restricdo da relaco institucional R, (O).” (CHEVALLARD, 1992, p.89). Ou seja, estar na posicéo
de sujeito de uma instituicao implica assujeitamento.
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O autopoliciamento institucional (que consiste na autorregulamentacdo institucional,
que ira delimitar as relagdes institucionais, se elas estdo ocorrendo de acordo com as regras
estabilidades, e se o0s sujeitos de | estdo se relacionando com seus objetos de forma
semelhante a que | se relaciona), caracteristica destacada pela antropologa, serd muito
importante para entendermos alguns termos da TAD, como, por exemplo, o individuo que se
torna “bom sujeito” ou “mau sujeito” de uma institui¢do I. O individuo n&o é bom ou mau em
si, mas quanto mais sua relacdo com os objetos de | for semelhante as relacdes de | com os
mesmos, isto €, quanto mais ele se aproximar da convencdo cognitiva de I, melhor sujeito
desta instituicdo ele serd. Migramos de convengdes sociais durante toda a vida buscando
convengdes cognitivas mais adequadas com a evolugdo ou retrocesso do pensamento pessoal.
As expressdes “bom sujeito” ou “mau sujeito” de | significam ser adequado ou ndo a
instituicdo a instituicdo. Quanto mais adequado a I, o sujeito “assujeita-se” as regras
institucionais de | e se relaciona com seus objetos, quanto menos adequado a I, ocorre o
oposto.

Para Chevallard, somos resultado de todos os “assujeitamentos” institucionais aos
quais fazemos parte desde o nascimento. O tedrico defende a ideia de que ao nascermos,
estamos inicialmente sujeitos a instituicdo familia, a instituicdo linguagem (da familia),
posteriormente, a instituicdo escola, e a partir dai todas as instituices que compdem o0s
quadros sociais da noosfera. Nas palavras do autor,

Uma instituicdo | é um dispositivo social, “total”, que certamente pode ter pequenas
extensdes no espago social [...], mas que permite — e impde — & seus sujeitos, isto €,
as pessoas x que ocupam diferentes posi¢des p ofertadas em I, a implementacdo de
maneiras de fazer e pensar préprios — ou seja, as praxeologias. (CHEVALLARD,
2018, p. 32)

Desta forma, podemos pensar que a sala de aula € uma micro-instituicdo da institui¢do
escola, na qual as posicdes essenciais sdo a do professor e do aluno. Podemos entender as
maneiras como se ddo a implementacdo das formas de fazer e pensar nesses ecossistemas,
escola e sala de aula. Na perspectiva tedrica da TAD a aprendizagem é entendida como sendo
a modificacdo da relacdo de um sujeito a um objeto do saber, ou seja, a relagcdo de x a um
objeto O em um instante é diferente de sua relagdo a este objeto em um instante posterior.
Porém, neste trabalho ndo estamos interessados em estudar a aprendizagem; nosso foco é

estudar que matematica, relativa ao conjunto dos numeros complexos, é proposta para ser
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ensinada no ensino médio. Como esta realidade pode ser investigada? A resposta fornecida
pela TAD é dada pelo quarteto praxeoldgico que passamos a apresentar a seguir.

3.4 Praxeologias

O conceito de praxeologia esta relacionado as instituicbes que impdem certas formas
de pensar e fazer aos seus sujeitos em uma posicdo p em I. (CHEVALLARD, 2018)

Primeiramente, ¢ importante definir o conceito de tarefa trazido na Teoria'®. Este
conceito é entendido como sendo as situacdes a serem realizadas. Estas situacOes estdo
presentes em muitas atividades que desenvolvemos durante nosso dia. Por exemplo, quando
vamos dirigir até o centro de nossa cidade, ha certas maneiras de se fazer isso, dentro da
instituicdo “transito local”; ha também tarefas em torno da atividade “dirigir um carro” tais
como ligar os fardis, dar a seta quando for fazer uma curva, parar ao sinal vermelho, etc. Em
torno dos tipos de tarefas (T), desenvolvidas dentro de uma determinada instituicdo, nasce
uma organizagédo praxeoldgica (CHEVALLARD, 1998).

[...] o modelo praxeoldgico proposto para descrever qualquer atividade, matematica
ou ndo [...] é composto por: tipo de tarefas T; técnicas que resolvem as tarefas desse
tipo; tecnologia (8) que justificam a técnicas e garantem sua validade, e, finamente,
a teoria (®) que justifica a tecnologia. Esse quarteto praxeoldgico é denotado [T, T,
6, ©]. O bloco [T, t] é denominado de pratico-técnico, ou bloco do saber-fazer; e o
bloco [0, ®] é denominado bloco tecnolégico-tedrico ou bloco do saber. (BITTAR,
2017, p. 367)

Em andlises diversas encontraremos muitos tipos de tarefas (T) em relacdo a um
objeto. Por exemplo, um tipo de tarefas T como no exemplo anterior: dirigir um carro. Dentro
deste tipo de tarefas T podemos diferenciar alguns subtipos, Ti. Isto porque, por mais que
“dirigir um carro” seja uma tarefa genérica, dirigir um carro de cambio automatico ¢ diferente
de dirigir um carro de cdmbio manual que, por sua vez, € diferente de dirigir um carro
adaptado. Neste exemplo temos, dentro do tipo de tarefas T: dirigir um carro, as tarefas Ti:
dirigir um carro automatico e T2: dirigir um carro manual.

Para cada tarefa ou tipo de tarefas é necessario uma maneira de resolver ou realizar
esta tarefa. Este é o conceito de técnica. Uma técnica para dirigir um carro pode ser ligar com
a chave, colocar as maos no volante e acelerar. A técnica para T1 sera diferente da técnica

para T, pois além de entrar no carro, dar partida e acelerar, ha especificidades nestas tarefas

13 Sempre que a palavra “Teoria” estiver com letra maiuscula ela ¢ equivalente a TAD.
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que necessitam de técnicas diferentes para sua execucdo. Para carros manuais, a técnica
mobilizada envolve o controle da embreagem, 0 que ndo ocorre com 0 carro automatico (e
para carros adaptados serdo necessarios controle sobre mecanismos especificos, e para tal
técnicas ainda mais especificas).

Tanto a técnica de resolugdo de T: quanto a técnica de resolucdo para T2 sdo
justificadas por um discurso que as legitimam. O motivo de algo ser feito da maneira como é
feito — de uma técnica ser empregada para resolver uma determinada tarefa — é entendido em
termos de TAD como sendo a tecnologia. A tecnologia estd em um nivel de saber mais
elevado, pois, justifica 0 modo como as tarefas sdo realizadas, a maneira como sao realizadas.
Por fim temos ainda o termo teoria, que é um nivel acima da tecnologia. Chevallard (2018)

trata teoria como um saber que justifica a tecnologia.

Figura 2 - Esquema de modelo praxeoldgico

-/"'--- - -“\;
b

Bloco tecnoldgico-tedrico

Tipo de tarefa T Resolve ‘
Técnica T Tustifica
Tecnologia 6
cos oo Teoria B

Bloco pratico-técnico / _
L y
A y

Fonte: propria

Nesta proposicdo de modelo praxeoldgico, conseguimos separar as atividades
humanas que sdao modeladas em um quarteto no qual identificamos dois blocos: saber-fazer e
saber. Ao escrever primeiramente suas proposi¢oes sobre a Transposicao Didatica, Chevallard
(1991) chamou esse segundo grupo de saber sabio, referindo-se a um saber cientifico, ou um
conhecimento instituido, diferente daquele presente no saber fazer. O conhecimento existente
em uma instituicdo ira perpassar ambos 0s grupos migrando de uma esfera institucional para
outra, sofrendo transformacdes com o objetivo de tornarem-se inteligiveis nas instituicbes que
habita.

Analisar as praxeologias que vivem em uma instituicdo identificando os blocos

pratico-técnico (saber-fazer) e tecnoldgico-tedrico (saber) possibilita estudar se hd uma
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valorizagéo de um dos blocos em detrimento do outro e, assim, verificar, dentre outras coisas,
quais saberes estdo sendo mobilizados ali, além do perfil da instituicdo ao valorizar
conhecimentos técnicos ou conhecimentos tedricos. Por exemplo, podemos dizer que um LD
tem uma perspectiva mais tecnicista quando nele houver uma valorizacdo maior do bloco
pratico-técnico. Quando € trazida uma grande valorizagdo do bloco do saber, diremos que nele
ha uma tendéncia teoricista.

Falamos até agora sobre a praxeologia e os dois blocos; do saber-fazer e do saber (em
alguns trabalhos o bloco do saber ¢ denotado como “saber sabio”). O bloco do saber ¢ onde
ocorre a teorizacdo de algo, por exemplo, uma descoberta inovadora na academia cientifica.
Desenvolvido o saber, ¢ necessaria uma “tradugdo” deste para que este saber possa existir em

uma outra instituicdo, por exemplo, a escola (ou outra instituicao).

Para Chevallard todo saber é saber de uma instituicdo®, assim, o saber ndo existe no
vacuo, isolado. Além disso, este saber sofre transformacfes adaptativas conforme a
instituicdo em que vive. Este processo de transformacdes é denominado transposi¢do
didatica (Chevallard, 1991). Cada instituicdo tem um conjunto de condigdes e
restricbes que devem ser respeitadas para que um certo saber possa existir nesta
instituicdo (BITTAR, 2017 p. 366)

Desta forma, temos o quarteto praxeologico [T, 7, 6, O] proposto por Chevallard
(1999). A partir de agora iremos falar sobre dois ingredientes essenciais deste quarteto que de

certa forma viabilizam o0 mesmo, que sdo 0s objetos ostensivos e 0s ndo ostensivos.

3.5 Objetos Ostensivos e Objetos ndo-Ostensivos

De acordo com Chevallard (1999) qualquer produto da atividade humana é um objeto
material ou imaterial. Esse conceito é a base fundamental para o desenvolvimento da Teoria.
Consideramos importante essa pontuacdo pois, como apontado pelo préprio autor, um objeto
ndo existe no “nada”, ele existe a partir de uma ag¢do humana, bem orientada em uma
instituicdo, seja uma macro instituicdo ou micro instituicdo que vai guiar as formas de se
fazer e saber fazer dentro delas.

Quando estamos trabalhando com os conceitos matematicos, estamos manipulando
entidades imateriais, denominadas objetos ndo-ostensivos, e para realizar tal manipulagéo é
preciso fazer uma representacdo desse conceito, representacdo esta que pode ser variada,
como uma figura, um simbolo, uma expressao, entre outros, denominados objetos ostensivos.

De acordo com Bittar (2017), objetos ostensivos sdo aqueles que tém carateristicas

sensiveis, ou materiais, ou seja, sdo dotados de uma realidade perceptivel, que podem ser
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percebidos por algum dos drgdos dos sentidos, inclusive a audi¢cdo. J& os objetos ndo-
ostensivos sdo como as ideias, ou pensamentos, coisas que ndo sdo tangiveis, que s6 podem
ser descritos por meio de objetos ostensivos, como a escrita, uma representacdo simbolica ou
um desenho. Um exemplo de objeto ndo ostensivo é o conceito de nimero que existe porque
demos sentido a ele e o representamos por meio de algum sistema de representagdo como o
sistema indo-arabico, o romano, o maia ou simplesmente pela lingua materna. Por exemplo,
12, XIl, ==, doze, sdo objetos ostensivos que representam a ideia de um numero.

Ao modelar as praxeologias propostas em LD € necessario estudar os ostensivos e
ndo-ostensivos mobilizados pelos autores dos livros, como veremos na analise que

realizamos.

3.6 Organizacdo Matematica e Organizacdo Didatica

Para a TAD toda atividade humana pode ser modelada por meio de uma praxeologia
(o quarteto praxeoldgico, apresentado no item 3.5). Passar roupa, dirigir um carro, usar um
computador ou mesmo “dar uma aula” sdo atividades humanas, logo possiveis de serem
modeladas por meio de um quarteto praxeoldgico.

No decorrer de uma aula o professor se depara com certas situacdes e deve realizar
determinadas escolhas. Por exemplo, um professor do ensino fundamental ird ensinar uma
turma de oitavo ano sobre congruéncia de tridngulos. Nesta turma ele ir4 optar por uma
abordagem mais construtivista, trazendo situacdes sobre o contedo ou simplesmente
apresentara os casos de congruéncia seguidos de exemplos de uma forma mais tradicional?
Durante o processo de elaboragdo e aplicacdo da aula, o professor faz escolhas matematicas e
escolhas didaticas a respeito desta aula. As escolhas didaticas também podem ser modeladas
por uma praxeologia, uma vez que sdo atividades humanas, e, nesse caso, trata-se da

praxeologia didatica, ou organizacao didatica (OD):

O estudo dessa praxeologia é fundamental nas analises de livros didaticos, haja vista
que uma organizacdo didatica estd diretamente relacionada aos paradigmas de
aprendizagem do “sujeito autor” da praxeologia. Gascon (2003) discute possiveis
formas de OD, partindo de trés modelos: teoricista, tecnicista e modernista.
(BITTAR, 2017 p. 368)

Podemos compreender que na TAD héa dois aspectos das atividades humanas de certa
forma complementares, 0 aspecto estrutural descrito pelas praxeologias, e 0 aspecto funcional

gue pode ser analisado por meio do que Chevallard (1999) chama de momentos didaticos. De
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acordo com o autor os momentos didaticos sdo seis: 0 primeiro encontro com o contetdo; o
segundo momento é a exploracdo de um tipo de tarefas T e elaboragdo de uma técnica para
resolver este tipo de tarefas; o terceiro momento é caracterizado como constituicdo do bloco
tecnoldgico-tedrico; o quarto momento é o refinamento da técnica; o quinto momento € o de
institucionalizacdo; e o sexto momento € o de avaliacdo. Destacamos que estes momentos
ndo sdo temporais, ndo seguem, necessariamente, a ordem aqui enunciada. Os dois ultimos
momentos didaticos estdo entrelacados, pois, de acordo com Chevallard (1999, p. 244-245) o
momento de institucionalizacdo € onde aquilo que esta sendo estudado ganha status de valido.
E também onde ocorre a proximidade com o conhecimento matematico e o reconhecimento
dos elementos que compdem definitivamente a organizacdo mateméatica. O momento de
avaliacdo é o momento determinante na relacdo do objeto e o sujeito, ou seja, avalia toda a
organizacdo do conhecimento, ou em outras palavras 0 sucesso da organizacdo matematica
(ou seu fracasso).

Conseguimos entdo caracterizar a praxeologia matematica, ou Organizagao
Matematica (OM) que nada mais € que a organizacdo em volta dos contetdos relativos a
matematica em si; enquanto as praxeologias didaticas, ou Organizacdo Didatica (OD), sdo as
escolhas didaticas feitas pelo professor ou pelo autor de um LD para apresentar determinado
saber. Uma observacdo apontada por Bittar (2017) é de que uma mesma OM com duas OD
diferentes leva a diferentes aprendizados. Isto é, se tivermos em duas instituicGes, por
exemplo, 6° ano A e 6° ano B, dois professores dando aula de um mesmo tema e, se
modeladas as praxeologias matematicas estas forem iguais, porém com organizacdes didaticas
diferentes, entdo ha maior probabilidade de estas escolhas gerarem diferentes aprendizados.

Na perspectiva tedrica da TAD o conhecimento é fruto da atividade humana e deve ser

analisado em termos de organizacGes matematicas (OM) e organizacdes didaticas (OD):

A organizagdo matematica é o estudo em torno da Matematica; e a organizacao
didatica é o estudo do modo como sdo apresentados e estruturados os saberes
matematicos que compBem a praxeologia. Em consonancia com o quadro tedrico da
TAD realizamos [...] uma andlise da organizagdo matemética e da organizacdo
didatica propostas em livros didaticos, o que significa, em resumo, investigar o que é
e como é proposto 0 ensino das operacdes de adicdo e subtracdo dos numeros
naturais (KASPARY, 2014, p. 39)

De forma resumida, podemos diferenciar os termos de organizacdo matemaética e

organizacéo didatica dizendo que:
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Falamos sobre praxeologia matemética — ou organizacdo matematica (OM) —
quando os tipos de tarefas T vém da matematica, e de praxeologia didatica — ou
organizagdo didatica — quando os tipos de tarefas T séo tipos de tarefas de estudo.
(CHAACHOUA & BITTAR, 2018)

Até aqui podemos destacar que o estudo sobre os tipos de tarefas, das técnicas
necessarias para a resolucao destas tarefas, das tecnologias e talvez das teorias possibilitara,
além do estudo das praxeologias didaticas, fornecer dados para dar clareza quanto a
intencionalidade da instituicdo LD para com o objeto “niimeros complexos”.

Antes de prosseguirmos com a analise e com outros termos da Teoria como tipos de
tarefas Ti ou subtipos de tarefas Tij, € importante ressaltar, do ponto de vista da TAD o que se
constitui como Tarefa. Chevallard comenta que uma tarefa estad sempre associada a um verbo,
por exemplo: calcular, resolver, simplificar. Trazendo para 0 nosso tema de estudo, um tipo
de tarefa que pode surgir é: “somar com niimeros complexos”. Para a resolugdo de tarefas, ¢
necessario um modo de fazer, certo? Este “modo” €, em termos de TAD, a técnica utilizada e
assim por diante.

Poderemos, através desta andlise, elaborar uma tabela quantitativa, e ver, por exemplo,
quantas vezes um tipo de tarefas Ti1 aparece, em detrimento de outra T.. Isto podera nos
fornecer dados para entender os objetivos que os livros didaticos tém como tendéncia e talvez
observar 0 modelo dominante presente nessas obras, como apresentado em Teréncio & Bittar
(2020).
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4 ANALISE DE DADOS

Vamos modelar as praxeologias presentes nas obras aprovadas no PNLD 2018 e, para
isso, procuraremos compreender, a partir da quantidade e qualitativa de tarefas, técnicas,
tecnologias e teorias, qual o modelo dominante presente neste PNLD. Ao final sera trazida

uma tabela de dados para resumir a visdo encontrada nesta anélise.

4.1 A instituicdo do LD: PNLD — MEC ou FNDE?

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico — PNLD —, criado em 1985 pelo
governo federal, regulamenta a distribuicdo de material didatico e sua estruturagdo de acordo
com a demanda do pais levando em conta as normas pedagdgicas estabelecidas.

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico também teve seu alcance
ampliado com a possibilidade de inclusdo de outros materiais de apoio a pratica educativa
além dos livros didaticos. Ocorreu o acréscimo de: obras pedagogicas, softwares e jogos
educacionais, materiais de reforco e correcdo de fluxo, materiais de formacdo e materiais
destinados a gestdo escolar. A instituicdo PNLD habitava na macro instituicdo Ministério da
Educacao (MEC), até o ano de 2018. Com a mudanca de governo do presidente Michel Temer
do MDB, com inicio em 12 de maio de 2016 (através da deposicdo da presidenta Dilma
Rousseff) para o governo Bolsonaro do PSL em janeiro de 2019, o PNLD passou a habitar a
plataforma do FNDE.

Fazer esta discussao sobre onde a instituicdo “habita” ¢ importante — iSS0 N0s permite
entender quais as condi¢des e restricdes impostas ao saber de acordo com a | que este habita,
0 que nos leva a uma discussao ecoldgica do saber — quando analisamos 0s niveis de co-
determinacdo didatica, apresentados por Chevallard (2002). Essa terminologia seria dada pelo
autor a relacdo entre a OD e a OM. Para ser explicada, Chevallard se utiliza de termos da
biologia, como ecossistema, nicho, ecologia, entre outros. Chacon (2008) define a co-
determinacdo didatica como um fendmeno em que fazem parte as restricdes e condi¢des pelas
quais a OM e a OD serdo organizadas nas instituicdes. Chaachoua & Bittar (2018) afirmam
que o conceito de niveis de co-determinacdo representa “uma escala para identificar as
condigdes e restricdes que sdo presentes na difusédo de saberes e que permitem estabelecer
relagdes com os diferentes niveis de determinacao” (CHAACHOUA & BITTAR, 2018, p.
34). De acordo com Chevallard (2002) os niveis sdo: civilizacdo, sociedade, escola,

pedagogia, disciplina, setor, tema, assunto; como mostra 0 esquema a seguir:
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Figura 3 - Niveis de co-determinacéo didatica.
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Fonte: Chevallard (2002) apud Chaachoua & Bittar (2018)

O LD atravessa estes niveis de co-determinacdo; € uma questdo da politica publica
brasileira, permeando o nivel de sociedade (brasileira); atravessa o nivel da escola,
pedagogico. De forma geral, o nivel em foco de um objeto que ird ser estudado é o da
disciplina, mas esse nivel sempre estara em constante contato com os acima e 0s abaixo dele
(CHAACHOUA& BITTAR, 2018). O LD representa uma importante ferramenta para a
educacdo bésica, logo, observar os movimentos que ele faz nestes diferentes niveis é entender
0 que pode acontecer com este programa, tdo importante para a Educagao no Brasil.

Como dito no item 2.1 deste trabalho escolhemos trabalhar com as obras aprovadas no
PNLD — 2018 que s&o os descritos na Tabela 1:

14 A avaliacdo de livros didaticos, proposta no PNLD, é realizada para cada nivel escolar a cada 3 anos.

Assim, o de PNLD/2018 corresponde a avaliagdo mais recente no Ensino Médio. Para 0 ano de 2021 os livros a
serem comprados para este nivel de ensino deverdo passar por nova avaliagao.
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Tabela 1: Livros didaticos aprovados no PNLD — 2018

Editora indice Titulo da obra Autor(es)
Editora Atica LD1 Matematica - contexto | Luiz Roberto Dante
& aplicacdes
SM LD2 Quadrante matematica | Diego Prestes; Eduardo
Chavante
Saraiva Educacdo LD3 Matematica: ciéncia e | David Degenszajn; Gelson
aplicacbes lezzi; Nilze de Almeida;
Osvaldo  Dolce;  Roberto
Périgo
Saraiva Educacdo LD4 Matematica para | Kéatia Stocco Smole; Maria
compreender o mundo Ignez Diniz
LEYA LD5 Matematica: interagdo e | Rodrigo Balestri
tecnologia
FTD LD6 #contato matematica Jacqueline  Garcia; Joamir
Souza
MODERNA LD7 Matemética Paiva Manoel Paiva
MODERNA LD8 Conexdes com a | Fabio Martins de Leonardo
matematica

Fonte:

PNLD 2018 / portal do FNDE

Reiterando o método, Bittar (2017) sugere gque para a analise de LD € importante

dividir o livro em parte curso e parte atividades propostas; parte curso é tudo o que ndo é

atividade proposta. Para analisar a OM olhamos parte curso e parte atividades resolvidas;

Para a modelagem da OM ¢ realizada uma leitura, linha por linha, da Parte Curso,
sem esquecer 0s boxes tdo comuns em LD brasileiros e que podem dar a impressao
de trazerem informacdo extra, talvez ndo necessério. [...] Assim, a leitura para a
elaboracdo do quarteto praxeolégico matematico deve ser feita levando em
consideracao todos os elementos de cada pagina do livro, entretanto nem todos seréo
considerados na modelagem realizada. Na Parte Curso, uma tarefa nem sempre é
apresentada explicitamente; muitas vezes o estudo de um determinado contetido é
proposto por meio de atividade resolvida, como, “Vamos estudar como calcular a
altura de um prédio” (BITTAR, 2017 p. 374)

Para atingir nossos objetivos de pesquisa vamos fazer o estudo da organizacdo didatica

e da organizacdo matematica propostas no LD relativa ao contedtdo Numeros Complexos.

Usaremos como aporte metodolégico de classificacdo de tarefas e técnicas da TAD, que

foram descritos no capitulo anterior. Faremos uma analise fina a respeito das tarefas, e

técnicas presentes nos LD que movem o conceito de complexos, observando também o bloco

tecnoldgico-tedrico, o bloco do saber. Com isso queremos mostrar como tem sido o a

proposta deste conteddo no Ensino Médio, para entdo posteriormente procurarmos responder,

a partir das nossas reflexdes baseadas na TAD e na DFO, além do estudo histérico-

epistemoldgico, porque se ensina esse contetdo neste nivel e Ensino.
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4.2 Analises das praxeologias matematicas

Ao estudar as obras a serem analisadas constatamos que das oito obras aprovadas no
PNLD 2018, uma delas ndo apresenta o conteddo de numeros complexos enunciado como
capitulo ou sessdo, o Livro Matemaética Paiva, de Manoel Paiva. Em nenhum dos trés volumes
desta cole¢do este objeto matematico foi apresentado, logo, ela foi excluida desta anélise.

Para tal, a seguir escolhemos duas obras para detalhar o processo de construcéo
didatica que o LD realiza em torno do conjunto dos complexos, isto €, a organizacao
matematica e a organizacgdo didatica do conteido, nessas duas obras.

Essa escolha se justifica pois queremos demonstrar como sdo modeladas a OM e a OD
de LD que partem do mesmo ponto de questionamento, mas que evoluem por caminhos
diferentes: uma que apresenta o conteudo de numeros complexos antes do contetdo de
polindmios e equacdes polinomiais e outra que faz o contrario. Quando pensamos no primeiro
caso podemos inferir que o trabalho deste contetdo antes do trabalho com polinémios confere
ferramentas para o desenvolvimento de raizes complexas de polindbmios de grau n. Mas
guando acontece o contrario, qual seria a razdo dessa escolha que pode apresentar, como
consequéncia, diferentes organizacdes matematicas? As duas obras analisadas neste momento
sdo: “Matematica, conceitos e aplicagdes v.3” — Luiz Roberto Dante ¢ “Matematica para
compreender o mundo v.3” — Katia Stocco Smole; Maria Ignez Diniz. Inferimos que esta
analise pode nos ajudar a modelar as praxeologias e verificar como elas evoluem em cada
caso além de nos possibilitar ter clareza sobre nosso objetivo principal que é a razdo de ser
desse contetido no Ensino Médio.

Ao final, traremos os dados a respeito do bloco prético-técnico em torno dos
complexos nas sete obras do PNLD 2018. Isto pois queremos ter uma ideia de como os
complexos sdo ensinados a partir da analise de LD. Porém, consideramos que no corpo do
texto deste trabalho a analise fina de duas obras corroboram o tipo de pesquisa que
realizamos, e como organizamos nossos dados em torno das sete obras, a fim de ndo termos
uma leitura cansativa e demasiado extensa, a respeito do mesmo tipo de analise.

Como ja foi apontado, nossa analise buscou ser baseada no que é proposto pelo LD e
propositalmente descritiva, isto pois queremos desvendar o curriculo real — que de acordo
com Bittar (2017) pode ser revelado, dentre outros métodos, a partir da analise de LD — e

determinar qual o modelo dominante de ensino deste conteldo.
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4.2.1 LD1: Matematica, conceitos e aplicacbes v.3 — Luiz Roberto Dante

O Livro é dividido em quatro Unidades, separando o tratamento do assunto a ser
trabalhado em cada Unidade. A primeira trata de Matematica Financeira e Estatistica; na
Unidade 2 ¢é apresentada a Geometria Analitica: ponto, reta e circunferéncia; a Unidade 3 é
dedicada ao estudo de Conicas e de Nimeros complexos; e, por fim, na Unidade de nimero 4
ocorre 0 estudo de Polinbmios e EquacGes algébricas, onde o conteudo de numeros
complexos volta a aparecer, desta vez como ferramenta, no Teorema Fundamental da Algebra
(TFA), nas relacdes de Girard e nas formulas de Moivre.

Neste LD o conteudo dos numeros complexos ocorre em dois momentos: na Unidade
3 “Conicas e niimeros complexos” mais especificamente no capitulo 6 “ntimeros complexos”,
dedicando-se por 25 paginas para o tratamento deste conteddo. Depois ele retorna no capitulo

8 da unidade 4, “Equacdes Algébricas” (figura 4) sendo o ultimo contetido do LD.

Figura 4 - Sumario do LD, Unidade 4, capitulos 7 ¢ 8

UNIDADE
.I 4 Polindmios e equacoes algébricas %
CAPITULO 7 capituLo 8
Polindmios Equacoes algébricas
1 Definico m 1 Equacdes polinomiais ou algébricas:
i A ; definicioe elementos 187
2 Funciopolinomial n4 SRS S S
- uacao polinomial ou algébrica 87
Polindmio. na ¢ =
Palindmio identicamente nulo 117 : ’ o
3 Valor numéricode um polindmio ity | |- % Tomma ncimenta) du Algshe =0

& Igualdade de polindmics - 3 Decomposicdo em fatoresde12grau 188

Multiplicidadeda raiz 189

5 Raiz de um polindmio m

6 Opera¢descom polindmios m
Divisdo de polindmios

Métada da chave 178

C 3 rostiva pritico de Briot-Ruffine .. 181

a)

3 5 Pesquisa de raizes racionais
184 de uma equac3o algébrica
de coeficientes inteiros 194

Iy

| S OPH DD E DD
lﬁ‘ w : l:

-y - ‘e -

- i
Fonte: Matematica, conceitos e aplicagdes v.3, 2018, p. 8

L

Raizes complexas nioreais
em uma equac3o algébrica
de coeficientes reais 196

‘4

\

W o M O

Queremos destacar dois pontos. O primeiro é que esta obra (assim como as outras que
analisaremos a seguir) aborda o conteddo em dois capitulos. O segundo ponto diz respeito a
posicdo deste conteudo no ciclo: mesmo que o autor do LD queira trazer um estudo detalhado
sobre 0s nimeros complexos, a posicdo do mesmo como ultimo contetdo a ser estudado,

levando em conta esta organizacdo didatica do livro e o fato de este conteudo nédo ser mais
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contetdo fixo na matriz do ENEM, podem indicar que este contetdo poderé ser negligenciado
ou é um fato a ser pensado quando refletimos sobre o que ocorre, de fato, em sala de aula.

Além dos momentos destacados em que ocorre o tratamento deste conteudo no LD,
também devemos nos atentar ao fato de algumas atividades serem modeladas “fora” destes
campos. Ao final de cada Unidade ou Capitulo o autor dedica um espago para alguns campos
extras. No capitulo 6, que encerra a Unidade 3 deste LD, o autor traz trés seces extras de
estudo: Leitura, Pensando no Enem e Vestibulares de Norte a Sul.

Leitura, segundo Dante, ¢ um espago reservado para “textos que visam ampliar e
enriquecer o contetido estudado no capitulo” (DANTE, 2018, p. 5). Nesta se¢do 0 autor opta
por trazer algumas curiosidades historicas sobre o desenvolvimento do conjunto numerico que
hoje chamamos de nimeros complexos, como o fato de existir uma disputa sobre a resolucéo
de equac0es de grau 3 entre Tartaglia e Girolamo.

A secdo “Pensando no Enem” ¢ ocupada por “atividades contextualizadas que visam o
desenvolvimento das competéncias e habilidades previstas na Matriz do Enem” (DANTE,
2018, p. 5). Isto é importante, pois, como vimos, a Matriz do Enem ja ndo especifica o
tratamento de numeros complexos em seus exames. Neste campo sdo trazidas atividades de
conicas e de numeros complexos — que serdo analisadas.

Na se¢do “Vestibulares de Norte a Sul” o autor se dedica mais uma vez em trazer
atividades extras a respeito dos conteudos estudados, porém com foco nos vestibulares
julgados mais importantes e/ou populares do Brasil, isto é, sdo “questdes de vestibulares, de
todas as regides geograficas do Brasil relacionadas aos conteudos estudados.” (DANTE,
2018, p. 5).

Durante o desenvolvimento do conteddo dentro do capitulo, podemos dividir os
exercicios em dois grupos. A primeira a ser explorada sdo os Exercicios Resolvidos, que
segundo o préprio autor € um campo que Vvisa a resolucdo detalhada do exercicio, porém que
ndo tem a intencdo de servir como modelo, mas sim inspirar resolucdes e estratégias para 0s
alunos. O segundo é o campo de Exercicios Propostos, que, nas palavras do autor sao
“essenciais para a aprendizagem. Ajudam a fixar e aprofundar os conteudos estudados.”
(DANTE, 2018, p. 4). Fato a ser posto em evidéncia € que 0 autor sugere gque muitos desses
exercicios sejam realizados em duplas — na analise das atividades ficara claro como o autor
sugere isto - indicando além de uma OM do conteudo uma OD ja que propde, de certa forma,

uma maneira de fazer.



58

Por fim, achamos importante destacar que durante todo o trabalho com o contetdo sdo
trazidos alguns cards que recebem o titulo de “Para Refletir’, “Fique Atento” ou “Vocé
Sabia”. Sua finalidade ¢ chamar a atencdo do estudante para um fato ou dar dicas para o

estudo.

4.2.2 Organizagdo do conteldo: CAPITULO 6 - Nimeros complexos

Neste LD o autor comeca por trazer um estudo acerca dos conjuntos numéricos —
Retomando: conjuntos numéricos — onde brevemente sera trazido no texto uma definicéo de
cada conjunto numérico para chegar a uma importante definicdo de que um conjunto

numérico esta contido em outro, vide a figura 5.

Figura 5 - Defini¢8o de conjuntos numéricos

Da uniao dos racionais com os irracionais surgem os numeros reais (R):

R=QUIr

Portanto, podemos identificar IN como uma parte de Z, Z como uma parte de ) e ©Q como uma parte

de IR e escrever:

NCZCQCR

Sabemos que, se x € R, entao x2 = 0. Assim, a equacao x4+ 1=0n3otem solucioemIR, pois:
X +1=0=2x"= -1= x= -1

e nao existe um namero real x que elevado ao quadrado resulte —1. Por isso, temos de estender o conjunto
dos numeros reais para obter um novo conjunto chamado de conjunto dos niumeros complexos.

Fonte: DANTE (2018 p. 145; grifo nosso)

O primeiro encontro com 0s numeros complexos € realizado por meio do andncio de
uma necessidade. E este momento prossegue com uma argumentacdo sobre algumas
condigdes que este novo conjunto deve satisfazer e o fato de que este novo conjunto deve

conter o conjunto dos numeros reais:

O conjunto C é um conjunto cujos elementos — o0s numeros complexos — devem
ser tais que possam ser somados e multiplicados, e também possibilitem a extracdo
da raiz quadrada de um nimero negativo. Logicamente, 0s nlimeros reais precisam
ser elementos desse conjunto C, e as operacOes de adicdo e multiplicacdo realizadas
com os ndmeros reais no conjunto C devem ser as mesmas ja conhecidas. Note que,
se isso ndo fosse observado, o conjunto R ndo seria um subconjunto de C. (DANTE,
2018, p. 146)

O momento de exploragdo de um tipo de tarefas T € um momento didatico em que as
primeiras técnicas para resolucéo de tipos de tarefas que definimos como T1 sdo apresentadas.

A partir do questionamento sobre a ndo existéncia de um nudmero real que elevado ao
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quadrado resulte em um ndmero negativo, é apresentada a primeira praxeologia, que

denominamos go:

0
To:x% +k =0,k > OR

To:x’+k=0=x=+V—k

Percebe-se que parte das tarefas de go ndo podem existir nos reais (k >0). Para tal
Dante (2018) afirma que é necessario expandir o conjunto dos reais para que este tipo de
tarefas possa ser resolvido.

Alguns tipos de tarefas e técnicas sdo apresentados como exercicios resolvidos ao
longo do LD. Entendemos que estas sdo as técnicas que se deseja que os alunos mobilizem
diante de tarefas do mesmo tipo, dai a importdncia de olharmos para estas atividades
(TERENCIO & BITTAR, 2020). Algumas destas podem ser observadas nos exercicios
resolvidos acerca da forma algébrica de um complexo qualquer.

A forma algébrica de um nimero complexo é apresentada com a defini¢do do conjunto

Z e das partes real e imaginaria de um nimero complexo.

Todo nimero complexo z pode ser escrito de maneira Gnica na forma:

z=a+ bi(a €R,b € Rei? = —1);
Essa € a forma algébrica ou forma binomial de escrever um nimero complexo.
Observemos que um nimero complexo escrito nessa forma tem duas partes: a parte
real de z, Re(z) = a e a parte imaginaria de z, Im(z) = b. (DANTE, 2018, p. 146)

Nesta defini¢do de conjunto dos complexos, por exemplo, sdo apresentadas as técnicas
para descrever como separar a parte real de z da parte imaginaria de z, além de na definicdo
constar também a técnica primeira para manipulacdo de raizes de indices pares de nimeros
negativos, na sentenga “i> = - 1.”

O primeiro tipo de tarefas identificado é relativo a adicdo de dois complexos, sendo

definida a técnicas, constituindo a praxeologia g1:

T1: Adicionar dois nUmeros complexos, z1 = a1 + bii e z2= az + boi
T1: 21+ 22 (a1 + bii) + (a2 + b2i) (a1+ a2) + (b1+ bo)i

As tarefas que classificamos como sendo do tipo 2 sdo aquelas que lidam com a

subtracéo de complexos, na forma algébrica.

T2: Subtrair dois nimeros complexos, z1 = a1 + bii e z2= az + bai:
T2: 21 - 22 = (a1 + b1i) - (a2 + b2i)= (a1 - a2) + (b1 - b2)i
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Algumas duvidas surgiram durante a classificacdo dos tipos de tarefas que estamos
enunciando. Uma delas seria se englobariamos a adicdo e a subtracdo como uma tarefa de
mesmo tipo, pois o aparato tecnologico é bem parecido, e as técnicas também. Porém
separamos estas tarefas em dois tipos diferentes, mas entendemos que elas fazem parte de um
grupo de tarefas e técnicas que irdo fornecer técnicas e tecnologias para a evolucdo das
praxeologias dos complexos que envolvem o tratamento trigonométrico e o Teorema
Fundamental da Algebra.

Classificamos como sendo as tarefas do tipo Tz: Multiplicar dois nimeros complexos,

dados na forma algeébrica:

Ts: Multiplicar dois niumeros complexos dados na forma algébrica, z1 = a; +
biie zo= ax + boi:

73: 21 X 22 = (a1 + b1i) X (a2 + b2i)= (a1 x a2) + (a1 X bi) + (b1i X a2) + (bii
X boi)=(ar X a2) — (b1 x b2) + (a1 X b2i) + (b1i x a2)

Por hora estamos colocando as técnicas das primeiras tarefas deste tipo. Como foi dito
anteriormente, com a evolucdo do contelido outras técnicas surgirdo quando estas forem
perdendo o alcance.

O tipo de tarefas T4 tarefa é aquele que lida com as poténcias de um ndmero

complexo:

T4: Calcular a poténcia de um nimero complexo, z1", z1 = a1 + bsi

*Quando n = 2, podemos aplicar 72; Quando n > 3 usa-se t3: aplicar a
férmula de Moivre z™ = p™[cos(n@) + sin(nb)]

Para calcular a poténcia de um ndmero complexo, z1", quando n for menor ou igual a
trés podemos aplicar a propriedade distributiva e realizar o quadrado ou o cubo destes
(aplicando t2), porém, para n superior a trés, esta técnica perdera forca, o que chamamos em
termos de TAD de alcance da técnica. Logo serdo necessarias novas técnicas, novas maneiras

de saber fazer, mas por hora podemos pensar no esquema abaixo:



Figura 6 - Esquema de interseccdo de técnicas para tarefas diferentes

Quando n = 2, podemos aplicar Ts:

Perda de alcance de 13 : T4: aplicar a primeira formula de Moivre

Fonte: propria

Neste esquema a intersecdo entre Tz e T4 (indicada pela seta) representa o uso de uma

mesma técnica para 0 mesmo tipo de tarefas diferentes.
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A partir da definicdo algébrica de um complexo qualquer surge a definicdo dos termos

de imaginario puro e real puro, visto que a partir da definicdo qualquer nimero real é também

complexo. Quando o coeficiente a for zero, 0 nimero complexo serd imaginario puro, pois a
parte real serd igual a zero; ja quando o coeficiente b for zero, a parte imaginaria sera igual a

zero, ficando somente a parte real, ou seja, um real puro. Esta constatacdo € importante do

ponto de vista matematico, pois, permite compreender que todo nimero real (por defini¢do) é

um complexo cujo coeficiente que acompanha a unidade imaginaria vale zero.

Figura 7- Definigdo algébrica de um complexo — parte real e parte imaginaria

z = a + bi
partE:real parrtE
dez imaginaria
dez
Voo
Relz)=a Imlz) = b

Fonte: Dante, 2018 p. 146

Surgem entéo as tarefas do tipo Ts, que séo relativas a resolucdo de igualdades. Essas

tarefas geraram conflitos no momento da classificagdo pois estas aparecem quase como

tarefas auxiliares para a exploracdo de técnicas algébricas para o tratamento dos objetos de C.

E também neste ponto do LD que é apontado o fato de que como i? = —1, este conjunto

admitira raiz quadrada de numeros negativos, e exemplifica com a raiz quadrada de - 25:

V=25 = /25 (-1)
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i2=—1x,/25-(=1) =252

J25-i2 = 5i

A exploragdo desta técnica (i2 = —1) permite a expansdo do conjunto de tarefas ja
colocadas, como o surgimento de novas tarefas em C. A partir daqui o autor segue com a
primeira secdo de Exercicios Resolvidos (totalizando 7) e a primeira secdo de Exercicios
(totalizando 8 atividades). Vide as tarefas do Tipos Ts e Te e as técnicas exploradas na
resolugdo das mesmas que surgem neste ponto do LD nos quadros a seguir.

Antes de introduzirmos o quadro contendo o tipo de tarefas seguinte, vamos ver um
exemplo deste tipo de tarefas na figura 8.

Para este tipo tarefas colocamos todas as tarefas que solicitam encontrar uma incognita
dentro de uma equacgdo de grau um ou dois, com condicGes pré-estabelecidas. Neste exemplo
da figura 8 os requisitos sdo encontrar a incognita de forma que no item a 0 complexo seja um
imaginario puro (o que classificamos como um subtipo de Ts; e no item b um namero real,

que também classificamos como outro subtipo de Ts):

Figura 8 - Exemplo de Ts — Encontrar a incdgnita que satisfaca a igualdade

2. Determine o valor real de x para que o nimero
complexo:
a) z = (1 — 2x) + 3i seja um ndmero imaginario
puro.
b) z = 6 — (3x — 5)i seja um ndmero real.

Fonte: Dante, 2018, p. 147

Ts: Encontrar a incognita que satisfaca a igualdade:
Ts: operar no conjunto dos complexos com as técnicas auxiliares de equacao
em R: sendo x a incdgnita desejada, entdo:
- Paraigualdadesdegrau 1: ax+b=c=ax+b—b =O—b:>x=_7b

- Para igualdades de grau 2: ax? + bx + ¢ = 0 = Bhaskara ou diferenca de
quadrados;

- Para igualdades com grau superior, reduzir para grau 2, por exemplo:
ax* + bx? + ¢ = 0, chamando x? = u, temos au? + bu + ¢ = 0

Esta 75 pode como mostrado no quadro acima inclui técnicas auxiliares de resolugédo
de equacdes de primeiro e segundo grau. Pensamos em classificar este tipo de tarefas pois é o
principal modo que o LD em questédo faz para explorar a manipulacdo algébrica do conjunto

dos complexos. A manipulagdo das unidades imaginarias por vezes faz parte destas
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igualdades, mas ocorre em casos especificos (um dos tipos de tarefas de Ts); muito do que é

explorado séo as equacdes de primeiro e, por vezes, segundo grau.

Figura 9 - Exemplo de Ts — Encontrar a incognita que satisfaca a igualdade

2. Determine o valor real de x para que o nimero

complexo:

a) z = (1 — 2x) + 3i seja um ndmero imaginario

puro.

b) z = 6 — (3x — 5)i seja um ndmero real.

Fonte: Dante, 2018, p. 147

Te: Calcule o valor das unidades imaginérias
76: Utilizar da relagdo de que i? = —1

Neste LD, a tecnologia 6 envolta na praxeologia g, que engloba as tarefas do tipo T6

e seus subtipos é apresentada em um exercicio resolvido. Consideramos assim, pois, a técnica

que podera ser utilizada para resolver as tarefas deste tipo € produzida por meio de uma

explicagdo, como podemos observar na figura 9:

Figura 10 — Desenvolvimento da técnica para resolucdo de Te
Observe que as poténcias de i comecam a se
repetir depois de i*. De modo geral, temos:

I'4V." - l[l'd-]?." - -'l

i =("i=1i=i

= (2 =1 (1) = -1

M= (4R =1-R-i=1- ()i =i
Ou seja:

jntE =P

Fonte: Dante, 2018, p. 147

A discusséo em torno das tarefas de tipo Ts se justifica por se caracterizarem como o

principal elemento do Conjunto Complexo. As unidades imaginarias e a manipulacdo

algébrica das mesmas é necessaria para se saber operar em C.

O trabalho em torno das tarefas de tipo Ts, bem como seus subtipos, a técnica envolta

na resolucgdo e a tecnologia explorada, permite a expansdo do estudo sobre complexos. Esta

expansdo comeca a ser notada no item 3 deste capitulo com a apresentagdo do conceito e

definicdo de Conjugado de um numero complexo. Este assunto serd introduzido como um

recurso para definir o inverso multiplicativo de um nimero complexo, isto €, definir um
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, 1 1 . ~ P |
namero complexo - tal que ~z= 1ez=a+bi. A questdao “Como podemos definir - na

forma algébrica?” é que trara a necessidade de definir o conjugado de z, como sendo Z = a —
bi (nesta obra).

Ao final deste item séo colocados um total de 3 Exercicios Resolvidos com a intengdo
.. , 1 ~ . ;. .
de demonstrar como definir o tal namero complexo ~ Nao ha campo de Exercicios neste item.

Ao seguir para o item 4 deste capitulo podemos entender que uma das possiveis
intencdes do autor, ao trazer o conjugado como resposta a definicdo de um inverso

multiplicativo é usar o mesmo para a Divisdo de numeros complexos, assunto deste item. De

. . . , z
forma bem sucinta o autor define que: “o quociente entre dois nimeros complexos = com
z

2

Z1

z, # 0, é dado por —= j—l.?.” (DANTE, 2018, p. 150). Isto pessoalmente pareceu estranho
2 2 2

pois enquanto pesquisador e professor, temos 0 conhecimento empirico de que o autor deste
LD se preocupa com rigor matematico, e neste caso, ndo houve uma justificativa tecnoldgica
muito avancada.

A partir desta definicdo, sdo postos 2 Exercicios Resolvidos — um com intencdo de
definir o inverso multiplicativo de z na forma algébrica usando o conjugado, e 0 outro com a
intencdo de demonstrar a divisdo entre complexos usando o conjugado — e uma nova segéo de
exercicios. As tarefas presentes até entdo surgem com suas técnicas de resolugdo como

mostram 0s quadros a seguir:

T7: Resolva a equagéo de primeiro ou de segundo grau

T7: Utilizar de 75 - isolar a incognita para equacdo de grau 1 e Bhaskara para
equac0es de grau 2.
T71: Resolva aequacédo de graunem C.

771 Utilizar a relagdo i?2 = —1 quando obtiver um termo negativo em
radiciacdo.

As equac0es de tipo T7 aparecerdo em todas as obras. No momento de classificacéo e
separacao notamos que em algumas obras surgem subtipos de T7. Estes estardo na tabela final
de classificacdo. As técnicas relativas a estas tarefas sdo as técnicas auxiliares como descritas
em 1t s, e Bhéskara, principalmente. Este tipo de tarefas tdo presente no conjunto dos reais,
mas que ndo possuem solucdo quando se encontra um termo negativo “dentro da raiz
quadrada”; passa a ter solugdo no conjunto dos complexos, bastando para tal aplicar a relagdo

das unidades imaginarias e se chegar as solugdes, neste caso solu¢bes complexas da equacao.
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As tarefas do tipo Ts também surgem com a exploracdo da operacao de divisao entre
complexos, ou representagdo candnica (z = a + bi) de um complexo na forma fracionéria e a

exploracdo da definicdo de conjugado de um complexo.

Ts: Escreva o complexo dado na forma fracionaria na forma canénica a + bi.
Tg: Utilizar da definigdo de conjugado de que:
X X a—bi xa—xbi
T = ot i
a+bi a+bi a—bi a?+b?

No tratamento de To2 0 LD explora a técnica 9.2 Semelhante ao que foi feito com Té.
Quando isso ocorreu 0 que notamos foi a necessidade de manipular as unidades imaginarias
do conjunto dos complexos para expansao da praxeologias dos objetos matematicos deste
conjunto. Neste caso, indaga-se se a razdo de ser deste objeto neste LD esté se desenrolando
para um ponto especifico, dadas as ferramentas que estdo sendo valorizadas no tema. A figura

10, a seguir, mostra como ocorreu esta justificativa tecnoldgica.

To: Efetue a divisdo entre complexos.
To.1: Divida complexos na forma algébrica

To: z—1=z3=>21=zz-z3 resolucdo via sistema de variaveis dos
2

coeficientes de z3
To.:2 = =% - 2 resolucdo via definicao de conjugado.
2 2 2

To: Determine o inverso multiplicativo de z.
Tg2: Seja z = a+ bi, entdo:

1 a b

E - i
z a*+b?2 a?+ b2

Desde o inicio da exploracdo deste tipo de tarefas Tq 0 autor se preocupou em deixar
claras as técnicas que 0 mesmo valoriza, ou pretende valorizar, para a resolucdo destes tipos
de exercicios. O aparecimento dessas técnicas em exercicios resolvidos indica que estas sdo as

técnicas que o autor deseja que sejam mobilizadas por quem usar este LD.
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Figura 11 - estudo da técnica para resolucédo de To

9. Dadoz#0,determine L naforma a+ bidetalmo-
z

doquez- 1= 1(questdo proposta anteriormente).
z

Resolucao:

Basta multiplicar numerador e denominador porz,
ou seja, pelo conjugado de z, que é diferente de 0,
pois z # 0. Assim:

1 i_> 1 a—bhi a=—hi
z 2z a+bi la +billa—bi) a’+b?
a b

>

T @b @+ b

Logo:
1 a _ | b
z at + b at + b at + 4

Fique atento

. .1

Sez#= 0, — éoinverso
z

multiplicativo de z e pode ser
indicado também porz~.

Fonte: DANTE, 2018, p. 149; grifo nosso.

Ocorre também a exploracdo das tarefas relativas a determinar o conjugado de um
namero complexo qualquer. Decidimos separar este tipo de tarefas da operacdo de diviséo
entre complexos e de inverso multiplicativo. Entendemos que determinar o conjugado de um
complexo, como tarefa, serve para explorar a técnica que sera utilizada para o inverso

multiplicativo e para divisao, posteriormente outros tipos de tarefas.

Ti0: determine o conjugado de um complexo z.

T10: Seja z = a + bi, 0 conjugado de z é indicado por Z e dado como por Z =
a— bi

Nos proximos itens do LD serdo tratados os assuntos geométricos do conjunto dos
complexos oscilando entre representacdo geométrica e representacao trigonométrica.

No item 5, Representacdo geométrica dos numeros complexos, se da inicio ao estudo
das representacdes geométricas por meio da introducdo do plano de Argand-Gauss, definindo
gue neste plano o complexo z = a + bi sera representado por um ponto P (a, b) no plano:

Conforme foi dito anteriormente, os nimeros complexos podem ser representados de
varias formas. [...]. Outra maneira de representar um complexo z é por meio de um
par ordenado de nimeros reais. Assim, se z = a + bi, podemos escrever que z = (a,
b). (Gauss sé usava essa notacdo). Também sabemos que a cada par de nimeros

reais (a, b) esta associado um Unico ponto do plano. Logo, podemos associar a cada
namero complexo z = a + bi 0 ponto P do plano de coordenadas a e b, isto z, P (a, b).
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O plano cartesiano no qual estdo representados 0s numeros complexos é
denominado plano complexo ou plano de Argand-Gauss. Dizemos que o ponto P (a,
b) é o afixo do nimero complexo a + bi. (DANTE, 2018, p. 151)

Primeiro vé-se uma preocupacdo no LD de fazer a passagem da representacdo
algébrica para a geométrica com varios exemplos desta passagem de representacdo. No
momento seguinte ja percebemos a interpretacdo geométrica de outros conceitos trazidos,
como o conjugado, seguido de um campo de Exercicios Resolvidos cujo objetivo gira em
torno de fazer a passagem da representacao algébrica para a geométrica no plano complexo, e
fazer operacdo de adicdo algebricamente e geometricamente através dos complexos
apresentados no plano.

As tarefas relativas ao tratamento geométrico do conjunto dos complexos séo bastante
presentes nos LD. Os dados quantitativos estardo descritos ao final da analise da classificacéo

das tarefas e técnicas relativas ao conjunto complexo.

T11: Represente o complexo z = a + bi no plano complexo.

T11:Seja z = a + bi um complexo qualquer na forma algébrica, entdo sua
representacdo no plano complexo serd dada pelo ponto P: P (a, b), com a sendo o
coeficiente real de z e b o coeficiente da parte imaginaria de z

Ocorrem alguns subtipos de T11, mas sempre estdo ligados em “achar o ponto”, ou
“determinar o complexo no plano”, variando os operadores (por vezes ocorre um subtipo que
classificamos como representar a raiz da equacdo no plano complexo, por exemplo). O
conjugado e o modulo também estdo bastantes presentes neste tipo de tarefa especifico,
solicitando sua representacdo geométrica. Observamos 15 tarefas relativas ao tipo de tarefas
T11.

Ocorre também o surgimento de algumas tarefas que solicitam a passagem da
representacdo geométrica para a forma algébrica. Esses tipos te tarefas aparecem menos do
que as de T11 (contamos 2 ocorréncias), entdo classificamos como T12 0s tipos de tarefa que
lidam com a passagem da representacdo geométrica para a forma algébrica.

Ti2: Represente um complexo representado pelo ponto P (a, b) na forma
algébrica.

T12: Seja z um ponto P de coordenadas P(a, b) no plano complexo, entdo sua

O modulo de um namero complexo, sera trabalhado fazendo um link com o Teorema
de Pitagoras, através da representacdo de um vetor da origem ao ponto P (a, b), vide fig. 11.
Esta escolha didatica é interessante visto que a representacdo algébrica e geométrica ja foi

demonstrada, e estudada, a definicdo de mdédulo como sendo a distancia de um ponto no plano
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a origem (0, 0) possibilita que o leitor possa olhar para esta representacdo neste LD e ndo veja
somente uma férmula, mas pelo menos dois registros do contetdo.

Essa representacdo geométrica sera a justificativa tecnolégica para novas técnicas,
como por exemplo a passagem da representacdo geométrica (como ponto ou semirreta do
ponto a origem). Aplicando Pitdgoras no tridngulo de catetos a e b, e hipotenusa igual ao
modulo, podemos fazer as relagbes matematicas para se chegar a representacdo

trigonométrica.

Figura 12 - Definigdo de médulo de um ndmero complexo no plano de Argand-Gauss.

2P =a*+ b= |z] = Ja? + b?
L ¥
Pla, b)ou
_____________ :aﬁxadez'—ﬂ+bi
Q ib
- x
0 a A

Fonte: DANTE, 2018, p. 153

Logo, essa “passagem” de representacdes de um complexo na forma algébrica > forma
geométrica > forma trigonométrica, seguem um raciocinio e um fim. Nem todas as obras
analisadas seguem essa ordem de representacdo e estudo, mas neste LD, comecamos a
visualizar que talvez, nesta obra, os complexos caminhem para as formulas de Moivre e 0
TFA.

As tarefas que lidam com o mddulo de um complexo foram classificadas como Tia.
Apareceram subtipos de Ti3, principalmente ligadas a encontrar a distancia entre dois pontos
(definicdo de médulo, geometricamente) ou como aconteceu com o conjugado, interpretar ou

representar o resultado de uma expressao humérica com complexos.

Ti3: Calcule os modulos dos complexos.

T13: Seja z = P(a, b) entdo o modulo de z € a semirreta com origem em O e
extremidade em P, e dado por |z| = Va? + b2.

A 113 € introduzida a partir da utilizacdo de técnicas auxiliares para se chegar a esse
resultado. A tecnologia € estudada a partir do estudo da representacdo geométrica do modulo,
como mostra a figura 13, adiante.
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O mobdulo de z € um namero real, positivo ou nulo. Parece ser trivial frisar esta
informacdo, porém ser& importante (por mais que matematicamente seja claro) para utilizacdo
em outras tarefas que surgirdo com a evolucdo das praxeologias matematicas dos complexos.

Essa representacdo geométrica sera a justificativa tecnolégica para novas tecnicas,
como por exemplo a passagem da representacdo geométrica (como ponto ou semirreta do
ponto a origem). Aplicando Pitagoras no triangulo de catetos a e b, e hipotenusa igual ao
modulo, podemos fazer as relacbes matematicas para se chegar a representacdo

trigonométrica.

Figura 13 - Justificativa tecnologica de 113
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OAP, temos:

21> = @’ + b’ = |z] = Ja® + b?

¥
________________ Pla,b)ou
/?aﬁxodez = g + bi
?/ H
:
[+ x
i) a A

Observemos que essaigualdade vale também para os pontos situados nos eixos e nos demais quadrantes.
Entdo podemos dizer que, dado um nimero complexoz = a + bi,chama-se médulo de z e indica-se por
|z| o numero real positivo ou nulo dado por:

2| = Va* + b?

Fonte: DANTE, 2018, p. 153; grifo nosso

Para introduzir a forma trigonométrica de um nimero complexo, item 7 deste capitulo,
0 autor, opta por ligar os dois conceitos trabalhados anteriormente, a representacédo algébrica e
a representacdo geométrica no plano complexo. A partir dessas representacdes é introduzido o

conceito de argumento de um namero complexo: seja um ndmero complexo z = a + bi
representado no plano complexo, e o vetor Oz onde O é a origem no plano complexo, o

angulo 6 formado entre 0z e o eixo x, onde 0 < 6 < 2w é o argumento principal de z
(DANTE, 2018).
E para demonstrar a forma trigonométrica do nimero € usado o teorema de Pitadgoras

como recurso didatico, da seguinte maneira:
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Figura 14 - Represgnta(;ﬁo de z = 5 + 4i no plano complexo, como exemplo

B a z
A ——mmmmmmm e mmm e -
]

1

]

3 }
]

1

]

: ° b
1

1

1

1 I
:

(0] B /‘I\A

S4{-0 1 2 3 4 5 6

Fonte: propria

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo OZA, pode-se chegar a representacao
trigonométrica de um nimero complexo, onde p = |z|:
z=a+bi,z+0
|z| = p =+ a?+ b?

Trigonometricamente sabe-se que:

a
cosf = —
p
Logo:
a=p-cosd
Sabe-se também que:
) b
sinf = —
Logo:
b =p-sinf

E como z = a + bi, tem-se:
z =p-cosf + p-sinbi
z=p-(cosb +i-sinb)
Como sendo a Representac&o trigonométrica de um complexo z. E desta forma que no
LD é realizada a passagem da representacdo algébrica para a forma trigonométrica.
Epistemologicamente faz sentido, pois primeiramente a preocupacdo eram as solugdes de
equacdes de terceiro grau, nos campos da &lgebra, posteriormente surgiram trabalhos em

geometria analitica e outros campos da matematica com conjunto C. Também podemos
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observar que os Registros de Representacio’® sdo comumente adotados pelo autor, ao se
comentar sobre as passagens de um conceito para outro.

O LD define z = p - (cos@ + i - sin@) como forma trigonométrica de z ou forma polar
de z; a partir dai segue no LD uma pagina de exercicios e atividades propostas. Nestas
atividades sdo propostos gque os alunos manipulem a passagem de um registro algébrico para
um registro geométrico e trigonométrico; também é pedido que se faga o contrario, a partir da
representacdo trigonomeétrica € mostrado nessa atividade como se obter o registo algébrico. A
partir do campo de Exercicios Resolvidos, passa-se para 0 campo de Exercicios, com objetivo
de mobilizar os conceitos de representacdo no plano de Argand-Gauss, calculo do modulo,
calculo do argumento de z, transformacGes de registros algébricos e geométricos e vice-versa.

Estas séo as tarefas de T14 e T1s, coOmo mostram os quadros a seguir:

T14: Determine a representacdo geométrica e/ou a forma trigonométrica do
namero complexo.

T14; Seja z = a + bi, sua forma trigonométrica ou polar é dada por z =p -
(cos@ + i - sinB), onde a letra grega “rd” representa o modulo de um complexo.
T14.1: desenhar um plano cartesiano e usar de 712,

Anteriormente, no estudo de médulo frisamos o fato de este ser sempre um numero
positivo ou nulo. Nesses tipos de tarefas as técnicas de operaces no conjunto dos complexos
comegam a aparecer como ferramentas para novas tarefas a serem respondidas, com técnicas

aprimoradas. Fazer a operacdo oposta da proposta de T14 S0 0s tipos de Tis:

Tis: Determine a forma algébrica dos complexos apresentados na forma
trigonométrica.

T15: sejaz = p - (cosB +i-sinf) um complexo na sua forma
trigonométrica, sua forma algébrica é dada por z = a + bi, calculando-se 0 médulo,
o seno e cosseno do angulo dado, ou seja, resolvendo a “equacdo” indicada.

Antes de prosseguir, queremos justificar a maneira como escrevemos “T14: Determine
a representagdo geométrica e/ou a forma trigonométrica do nlimero complexo”. A palavra
geométrica parece fazer alusdo ao afixo de z, ndo é o caso. O que se pede é a representacdo,

ou interpretacdo geometrica (se assim podemos dizer), do que se esta sendo calculado. As

15 A Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (RRS) foi desenvolvida pelo pesquisador Raymond
Duval, a partir dos estudos sobre semidtica de Charles Sanders Peirce e Ferdinand de Saussure (MORETTI e
THIEL, 2012). E uma lente geralmente usada para estudar diferentes tipos de representacdo sobre um mesmo
objeto, como a lingua fala, escrita, escrita algébrica, grafico, etc.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Raymond_Duval
https://pt.wikipedia.org/wiki/Raymond_Duval
https://pt.wikipedia.org/wiki/Charles_Sanders_Peirce
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_de_Saussure
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técnicas empregadas aparecem no exemplo a seguir, do exercicio resolvido 19, como mostra a

figura 15, a sequir:

Figura 15 - Exemplo de “T14: Determinar a representagdo geométrica e/ou a forma trigonométrica de
um niimero complexo”.
19. Determine a representacao geométricae a forma
trigonomeétrica do numero complexo dado em

cada item:
A z=1+iv3 c) z=2i
byz=-1+i dz=-3
Resolucao:

aa=1leb=+3

Entao:

lzZl=h+iW3|=y2+ 317 =Ja =2

cosb‘—i—l
lz| 2
—
senf= b =J3_ ::sf)—arg[z]—?
\ 2
D=0<iw

0]
Portanto, a forma trigonométrica € dada por:

z=|z|(cos @+ i-sen 6) =2 :os% f i-sen%]

Fonte: DANTE, 2018, p. 155

Como podemos ver na imagem anterior, uma técnica auxiliar que aparece na resolucdo
deste tipo de tarefa é a de médulo de um complexo, como apontamos que aconteceria.

Posteriormente 0 que observamos neste LD foi a exploracdo das operacfes de
multiplicacdo e divisdo de complexos na forma trigonométrica como sendo subitem do item 7
do capitulo. Analisando o objeto de estudo ao qual estamos debrucados essa escolha pode ter
sido feita pelo autor deste LD por trabalhar opera¢des dentro de um conjunto numérico que
ndo é familiar para os alunos, além do fato que deste produto surge uma propriedade que pode

ser trabalhada para resolucdo de potencia¢fes de um namero complexo.

A férmula da multiplicacdo de dois nimeros complexos, segundo a qual basta
multiplicar os médulos e somar seus argumentos, é valida para um nimero qualquer
finito de valores. 1sso nos levard a potenciacdo de nimeros complexos. (DANTE,
2018, p. 157)
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Isso se justifica no proximo assunto a ser trabalhado, que é justamente a potenciacdo
de nmeros complexos e a primeira formula de Moivre®, Este subitem esta contido também
no item 7 do capitulo. Este € um assunto delicado dentro do tema pois neste ponto o
tratamento do objeto matematico passa a possuir uma natureza mais rigorosa. Isto é, para
resolver as atividades propostas a partir deste ponto o aluno ter4 que mobilizar técnicas e
compreender as tecnologias que aparecem justificando as técnicas de resolugcdo em forma de
demonstragdes, além disso podemos observar que o conteudo comeca a transitar do carater
ferramenta para o carater de objeto de estudo, e, portanto, passa a ficar mais proximo do que
ele é em outra Instituicdo, a academia cientifica. Ao final é separado um espaco para
Exercicios resolvidos, onde o objetivo € demonstrar o calculo da multiplicagdo de z por z
usando a propriedade observada.

Na figura a seguir, podemos ver como o LD fornece a técnica a partir de uma

justificativa (tecnologia) para a mesma:

Figura 16 - Estudo da técnica para a multiplicacdo entre complexos na forma trigonométrica
Consideremos os nimeros complexos z; e z,, dados na forma trigonométrica:

Z,=|z)|[cos &, + i-sen )
Z; = |z3|(cos 8; + i - sen 8)
O produto z:z; € dado por:
niz; = |zi|(cos & + i - sen 8)|z:|(cos #; + i - sen 82) = |z||z:|(cos & + i - sen By)(cos B; + i-sen &) =

= |z||zz|[(cos & - cos B: — sen B, - sen &) + i(sen & - cos #; + sen 8, - cos B)] =
= |zi||zz|[cos (81 + B2) + i -sen (6 + 63)]
Portanto:
7,73 = |zi||z;][cos (81 + B3) + i - sen (61 + 63)]

Fonte: DANTE, 2018, p. 157

O estudo da divisdo de complexos na forma trigonométrica segue 0 mesmo raciocinio
da operacdo de multiplicacdo. Porém, a técnica é apresentada e sua justificativa, ou tecnologia
6, é deixada a cargo dos alunos. A demonstracdo da relacdo da divisdo de z1 por z, pode ser
obtida mostrando que o produto desta fracdo por z» é igual a z2 (DANTE, 2018). A tarefas

relativas a multiplicacdo e divisdo em Z sdo denominadas, respectivamente, Tige T17:

16 Abraham de Moivre (Vitry-le-Frangois, Champanhe, Franga, 26 de maio de 1667- Londres, 27 de novembro
de 1754) foi um matematico francés, conhecido pela formula de Moivre, uma férmula que liga nimeros
complexos e trigonometria, e por seu trabalho sobre a distribuicio normal e ateoria das probabilidades,
principalmente. (CAIRE, 2012, p. 9)
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(cosB, +i-sinf;) ez, =p, (cosB, +i-sinb,)

T16: 0 produto de z, por z, é dado por:
Zy " Zy = py - p2lcos(8; + 6;) + sin(0; + 6,)]

Tie:  Multiplique dois complexos dados na forma trigonométrica, z; = pq -

Z, = p, - (cos B, +i-sinf,)

T17: 0 quociente de z; por z, é dado por:

z
a1 %[cos(@l —6,) + sin(6; — 6,)]

Zy 2

Ti7: Divida dois complexos dois complexos dados na forma trigonométrica,
zq1 = pq1 - (cosB; +i-sinB;) um complexo na sua forma trigonométrica, e

Quando expandimos o estudo sobre o produto de complexos (iguais) na forma

trigonométrica chegamos a propriedade relativa a potenciacdo de complexos na forma

trigonométrica, que consiste na primeira formula de Moivre. E, assim, modelamos um novo

tipo de tarefas, enunciado a seguir:

trigonométrica e n um nimero natural, efetue a enésima poténcia de z.

T18; S€ja z™ a enésima poténcia de z, logo:
z" = p"[cos(nB) + sin(nh)]

Tis: Seja z=p-(cosO +1i-sinf) um complexo na sua forma

Para chegar a este resultado o autor deste LD aplica a técnica 16 para a multiplicacdo

de dois complexos na forma trigonométrica, estendendo-a até a multiplicacdo n fatores (n

complexos), como mostra a figura 17.

Desta forma, o LD se aproxima de um estudo matematico mais teérico, ou em termos

de TAD, um estudo do bloco do saber, a razéo de ser deste objeto neste LD comega a se

assemelhar com a razédo de ser da Matematica, como ciéncia. Logo podemos inferir que o LD

estd se aproximando de um objetivo para o estudo deste contelido, por isso cabe uma breve

discussdo acerca da ecologia dos saberes e o nivel de co-determinacdo ao qual estd

apresentado este saber.
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Figura 17 - Definicdo da potenciacdo de complexos na forma trigonométrica

Assim, se um numero complexo z esta escrito na forma trigonométrica z = |z|(cos @ + i - sen #), temos:

2" =z-2-.-z=|7|2]-..-|zl[cos (6+6+..+6)+i-sen(6+ H+._+H']-| —
e — e e —_— N —

miutti plicac 3o produtode somaden somaden
de r fatores r mddulas argurmentos argurmentos

= z"=|z|"[cos(né) +i-sen(né)] formula de De Moivre

Para n = 0, temos:

“cos (0-4)+i-sen(0-8)]=1cosO +i-sen0)=11+0)=1
Fonte: DANTE, 2018, p. 158

0
r"=|z

Chevallard (2002) fornece uma construcdo dos niveis co-determinacdo didatica em
uma escala hierdrquica, como vimos no capitulo teérico e metodoldgico deste trabalho.
Estudar a ecologia da organizacao praxeoldgica analisada significa estudar quais as condigdes
e restricbes que pesam sobre ela, neste caso, tentar entender a partir da organizagdo
matematica e didatica, qual a razdo de ser deste saber na instituicdo lpnip, OU até mesmo na |
Ensino Médio — PO Se aproximar do curriculo real, como também ja foi apontado.

Podemos apontar também, a influéncia dos niveis de co-determinacdo superiores.
Entendemos este objeto matematico é ensinado no nivel médio da educacdo basica porque ha
um interesse da sociedade pelo mesmo. De fato, todos os conteddos curriculares que foram
definidos, estdo |4 pelo interesse das camadas superiores dos niveis de co-determinacao
didatica.

Neste trabalho, estamos analisando a presenca dos complexos na IPNLD, mas ele
passa por influéncias da noosfera. Os niveis superiores sdo o0 de Sociedade e
Civilizacdo/Humanidade, como apontam Chaachoua & Bittar (2018). No nivel de sociedade
podemos apontar o0 interesse da sociedade em se ensinar algo; aqui estdo presentes 0S
interesses praticos e subjetivos, portanto, podemos apontar principalmente os interesses
politicos entorno de se ensinar este tipo de contetdo, “para quem, e para qué?”. Ja a influéncia
do nivel de Civilizacdo, podemos apontar o interesse comum em desenvolver o saber. Como
este € 0 mais alto nivel, se torna subjetivo pensar nisso; porém podemos apontar o interesse de
avanco da humanidade em direcdo ao futuro, e avanco tecnolégico, uma vez que 0s
complexos sdo usados atualmente pra modelos de previsdo do tempo e na robotica.

Quando comentamos sobre a influéncia das mudangas de tendéncias pedagogicas, no
inicio do capitulo da analise de dados deste trabalho, foi pontuado a mudancga de foco, a partir

de mudancas na esfera politica. E esse € um bom exemplo de como mesmo em instituicdes de
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Ensino, que estdo no nivel de co-determinagdo de Escola, ou Sociedade (ou entre eles) afeta o
conteddo, por si sO. Ainda sobre a ecologia dos saberes, é importante para nossos objetivos,
destacar a diferenga de “motivo” de se estudar 0 conjunto C na Imatematica € NA Microinstrucdo
Iensino Medio. ENtender essa passagem pode nos ajudar a concluir, mesmo que por parte, a razao
de ser deste objeto matematico.

Tanto a primeira quanto a segunda formula de Moivre (que serd trabalhada nas
proximas paginas do LD) sdo “ferramentas” que possibilitam, por exemplo, o calculo de
equacOes de grau n, e por meio do estudo e aprofundamento destas, € possivel responder o
Teorema Fundamental da Algebra, objetivo pelo qual o conjunto C foi desenvolvido.

Os tipos de T17 sdo diferentes dos ja analisados T4. As técnicas de resolugdo ndo séo as
mesmas, além de tratarem de representacdes diferentes (trigonométrica e algébrica); o saber
mobilizado em T4 ndo é o mesmo mobilizado em Ty7.

Outro ponto a ser comentado é que ocorre 0 surgimento de técnicas auxiliares do
estudo de trigonometria, que sdo saberes a serem consultados para que seja possivel o trabalho
neste espaco (trigonométrico) e desenvolvimento destes tipos de tarefas propostos.

Ao final deste subitem a respeito da primeira férmula de Moivre é reservado um
espaco para Exercicios resolvidos, onde sdo trazidas duas atividades. Na primeira o objetivo é
usar a primeira formula de Moivre para calcular a décima poténcia de um nimeroz =1-1i. E
por fim um espaco para Exercicios, contendo algumas atividades para mobilizar os conceitos
de multiplicacdo e divisdo de complexos e manipulacdo da primeira férmula de Moivre.

Também como subitem, o LD apresenta a radiciacdo de nimeros complexos com 0
objetivo de introduzir a segunda formula de Moivre, que diz respeito as solucbes de equacdes
de grau n: “Quantas sdo as raizes enesimas de um nuamero complexo z #0 e como podemos
determina-las? Veremos isso com a segunda formula de Moivre.” (DANTE, 2018, p. 161)

A discusséo acerca da questdo apontada no paragrafo anterior possibilitou o estudo das
raizes enésimas (e complexas) de equacdes (e polinbmios) de grau n, ou seja, solucionou o
TFA (MOL, 2013).

A partir da radiciacdo de complexos sdo apresentadas as solucbes para equacdes de
grau n, de modo semelhante & introducdo da primeira formula de Moivre. E definido que para
um ndmero complexo escrito na forma de z = p(cos@ + isinf) e um namero inteiro n,
natural, tal que n > 2:

n 0 21 /6 21
Wy = \/;'[COS(E-FIC'?)+L.Sln(£+k'7>]
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Onde:

+ k€Z;k=012,..n
w"=2z;"/p ER

Para fazer isto, parte-se do fato de que encontrar as raizes enésimas de z significa
determinar todos os numeros complexos distintos do tipo w = |w|(cosa + sina), ou seja
encontrar 0s nimeros w de forma que[|w|(cosa + sina)]™ = |z|(cosO + i - sin@). A partir
daqui com algumas deducdes e aplicando a primeira formula de Moivre é apresentado o
resultado, que é a segunda formula de Moivre. Existe uma justificativa tecnoldgica e uma
exploracdo do bloco do saber, principalmente neste ponto do LD. A figura 18, a seguir,
mostra como 0 autor apresenta uma justificativa para esta técnica, acerca da radiciacdo de
complexos:

Fato observado na andlise é que o autor parece optar por fazer um trabalho matematico
bem detalhado, trazendo diferentes registros, como o registro na forma algébrica, geométrica,
no plano e até com elementos da geometria analitica com a rotacéo de objetos no plano, tudo
isso tentando interligar os contetdos trabalhados em diferentes momentos. E dito, por

exemplo, que as equacOes de grau n admitem n solugdes e por se tratar de uma solucdes que
6 21 . 6 21 . ~ ~

dependem do termo: cos (; +k -7) +i.sin (; +k -7); existem n solugdes, que sdo

nimeros complexos e seus argumentos formam um progressdo aritmética (vide fig. 19) onde

. . , 0 ~ 2 2T
O primeiro termo e o € arazao e o

Figura 18 - Justificativa tecnoldgica acerca das técnicas de radiciagdo de complexos na forma
trigonomeétrica

A segunda formula de De Moivre

Consideremos o numero complexo z # 0 tal que z = |z|(cos # + i - sen #). Encontrar as raizes enésimas
de z significa determinar todos os niumeros complexos distintos do tipo:
@ = |w|lcos @ + i -sena)
de modo que w" = z, para n = 1, ou seja, procurar numeros w tal que:
[|ew|(cos e + i - sen &)]” = |z|(cos & + i - sen 6)
Aplicando a primeira férmula de De Moivre, temos:
|ew|"({cos ne + i - sen na) = |z|(cos &+ i - sen )
Da igualdade:
@' = |w|"[cosna + i-sen na) = z = |z|(cos B+ i - sen 6)
vem |w|" = |z|, cos na = cos # e sen na = sen A
De |@|" = |z|, temos |w| = {,'m (sempre real e positivo).

+
Ne=@8+2kr=a = 8+2%km

({com k € Z)

Mas, para que 0 < o << 27, é necessarioque 0= k=n—1.

Fonte: DANTE, 2018, p. 161
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Os tipos de tarefas Ti9 Sd0 as que tratam da radiciacdo ou aplicagdo da segunda
férmula de Moivre, e estdo descritas no quadro a seguir:

Ti9: Determine as raizes enésimas de um complexo.

T19: para um nimero complexo escrito na forma de z = p(cos@ + isin6) e
um ndmero inteiro n, natural, tal que n > 2:

15 fo e ) reon(l 1 2)
w, = 1/p - |cos - - L.smn -
Onde:

w'=2z; YpeER,; k€EZ k=0,1,2, ..n

As raizes enésimas, como descritas em Tig correspondem as raizes, quadradas,
clbicas, quartas e etc. de z. Ao passo que a técnica de resolucdo sempre sera pela segunda
formula de Moivre, pelo menos neste LD.

Ao final da exploracdo do tipo de tarefas Tio € posta uma sessdo de Exercicios
Resolvidos contendo duas atividades para que exploram a propriedade de rotacdo que existe
na representacdo geométrica da multiplicacdo de complexos. Observamos que a partir da
exploracdo da técnica que envolve o tratamento de mddulo o LD assume uma apresentacdo do
conteddo do tipo exemplo > exercicio de maneira mais forte. O LD vai explorar a
representacdo geométrica da multiplicacdo na forma trigonométrica para trabalhar com a
rotacdo no plano complexo.

O assunto da sessdao que trabalha com a rotacdo da representacdo geométrica da
operacdo de multiplicacdo de complexos na forma trigonométrica sera trabalhado as
Aplicacdes a geometria, que pela analise é um espaco reservado para alguma contextualizagdo
proposta pelo autor. O estudo da rotacdo de coordenadas no plano a partir da multiplicacéo

pode ser visto na figura 18, ao que o autor acrescenta:

[...] na multiplicacéo de dois complexos na forma trigonométrica multiplicam-se os
modulos e somam-se 0s argumentos. Portanto, se um ponto (a, b) deve ser

rotacionado em relacdo a origem, em agraus no sentido anti-horario, basta

multiplicar o nimero complexo a + bi pelo complexo 1(cos & + i . sen ).
(DANTE, 2018, p. 165)

Seguindo a ldgica até agora observada, o LD apresenta um campo de Exercicios
Resolvidos, com duas atividades, ambas com o mesmo objetivo de encontrar as novas
coordenadas a partir de uma rotacdo de n graus. Pudemos observar em nossa pesquisa que

primeiramente este LD apresenta os tipos de tarefas e as técnicas a serem valorizadas em
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detrimentos de outras e depois fornece tarefas de mesmo tipo para que se explore o saber e 0
saber fazer, consideramos este um de nossos resultados de pesquisa, relativos a organizagdo
que o autor escolhe fazer para linkar os contetudos que estdo sendo estudados no livro.

Figura 19 - Representacdo geométrica das solucBes de uma equacao de grau n como vértices de um
poligono de n lados:
1

w

L3
E\h‘\“\_.&]:

S

1n

<

:3|q:-"’

L.

Fonte: DANTE, 2018 p. 162

Surgem alguns tipos de tarefas muito particulares como os tipos de tarefas Tzo

Determine as novas coordenadas de z no plano complexo apds uma rotacdo de 6 graus.
Too:

Determine as novas coordenadas de z no plano complexo ap6s uma
rotacao de 6 graus.

T20: S€ UM ponto (a, b) deve ser rotacionado em relacdo a origem, em 6
graus no sentido anti-horéario, basta multiplicar o namero complexo a + bi pelo
complexo 1(cos @ + i - sin 8)

No encerramento do capitulo sdo trazidos os campos ‘“Pensando no Enem” e
“Vestibulares de Norte a Sul” onde foram observadas seis atividades a respeito do nosso

objeto de estudo que também foram analisadas. Podemos ver um exemplo de exercicio desta
sessdo na figura 20, na pagina a seguir.

Podemos destacar um desses exercicios como mostra a figura 20, anteriormente. Na

sessdo de vestibulares e ENEM o autor procurar trazer contextualizagdes que possam vir a se
fazer presentes em provas de seletivas universitarias.
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Figura 20: : Exemplo de exercicio contextualizado do contetido de complexos
so, onde a inversao tem centro na origem O e

poténcia 1.

Formato Comunicagio/Arquivo da editora

Sabendo que o olho do golfinho maior esta repre-
sentado no plano pelonimerocomplexo z = 3 + 4i,
podemos afirmar que o olho do golfinho menor
esta representado pelo numero complexo:

Fonte: DANTE, 2018 p. 167

Como vemos, nesta atividade a exploracdo da representacdo geométrica é bastante
presente. O enunciado traz informacdes sobre a funcdo de z, que inverte a figura e a aumenta
na semirreta de origem em O. Ocorre neste tipo de exercicio a necessidade de operar 0s
complexos na forma trigonomeétrica e elaborar técnicas para trabalhar com a funcéo de z dada
pelo enunciado.

Ademais, classificamos e separamos todos os tipos de tarefas e técnicas que aparecem
neste capitulo. Na andlise deste livro didatico conseguimos classificar vinte tipos de tarefas
Ti. No total conseguimos observar 153 Tarefas relativas ao tratamento de nimeros
complexos. Resultados desta pesquisa também foram apresentados em Teréncio & Bittar
(2020), porém neste texto amadurecemos algumas ideias que estavam em gestacdo outrora.
Vamos colocar os dados quantitativos a respeito das tarefas e das técnicas exploradas no LD1
— Dante, Contexto e AplicacGes para temos uma visao geral da exploracdo deste contetido em

sua obra:

Tabela 2: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD1.:

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T1 6 T1 10
T> 2 T2 11
T3 3 T3 13
T4 6 Ts 7
Ts 18 Ts 18
Ts 4 Ts 18
T7 5 T7 5
T8 3 Ts 3
Ty 11 Ty 10
TlO 11 T10 26
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T11 15 T11 30
T 2 T 18
Tis 19 T13 46
T14 15 T14 21
T15 7 T15 8
Tie 3 Ti6 4
Tl7 3 Tz 5
T18 10 Ti1s 9
T19 5 T19 7
TZO 5 T20 5
Total 153 - -

Fonte: Propria

Como pudemos observar ocorre neste LD a maior presenca de técnicas que preparam
para a exploracéo dos tipos de tarefa posteriores a Tis. Isto €, tipos de tarefas que englobam o
tratamento de nimeros complexos e suas operacdes na forma trigonométrica e derivados. A
técnica mais presente, e mais explorada é a de modulo de um complexo. Isto ocorre porque
para resolver as tarefas de tipo Tis, T+, T1s € T1g, até mesmo Too, € necessario que se calcule o
modulo de z, ou rd, como indicado nas férmulas de Moivre, é um dos operadores que
aparecem. Vale ressaltar que ndo incluimos as técnicas auxiliares do ciclo trigonométrico,
pois 0 LD trata dos operadores de seno e cosseno de maneira muito natural, como um
operador comum que faz parte da representagdo trigonométrica.

Vamos agora explorar o LD4, de acordo com a tabelal da pégina 47 deste trabalho e

ao final apresentaremos mais conclusdes sobre nossos dados até o0 momento.

4.2.3 LD4: Matematica para compreender o mundo, v.3 — Katia Stocco Smole; Maria

Ignez Diniz

Este LD esta organizado em quatro Unidades, cada uma organizada em capitulos. No
inicio de cada Unidade séo apresentados textos a respeito do que seré estudado neste bloco. O
livro conta também com boxes informativos, e outros campos como o “fazer e aprender” que
possui o objetivo de fornecer tarefas extras, “foco na leitura” que possibilita a leitura
matematica, “invente voc€”, campo em que os alunos possam criar problemas a partir do que
estd sendo estudado, “fique conectado” que fornece sites, cronicas e textos na internet, “de
olho na resolugdo” é onde serdo dados os exemplos para a resolug@o de exercicios entre outros
como: para complementar, foco no raciocinio logico, palavras-chave, aprender a aprender,
foco na tecnologia, célculo rapido, mundo plural entre saberes, por dentro do Enem e de

Vestibulares e Projeto.
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No total, este Livro Didatico apresenta doze capitulos. Os trés primeiros formam a
Unidade 1, o assunto neste bloco serd o tratamento financeiro, probabilidade e estatistica. A
Unidade 2 possui quatro capitulos, ocorrerd neste bloco o tratamento de geometria analitica.
Na Unidade 3 serdo tratados os polinémios (capitulo 8), numeros complexos (capitulo 9) e
equac0es polinomiais, como mostra a figura 21.

Figura 21 - Sumaério do LD 4 — Unidade 3

Unidade 3 - PolinGmios, nimeros complexos
e equacoes PolinoMIais ........cceeivrmimiierrarsnersatnraresnnrans

Capitulo 8 — Estudo de polinémios
VB o TE Yol o, o e s b e o e e ST e e A R A e 0 N R TR
2. Fungao polinomial .......................
3. Operacoes com polindmios
4, Decomposigao em fatores e resolugdo de equagoes polinomiais
Mundo plural - Polinomio: chave de segredos ....

Capitulo 9 — NGmMeros cOmMpleXos .......ccovveeemiureriraramisncacisaramsssnnanns
1. Numeros ndo reais: NUMeros imaginarios ........cceeoiiemeen
2. NUMEero COmMPIEX0 .....c.cevieereeernrsssssnineenssniorsaes
2. PropriodBaes ... uiiisassssimsesnidsion
4. Modulo de um nimero complexo ...
5. Forma trigonomaétrica de um nimero complexo .......ccouueee

Capitulo 10 — Equacodes polinomiais ......cccceciueune.
1. EQUACAT POBNOMHBN ...cciniv it sensinninssisrosssisscassrsines
2.Teorema fundamental da Algebra e teorema da decompo
3. Multiplicidade de uma raiz
4. Relacoes de Girard
5. Raizes imaginarias .....
6. Pesquisa de raizes raci
Mundo plural - Controle de pop
Por dentro do Enem e dos vestibulares ..............

Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 8

Vemos que o tratamento de polinémios ocorre antes do tratamento de ndmeros
complexos; nossa hipotese € que isso ira influir na apresentacdo de técnicas diferentes das
vistas até 0 momento, observando a organizagdo matematica que as autoras fizeram. Por fim a

Unidade 4 tratara das funcGes trigonomeétricas e taxas de variacdo, com dois capitulos.

4.2.4 Organizacdo do contetido: CAPITULO 9 - Nimeros complexos L4

O que encabeca o tratamento do conjunto dos ndmeros complexos é o questionamento
de existéncia de solugcdo para um tipo de equacdo especifica (semelhante ao tratamento de
Dante, 2018). O primeiro momento didatico, primeiro encontro se dd como mostra a figura
22:
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Figura 22 - Primeiro encontro com o contetido
Quais sdo as raizes da equagdao x? + 3x + 5 = 0?
Para resolver essa equagdo, podemos utilizar a conhecida férmula de Bhaskara:

i —b + Vb2 - 4ac
2a
c=3tV¥-4-1.5 321
2 2

No conjunto dos niimeros reais, essa equagao nao possui solu¢io, pois nao existe um
? 3 3 : s : : :
numero real r tal que r* = —11. N3o existe y-11 no conjunto dos nimeros reais.
No entanto, no campo dos nimeros complexos é possivel resolver essa equacio.

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 182

A partir deste questionamento, na se¢ao descrita como ‘“‘situe-se” ocorre a explicagdo
do que sera estudado neste capitulo. O estudo deste conjunto, de acordo com SMOLE &
DINIZ, 2018, p. 182:

[...] € um exemplo interessante de um conhecimento que nasce na Matemaética para
a resolucdo de equacdes que, por exemplo, a Fisica e areas da engenharia utilizam
em modelos para explicar fendmenos relacionados a eletricidade e movimentos em
fluidos como ar ou agua.

Primeiramente podemos discorrer que esta definicdo sobre a utilizacdo dos complexos
ndo é a mesma que motivou o estudo deste conjunto numérico, como estudamos no campo da
epistemologia dos complexos. Podemos inferir que neste ponto a razdo de ser dos nimeros
complexos neste LD se afasta de sua razdo de ser na matematica.

O primeiro assunto a ser explorado é o campo da historia de formagdo dos complexos.
As autoras trazem Cardano e Tartaglia como os precursores da criacdo deste conjunto
numeérico, que ao procurarem solucbes para equacGes de grau 3 comegaram a notar
especificidades nestas solucdes que incluiam o tratamento de raizes quadradas negativas.

Além dos precursores do campo do desenvolvimento dos nimeros complexos também
sdo trazidas as contribui¢fes de Bombelli, Girard, Euler, dando mais énfase as contribuicoes
de Gauss, foi a partir de seus trabalhos “que se passou a chamar os numeros da forma a + bi
de complexos e esses numeros ganharam o status de campo numérico, merecendo um estudo
organizado em torno de suas aplicagdes [...]” SMOLE & DINIZ, 2018, p. 183.

O tratamento de nimero complexo ocorre a partir da analise de solucéo para a equacgéo
x2 — 6x + 13 = 0; pelo que se sabe, aplicando Bhaskara teremos:

A= (—6)% —4.1.13
A= 36 — 52
A= —16
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Portanto sem solugdo real. Porém ainda ocorre a sugestdo do uso de outra técnica, a de
completar os quadrados, para tentar resolver esta equagéo:

x2—6x=-13x*-6x+9=-13+9< (x—3)?=—-4

Smole & Diniz (2018) apontam que mesmo assim, no conjunto dos reais ndo temos
solucdo pois ndo hé raiz quadrada de — 4. Porém se considerarmos raiz quadrada de — 1 como
sendo i, um valor imaginario, podemos chegar a solucao 3 + 2i ou 3 — 2i (p.183).

Assim como O LD1 anterior, podemos chamar essa Tarefa To como “resolver a
equacdo quadratica com delta negativo” como precursora das técnicas de tratamento dos
operadores do conjunto complexo, onde ndo ha técnicas no conjunto real capazes de a
resolver, sendo necessario assim expandir o conjunto dos reais, onde surgem novas
praxeologias.

Desta forma as autoras definem um numero complexo como sendo um par ordenado
(a, b) que pode ser escrito na forma de a + bi, onde a e b s&o nimeros reais e i € a unidade
imaginaria, tal que i? = —1, e a escrita da forma a + bi é chamada de forma algébrica. Parece
haver um truncamento de informacdes na organizacdo didatica do contetddo, por exemplo,
ocorre a definicdo de par ordenado, mas ndo ha apresentacdo da representacdo no plano, ou
ainda, a resolucdo da equacdo que mobilizara o estudo de complexos acontecer por completo
(com elementos ainda ndo estudados) antes da definicdo de nimero complexo.

Neste LD, antes da exploracdo dos tipos de tarefas relativas aos numeros complexos
ocorre uma sucessdo de apresentacdo de exemplos e defini¢cGes, o que torna a organizacao
didatica expositiva, isto é, uma sucessdo de apresentacGes do contetido. Na primeira leva de
exemplos podemos perceber que o objetivo destes é apresentar formas de escrever nimeros
complexos com a e b variados (naturais, inteiros, racionais, irracionais) e também definir os
casos em que o numero complexo € um ndmero real (quando sua parte imaginaria é zero) ou
imaginario puro (quando sua parte real € zero), vide a figura 23. Também neste ponto ocorre a
importante definicdo do que é a parte real de um complexo z, Re(z), e do que se trata a parte

imaginaria de z, Im(z).
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Figura 23 - Primeira leva de exemplos relativos as tarefas de T2

Exemplos:

2

& on
a) n+—=--iemquea=mneb =3~

3
b) (1-VZ )-V3 -i,emquea=1-V2Z eb=—\3.

c¢) 0+ 6i,emquea = 0eb = 6, que convencionamos escrever 6i.
d) 5+ 0i,emquea = 5eb = 0, que convencionamos escrever 5.

e) 0+ 0i,emquea = 0eb = 0, que escrevemos 0.

Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 183

O tipo de tarefa que primeiro surge com estes exemplos foi a que classificamos como

T>21, como mostra o quadro abaixo:

T21: Classifique a parte real e a parte imaginaria de um complexo.

T21: Usar da definicdo de complexos de que, seja z = a + bi ou (a, b) a parte
real de z Re(z) = a; e a parte imaginaria de z, Im(z) = b.

Este tipo de tarefa ndo aparece no LD anterior, o LD1. A técnica, porém, é proxima da
técnica utilizada para classificar um complexo como imaginario puro ou real, este tipo de
tarefa aparece no LD.

A partir da exploracdo destas relacdes matematicas de conjuntos numeéricos €
apresentado um diagrama (figura 25) que define que um numero real é um caso particular de
complexo, e, portanto, podemos dizer que o conjunto dos Reais esta contido no conjunto o0s
Complexos (embora este diagrama apresente um erro conceitual grave).

Pela definicdo apresentada no inicio do tratamento do conjunto dos complexos, em
que sdo definidos como “pares ordenados”, cada complexo z corresponderd a somente um
ponto P no plano ortogonal de abscissa Re(z) e ordenada Im(z). Este plano complexo é
também chamado de plano de Argand-Gauss (p. 184). Ao que se segue de uma tabela de
nameros complexos e sua representacdo no plano complexo. A representacdo dos complexos

no plano foi o que possibilitou sua institucionalizacdo na academia, segundo as autoras:

Foi gragas a representagcdo geométrica feita por Argand e divulgada por Gauss que
0s nimeros complexos acabaram aceitos. Para os matematicos, a representacao de
Argand-Gauss tornou esses novos ndmeros concretos e visiveis, 0 que permitiu o
desenvolvimento do estudo e o célculo com esses nimeros. SMOLE & DINIZ,
2018, p. 184

Como a definicdo de nimero complexo foi dada como par ordenado, a ordem das

tarefas e técnicas aparecem em uma organizacao diferente da que conseguimos analisar no
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LD1. Por exemplo, o surgimento de T21, como foi descrita, e neste ponto do LD as tarefas de
tipo T11 e T12 que envolvem a representacdo geométrica de complexos na forma algébrica e a
representacdo algébrica de complexos representados na forma geométrica (ou de par

ordenado), respectivamente.

Figura 24 - Diagrama dos conjuntos

naturais

inteiros racionais irracionais imaginarios
negativos nao inteiros

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 184

A partir deste ponto comegam o tratamento das propriedades do conjunto. A primeira
a ser tratada serd a de igualdade, sequida da propriedade de adi¢do. Estas propriedades sdo
trabalhadas na forma algébrica do nidmero complexo, apesar de a OD estar pautada na
definicdo par ordenado. Adiante a propriedade de multiplicacdo é apresentada e neste ponto é
chamado a atencdo de que a multiplicacdo, deve-se proceder como fazemos a multiplicagdo
em algebra, sempre lembrando do fato de que i? = —1. Todas as propriedades séo definidas e
seguidas de um exemplo de calculo. A propriedade de igualdade é dada a partir da 721, porém

pela sua particularidade, podemos classificar a mesma como t21.1:

T21.1: Usar da definicdo de complexos de que, seja zz1 = a + bi ou (a, b); z2 =
c + di. Entdo z1 = 72 se Re(z1) = Re(z2); Im(z1) = Im(z2)

A partir das propriedades apresentadas e estudadas, o LD apresenta as técnicas das
operacOes de adicdo, subtracdo e multiplicagdo de complexos na forma algébrica. Também
ocorre uma justificativa, mesmo que breve, das técnicas a serem exploradas, como mostra a

figura 25.
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Figura 25 - Exploracéo da técnica para multiplicacdo entre complexos na forma algébrica
Multiplicacdo

Sendoz = a + biew = ¢ + di, com a, b, ¢ e d reais, chama-se produto de z por w o
nimero complexo: (ac —bd) + (ad + bc)i.
Escrevemos: z - w = (ac - bd) + (ad + bc)i.

Observe que essa relacdo aparece se usarmos as propriedades que conhecemos em [R.

z*w = (a+ bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi?

Considerando que i* = —1(porque i* = (V-1 )*), temos:
z+w = ac + adi + bci —bd = (ac— bd) + (ad + bc)i
Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 186

Nesta imagem podemos ver a técnica apresentada em destaque, em um tom de azul
mais forte, e a tecnologia que justifica a técnica abaixo. A tecnologia envolvida seria a
aplicabilidade da propriedade distributiva neste saber matematico, chegando-se assim a uma
técnica para a multiplicacdo entre complexos na forma algébrica. Neste LD h& uma
preocupacdo em definir e demonstrar (mesmo que ligeiramente) estas propriedades
operatorias do conjunto.

Trabalhando as trés propriedades iniciais, Igualdade, Adicdo e Multiplicacdo, Smole &
Diniz (2018) introduzem a propriedade do conjugado de um complexo, seguido de alguns
exemplos. Além do mais, o0 LD chama a atencdo para a multiplicacdo de um complexo
qualquer pelo seu conjugado. O objetivo é trabalhar a propriedade de que um complexo
multiplicado pelo seu conjugado é sempre um nimero real da formaa? + b2 — para tal ocorre
a justifica a partir do eixo tecnoldgico-tedrico.

Sabe-se que a escolha didatica de se apresentar a propriedade do conjugado sera
utilizada para o fornecimento da técnica para se dividir dois complexos. Para a divisdo este
LD ndo explora o eixo tecnoldgico-tedrico, isto €, ndo ha justificativa para tal, ha somente a
definicdo de que a divisdo de um complexo z por um outro w (diferente de zero) ocorre da
forma:

Z Z
wow

A partir do fornecimento desta técnica é trabalhado um exemplo para a exploracédo da

I

mesma.



88

Ao pensarmos neste tipo de tarefa que estd sendo apresentado, a técnica fornecida pelo
LD se assemelha bastante com a do LD1, trabalhado anteriormente, sem exploragdo do bloco
do saber.

A ultima propriedade da forma algébrica, isto €, antes de iniciar as poténcias naturais
da unidade imaginéaria é a de oposto. O oposto de um complexo z = a + bi, € o complexo da
forma — z = — a — bi; é dado atencdo ao fato de que o oposto é simétrico pela origem, e a

origem representa o ponto médio entre z e — z no plano. Como mostra a figura 26 a seguir:

Figura 26 - Definicdo de oposto de um nimero complexo

Im
O oposto docomplexoz =a +bi,aERebER,é

o niimero complexo -z = —a - bi.

Exemplo:
Oopostodez=-3+7ié-z=3-7i.
Representando no plano complexo, —z corresponde a 0 a Re

ao ponto simétrico do afixo de z em relagdo a origem O
do plano. Ou seja, O é o ponto médio do segmento que
tem extremos nos afixos de z e —z.

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 187

Esta definicdo, com duas representacGes (algébrica e geométrica) nao faz sentido ja
gue ndo surgem tarefas para trabalhar esta propriedade. O que percebemos e estamos
enfatizando é que na organizacao didatica deste LD algumas defini¢bes e propriedades do
conjunto sdo apresentadas sem razdo — e aqui cabe o adendo de que quando dizemos sem
razao queremos dizer que ndo surgem praxeologias entorno destes assuntos.

A partir da definicdo de oposto, ocorrerd a exploracdo das poténcias naturais da
unidade imaginaria. O tratamento deste assunto nao diverge dos outros LD estudados até o
momento. Sdo apresentadas varias poténcias de i, i comn =0, 1, 2, ..., 11. O objetivo

também ndo diverge do tratamento que os outros LDs apresentaram, quer-se constatar que:

Figura 27 - Fornecimento da técnica para reduzir as poténcias de i

Os valores dei”serepetemde 4em 4, de 8 em 8, de 12em 12 etc., ou seja, constituem um
fato periodico de periodo 4. Entdo, para calcular i", indicando por q e r, respectivamente, o
quociente e o resto da divisdo de n por 4, temos:

n 4 "= i4—q+r — i4q Fr= (i4)q F=14.jr = ir
r S :
q Sen=4q +r,entdo i* =1

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 188
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Estas sdo as tarefas que classificamos como “Te: Calcular o valor das unidades
imaginarias.” Este tipo de tarefa trabalha com a redugdo das poténcias das unidades
imaginarias para numeros complexos. O estudo da técnica ndo diverge dos outros LD
analisados.

Entdo, definido a forma de se reduzir uma poténcia natural da unidade imaginaria, é
introduzido o assunto de poténcia de um complexo qualquer (T4). Para obter a poténcia n de
um complexo z, (n pertencente aos Naturais), se n = 2, 3 podemos aplicar a distributiva; para
um n maior a técnica sugerida € o triangulo de pascal.

Ao lembrarmos do Esquema 1, de intersecdo de tarefas — que exemplificamos o
alcance de determinadas técnicas e sua perda de uso, sua substituicdo por técnicas mais

elaboradas, podemos adicionar esta técnica de resolucdo as tarefas de T4 que classificamos.

Figura 28 - Esquema que demonstra o surgimento de uma nova técnica
para 0 mesmo tipo de tarefa a partir de diferentes OD

Quando n = 2, podemos aplicar T

\

Perda de alcance de T3 : T4: aplicar a primeira formula de Moivre

Fonte: propria

Aqui confirmamos a hipdtese de surgimento de técnicas diferentes dos outros LD, que
trazem o contetdo de polinémios depois do conteudo de ndmeros complexos. Ou seja,
organizacOes didaticas diferentes podem inferir no surgimento de técnicas diferentes para
resolucédo de tarefas, bem como uma outra organizacgdo praxeolégica do conteudo.

Ao final deste assunto, sdo apresentados exercicios resolvidos na se¢do “de olho na
resolugdo” e exercicios na se¢do “faca vocé mesmo”, além de duas propostas no campo
“invente vocé€”. Este LD faz um longo tratamento didatico, técnico para depois apresentar

uma lista de exercicios; existe uma valorizacdo de um grande nimero de tarefas para

exploracdo das técnicas estudadas.
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Um ponto que podemos destacar neste LD é que nele ocorre o surgimento de tarefas
depois dos blocos de exercicios resolvidos e exercicios, propriamente ditos. Estamos nos
referindo ao “foco na leitura”. Neste capitulo a informagdo trazida neste campo ¢ dada a partir
de um exercicio retirado de um vestibular, onde a tarefa é responder a area de um triangulo
isdsceles, formado a partir da representacdo de trés nimeros complexos dados, no plano. O
objetivo da leitura é destacar que “Algumas atividades que apresentam niimeros complexos
em seus enunciados nao requerem conhecimentos muito aprofundados sobre eles” (SMOLE
& DINIZ, 2018, p. 191.)

Este tipo de tarefa que descrevemos no parégrafo anterior é classificado como sendo

de Tu11, porém uma ramificagdo de T11 como mostramos no quadro a seguir:

Tus: Determine a &rea da figura formada pela imagem dos complexos dados.

t115: localizar os afixos de z no plano complexo usando a propriedade de z
= a + bi = P(a, b); calcular a area da figura a partir de técnicas auxiliares de
geometria.

Usamos o indice 11.5 pois em nossa classificacdo das sete obras aprovadas no
PNLD/2018 este subtipo de tarefa ficou descrito com este indice. Neste LD (LD4 — de acordo
com a tabela 1) é a primeira vez que surge tarefas com este subtipo, mas estamos nos guiando
pela anélise completa que realizamos.

O proximo assunto a ser trabalhado é o modulo. O estudo de médulo é feito a partir do
conjugado e da representacdo geométrica. No conjugado tem-se a relagdo de z -z = a? + b?;

a partir da representacdo geométrica vemos a simetria de z, representado pelo ponto P e de

seu conjugado P’ pelo eixo Real; aplicando Pitagoras, obtém-se OP = OP’ = vVa? + b2.
Assim, 0 mddulo de z é denotado por |z| e representa a distancia de P até a origem. A
exploracdo do bloco tecnoldgico tedrico é feita a partir da aplicacdo de conceitos de geometria
e relacGes trigonométricas no triangulo retdngulo formado a partir da representacdo
geométrica dos complexos genéricos.

Acontece também o fornecimento da técnica para se calcular a distancia entre dois
complexos z e w. Isto é feito a partir do aprofundamento do calculo de médulo, onde ha a
proposta de calcular o modulo da diferenca entre dois complexos diferentes. Sendo z = a +
bi e w = c + di, o mddulo da diferenca sera:

|z—wl|=1(a—-c)+(b—dl
Aplicando a defini¢cdo de modulo:

|(a—c)+ (b—d)il =\/(a—c)2+(b—d)2
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A seguir da justificativa da distancia de dois complexos a partir da definicdo de
modulo sdo trazidos exercicios resolvidos e exercicios a serem resolvidos. Como podemos
observar, nestes assuntos relativos a tarefas de tipo Tis, surge um subtipo que classificamos

como sendo T133, COMO mostramos no quadro a seguir:

Ti33: Determine a distancia entre dois complexos representados no plano
complexo.
T133: Sejam z = a+ bi e w = ¢ + di, complexos quaisquer, entdo a distancia

d entre z e w é dada por: dzw = /(a — ¢)? + (b — d)2.

O proximo assunto a ser tratado neste ponto do livro é a forma trigonométrica de um
numero complexo. Para trabalhar estes conceitos, o LD explorard os conhecimentos de

trigonometria, assim como fez para estudar o modulo:

Se z = a + bi é um nimero complexo qualquer, vamos considerar o arco 8, em
radianos, formado entre o eixo real e a semirreta de origem O e que passa pelo afixo
P (a, b) do numero z, orientado da direcdo positiva do eixo real até essa semirreta.
(SMOLE & DINIZ, 2018, p. 193)

A partir da figura abaixo (figura 29), serdo trabalhadas as relac6es formadas pela

representacdo de um complexo no plano:

Figura 29 - Representacdo geométrica de z para o estudo da forma polar

Ima

0 ‘ Re

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 193

Segundo Smole & Diniz (2018), se z esta no primeiro quadrante vale a relacao:

a
cosf = —esinf = —
|z| |z|

Dessa forma, as autoras trabalham demonstram com trés exemplos como essas
relacbes acontecem nos outros quadrantes. Assim, é definido o argumento de um numero
complexo, como sendo 0 nimero 6 que satisfaca a relacdo acima. Além disso, o valor 6, de

0, tal que 0 <6, < 2m é chamado de argumento principal de z. Desta discusséo, o LD
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trabalha a técnica para os exemplos anteriores, desta vez em busca da resolugdo da tarefa:
encontrar o argumento principal de z.

Dadas as relacdes trabalhadas anteriormente, é imediato que:

a
cosf = —

|| R {a = cos * |z]

. b b = sinf - |z|
sing = —

|z

Esse raciocinio é utilizado para introduzir a escrita de um complexo na forma polar
(ou trigonométrica). Como sabemos que z = a + bi, substituindo a e b, das relacdes acima,
temos a forma polar de um complexo:

z =|z| - (cos@ + i - sinb)

Nota-se que neste LD, que existe a escolha de deixar 0 modulo de z entre barras, ao
contrarios dos outros LD que neste ponto adotam a letra grega p (r6) para facilitar a escrita na
forma polar, por assim dizer.

Neste ponto, Smole e Diniz (2018) se preocupam em dizer que que a forma
trigonométrica de um nimero complexo é importante pois facilita a visualizacdo no plano, e
também das operacGes de multiplicacdo, divisdo, mas principalmente da potenciacdo e da
radiciacdo, assuntos que serdo tratados na préxima sessdo do capitulo. Para fechar este
assunto, sao apresentados dois exemplos, dois exercicios resolvidos no campo “de olho na
resolucdo”, dez exercicios no campo “fazer e aprender” além de duas propostas de atividades
no campo “invente vocé mesmo”.

Em decorréncia do estudo da forma polar de um complexo, serdo exploradas as
operacdes de multiplicacdo e divisdo na forma polar. H4 neste tema alguma exploracdo do
bloco tecnoldgico tedrico, pois ha justificativas (pequenas demonstracfes) para se chegar a
técnica reduzida que permite multiplicar e dividir dois complexos ndo nulos. Em suma, Smole
& Diniz (2018) quer chegar a deducédo de que multiplicar dois complexos na forma polar é o
mesmo que multiplicar seus modulos e somar seus argumentos; de forma semelhante, dividir
dois complexos é o mesmo que dividir seus modulos e subtrais seus argumentos (p. 197).

Ha um campo de leitura complementar, que traz algumas relacbes entre a
multiplicacdo de dois complexos e a rotacdo entre a reta formada pelo modulo de z e a rotacéo
de grau 6. O objetivo € demonstrar a simetria que ocorre na multiplicacdo de complexos no
plano, além disso chamamos atencdo a uma nota de rodapé (no manual do professor) onde é

dito que esta leitura possibilita um link entre matematica e arte, como a figura 30, a seguir.
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Figura 30 - Quadro Limite Circular 111 de Maurits C. Escher

z =2z +(cos 90° +i-sen 90°)

1
= z + louseja R, =I
=7

Ziied

P ire

w

N N N N

E o mesmo vale para todo ponto e seu correspondente nas
quatro figuras.

M. C, Escher, Circle Lmif 11/, 1959 /M. C Escher Museum, The Hague

Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 198

E interessante observar a preocupagdo das autoras em trazer em sua obra algumas
conexdes com outros assuntos, mesmo com um conteldo tdo abstrato. Outra obra deste
mesmo autor (da figura acima) é citada neste campo: Limite Circular IV (céu e inferno) onde
é pedido para que os leitores achem o grau de rotacao.

Ademais, o LD entra no assunto de potenciacdo — ha uma nota no manual do professor
que este assunto € opcional. E interessante pensar que houve o fornecimento técnico e
tecnolégico (CHEVALLARD, 1999) anteriormente, mas o tratamento de conteldo de
potenciacdo seja um assunto opcional.

E no campo de estudo de potenciacdo de complexos na forma polar que se chega, a
partir de justificativas tedricas, na formula ou relacdo que chamamos de primeira formula de
Moivre. Neste LD ndo sdo apresentadas tais justificativas tedricas, ha o célculo do quadrado
de um complexo z na forma polar e ¢ dito que “De forma andloga (ndo provaremos aqui),
calculamos z%, z* z° etc. Para todo n € N, podemos escrever: z" = |z|*[cos(nB) +i -
sin(nB)]” (SMOLE & DINIZ, 2018, p. 199)

Ao passo que a partir do fornecimento da técnica para calcular a poténcia de z na
forma polar, serdo apresentados dois exercicios resolvidos, doze atividades propostas para se
resolver, e entdo o assunto de potenciacdo é encerrado.

A radiciacdo de numeros complexos na forma polar também se faz presente neste LD,
porém, ha também um card no manual do professor que orienta que este contetdo é opcional.
Assim como a potenciacdo fornece a relagdo que chamamos de primeira formula de Moivre, a
radiciacéo fornece como resultado o que conhecemos como segunda férmula de Moivre.

Para explorar o conteudo de radiciacdo entendemos que sdo necessarias diversas
ferramentas matematicas, principalmente no campo da trigonometria. Talvez por esse motivo,

existam mais justificativas tedricas e demonstracdes neste conteudo quando comparamos com
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0 contetdo de poténcia de complexos na forma polar. O que observamos foi um tratamento
matematico mais rigoroso para se chegar a segunda férmula de Moivre, 0 que pode ser
justificado epistemologicamente; a segunda férmula de Moivre fornece a resposta para o
teorema fundamental da algebra, por exemplo, um dos grandes avangos que 0S nUmeros
complexos possibilitaram.

A partir das discussdes e argumentacdes tedricas, chega-se a relagéo:
n 0+ k.2m 0+ k.2n
w = 4/|z| [COST + i.sinT]

Smole e Diniz (2018) apontam para esta resposta como segunda formula de Moivre e a
partir do fato de que 8 é o argumento principal de z € possivel encontrar os valores w de
modo que k varie como k = 0, 1, 2, ..., n — 1 (p. 201). Ocorre entdo a resposta

institucionalizada do teorema fundamental da algebra pelas autoras:

Figura 31 - Segunda férmula de Moivre

Todo nlimero complexo z =|z|(cos 6 + i - sen 6) ndo nulo tem n raizes n-ésimas distin-
tas entre si, que sao dadas por:

w, =Tzl [Cos (MJ e (MH

n n
comk=012,..,n—-1
Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 202

O LD em questdo ainda se preocupa em trazer algumas propriedades das raizes

enésimas de z, como por exemplo o fato de que os valores w;, representam pontos, afixos, da

circunferéncia no plano complexo de raio igual a ’i/m Além disso os angulos formados por
estes pontos na circunferéncia sdo congruentes como mostra a figura 31.

Por mais que estes contetidos estdo sendo encaradas pelas autoras como opcionais,
fato é que houve a preocupacdo em explorar justificativas teéricas além de fazer ponte com
outros campos da educacdo. Por fim, serdo trazidos 2 exercicios resolvidos e 10 exercicios
para resolucdo. A Ultima tarefa respeito do contetido consta no campo “palavras-chave” onde
se pede para que os alunos escrevam sobre as ideias destacando o que foi significativo para
eles: Numeros complexos; Forma algebrica; Plano de Argand-Gauss; Mdédulo; Forma

trigonométrica. A partir daqui ocorrera o tratamento de equacdes polinomiais.
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Figura 32 - Representacdo geométrica das raizes enésimas de um complexo no plano

Im#4

Os afixos das raizes sextas de z = 64 sdo
vértices de um hexdgono regular inscrito na
circunferéncia de centro O e deraio 2.

Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 203
Vamos organizar o quantitativo de tipos de tarefas e as técnicas mobilizadas neste LD

assim como colocamos os dados em forma de tabela para o LD1 Posteriormente vamos
elaborar um comentério sobre os resultados que encontramos e seguir para a descricdo

detalhada dos tipos de tarefas Ti classificadas neste trabalho.

Tabela 3: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD4:

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T1 2 T1 4
Tz 3 2 5
T3 6 T3 10
Ty 7 T4 7
T5 44 Ts 38
T6 3 Te 18
T7 19 T7 23
Ts 4 Ts 9
Ty 7 Ty 9
TlO 8 T10 26
Tu 31 T 48
T12 13 T12 17
T13 10 T13 81
T14 30 T4 26
T15 10 T15 33
T16 1 Ti16 2
Tiz 2 T17 6
Tlg 12 T18 9
T19 30 T19 21
Tao 0 T20 3
T21 8 T21 13
Tzz 10 T2 58
Total 260 - -

Fonte: prépria
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Como observamos, a técnica mais explorada neste LD € a mesma mais valorizada no
LD1. Aparentemente, calcular o modulo de complexos é a técnica de maior uso pois a
resolucéo dos tipos de tarefas que incluem as discussoes acerca da trigonometria, solucdes de
equacdes de grau n e a prova do Teorema Fundamental da Algebra passam por 13

Destacamos também que por mais que ndo ocorram o tipo de tarefas de T2o, ocorre o
estudo da técnica a partir de uma propriedade da multiplicacdo — lembrando que esse tipo de
tarefas € a de rotacdo no plano complexo. Porém tanto nas se¢des de Exercicio Resolvidos ou
de Exercicios, ndo sdo exploradas esse tipo de tarefas.

Pontuamos também que neste LD, a ocorréncia de T2 se deu separada pois as autoras
deste livro fazem o uso do argumento principal de z de maneira conjunta as transformacées
trigonomeétrica bem como de forma separada. Assim, achamos por bem classificar este tipo de

tarefas com um indice préprio.

4.3 Tipos de tarefas T

A partir da organizacdo do conteudo de cada obra destacada no item anterior, agora
iremos apresentar a analise dos tipos de tarefa T e das técnicas T que pudemos observar
durante o estudo. Nosso objetivo neste ponto € observar o bloco pratico-técnico proposto por
CHEVALLARD (1999), para entdo identificarmos o que as obras deste PNLD estdo
valorizando para o contetido de nimeros complexos.

Também poderemos observar como a organizacdo do conteldo, ou organizacao
didatica implica no surgimento tarefas e técnicas diferentes (a depender desta organizacéo) e
verificarmos se, mesmo que apresentado em ordens diferentes, o conteddo caminha para a
mesma razao de ser.

Cabe destacar que no PNLD 2018, as obras aprovadas tratam o contetdo de nimeros
complexos no 3° ano do Ensino Médio, ao final do ciclo, sempre proximo ao conteudo de
polindbmios e equacdes polinomiais. Outro ponto, que ndo estamos abordando neste trabalho
como critério de analise, mas que vale a pena pontuar, € que ao final do ciclo do 3° ano do
Ensino Médio os alunos estéo se preparando para o Exame Nacional do Ensino Médio, prova
que permite 0 acesso a maior parte das Universidades Publicas brasileiras, além de algumas

instituicOes privadas de ensino superior.
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A fim de descrever o bloco préatico-técnico analisamos as oito obras aprovadas no
PNLD 2018. Descrevemos as principais tarefas propostas nestas obras em relacdo ao estudo
dos numeros complexos, e também as técnicas de resolucdo usadas em cada tipo de tarefa.

Alguns tipos de tarefas Ti apresentam subtipos, que estaremos identificando como Tij.
Nesta analise optamos por aproximar as tarefas Tij de acordo com a semelhanga com Ti, 0
que difere o subtipo do tipo principal sdo algumas variagdes na técnica de resolucao.

4.4 Resultados

Durante nosso estudo praxeoldgico, modelamos as praxeologias de todas as sete obras
aprovadas em que este contetido aparece. Os tipos e subtipos descritos na tabela a seguir
foram organizados e classificados a partir de um estudo apurado, pautado na Teoria
Antropoldgica do Didéatico sobre o conteudo de nimeros complexos nas colecbes de Livros
Didéaticos apresentados no item 4.2 deste trabalho. Foram encontradas um mil duzentos e
setenta e nove tarefas relativas ao contetudo de nimeros complexos.

A classificacdo dos tipos de tarefas T foi complicada, isto porque o contetido analisado
neste trabalho tem muitas aplicacbes e representacdes diversas, e geralmente € apresentado
como um complemento de conteldos estudados em outros momentos, como geometria,
equacOes de segundo grau, trigonometria, entre outros. Classificamos vinte e dois tipos de
tarefas Ti, dentre os sete LD que possuem o contetido de nimeros complexos como proposta a
ser ensinado, e estdo apresentamos na tabela a seguir, juntamente com seus subtipos de tarefas
Tij, quando ocorrem.

Estes dados da Tabela 4 sdo os dados finais, referente as sete obras aprovadas no

PNLD/2018 que trazem o conteudo de nimeros complexos em seus cursos.

Tabela 4: Classificacdo dos tipos de tarefas T e seus subtipos.

Tarefas Descricéo Subtipos de Tarefas Total
T11: Efetue a soma de complexos na forma
T, Somar com ndmeros algébrica. 49
complexos T..2: Efetue algébrica e geometricamente a

adicdo dos nimeros complexos.

T..1: Efetue a subtracdo entre complexos na
forma algébrica
T,.: Efetue algébrica e geometricamente a 35
subtracdo dos nimeros complexos.
T,3: Calcular o oposto de z.

Subtrair com nlimeros

T,:
complexos

Multiplicar dois nimeros
Ts: complexos, z1 X z, na forma - 60
algébrica.
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Calcular a poténcia de um
Ta: nimero complexos, z:" na - 26
forma algébrica.
Ts1: Resolver a equacdo para que o complexo
seja um imaginario puro;
Ts.2. Resolver a equacdo para que o complexo
seja real;
Ts3: Determinar os complexos que satisfagam
as condicOes;
T.: Encontrar a incgnita que Ts.4: Determine as incognitas para que z1 = 2» 189
' satisfaca a igualdade. Tss: Encontre a equacédo da reta para qual P (X,
y) pertenca tal que o produto z; X z, com
incdgnitas X e y é um ndmero real.
Tse: Resolver a equacdo para que o complexo
seja um imaginario
Tss: Determinar as incognitas que satisfacam a
equacéo
Calcular o valor das unidades Te.1: reduzir 0s expoentes das unidades
T.: imaginarias. imaginarias; 73
6. ) ~ . .
Te2: Resolver as expressdes reduzindo i;
Te.2: Simplifique as expressoes;
T+1: Resolva a equacdo em C.
T, Resolva a equagio .T7_2: Resolva a equacdo em R ) 64
T+3: encontre em C os zeros da funcéo
T7.4: Dado z, expresse f(z)
Escreva o complexo dado na
Ts forma fracionéria na forma - 30
candnica a + bi.
T Efetue a divisdo entre To1: Divida_l complexos na for_mz_;l algébrica 50
complexos. To2: Determine o inverso multiplicativo de z.
Determine o conjugado de um
Tao complexo z ou da expressao de - 69
z..
Ti11: Localizar o afixo de z;
T11.2: Localizar o inverso aditivo de z no plano
complexo;
Ta13: Interprete o complexo geometricamente;
Ta1.4: Classifique o poligono formado pelos
T Represente o complexoz=a+ pontos _dos afixos dos_ complexos; 145
bi no plano complexo. Ti15: Determine a area da figura formada pela
imagem dos complexos dados.
Ta16: Determinar o ponto médio entre AB,
imagens de complexos no plano.
T11.7: Determinar o perimetro do poligono
formado pela imagem dos complexos dados.
Represente um complexo P (a,
T o - 66
b) na forma algeébrica.
T131: Determine o modulo de z;
Calcule os médulos dos Ti32: Determine o modulo da expresséo de
Tz complexos 125
complexos. , - IO .
Ta33: Determine a distancia entre dois
complexos representados no plano complexo
Taa Determine a representacdo Taa.1: Representar um complexo na forma 124
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geomeétrica e/ou a forma
trigonométrica do nimero
complexo.

trigonométrica;

Taa2: Fazer a representacdo trigonométrica a
partir da geométrica e/ou fornecimento do
maodulo;

Taa3: Interprete geometricamente 0s
subconjuntos de C
T1a.4: Determine o conjunto solucdo da
equacdo a partir da forma polar de z

Determine a forma algébrica

Tis dos complexos apresentados na - 50
forma trigonomeétrica.
Multiplique dois complexos na
Tis X o - 26
forma trigonomeétrica.
Divida dois complexos ha
Tz ) o - 25
forma trigonométrica.
A Tis1: Calcule a poténcia de um complexo.
Efetue a poténcia de um 181 eap P
T Tis2: Determine o expoente n de z, para que z 51
complexo. . o
satisfaca as condicGes dadas.
Ti0.1: Determine as raizes quadradas
Ta9.2: Represente as raizes enésimas no plano
complexo.
T193: Determine as raizes cubicas de um
T Determine as raizes enésimas complexo 51
19 de um complexo. T19.4: Determine as raizes quartas de um
complexo
Ti95: Determine as outras raizes enésimas de z
e 0 complexo z a partir de uma das raizes
dadas.
Determine as novas
T coordenadas de z no plano 7
20 complexo ap6s uma rotagao de
6 graus.
Classifique a parte real e a
arte imaginaria de um
Ta P ; - 53
complexo.
T221: Determine o argumento principal de z
T22.2: Determinar o argumento principal a
. artir da representagdo geométrica
Taz Determine o argumento de z. P ) P a0 geom 46
T223: Determine a representacao de um
complexo a partir do seu argumento e/ ou
maodulo
Total 1.414

Fonte: propria

Esta organizacdo de apresentacdo proposto por Freitas (2015) foi a organizacdo que

melhor conseguimos fazer acerca das tarefas e subtipos de tarefas. A organizacdo em indice

ndo condiz necessariamente a organizacdo que o tipo de tarefa T ou subtipo aparece na obra

analisada — fato que as obras possuem organizacGes matematica e didaticas proprias, apesar

de caminhar para um mesmo fim.
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4.5 Bloco prético técnico [T, 7]

A seguir vamos detalhar cada tipo de tarefas Ti e as técnicas ti e destacar os pontos
relevantes que encontramos, abordando exemplos, nas obras analisadas, afim de fornecer uma
maior compreensdo destes conceitos. Como neste texto trazemos a analise praxeoldgica de
duas obras (LD1 e LD4) vamos apresentar exemplos apenas nestas duas obras, quando

aparecem.

T1: Somar com nimeros complexos

Este tipo de tarefa estd presente em todas as obras que apresentam o estudo de
numeros complexos. Classificamos esse tipo de tarefa observando que a operacdo de adicéo é
quase sempre a primeira manipulacdo algébrica do conjunto dos complexos. Em termos de
quantitativo ela aparece em 3,1% de todas os vinte e dois tipos de Tarefas analisadas.

Para este tipo de tarefa T1 podemos separar dois subtipos de tarefas. O primeiro seré a
soma na forma algébrica, e o segundo explorarad a soma na forma algébrica e a interpretacédo

geométrica desta operacao.

Figura 33 - Exemplo de T11
Adigio
Sendoz =a+ biew = ¢ + di,coma, b, c e d reais, chama-se soma de Z com w o ntmero

complexo: (a + ¢} + (b + d)i
Escrevemos: z + w= (a + ¢} + (b + d)i.

Exemplo:

Sendoz=7+5iew=3+42itemosz +w=(7+3)+(5+2)i=10+ 7L

Fonte: Smole & Diniz (2018, p.185)

Podemos observar neste exemplo de T1 o segundo momento didatico, descrito por
Chevallard (1999). Neste momento ocorre a exploracdo do tipo de tarefas Ti e da elaboracao
de uma técnica. A técnica elaborada pelo LD é operar os complexos, na forma algébrica,
somando os coeficientes reais e 0s coeficientes com unidades imaginarias separadamente.

O terceiro momento, que é a exploragdo do bloco tecnoldgico tedrico ainda é pouco
trabalhado, pelo menos neste tipo de tarefas Ts.

Sendo menos recorrente, a T12 ocorre bem menos que o primeiro subtipo. Podemos

observar um exemplo na figura 34 a seguir:
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Figura 34 - Exemplo de T1»
16. Efetue algébrica e geometricamente a adicao dos
numeros complexosz; =1+ 2iez; =4 +i.
Resolucao:

Algebricamente, temos:
OL+5L=01+2)+@+i)=5+3i=2
Geometricamente, vem:

Fonte: DANTE, 2018, p. 152

Neste subtipo de tarefa € necessario realizar a operacdo de adicdo algebricamente e a
representacédo geométrica, tanto de z; quanto z», e a representacdo geomeétrica do resultado da
adicdo. Podemos dizer que a técnicat, , intui, 7, ; € a representacdo geométrica: sejaz = a +

bi, a representacdo geométrica é dada pelo ponto P(a, b) ou vetor OP.

T2: Subtrair com nimeros complexos

A operacdo de subtracdo ocorre também na maior parte dos LD quando ndo de forma
explicita, como uma consequéncia da adicdo de numeros negativos. A elaboracdo ou
apresentacdo da técnica pode ser observada como ocorreu na operacdo de adicdo, trabalhando

a algebra:

Figura 35 - Exemplo da técnica para resolucéo de tarefas de tipo T2

Subtracdo

Sendoz=a + biew = ¢ + di,coma, b, ¢ e d reais, chama-se diferenca entrezew o
nimero complexo: (a—c) + (b—d)i
Escrevemos:z-w = (a—¢) + (b-d)i

Fonte: SMOLE & DINIZ (2018, p.185)

O bloco tecnoldgico-tedrico é também pouco explorado para estes tipos de tarefas. A
justificativa tecnoldgica para que exista uma técnica de resolucdo de T, se pauta na exploracao

da algebra comum, sem necessariamente objetos de C.
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Observou-se também que em 4 das obras o termo “oposto de z” foi explorado,
algebricamente e geometricamente, embora que pouco, mas classificamos esta tarefa como

sendo o terceiro subtipo de Ta.

Tz: Multiplicar dois numeros complexos, z1 x z2 na forma algébrica

A operacéo de multiplicacdo na forma algébrica também é recorrente no tratamento da
manipulacéo algébrica do conjunto dos Nimeros Complexos. O nos parece ser uma vulgata’
é que a exploracdo da manipulacao algébrica ocorre em todos os LDs, sempre trazendo 0s
elementos das operagfes no conjunto dos complexos, alguns operadores depois 0 que
acontece € a passagem para representacdo geomeétrica para entdo evoluir para a representacao
trigonométrica onde se faz o uso das formulas de Moivre.

O tratamento deste tipo de tarefas € feito de modo a encarar a unidade imaginaria
como se fosse uma incognita qualquer, fazendo o uso de propriedades algébricas anteriores ao
estudo de Numeros Complexos (técnicas auxiliares) para sua resolucdo. Vemos um exemplo
deste tipo de Tarefa na figura 36.

Tarefas do tipo Tz ocorre com uma frequéncia de 3,2% nas obras deste PNLD. O que
podemos tirar desta analise € que a operacdo de multiplicacdo, talvez por ja ser um conceito
conhecido (ou deveria, pelo menos) pelos anos desta etapa de ensino ndo careceria de tanto
tratamento tedrico. Logo nédo faria muito sentido estender o tratamento de uma operagdo que
ja esta estabelecida nesta etapa. O fato € que a exploragdo deste tipo de tarefa ocorre em todos

os LD analisados.

Figura 36 - Exemplo de T3
Exemplo:
Sendoz = 2 + 3iew = 3 + 5i, temos:
zw=(24+31)34+5)=6+10i+ 91 +15i*= 6 -15 + 19i = -9 + 19i
Fonte: SMOLE & DINIZ, 2016 p. 186

Podemos perceber que para esta operacdo o trabalho da justificativa da técnica ocorre

mais detalhadamente, levando em conta objetos do conjunto dos complexos:

17 Vulgata é a versdo mais difundida ou mais aceita como auténtica de um texto. (Oxford Languages)
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Figura 37 - Exemplo de exploragdo do bloco do saber relativos a T3

Observe que essa relagdo aparece se usarmos as propriedades que conhecemos em .

z+w = (a + bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi*

Considerando que i* = ~1(porque i’ = (V-1 } ), temos:
z+w = ac + adi + bci —bd = (ac - bd) + (ad + bc)i

Exempio:
SeNUozZ = Z+ 31e W = 3 + Jl, (emos:
zw=24+31)B+5)=6+10i+ 9+ 15=6-15+ 191 = -9 + 19i
No caso de z e w serem niimeros reais, 0 seu produto como niimeros complexos coin-

cide com o produto em R,

Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ, 2016 p. 187

Esta justificativa — exploracdo do bloco do saber — se da partindo da propriedade
distributiva da multiplicacdo (grifo em azul). A partir da aplicacdo desta propriedade o
resultado contara com uma unidade imagindria “reduzivel”, destacado pelo autor (grifo
vermelho). Por fim, a técnica para exploracdo deste tipo de tarefa e o quarto momento
didatico, definido como trabalho da técnica; que lida com a aplicabilidade e alcance da
técnica (Chevallard, 1999) em um exemplo (grifo verde).

T4: Calcular a poténcia de um nimero complexos, z:" na forma algébrica

Para classificar este tipo de tarefa pegamos todos os tipos de atividades do LD que
solicitavam a poténcia de um complexo, na forma algébrica, ainda sem os estudos da
representacdo trigonométrica. Portanto poderiamos dizer que para este tipo de tarefa, os
valores de n, relevantes estariam entre o intervalo ]0, 3[ ou reduziveis a esses expoentes
(figura 38) . Ou quando ocorreu de ser um n superior, as técnicas de resolucao usadas eram as
técnicas auxiliares das propriedades de potenciacdo, ja estudadas desde o ensino fundamental,
a fim de reduzir o termo dentro dos parénteses até se obter um valor para a expressdo z".

Podemos ver um exemplo deste tipo de operacdo abaixo:

Figura 38 - Exemplo de T4

ATNIDADE -
5. mmoura Sendoz =2 — 2i, calculem:

a) z* b) #* c) 27

Fonte: DANTE, 2018, p. 148
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As técnicas sugeridas neste ponto do estudo neste LD é fazer a reducdo em pares e
usar a técnica de multiplicacdo, da seguinte maneira: z? = z - z ; da mesma forma que z8 =
[(z?)?]?; seguindo o raciocinio z° = (z3)3.

Neste exemplo (fig. 38) a exploracdo deste tipo de tarefa que classificamos como Ta.
Sabe-se que com a evolucdo das praxeologias e 0 surgimento de novas técnicas, esta tarefa
voltara a ocorrer, mas com expoentes maiores que trés, portanto a potenciacdo na forma
algébrica foi separada da potenciacdo, que faz o uso da técnica da primeira férmula de

Moivre.

Ts: Encontrar a incognita que satisfaca a igualdade

O tipo de tarefa que classificamos como Ts representa 12,5% de todas as tarefas
classificadas nesta pesquisa.

Trataremos dos tipos de tarefas mais frequentes no PNLD/2018 mais adiante, porém o
gue podemos dizer por hora é que como orienta os PCNEM, o tratamento de nimeros
complexos deve ser realizado de maneira a se constituir com outros campos da matematica, de
maneira interdisciplinar. (BRASIL, 2006)

Dito isto, esse tipo de tarefa que classificamos como “encontrar a incdgnita que
satisfaga a igualdade” engloba principalmente a resolugdo de equagOes de primeiro grau onde
se deve encontrar uma incéognita para que, por exemplo o complexo na forma z = a + bi seja
imaginario puro (Ts.1) ou entdo para que seja real (Ts2). A exploracdo deste tipo de tarefa

ocorre no tratamento algébrico e manipulacfes dos operadores no conjunto complexo.

Figura 39 - Exemplo de Ts.

ATVIDADE .
7. empues Determinem o valor de x, real, para que o

namero complexo:
a) (x* — x) + 3i seja um numero imaginario puro;

b} x + (x* — 4)i seja um nimero real;

¢} x + xi seja o namero real 0.

Fonte: DANTE, 2018 p. 148

Na figura 39 e 40, os conceitos mobilizados a respeito dos complexos serdo a
propriedade de igualdade entre complexos — técnica fornecida por todos os livros juntamente
com as operacOes algébricas de adi¢do subtracdo e multiplicacdo — e uma técnica auxiliar de
resolucdo de um sistema, que envolve o produto dos complexos, e 0 conceito de imaginario

puro na forma canonica e vastamente o conceito de equacéo.
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Figura 40 - Exemplo de Ts5

Determine x € K e y € R para que:
a) (x+yi)(1-3i) =-13-i.
b} (x + yi)' = 8i.

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 189

Esse tipo de tarefa explorou muito o eixo algébrico e contetdos auxiliares, usando
técnicas de resolucdo de sistemas e até mesmo de matrizes. Este tipo de tratamento € o que

orientava os PCNEM, documento pelo qual este PNLD foi avaliado.

Te: Calcular o valor das unidades imaginarias.

O célculo, ou reducdo das poténcias das unidades imaginarias ocorrem em todas as
obras. Sendo um dos itens principais do contetdo analisado, isso se justifica. O que difere de
uma obra para outra é o tipo de tratamento que cada um da.

Alguns autores dos LD, por explorar a parte historica fornecem logo no inicio a
definicdo, ou técnica, para trabalhar com as unidades imaginarias. Porém, o que ocorre em
todas as obras é o fato de que a justificativa tecnoldgica para reducdo das poténcias de i,
decorrem das propriedades da potenciagdo, e leva a uma generalizacdo do “bloco do saber
fazer” (Chevallard, 1999). Esta técnica ¢ justificada como mostra a figura 41 a seguir:

Este tipo de tarefa foi explorado com 4,6% de frequéncia. Também consideramos
importante separar outros dois subtipos de tarefas que envolve simplificar expressées com
unidades imaginarias ou resolver as expressdes algébricas com unidades imaginarias. A
técnica € sempre a mesma, o que difere de um subtipo para outro é o uso de técnicas
auxiliares de resolucdo que variam de acordo com a tarefa a ser resolvida. Além da técnica
para reduzir as unidades imaginarias nas expressdes, sera necessario o0 uso de técnicas

auxiliares do conteudo de potenciacdo para se chegar ao resultado desejado.
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Figura 41 - Exemplo de Te1

4. Calcule ovalorde

49

a) i™

b) 0
¢ 3 —i* Q P=i*-i=@i=(=)i li i
Pe= (A = () =1
Resolugdo: <
Entao, temos:
3) 7= 2= (05 d = 3P — P =3(-)—1=-3i-1
Ou, de outra maneira: Portanto, 3i® - i 1—3i
" =48 (i:)_u" ( 1;“‘ =i =
Portanto, i’ =i "‘:"“;" Y 2

b) "0 = (A% = (-1)% =1 ' ® L33
Ou, de outra maneira:
PO = (10 =i"=1 | 1) 100 | Pom 1) 1
Portanto, '™ =1 "'{ 2

Fonte: DANTE, 2018, p. 147 e 148

T7: Resolva a equagéo em C.

Resolver as equacBes no conjunto dos complexos, € um tipo de tarefa muito
importante neste trabalho. Uma de nossas hipdteses de pesquisa é que de algum modo a razéo
de ser deste saber em LD se aproximaria da razdo de ser na matematica. De acordo com 0s
estudos historicos e epistemologicos deste trabalho a razdo de ser de complexos tem relacédo
direta com resolver o Teorema Fundamental da Algebra, embora tenha sido desenvolvido nos
séculos 16, 17 e 18 como ferramenta para resolucdo de alguns tipos de equagbes. O que
podemos concluir, por enquanto é que a razdo de ser deste saber na matematica ndo ¢é a
mesma razdo de ser deste conteudo neste nivel de Ensino e nem na lpnip .

Este tipo de tarefa engloba equacbes de segundo ou terceiro grau, além de fazer links
com outros contelldos da matematica. 1sso implica o uso das técnicas de resolucdo em R,
técnicas auxiliares. Porém, a mais utilizada sera essencialmente a formula de Bhaskara e a 7,
que lida com a reducédo das poténcias das unidades imagindarias para conseguir resposta para

raizes negativas quando houver.

Figura 42 - Exemplo de T7.1

ATIVIDADE Y =
. ‘&mouea Resolvam em C cadaequacao:

a) X +25=0
b) 22 +98 =0

o x*—2x+2=0
d) x* —10x +40 =0

Fonte: DANTE, 2018, p. 148
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Em uma das obras observamos um subtipo de tarefa para resolver a equacao,
primeiramente nos Reais, e depois nos Complexos. Também em uma das obras constatamos
outra ramificacdo deste conteddo com o conteudo de fungdes: encontrar os zeros da funcéo
com termos complexos.

Como o conjunto dos complexos resolve o problema das raizes quadradas de nimeros
negativos, entédo esta tarefa de resolver as equaces (principalmente de grau 2) no conjunto do
complexo ocorre em todas as obras analisadas. Tanto no LD1 quanto no LD2 esse tipo de
tarefas esta presente. Ocorre por vezes ramificacdes, como resolver as equacdes no conjunto
dos reais para depois do fornecimento da técnica para manipular unidades imaginérias haver o
retorno a essas atividades e entdo resolver no conjunto complexo. Essa praxeologia €
importante e configura um importante ponto do trabalho dos complexos, mostrar que toda

equacao possui solucdo dentro dos complexos.

Ts: Escreva o complexo dado na forma fracionaria na forma canénica a + bi

Este tipo de tarefa, com este comando: escrever/expressar as fracdes na forma de a +
bi explora técnicas ligadas ao conceito de conjugado de numeros complexos. Decidimos néo
colocar este tipo como um subtipo de tarefa do conjugado ou mesmo da diviséo, pois 0 verbo
“escreva” de acordo com Chevallard (1999) denota o comando para o tipo de tarefa que ira
ser realizada, assim sendo seria diferente de “divida” ou “determine (o conjugado)” de z.

Podemos ver um exemplo deste tipo de tarefa na figura 43, a seguir:

Figura 43 - Exemplo de Tg

15, Expresse z na forma algébrica

1+1i 1-i
2k aes

c) z

,=afitl} 2-4
d) z ‘{11 =]

1+1

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 190

Para resolver este tipo de tarefa, os termos com unidades imaginarias nos
denominadores devem ser transformados em reais. Isto pode ser feito com o uso da técnica de
multiplicar o denominador pelo seu conjugado, isto pois o resultado desta multiplicacdo é um
namero real. Esta técnica ja foi posta, anteriormente, e envolve também o assunto de

guociente de complexos.
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To: Efetue a diviséo entre dois complexos.

Efetuar a divisdo entre complexos se constitui como uma das operagdes principais do
bloco algébrico. Aqui cabe um comentario analitico sobre a organizacao didatica do conteldo;
alguns dos LD discute a divisdo por meio de um sistema, isto €, dados dois complexos, z e w,
dividir z por w significa encontrar um terceiro complexo, u, tal que z = w . u. Esta é uma das
técnicas possiveis para esta tarefa. As outras obras variam no tratamento das justificativas ou
fornecimento da técnica de divisdo entre complexos, porém de forma a utilizar a técnica do
conjugado para esta operacao.

Associamos a este tipo de tarefa também a obtengdo do inverso multiplicativo, por se

tratar da divisdo de 1 por z.

Figura 44 - Exemplo de Tg1

12. Efetue j— sabendoquez;=1+2iez; =2 + 5i.

Resolucdo:

no_ 1+ _0+2002=5) _ 2-5i+4i=10 _2—i _12 1,
7, 2+5  12+50)2—5) 715 29 29 29
LDDZ— L L
8% T 729 19

Fonte: DANTE, 2018, p. 148

Ressaltamos a importancia de se trabalhar também com os exercicios resolvidos, uma
vés que nestes exercicios podemos constatar quais técnicas o autor de LD esta pondo em
vista, além da possibilidade de haver justificativas — relativas ao bloco do saber — nestes
exercicios resolvidos. Porém observamos, em nossas analises que o bloco do saber €
explorado mais comumente na parte de exemplos, onde sdo trabalhadas algumas justificativas
tecnoldgicas sobre o assunto.

Este tipo de tarefas, To, ocorreu com uma frequéncia de 4,6% de todas as tarefas
analisadas nas 8 obras. Temos uma hipétese de que as quatro operagfes no conjunto
Complexo estardo equilibradas no quantitativo, o que pode ser pelo mesmo fato que

comentamos na Tarefa Ts.

T10: Determine o conjugado de um complexo z
Determinar o conjugado de nimeros complexos € o concito que permite o surgimento
de tecnicas para o calculo de Tg e To. Esta tarefa aparece mais do que a propria divisdo entre

complexos. Para exemplificar temos a figura 45 a seguir:
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Figura 45 - Exemplo de T1o
13. Determine o conjugado de cada nimero complexo
a) z =8 +5i ¢) z=-6i
b) z 62 + 7i d)z 4
Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 191

Como apontamos, o estudo do conjugado fornece ferramentas para operar as tarefas
relativas a divisao entre complexos, e na representacao candnica de complexos apresentados
na forma fracionaria. Esta técnica estd associada a uma propriedade especifica do conjugado
em que, qualquer complexo, multiplicado pelo seu conjugado € um ndmero real. Desta forma
havendo um complexo no denominador, usa-se essa propriedade do conjugado para
multiplicar por um (conjugado no numerador e denominador) para “tornar” o denominador

um numero real.

T11: Represente o complexo z = a + bi no plano complexo

Este tipo de tarefa é bastante frequente nos LD. H& ocorréncia de cento e quarenta e
quatro tarefas deste tipo, se levarmos em consideracdo todas as obras analisadas. Isto se
justifica, principalmente pelo PCNEM de matematica orientar que se faca esse trabalho de
representacdo algébrica e geométrica (mesma justificativa pelos qual justificaremos a
representacdo trigonomeétrica).

Ocorre uma variacdo deste tipo de tarefa, explorando, por vezes, outros conteddos ja
estudados, como a representacdo do produto no plano, a representacdo da multiplicagdo no
plano, a representacdo das raizes no plano, entre outros. A representacdo de um complexo no
plano é chamada de afixo de z.

O afixo de um complexo é o ponto no plano P (a, b) do complexo z = a + bi. Este
também pode ser representado no plano como um vetor, da Origem ao ponto P. O tratamento
vetorial é adotado por trés dos livros analisados. Alguns ainda trabalham com poligonos
formados pelas representacGes geométricas dos complexos dados na forma algébrica (T11s:

Determine a area da figura formada pela imagem dos complexos dados).
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Figura 46 - Exemplo de Ti11: Interprete o complexo geometricamente

13. Dados os nimeros complexos z; = —4 + 2i,
Z; = —3iez; = 4, localize, no plano complexo,
os pontos correspondentes a cada namero.

Resolucao:
n=—-4+2i=(472
Z;=-3i=(0, -3)
z=4=(4,0)

Fonte: DANTE, 2018, p. 152

Este subtipo tarefa mostrado na figura 46, exemplifica 0 que consideramos que seja
representar geometricamente um complexo. Além das técnicas de resolucdo para representar
um complexo como um afixo de z ou um vetor no plano, serdo exploradas as técnicas para
interpretacdo de inequagdes no plano cartesiano, entre outras representacdes, que sdo 0S
subtipos que atribuimos a este tipo de tarefa.

T12: Represente um complexo P (a, b) na forma algébrica.

A tarefa que consideramos como sendo T2, seria 0 caminho oposto de Tz, a partir da
representacdo no plano complexo, de um complexo z qualquer, determinar sua representacao
algébrica. Vemos um exemplo na figura 47 a seguir:

Figura 47 - Exemplo de T12

14. Determine os numeros complexos corresponden-
tes aos pontos A, B, C, D e E na figura abaixo.

Resolucao:
A3, 0)=z=3
B(0,2)=z=12i
Fonte: DANTE, 2018, p. 152
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Este tipo de tarefa representa 3,7% de todas as tarefas classificadas neste trabalho.
Como a técnica para resolucéo é decorrente da técnica utilizada para a resolucdo de Ti1, faz
sentido ndo se estender muito na exploracdo de um mesmo conceito.

A técnica utilizada foi descrita na analise praxeoldgica do LD1 e conta principalmente
com a definigédo de afixo de um complexo qualquer.

Estes dois tipos de tarefas, Ti1 e Ti2 propiciam o estudo geométrico do conjunto
complexo. Isto ocorre para que seja introduzido o assunto de modulo, e entdo a representacao
trigonométrica de complexos. As passagens da representacdo na forma geométrica para a

trigonomeétrica, em todas as obras analisadas, passam pelo estudo de médulo.

T13: Determine o modulo de um complexo.

O modulo de um complexo é um conceito bastante importante para operar
algebricamente e geometricamente no conjunto. Todos os livros analisados trardo a
exploracdo deste tipo de tarefa, optando por uma posicdo mais tradicional ou mais
interdisciplinar para o tratamento.

Consideramos que este tipo de tarefa, bem como todo o quarteto praxeoldgico
(Chevallard, 1999, 2018) que envolve o modulo de um complexo é uma transicdo para a
representacdo trigonometrica de um complexo. Apoiados nas técnicas e justificativas do bloco
tecnoldgico tedrico a respeito do Teorema de Pitdgoras, em geometria analitica, 0 modulo de
um complexo z € a distancia em unidades de medida da origem ao afixo de z (ponto P), ou

seja, o vetor de origem em O e extremidade em P.

Figura 48 - Exemplo de Ti3

20.0s pontos A e B sio afixos, respectivamente, de
1 4+ 3ie2 -1 Qualéadistincia entre Ae B?

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 193

Por definicdo de mddulo, visto tanto no LD1 quando no LD4, a distancia entre dois
complexos no plano complexo é o préprio modulo. Este exemplo da figura 45 € uma das
ramificagdes do conceito de modulo observadas em nossa anélise.

Este tipo da tarefa também engloba o modulo das operacbes algébricas no conjunto
complexo, por exemplo, a soma em modulo, ou a multiplicagio em mddulo. Também
colocamos neste mesmo tipo, como apontamos no paragrafo anterior, a tarefa de calcular a

distancia entre dois pontos, visto que por definicdo, o modulo é a distancia entre dois pontos.
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Para este tipo de tarefa técnicas auxiliares sdo necessarias as o conceito mobilizado é o
mesmo.
Este tipo de tarefa foi uma das quais consideramos destaque, pois constata-se que a
frequéncia deste tipo de Tarefa é de 109, isto é, 8,5% de todas as tarefas analisadas.
Comegamos a perceber uma valorizagdo da instrumentalizagdo para se operar
geometricamente no conjunto dos complexos. Talvez isso esteja ocorrendo por estarmos nos

aproximando da razdo de ser deste contedo na matematica.

Tus: Determine a representacdo geometrica e/ou a forma trigonométrica do nimero
complexo.

Como dito anteriormente, a T3 Serd introdutoria para o as tarefas do tipo T14. Por meio
de justificativas relativas as relacfes trigonométricas na representacdo geométrica do modulo
de um complexo ocorre o fornecimento da técnica para determinar a representacao

trigonomeétrica de um complexo, como mostra a figura 49:

Figura 49 - Exemplo de T141
25.Dé a representacio geométrica e a forma trigonomé-
trica dos seguintes nimeros complexos:

a) V3 +i
b) —/3 +i
E] '\."'3_ — i

d) -3 —i
Fonte: DANTE, 2018, p. 156

Colamos este exemplo da figura 49 para fazermos um comentario a respeito de nossa
classificacdo. Este exercicio configura o que consideramos como contendo duas tarefas: Tiz e
Taa.

Constatamos algumas variagdes nesta tarefa, mas todas explorando o mesmo conceito,
com uma ou outra variag¢ao na técnica ou a utilizacdo de técnicas auxiliares.

Observamos também que ha um certo destaque no conceito de representacao
trigonométrica e suas variacdes, nos LD analisados. E importante destacar que a razio de ser
dos complexos na Matematica seria principalmente expandir 0 conjunto numérico e fornecer a
resposta para o T.F.A. Isto pode ser a justificativa para que as representacdes trigonométricas
sejam valorizadas — porque as formulas de Moivre usam essa representacdo para serem

aplicadas. A frequéncia de T14 € de 10,1%, de todas analisadas.
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Tis: Determine a forma algébrica dos complexos apresentados na forma
trigonométrica.
Assim como acontece em T2, a T1s tera menos presenca que a tarefa que utiliza a

técnica imediatamente semelhante, porém que faz o caminho inverso de T1a.

Figura 50 - Exemplo de Tis

33. Represente z na forma algébrica.
{ n T
a) z 21c08— 4+ 1+sen—
) \ 1 4
b) z = 6 (cos 2730° + i - sen 2730°)
) 8 { in . 7 i
€) z=Y\B |cOo§— + |-sen—
{ 4 4 )

Fonte: SMOLE & DINIZ, 2018, p. 196

Da mesma maneira em que T1sSerd o inverso de T14, 0 mesmo ocorre com a técnica. A
técnica 1,5 sera o caminho inverso de 7,,. Em relacdo as técnicas auxiliares relativas a
resolucdo deste tipo tarefa, pode-se dizer levando em consideragdo o LD1 e o LD4 que
ocorrem mais variacfes em LD4. Isso se mostra deste o surgimento de técnicas relativas aos
polindbmios, como o triangulo de Pascal, como neste ponto das relacGes trigonométricas;
ocorre a exploracdo do saber de duas representacfes dos arcos trigonométricos, além da

exploracdo de arcos congruentes, como mostra o item b, na figura 50.

T16: Multiplique dois complexos na forma trigonométrica.

As operacdes de multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e radiciacdo dos complexos na
forma trigonométrica ja aparecem com a caracteristica opcional em alguns LDs; em algumas
obras ndo ha exploracdo do contetdo. Observamos também que o bloco tecnoldgico-tedrico é
diferente de uma obra para outra.

Os LD1 e LD4, postos em foco na discusséo dos dados deste trabalho, apresentam
ambos a exploracdo destes saberes e convergem para um fim semelhante.

Multiplicar na forma trigonométrica exige a manipulacdo do conjunto na forma
trigonométrica e muitas técnicas operatérias do conteldo de trigonometria — 0 que pode
justificar o extensivo tratamento das tecnicas e principalmente do bloco do saber das

representagdes trigonomeétricas. Vejamos um exemplo deste tipo de tarefa:
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Figura 51 - Exemplo de T16

41. Sejam z, = 10{co
z, = 5{(cos 30° + 1+ sen 30"). Calcule:

Z, 1
a) z,-z, b) — c)z,:z d) =

Fonte: SMOLE & DINIZ 2016 p. 200; grifo nosso.

A figura 51 é um exemplo da exploracdo deste tipo de tarefa. A frequéncia de Ti6 €

1,7% dos tipos de tarefas analisados.

T17: Divida dois complexos na forma trigonométrica.

A exploracdo do conceito de divisdo de complexos na forma trigonométrica ocorre de
forma muito semelhante ao que foi a multiplicacdo deste mesmo tipo de complexos.

Podemos dizer que ocorre o fornecimento de técnicas por meio de defini¢bes, e um
tratamento no bloco do saber mais elaborado do que ocorreu no tratamento da divisdo na

forma algébrica. A frequéncia deste tipo de tarefa em todas as obras analisadas € de 1,8% .

T1s: Efetue a poténcia de um complexo.

A operagdo de poténcia na forma algébrica utiliza da mesma técnica para
multiplicacdo ou técnicas auxiliares das propriedades de potenciacdo. Ja neste pondo, é
fornecida a técnica para elevar um complexo z a um expoente n (n > 0) qualquer.

A técnica referida € conhecida como primeira formula de Moivre. Este tipo de tarefa,
bem como as técnicas e justificativas tecnoldgicas ou tetricas para tal, ndo é explorada em

todas as obras analisadas, como comentado anteriormente se trata de algo opcional.

Figura 52 - Exemplo de Tis:1

30. BMBoeE Calculem os valores das poténcias 72, 7% e 7°, sabendo que 7 = 2(1:05% +i- sen% _

Fonte: DANTE, 2018, p. 160

Encontramos outra ramificacdo neste tipo de tarefa, Tig2: “Determine o expoente n de
z, para que z satisfaga as condigdes dadas. ” Este subtipo de tarefa ocorre somente sete vezes,
como mostra a tabela 2 e classificamos aqui pois tratara diretamente dos operadores relativos
a potenciacdo de complexos.

Da mesma maneira como nos tipos de tarefas de T1g houve o surgimento da primeira

formula de Moivre, uma técnica que expandiu sua utilidade no bloco do saber-fazer, o
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tratamento da operacdo de radiciagdo também propiciara o surgimento de novas técnicas para

operar no conjunto.

T1o: Determine as raizes enésimas de um complexo.

Este tipo de tarefas ocorre com certa frequéncia nas obras estudadas — considerando os
LDs que trazem a exploracdo deste tipo de tarefas. As justificativas tecnoldgicas e tedricas
presentes na parte curso do LD fornecem a técnica para extrair as raizes de uma equacéo de
grau n, e mostra que que Sa0 n as raizes, isto é, a demonstracdo do TFA A técnica estudada €

conhecida como a segunda formula de Moivre.

Figura 53 - Exemplo de Tig1

85. Calcule as rafzes cibicas de:
a) i b) i c) -8B d)1
Fonte: SMOLE & DINIZ 2016 p. 204

Como mostra a figura 53, determinar as raizes cubicas de um complexo é um tipo de
T19, também constatamos os subtipos que solicitam raizes quadradas e quartas. Colocamos
neste tipo de tarefa as representacbes geométricas das raizes enésimas, isto porque a
representacdo geométrica deste conceito tem caracteristicas Unicas, as raizes representam

pontos na circunferéncia de raio igual ao modulo de z.

Figura 54 - Exemplo de representagdo geométrica das raizes cubicas de z.

24, Determine as raizes ciibicas de —i e interprete-as geometricamente.
Resolucio:

Escrevendo z na forma trigonométrica, temos:
z=—i

a=0
b=-1
|z] = 02 + (=12 =1 =1
0 Fique atento!
cos 8 = ¥ =0 Nimeros complexos da forma z = @i tém
T 37
i )= —1 - =4 = arg[z] = 37""' a.rgumento% paraa=>=0e TT paraa < 0.
1
D=so<iw

Fonte: DANTE, 2018, p. 162; grifo nosso
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A figura 54 exemplifica a representagdo geométrica. A seta em vermelho indica as
técnicas principais; a seta azul representa uma técnica auxiliar. Como o solicitado neste
exemplo sdo as raizes cubicas de z, a representacdo geométrica se tratara do triangulo

mostrado na figura.

T20: Determine as novas coordenadas de z no plano complexo ap6s uma rotagdo de 6
graus.

Esta tarefa poderia ser encarada como um subtipo da tarefa de multiplicacdo com
complexos na forma trigonométrica, porém como esta € pautada principalmente da
interpretacdo geométrica da operacdo do que qualquer outra coisa, decidimos classifica-la
separadamente.

Este tipo de tarefa ocorreu em duas obras, apenas, representando 0,5% das tarefas
analisadas. Conceitos diversos sdo mobilizados neste tipo de tarefa, como a multiplicacao

com complexos, forma algébrica e interpretacdo geométrica.

T21: Classifique a parte real e a parte imaginaria de um complexo na formaz = a +
bi.

Notamos a importancia de separar este tipo de tarefa, pois vimos que por mais que ndo
seja um tipo presente em todas as obras analisadas, ela esta presente, de forma consistente em
algumas obras, onde s6 o que se quer é que o estudante saiba identificar o que € parte real e 0
que € parte imaginaria de um complexo.

Por vezes este estudo é somente conceituado como inerente ao estudo de nimeros
complexos. Porém ha obras em que aparecem tarefas relativas a este comando, de classificar a
parte real e a parte imaginaria do complexo dado. Levando em consideracdo o LD1 ndo trata
especificamente como uma tarefa, ja o LD4 possui algumas atividades solicitando o uso deste
conceito.

A frequéncia de T21 é de aproximadamente 4% de todas as tarefas classificadas nesta
pesquisa. Esta frequéncia é proxima das tarefas das operacdes algébricas de adicao, subtracao,

multiplicacdo e divisao.

T22: Determine o argumento de z.
Esta tarefa ocorre em algum momento entre o moédulo e a representagdo

trigonométrica de um complexo. O comando de determinar o argumento (angulo da reta
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representada geometricamente pelo modulo com o eixo real) é diferente de determinar o
modulo ou determinar a forma trigonométrica do complexo, por mais que para 0 segundo,

uma das técnicas necessarias é justamente o calculo do argumento principal.

Figura 55 - Exemplo de T2

31. Calcule o argumento principal de cada nimero com-
plexo
a) z =10 + 10i d) z 8-8v3 -i
b)z=8 e)z 1—-i
c) z =-10V3 + 10i )z=1-V3-i

Fonte: Fonte: Fonte: SMOLE & DINIZ 2016 p. 196

Encontramos quarenta e cinco tarefas deste tipo, isto € 3,5% de todas as tarefas
classificadas.

A seguir vamos apresentar algumas reflexdes e constatacfes dos dados extraidos até o
momento, seguindo para a anélise de um melhor desenho do bloco do saber.

4.6 Comentarios e discussdes acerca do LD1 e do LD4

Ao analisarmos as estruturas dos dois Livros Didaticos que apresentam uma distin¢ao
da organizacdo do conteudo ja no sumario, nossa hipdtese era constatar o surgimento e
exploracdo de técnicas diferentes ao decorrer da evolugdo das praxeologias.

Fizemos a escolha de trazer uma analise descritiva das duas obras de lpnLp por serem
obras que evoluem da mesma praxeologia que classificamos inicialmente como sendo £,.
Esta praxeologia é caracterizada principalmente pelo questionamento de existéncia de raizes
de equacBes do tipo ax?+ bx +c =0, que conttm raizes quadradas de quantidades
negativas. Desta forma pensamos da analise de duas obras que partiam da mesma praxeologia,
mas cuja organizacdo didatica era diferente. Nossa hipotese era que essa OD influenciaria na
razdo de ser de cada obra, ou que poderiamos perceber que o surgimento de técnica diferentes
ndo implicaria a exploracgéo delas.

Como resultado dessa comparacdo direta constatamos que o LD4, que apresenta o
tratamento de complexos depois do tratamento de polindmios, ha a ocorréncia de uma técnica
qgue ndo aparece em outras obras, a técnica do triangulo de Pascal. Porém, esta técnica &
trabalhada em segundo plano, e tem relagcdo com a potenciacdo de um complexo na forma
algébrica. Ela surge como técnica auxiliar, enquanto ndo ocorre a exploracdo da primeira

férmula de Moivre. Essa escolha didatica realizada pelas autoras do LD4 pode ser justificada,
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uma vez que a primeira formula de Moivre s6 pode ser explorada como técnica depois que
ocorre o tratamento trigonométrico de complexos. Dessa forma, ao contrario do que ocorre no
LD1, esse assunto pode ser mais explorado, uma vez que o LD1 segue o caminho
“tradicional” na apresentagdo do contetido, deixando para explorar a técnica auxiliar,
classificada como primeira formula de Moivre ao final do tratamento trigonométrico do
conjunto.

Vamos explorar os caminhos que estas duas obras realizaram no tratamento de
numeros complexos a partir de uma arvore hierarquizada. Para elaborar o modelo dessa
hierarquizacdo, usamos como inspiracio o T4TEL® (T4 faz referéncia ao quarteto
praxeologico tipo de tarefa, técnica, tecnologia e teoria e TEL é o aprendizado aprimorado da
tecnologia)'® proposto por Chaachoua e Bessot (2018). Este modelo lida com nogdes que nio
exploramos neste trabalho, porém usaremos os modelos hierarquicos de evolucdo das tarefas
de tipo Ti, nas duas obras, tomando como exemplo como 0s autores esbocam uma &arvore

hierarquica neste modelo como podemos observar na figura 56.

Figura 56 - Arvore dos caminhos de LD1 e LD4 pelos tipos de tarefas Ti

Ty : questionamento de existéncia de raizes

. de equacdes contendo raizes quadradas de
ID1 T D

valores negativos como resposta.

Ty T
1, —— T, ey
/ Ty T, T, T; Tio
Ts \.
4—-—'—”"'{_'_#_# TQ
Ts .
T':f T Ty Ty Ta T, Ts
T, T, Tn T£3 TF T, Ts
Ty Tis Ty Ty T3 Tys Ty Tis
Ty Tig Tys Ty Tx Ty Ty
—
Ty Ty Tio

Fonte: prépria

18 O TATEL faz parte da Teoria Antropoldgica do Didatico, especificamente da abordagem praxeoldgica,
fazendo referéncia principalmente ao conceito de varidvel da TSD. (CHAACHOUA & BESSOT, 2018, p. 121)

19 T4 renvoie au quadruplet praxéologique (Type de taches, Technique, Technologie, Théorie) et TEL a
Technology Enhanced Learning.
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Pensando no desenho desta “4rvore” de caminhos que o LD1 e o LD4 percorrem,
vamos nos atentar a alguns detalhes. Primeiramente, ambas as obras partem do mesmo
principio de questionamento de existéncia, isto €, ambos os livros partem do questionamento
do alcance das técnicas conhecidas no conjunto dos reais para resolver um tipo especifico de
equacgOes, como comentado anteriormente.

Enquanto o caminho vai sendo realizado podemos constatar que no LD1 ocorre
primeiramente um tratamento algébrico do conteudo de complexos, enquanto no LD2 ocorre a
exploracdo da definicdo de complexos como par ordenado, sendo um dos primeiros contatos
com o conteudo.

As tarefas do tipo T21 e T2 ndo aparecem no LD1, por isso as destacamos em
vermelho. Nao necessariamente elas estdo intimamente ligadas com a razdo de ser dos
complexos nessas obras, um dos objetivos deste trabalho. Porém, podemos retirar algumas
conclusdes da ultima linha deste esquema conforme podemos ver na figura 56.

Analisando como evoluem os caminhos dos tipos de tarefas em cada livro, podemos
concluir que as praxeologias matematicas em torno dos nimeros complexos, nestas obras,
convergem para que o aluno seja capaz de operar as operacOes aritméticas basicas em sua
representacdo algébrica e geométrica e seja capaz de manipular a representacdo algébrica e
aplicar as técnicas da primeira formula e da segunda de Moivre. Estas tarefas, por mais que
ndo sejam maioria das tarefas em termos quantitativos, constituem a maior quantidade de
exploracdo do bloco do saber, isto é, nesse assunto € quando o LD se dedica a dar mais
justificativas tecnoldgicas e teoricas a respeito das tarefas que vao surgindo com o decorrer da
evolugéo das praxeologias.

VVamos colocar os dados quantitativos referentes aos tipos de Tarefas Ti explorados em
LD1e LD4:
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Figura 57: Grafico referente ao quantitativo dos tipos de tarefas Ti em cada obra analisada

Quantitativo referente aos tipos de
tarefas Tiem LD1 e LD4
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80
70
60
50
40
30
20

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Quantitativo total de LD1 Quantitativo total de LD2

Fonte: Propria

Observando a figura 57 podemos tirar algumas conclusdes acerca do que cada obra
“prioriza” em termos de tipos de tarefas. Por exemplo, analisando o tipos de tarefas de T5:
“Encontrar a incognita que satisfaga a igualdade” — que engloba os subtipos: Ts.1: Resolver a
equacdo para que o complexo seja um imaginario puro; Ts2: Resolver a equacdo para que 0
complexo seja real; Ts3: Determinar os complexos que satisfagam as condicdes; Ts.a:
Determine as incognitas para que z1 = z2 ; Tss: Encontre a equagéo da reta para qual P (X, y)
pertenca tal que o produto z1 x z2 com incognitas x e y € um namero real; Tse: Resolver a
equacdo para que o complexo seja um imaginario — podemos ver que o LD4 opta por explorar
em maior quantidade (em cinza na figura 59) a Ts em comparagdo com o LD1. Podemos
entender que este tipo de tarefas possibilita o link com outros conteldos da matematica e
sendo assim, é um tipo de tarefas que engloba diferentes técnicas e permite a manipulacao
algébrica do contetudo. Entendemos que em especial o LD4 faz o uso deste tipo de tarefas para
possibilitar a manipulacdo algébrica do novo conjunto numeérico a ser aprendido.

Como podemos observar, em nameros gerais, 0 LD4 possui um quantitativo maior de
tipo de tarefas. Ha4 somente dois casos em que o LD1 supera o LD4 em termos de quantidade,
sdo os tipos de tarefas Ti13 e T2o (T20 ausentes de LD4). T13 faz referéncia ao médulo de
complexos — ferramenta pelo qual se tornam possiveis as tarefas do tipo T16,17,18 e 19; ja a

T20 em relagdo com a propriedade da multiplicacdo de complexos na forma trigonométrica da
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rotacdo no plano de Argand-Gauss. Esta Gltima se configura mais como uma propriedade, e é
pouco trabalhada, ocorrendo apenas 5 vezes no LD1.

Podemos dizer em termos gerais que o tipo de tarefas relativas a manipulacdo
algébrica do conjunto numerico dos complexos (Ts), o tipo de tarefas relativas a representagédo
e interpretacdo geométrica (T11) e o tipo de tarefas relativas a representacdo trigonométrica
(T14) configuram, de acordo com a tabela 2, tabela 3 e figura 59 deste trabalho as que mais
aparecem, pelos menos em relacéo a estes dois livros didaticos estudados.

Ja a respeito das técnicas, vamos identificar aquelas mais exploradas pelos autores
deste LD1 trazidos nesta anélise (observe o grafico da figura 58).

Em termos de técnica entendemos que houve uma valoriza¢do da z10, 711 € 713, quUe
fazem parte, respectivamente, da exploracdo do conjugado de um complexo; da exploracédo da
representacdo geométrica de complexos na forma algébrica; e da exploracdo do modulo de

nlimeros complexos.

Figura 58: Grafico referente ao quantitativo dos tipos de técnicas em cada obra analisada

Quantitativo referente as técnicas em LD1 e LD4
90

80
70
60
50
40
30
20
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Quantitativo total de LD1 Quantitativo total de LD2

Fonte: Propria

O que ocorre € que existe a valorizacdo de técnicas de forma a fornecer instrumentos
para tipo de tarefas futuros, isto, pois, tanto zio, quanto 13, Sdo técnicas exploradas que
aparecem como auxiliares para outros tipos de tarefas referentes ao conteddo de numeros

complexos. Concluimos, que dentre as técnicas mais valorizadas estdo aquelas que servem
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como auxiliares para resolucdo de outros tipos de tarefas, na manipulacdo do conjunto dos
nameros complexos.

Entendemos entdo, ao colocarmos em contraste estas duas obras, que a razdo de ser
dos complexos parece convergir para fornecer instrumentalizacdo para que se opere no
conjunto dos nimeros complexos, sem necessariamente justificar o Teorema Fundamental da
Algebra, que é a razdo de ser deste conjunto, motivo de existéncia e estudo acerca dos
complexos na Imatematica.

N&o apresentamos resultados acerca da analise praxeologica da OM e OD nas outras
cinco obras aprovadas no IpnLpr2ois, mas temos alguns dados e algumas reflexdes iniciais,

cujos resultados trazemos no proximo item.

4.7 Comentarios a respeito das outras obras: LD2, LD3, LD5, LD6 e LD8

Em nossa analise pudemos verificar que em seis — das oito obras estudadas — existe 0
tratamento do assunto de numeros complexos a partir do questionamento de existéncia de
solugdes dentro dos reais para equacdes de grau dois. Uma vez que parte das tarefas nédo
podem ser respondidas com as técnicas conhecidas se institucionaliza o conjunto o0s
complexos. O momento de institucionalizacdo € um momento didatico em que algumas
ferramentas sdo mobilizadas, as primeiras técnicas para resolucéo de tipos de tarefa.

Esta abordagem, nestas seis obras, é prevista na TAD, a partir do questionamento de
existéncia de objetos que 0s sujeitos dessa instituicdo ainda ndo se relacionam; também é
prevista na dialética ferramenta-objeto (DOUADY, 1986).

Durante a vida escolar o estudante vai se deparando com situacdes e problemas dos
quais ele sabe resolver parte, ou praticamente nada; para tal, ele vai se apropriando de
ferramentas e adaptando-as para servir ao seu propoésito. O mesmo acontece com 0s nUmMeros
complexos: quando os usamos para resolver o TFA, por exemplo, ele é uma ferramenta.
Porém quando estudamos sua definicdo, suas propriedades, como realizar operacfes neste
novo conjunto, estamos trabalhando com o aspecto objeto do conceito.

47.1 LD2
No LD2 — Quadrante Matematica, de Eduardo Chavante e Diego Prestes — o0 capitulo
destinado aos numeros complexos € o de nimero 7, que precede o tratamento de polinémios e

equacOes polinomiais.
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Na tabela a seguir colocamos os tipos de tarefas e técnicas utilizadas para resolver

tipos de tarefas identificadas neste LD:

Tabela 5: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD2

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T1 6 T 10
T2 3 T2 5
Ts 5 T3 7
T4 1 Ta 3
Ts 17 Ts 19
Ts 17 T 30
T7 10 T7 8
Ts 2 Tg 6
Ty 7 Ty 7
Tao 5 T10 15
Ty 4 {ot] 15
T12 11 T12 17
T13 11 T13 9
T14 9 T4 11
T15 7 Ti15 6
Tle 4 Ti16 2
Tz 2 T17 2
Tlg 2 T18 2
T19 0 T19 0
T20 0 T20 0
T21 6 T21 10
T2 0 T2 0
Total 129 - -

Fonte: propria
O tratamento dos numeros complexos neste LD ocorre de maneira um pouco
diferente dos LD1 e LD4, que discorremos durante nossa analise a respeito da OD e OM

destes dois. A praxeologia inicial g, = Ty:x? + k = 0,k > 0, que por sua vez usa a técnica

de resolucdo 7,:x% + k = 0 = x = +/—k, ndo aparece nessa obra; 0s autores optaram por
fazer um comentario histérico a respeito de como os complexos foram estruturados como
conceito na matematica, porém, as primeiras técnicas giram em torno da técnica relativa ao
tipo de tarefas Te, que ird agrupar tarefas relativas as unidades imaginérias. Isto quer dizer que
0 caminho que este LD faz a respeito dos complexos, segue com a necessidade de se resolver
raizes quadradas de nimeros negativos, embora pontue na pagina 188 que “a importancia dos
numeros complexos foi percebida pela primeira vez para se resolver equacdes de 3° grau, no
século XVI”. Desta forma a evolug¢do da arvore de tarefas, que apresentamos anteriormente,

pensando da proposta do T4TEL, sera um tanto diferente, como apresentaremos mais adiante.
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Outro ponto importante, levando em consideragdo a DFO, este manual didatico opta
por estudar os complexos como objeto, o aspecto ferramenta ndo é abordado no capitulo de
numeros complexos — podemos perceber, de fato, que as tarefas de tipos: Tig, T20, € T22 N0
sdo abordadas nesta se¢éo do livro.

Os complexos voltam a aparecer no capitulo de equac6es polinomiais, nos assuntos de
equacOes polinomiais, multiplicidade de uma raiz, relagfes de Girard para equagdes do 2°
grau, para equacdes do 3° grau, para equacdes de grau n; raizes complexas de equacOes
polinomiais com coeficientes reais; raizes racionais de equacdes polinomiais com coeficientes
inteiros. As técnicas mais valorizadas sdo as relativas a manipulacdo das unidades
imaginérias, do bloco geométrico e de representacdo trigonométrica. Isto ocorre pois, nessa
obra, o conjunto complexo é usado primeiramente como objeto e posteriormente como

ferramenta para equacdes polinomiais.

472 LD3

Este LD ¢é o “Matematica: ciéncia e aplica¢des”, dos autores David Degenszajn;
Gelson lezzi; Nilze de Almeida; Osvaldo Dolce; Roberto Périgo.

Nesta obra o conteddo de nimeros complexos € apresentado antes do tratamento de
polindmios e equacbes polinomiais. Esta opgdo didatica faz com que, semelhantemente ao
que ocorre no LD2, no capitulo destinado ao estudo do conceito de complexos, o conceito seja
abordado como objeto (DOUDY, 1986), isso acaba descontextualizando a a proposta
pedagdgica em torno deste conteldo — isto porque a proposta pedagogica gira em torno de
aplicacdes e exemplos reais, € quando ocorre 0 estudo do conceito como objeto, 0 mesmo
ocorre descontextualizado.

A seguir, consta o0 quantitativo, relativo ao bloco pratico-técnico do LD3:

Tabela 6: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD3

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T1 6 T1 10
T2 3 T2 7
T3 14 T3 15
T4 8 T4 16
Ts 27 Ts 20
Ts 17 Ts 31
T7 10 T7 10
Ts 12 Tg 12
Tg 4 To 2
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TlO 5 Ti0 32
Tll 3 T 3
T12 7 T12 9
Tis 26 T13 24
T14 26 T14 29
Tis 2 Tis 20
Tl6 0 Ti6 0
T17 0 T17 0
T18 0 T18 0
Tlg 4 T19 4
T2 0 T20 0
To 9 Tn 23
T22 20 Tzz 41
Total 203 - -

Fonte: propria

Esta escolha didatica de organizar os contetudos desta forma, faz com que ocorra um
vacuo, no sentido de contexto — também observado no LD2. Isto ocorre porque neste caso 0
contetdo é apresentado de forma a instrumentalizar os alunos, para que o conceito sirva como
ferramenta no contetdo de polinémios, apresentado mais adiante.

A praxeologia inicial que ira apresentar o contetido é o questionamento de existéncia
de raizes quadradas negativas, embora possa induzir a uma confusdo epistemoldgica ao
sugerir que “Os nimeros complexos sdo usualmente apresentados a partir de uma equagdo do
2° grau” o que pode culminar em um obstaculo epistemologico pontual, a respeito da utilidade
deste conceito matematico. Sendo justos com este livro, ocorre no mesmo o discurso de cunho
epistemoldgico, e histérico, mas isso posterior a induzir o leitor de que na realidade os
complexos servem para outra coisa. Além do mais, neste livro didatico ocorre algo que
consideramos deveras peculiar. A praxeologia inicial e as primeiras tarefas relativas ao
conceito sdo do campo geométrico, e isto foi inédito em nossa anélise. O tratamento do
conjunto parte da representacdo geométrica para depois introduzir a representacdo algébrica,
inclusive sugere operadoras no plano complexo.

Neste LD, existe uma auséncia entre os tipos de tarefas Tis @ T1s € em T2o; 0 que se
justifica quando olhamos para o capitulo de polindbmios, e de fato, ocorre algo muito

semelhante ao LD2.
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4.7.3 LD5

No LD5 — “Matematica: interagdo ¢ tecnologia” de Rodrigo Balestri — séo dedicadas
vinte e uma paginas para o estudo dos numeros complexos que também ocorre antes do
tratamento de polindmios e equacdes polinomiais.

Na tabela a seguir trazemos o quantitativo relativo ao bloco pratico-técnico, ou bloco
do saber-fazer (Chevallard, 1999) para, em seguida, fazermos algumas inferéncias.

Tabela 7: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD5

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T, 6 T1 17
T 9 T 13
T3 14 13 16
T4 2 T4 6
Ts 28 Ts 37
Ts 17 T6 29
T7 7 17 11
Ts 3 Ts 5
Tg 6 To 3
Tlo 15 T10 35
Tu 34 T 42
T2 12 T12 24
T13 26 T13 23
T14 17 T4 28
T15 1 T1s5 5
T16 9 Ti6 14
T17 11 T17 14
Tlg 16 T18 19
T19 0 T19 0
Tzo 0 T20 0
T21 12 T21 18
To 1 T22 6
Total 246 - -

Fonte: propria

Apesar de o tratamento de complexos preceder o tratamento das equagdes polinomiais
e o tratamento do teorema fundamental da algebra, neste livro ocorre alguma
instrumentalizacdo dos complexos que ira dar ao conceito os aspectos apontados por Douady
(1986) de ferramenta-objeto, com ressalvas no vacuo em torno das tarefas de tipo T1g € Too.

Neste LD a praxeologia inicial € modelada a partir da apresentacéo epistemologica dos
complexos abordando uma situacéo problema, que tem solucdo nos reais, porém os métodos
de resolucéo sugerem operadores de raizes quadradas negativas. Essa problemaética € a mesma

que fez com que surgisse a formalizagcdo do conjunto, e esta € uma escolha didatica. Porém, o
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que percebemos é que a passagem do primeiro encontro, momento didatico, em que ocorre 0
primeiro contato com o conteldo, € abrupta. (CHEVALLARD, 1999) Depois de apresentar a
situacdo problema a partir do exemplo e da apresentacdo histdrica e epistemoldgica, os
conceitos de formalizacdo algébrica, parte real e parte imaginaria, e representacao no plano
complexo ja séo institucionalizados.

De fato, hd& um vacuo nos tipos de tarefas de Tig € T2, € iSSO ocorre devido a
organizacdo matematica do LD e suas escolhas didaticas. Como vemos, este converge para ser
0 modelo dominante: instrumentalizar o leitor com os operadores de complexos para depois
usé-los como ferramenta no estudo de equacdes polinomiais. Embora prime por apresentar de
forma contundente os operadores relativos as representacdes trigonomeétricas e as férmulas de

Moivre, que fazem parte, entre outras coisas, do bloco do saber.

474 LD6

O LD6 ¢é o “#contato matematica” dos autores Jacqueline Garcia e Joamir Souza. Os
autores irdo introduzir ou “contextualizar” 0s complexos a partir de obras de arte do de Luiz
Sacilotto. As obras de Sacilotto eram concretistas e tinham como caracteristica fundamental o
uso de formas geométricas. Em especial, em algumas obras desse artista, ele usava formas
geomeétricas congruentes, mas que rotacionavam na tela, dando uma impressao de movimento.
Como ja& vimos, rotacionar uma figura 6 graus em torno de determinado eixo do plano
complexo caracteriza o tipo de tarefas que classificamos como Tao.

Este LD segue o padrdo dos outros livros que apresentam complexos antes de
polindbmios: sdo apresentados alguns aspectos histdricos e epistemologicos, e as primeiras
praxeologias comegam surgir como operadores dos complexos. Neste caso, as primeiras
praxeologias surgem da definicdo de complexo, como tendo uma parte real e uma imaginaria,
a parte imaginaria € o numero cuja raiz quadrada é uma unidade negativa, assim sendo, as
primeiras tarefas sdo do tipo T, que séo relativas a resolver elagdes em C.

Resolver as equacgdes que antes ndo eram possiveis no conjunto dos reais € algo que
podemos definir como uma quebra de paradigma, tanto na matematica quanto deve ser para o
estudante que esta tendo pela primeira vez o contato com raizes que a vida toda ouvira que
ndo eram possiveis. Neste LD, essa escolha didatica de modelar as primeiras praxeologias em
torno dos complexos parece ser uma tentativa de conceitualizar os complexos como
ferramentas de resolucdo de equacdes que possuem raizes quadradas de numeros negativos

em suas resolucdes, mesmo que durante o tratamento deste contelido, 0S proXimos passos
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serdo institucionalizar o conceito como objeto, trabalhando todos seus operadores e suas
mudangas de quadros.

A seguir, trazemos o0s gquantitativos do bloco do saber-fazer relativos ao LD6:

Tabela 8: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD6

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
T1 13 T1 19
T, 12 T 13
T3 4 T3 20
T4 2 Ta 4
Ts 41 Ts 47
TG 12 To 22
T; 9 T7 10
Ts 2 Tg 6
To 10 To 10
Tlo 18 T10 29
T11 28 T11 30
T12 13 T12 20
T13 17 T13 24
T14 12 T4 29
T15 21 T15 26
Tle 4 Ti16 4
Ti7 5 T17 6
Tis 2 Tis 13
T19 0 T19 0
Tzo 1 T20 2
To 7 21 9
T2 1 22 6
Total 234 - -

Fonte: propria

Um ponto a ser destacado neste LD é que nele, ha primeiro a instrumentalizacdo das
Tarefas e técnicas relativas a representacdo algébrica e geométrica. As operacfes de adicdo,
subtracdo, multiplicacdo, e soma serdo exploradas posteriormente ao tratamento das
representacdes geométricas. Além disso, no LD, essas operacdes sdo apresentadas junto com a
interpretacdo geométrica da operagdo, o que parece ser um movimento de trabalhar diferentes
quadros de representacdo a respeito de um mesmo conceito.

Neste manual didatico ocorre valorizagdo do quadro geométrico dos numeros
complexos. Os autores deixam o caminho bem preparado para introduzir as formulas de
Moivre e a demonstracdo do TFA, mas neste material o autor deixa esta parte para as

equacOes polinomiais.
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475 LD8

Neste livro didatico, “Conexdes com a matematica”, de Fiabio Martins de Leonardo,
como na maior parte dos LD analisados, o conteudo de polinbmios e equacdes polinomiais €
posterior ao tratamento de complexos, apresentados no capitulo 8.

Como vemos, quando essa € a organizagdo do LD, as tarefas e técnicas em torno do
conceito tendem a ter uma falsa contextualizacdo, isto pois ocorre o estudo dos operadores e a
mudanca de formas de representacdo dos complexos, e isto é estatuto de objeto do conceito,
como aponta Douady (1986). Ressaltamos que ndo é excluido o aspecto de ferramenta do
conceito, principalmente presente nos tipos de tarefas T7 referentes as resolucfes de equacdes
em C, de fato somente as quadréaticas. Porém, ndo podemos negar que o aspecto objeto é mais
trabalhado — quando ocorre a escolha matematica e didatica de apresentar os complexos antes
das equacOes polinomiais.

Os quantitativos do bloco pratico-técnico do LD8 sdo organizados na tabela a seguir:

Tabela 9: Quantitativo dos tipos de Tarefas e técnicas analisadas no LD8

Tipo de Quantitativo Técnica Quantitativo
Tarefas Ti total explorada total
Tl 10 T1 9
T2 3 T2 2
T3 14 13 10
Ty 0 T4 0
Ts 14 Ts 14
Ts 3 T6 19
T7 4 T7 3
Tg 4 Ts 2
Tg 5 To 4
TlO 7 T10 19
Tll 30 T11 16
T12 8 T12 1
T13 16 T13 19
T14 15 T14 26
T15 2 T15 5
T16 5 T16 7
T17 2 T17 6
Tis 9 T18 9
T19 12 T19 14
T20 1 T20 2
T21 11 T21 12
T22 14 T22 19
Total 189 - -

Fonte: prépria
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Ja no inicio das discussdes, o autor aponta os objetivos do capitulo, que séo:

Compreender o conjunto dos nimeros complexos do ponto de vista historico;
Ampliar o conhecimento adquirido sobre os conjuntos numéricos; Operar com
nimeros complexos; Compreender as representagdes geométricas de um ndmero
complexo. (p. 172)

Isso indica que um dos focos do LD serd estender o conjunto dos reais e operar no
mesmo. Esta abordagem se assemelha, de fato ao que Dante (autor do LD1) faz, inclusive
trazendo uma organizacdo matematica e didatica parecida com a do LD1.

O tratamento de complexos nessa obra se assemelha muito ao LD1. Ele percorre o
processo de instrumentalizacdo dos operadores do conceito, e resolve o TFA antes de entrar
em equagOes polinomiais. Dessa forma, os dois aspectos, apontados pela DFO, séo
observados.

Como todos os livros analisados neste trabalho, neste LD ocorrem a apresentacao
aspectos histéricos e epistemoldgicos para justificar o estudo de complexos. Neste, os autores
trazem uma régua historica que coloca os principais contribuidores matematicos para
elaboracdo e estruturacdo do conceito, de Tartaglia a Gauss, passando por Girolamo, Bombelli
e Euler.

Outro ponto é que a praxeologia inicial e as primeiras tarefas sdo relativas a Ts,
relativas aos operadores das unidades imaginarias. Neste tipo de abordagem, o que ocorre €
que logo as equacdes em C sdo colocadas em pauta, as tarefas do tipo T.

Observamos somente uma “auséncia” nesta obra, que foi relativo a potenciacdo na
forma algébrica, as tarefas do tipo T4. Porém, como o contetdo evolui, ndo consideramos que
houve de fato um salto na organizacdo matematica ou uma brecha na organizacdo didatica,
que posteriormente o estudo do quadro trigonométrico serd explorado de forma rigorosa — de
fato, neste quadro é onde conseguimos observar mais aspectos do bloco do saber, proposto
por Chevallard (1999).
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5 CONCLUSAO

Motivados pela nossa questdo de pesquisa - “Como é o tratamento do contetdo de
numeros complexos em livros didaticos do ensino médio e por que esse saber é ensinado no
Ensino Médio?” - pudemos nos aprofundar em como as obras abordam este conteldo nesta
etapa do ensino.

Percebemos que, em sua maioria, estas obras irdo abordar o conceito de numeros
complexos em seu status de objeto (DOUADY, 1986) em que o conteudo ¢é tirado de contexto
e trabalhado de forma a explorar seus operadores e suas caracteristicas.

Observou-se também que as obras aprovadas no PNLD/2018 se dedicam a muitos
campos de contextualizages, boxes informativos, curiosidades, entre outros, porém o que
vimos foi um tratamento mais técnico (em sua grande maioria) onde o objetivo era operar
dentro deste novo conjunto numeérico.

Todas as obras deste PNLD irdo abordar a representacdo geométrica dos numeros
complexos. E o tratamento da parte geométrica se calca para que seja possivel algumas
justificativas matematicas do contetdo. Muito do que percebemos envolvem justificativas
tecnoldgicas para alguns conceitos que foram abordados, como conjugado e inverso
multiplicativo, como também de alguns conceitos que aparecerdo, como a propria
representacdo trigonomeétrica de um nimero complexo qualquer ou a defini¢do de médulo.

Seis das oito obras optaram por apresentar o contetdo de complexos antes do
conteddo de polinémios. Destas seis obras, o LD2, o LD3 e o LD5 néo se aprofundam nos
estudos de complexos para resolucdo do Teorema Fundamental da Algebra. Nestas obras, 0
aprofundamento do contetdo de complexos vai ocorrer como ferramenta no tratamento das
raizes de equacdes polinomiais, que estdo adiante em sua organizacao. Isto é, em metade das
obras, ndo ocorre o tratamento das raizes enésimas de complexos na forma trigonométrica,
muito embora ocorra todo tratamento dos operadores do conjunto, o que, de fato, torna o
conceito descontextualizado.

Durante todo este trabalho buscamos atingir nossos objetivos gerais e especificos em
torno de nossa questdo de pesquisa. Lembramos que um dos nossos objetivos € de entender a
razao de ser deste contetido, o que implica em compreender “onde se quer chegar” com a
evolucgéo das praxeologias matematicas e didaticas do conteudo, isto €, responder a pergunta
“para que estudamos isto?” E, sobretudo, o que se deseja fazer com este conceito: onde sera

usado, por exemplo?
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Sabemos que o conjunto dos nimeros complexos tem uma razéo de ser na matematica,
porém a razdo de ser na educacdo bésica ndo necessariamente serd a mesma que na
matematica. Este conjunto numérico foi desenvolvido por mais ou menos 3 séculos de estudo
e sua razdo de ser na matematica era encontrar um meio para se chegar a solucao de equacdes
do tipo x3 + px? = g e x* + px = g (MOL, 2013), além de demonstrar, posteriormente, 0
teorema fundamental da &lgebra. A solugdo de uma equacdo de grau n é resolvida pela 22

férmula de Moivre?°:

Figura 59 - Segunda férmula de Moivre

Assim, concluimos que:

+ +
w, = Q.Im[cos 0 +2kw +i-sen i 21'(11] segunda formula de De Moivre
n n

parak=0,12,...(n—1)
Apos k= n — 1, os valores comecam a se repetir. Entao, de 0 a n — 1,temos n raizes distintas.
Observemos que essa formula também pode ser escrita assim:

7 T 7 m
cos[r—;k-z—]n-sen[r—; k-z—]
n n n n

w, = {l‘llzl

Fonte: DANTE, 2018, p. 162

Trabalhar com esta formula exige destreza no campo da trigonometria. Todas as obras
do PNLD/2018 se dedicaram a um trabalho matemaético bastante rigoroso a despeito de
trigonometria, mesmo quando ndo fossem explorar muito a fundo esta praxeologia.

Neste ponto, ja podemos dizer que o fato de todos os LD se preocuparem em fornecer
as técnicas de resolucdo para o tratamento da parte trigonométrica dos nimeros complexos, é
justificada a fim de que possam servir como ferramenta no estudo das equacdes polinomiais e
relacdes de Girard.

Observa-se ainda que nas obras houve a dedicacdo, principalmente nos exercicios
resolvidos, a apresentar contextualizacdes do contetdo, na medida do que € possivel dado o
nivel de abstracdo deste objeto matematico; as tarefas do tipo T22: “Determine o argumento de
z” sdo um bom exemplo de aplicabilidade deste contetdo.

De fato, o tratamento algébrico é bastante trabalhado pelos autores que se dedicaram a
resolver o TFA na obra, na parte das atividades propostas. Constata-se, porém, que na parte
“curso” dos livros hd uma dedicacdo para fornecer ao estudante técnicas voltadas a
trigonometria, e as justificativas sdo dadas principalmente no bloco geomeétrico, a exploracéo
do bloco [6,0] € um pouco timida nas obras analisadas. H& algumas hipoteses que

2 Abraham de Moivre (1667 — 1754), matematico francés.
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poderiamos destacar neste movimento na parte curso, e uma delas esta justamente ligada a
razdo de ser do conjunto dos numeros complexos na educacao basica, que é ser usado como
ferramenta para o conteudo de equacgdes polinomiais.

Podemos ainda concluir que ha ferramentas que fornecem meios de se obter as raizes
enésimas de uma equacdo de grau n, na parte “curso”, porém o que esta sendo posto em
destaque é a manipulacdo algébrica em suas Vérias representacdes e 0s varios quadros
(DOUDY, 1986). No capitulo destinado ao estudo de complexos a sua razdo de ser nestas
obras parece convergir para a expansdo do conjunto dos reais e a manipulacdo algébrica,
geomeétrica e trigonométrica.

Podemos, entdo, concluir que o modelo dominante para o ensino de NUmeros
Complexos no ensino médio segue o padrdo de estudo do conceito “numeros complexos”
como objeto, para depois justificar seu uso como ferramenta para se resolver o TFA. Isto €,
desde a praxeologia inicial, que questiona o “alcance da técnica” (CHEVALLARD, 2001)
para se resolver um tipo de equacdo quadratica que ndo tem solucdo no conjunto dos nimeros
reais — 0 que induz o estudante ao erro de pensar que € para isso que ele serve: resolver
equacOes quadraticas especificas — evolui de modo a fornecer todo o aparato técnico (nos
operadores) e tecnoldgicos com algumas demonstracfes e mudancas de quadros — geométrico,
algébrico, trigonomeétrico — para, entdo, ser usado como uma ferramenta do Teorema
Fundamental da Algebra.

Esse caminho é realizado pelos sete LD que trazem o contetdo de complexos no
sumario; seis deles irdo percorrer esse modelo, descrito no paragrafo anterior. Apenas o LD4
ird abordar o carater de objeto dos complexos, sem tratar o carater de ferramenta.

O que podemos concluir disto?

Os complexos sdo, na maior parte do tempo, tratados de forma descontextualizada,
pois a apresentacdo dos mesmos é o inverso do que propde Douady (1986): primeiro ocorre a
abordagem do estatuto “objeto” para depois ocorrer a abordagem do estatuto de ferramenta,
isto levando em consideracdo as obras que tratardo do estatuto de ferramenta. E como o
tratamento do carater objeto é descontextualizada, ocorre de, mesmo que a proposta das obras
seja de contextualizar o ensino — por esse motivo esmiugamos nossa anélise das obras — o que
ocorre de fato é uma falsa contextualizacdo, ou pelo menos, uma que ndo abrange de forma
concreta 0 uso de numeros complexos — por mais que ferramentas implicitas surjam na

necessidade de se expandir o conjunto dos reais.
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Quanto ao nosso objetivo de compreender a razdo de ser dos complexos no Ensino
Médio foi parcialmente atingido. Isto porque a razdo de ser de um conceito como este estar na
Educacdo Baésica, tem tudo a ver com 0s aspectos epistemoldgicos e historicos dos
complexos. Ensina-se os complexos pela valorizacdo técnica e tecnoldgica do contetdo. E
como vimos, houve duas épocas que consideramos cruciais para este contetdo ter vindo parar
neste nivel de ensino.

Nas décadas de 1920 e 1930, no Estado Novo de Getulio Vargas, os manuais didaticos
ainda eram traduzidos da Europa, principalmente Franca. E o Brasil, nesta época estava em
uma onda desenvolvimentista, e de valorizagdo da forga nacional, e das novas tecnologias — e
como 0s complexos tém relagcbes com o desenvolvimento tecnoldgico, talvez, essa fora a
primeira vez que este contelldo passou a ser ensinado na etapa de ensino que hoje é o Ensino
Médio.

J& entre as décadas de 1960 a 1980, a mesma tendéncia nacionalista e
desenvolvimentista tomou conta do poder com o Regime da Ditadura Militar. As tendéncias
pedagdgicas nacionais e 0 movimento da matematica moderna, ja fracassada no exterior,
dominavam os modelos de ensino no Brasil (SAVIANI, 2019).

Essas herangas historicas nos levam a crer que este conteudo foi ficando no curriculo,
posto em segundo plano e jogado cada vez mais as margens do Ensino Médio até sair do
curriculo ja em 2021 com a BNCC. E isto também é influéncia dos niveis superiores de co-
determinacdo apontados por Chevallard (2002) — as esferas da sociedade gque organizam o
curriculo do que deve ser ensinado e mesmo as politicas de educacdo publica, ou ainda a
academia, sdo organizagdes na noosfera que conseguem delimitar onde esse saber deve ficar.

Antes, no final do século 19 e durante o século 20, o objetivo da educacdo era formar
0 estudante para o curso superior, ou mesmo formar os militares para 0s cursos superiores que
comecaram a surgir no Brasil, depois de a corte portuguesa ter vindo para cé; entre outras
coisas 0s objetivos da educacdo dos Pardmetros curriculares nacionais apontavam alguns
contetdos como pré-requisitos para alguns cursos superiores. J& no Brasil do século 21, o
objetivo é formar para a cidadania e o mercado de trabalho, o que pode ser lido,
subliminarmente, como formar mao de obra técnica. Dessa forma, os curriculos particulares
de cada curso superior tém que dar conta do seu referencial, retirando o papel do Ensino
Médio de formar para o curso superior, e sim, formar para “cidadania”.

Este estudo foi realizado entre os anos de 2019 e 2021. Periodo da historia brasileira

em que a educacdo esta passando por certas reformas, que foram implantadas sob a influéncia



135

dos niveis superiores de co-determinacdo. Estas reformas mudam néo s6 o curriculo como
também a estrutura do Ensino Médio brasileiro. As obras do PNLD/2018 foram elaboradas
sob orientacdo do edital do PNLD que por sua vez tinha como documento regulamentador os
Parametros Curriculares Nacionais. Este PNLD teve sua validade até o ano de 2021; a partir
de 2022 a Base Nacional comum curricular ira reger o curriculo educacional brasileiro, e
como ja foi apontado neste trabalho, este documento ndo indica como o ensino de nimeros
complexos sera ensinado.

Na verdade, o que entendemos é que ndo ha orientacGes para o0 ensino dos numeros
complexos, a partir da BNCC. O ensino de complexos continuard sendo praticado na
educacdo basica? Ou se tornou um objeto de estudo da educacdo superior, no Brasil? Isso é
positivo? Negativo? Que implicacBes a auséncia deste objeto — numeros complexos — na
educacdo basica pode acarretar?

O que inferimos, dados nossa analise e estudo a respeito desse objeto da matematica
nesse nivel de ensino é que ele tende a desaparecer dos curriculos locais (estaduais e
municipais) e deixar de ser ensinado, a0 menos, na educacgdo basica.

Isto seria uma perda, do ponto de vista epistemoldgico — principalmente nas
discussdes acerca do estudo de polindmios e raizes de polindmios de grau n — e acarretaria um
obstaculo para os estudos de raizes complexas de equacgdes que ja sdo trabalhadas neste nivel
de ensino, como as equacgdes quadraticas ou cubicas. A expansao do conjunto dos reais para a
compreensdo do conjunto dos complexos, que resolveram um obstaculo mateméatico muito
importante — como ja apontamos — desaparecerd dos manuais didaticos e do curriculo real,
que acontece em sala de aula, na préatica do professor.

Além disso, podemos ainda afirmar que estes estudantes, egressos deste sistema de
educacdo — puxando aqui uma discussdo da ecologia dos saberes e das influéncias na noosfera
— irdo para 0s cursos superiores sem estes aportes tedricos matematicos. Mas por que apontar
isto? Bem, nos cursos de matematica, por exemplo, este € um assunto relevante, para abrir
discussdes principalmente nos campos da algebra e geometria analitica. Seria papel entdo dos
curriculos universitarios mudar a forma de abordagem, pois nessa conjuntura, 0 primeiro
contato dos estudantes graduandos com este objeto da matematica estaria acontecendo no
curso.

E importante ressaltar, por fim, que no Brasil ja se estuda uma Base Nacional Comum
de Formac&o de Professores — BNCFP — que deve estruturar os curriculos nas universidades

do pais. Este é um assunto para outra pesquisa, mas, certamente as adaptacGes de um



136

curriculo na educagdo bésica como estd sendo feito, gera demandas de mudanga no ensino
superior, ou seja, nos niveis de co-determinacao superiores.
Estas sdo algumas das questdes que acreditamos serem importantes para serem

investigadas ja nesta proxima década deste capitulo da educacéo brasileira.
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